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Epigrafe

"A gravidade explica os movimentos dos
planetas, mas nao pode explicar quem
colocou os planetas em movimento. Deus
governa todas as coisas e sabe tudo que é ou
que pode ser feito.”

Isaac Newton



RESUMO

O célculo diferencial e integral é um das ferramentas mateméticas mais importantes na
histéria da humanidade. Sua descoberta e desenvolvimento ao longo dos tempos tem con-
tribuido para a evolucao de diversas outras ciéncias. O presente trabalho tem o objetivo
de ressaltar essa importante parcela da historia da matematica, além de discutir a pos-
sibilidade de ser implementada a introducao das nocoes intuitivas do calculo no Ensino
Médio, visto que o seu ensino tem se restringido a cursos da Educagao Superior. Em
diversos estudos tem se destacado algumas dificuldades dos cursos de calculo do Ensino
Superior, tais como: o alto indice de reprovacoes e evasao dos alunos desta disciplina,
a proposta de incluir os fundamentos do célculo no Ensino Médio seria uma forma de
mitigar estes problemas. Este trabalho trata-se de uma pesquisa bibliografica das noc¢oes
intuitivas de limites e derivadas, e o estudo das aplicagoes destes conceitos em fungoes
de 1° e 29 grau, fazendo uma contextualizacao de problemas do cotidiano de diversas
disciplinas e conteudos da educacao bésica, com o objetivo de explorar sua aplicabilidade
em sala de aula. No final é apresentado algumas propostas de abordagens de aplicacoes
de limites e derivadas, concluindo de forma positiva a possibilidade de introdugao destes

conceitos no Ensino Médio de forma satisfatoria.

Palavras-chave: Calculo Diferencial. Nogoes Intuitiva. Ensino Médio.



ABSTRACT

Differential and integral calculus is one of the most important mathematical tools in
history of mankind. Its discovery and development over time has contributed to the
evolution of several other sciences. The present work has the objective of highlighting this
important part of the history of mathematics, in addition to discussing the possibility of
implementing the introduction of the intuitive notions of calculus in High School, since
the its teaching has been restricted to Higher Education courses. In several studies,
some difficulties of higher education calculus courses have been highlighted, such as: the
high rate of failure and evasion of students in this discipline, the proposal to include the
fundamentals of calculus in High School would be a way to mitigate these problems. This
work is a bibliographical research of the intuitive notions of limits and derivatives, and
the study of the applications of these concepts in 1st and 2nd degree functions, making a
contextualization of everyday problems in different disciplines and contents of the basic
education, with the aim of exploring its applicability in the classroom. At the end,
some proposals of approaches to the application of limits and derivatives are presented,
concluding in a positive way the possibility of introducing these concepts in High School

in a satisfactory way.

Keywords: Differential calculation. Intuitive Notions. High school.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho faremos um pesquisa bibliografica onde analisaremos algumas possi-
bilidades de abordagem do Célculo Diferencial no Ensino Médio de maneira intuitiva,
contextualiza e interdisciplinar, aprofundando a aplicabilidade dos conceitos do célculo
principalmente em problemas ja trabalhados na educacao bésica.

Nao nos surpreende que a disciplina de Calculo Diferencial e Integral tem sido um
desafio para os alunos do Ensino Superior. Nao podemos deixar de ressaltar o nivel
de dificuldade que os alunos enfrentam ao iniciarem a disciplina, geralmente no primeiro
periodo dos cursos de exatas, pois muitas destas dificuldades sao resultados de deficiéncias
trazidas do inicio de sua vida académica, isto €, desde o Ensino Basico. Com isso causando
inimeras falhas para serem corrigidas no Ensino Superior, provocando assim altos indices
de reprovacgoes e evasoes na disciplina.

Isto nos leva a questionar, quais as origens e os fatores que contribuem para estas
dificuldades? O que poderiamos fazer para mitigar tais deficiencias? Em resposta para
tais questionamentos muitos pesquisadores sugerem o ensino de célculo ja no Ensino
Médio, com o objetivo de facilitar o entendimento do conteido além de sua aplicabilidade
na resolucao de problemas. O Professor Nilson José Machado, da Faculdade de Educagao

da Universidade de Sao Paulo, autor de varios livros didaticos e paradidaticos afirma que:

“Até hoje, no Brasil e no mundo, quase todas as tentativas de ensinar célculo
na escola basica falharam. Tais fracassos nao deveriam nos surpreender, pois
essas tentativas nao passaram de uma antecipagao do modo como o célculo é
ensinado na universidade, e o problema é que nem na universidade o curso de
introduc@o ao célculo funciona bem. Como poderia funcionar bem no ensino
médio?” (Entrevista Blog Imaginario Puro, 28/Outubro/2015)

Entao nao seria uma contradicao? Se no Ensino Superior o aluno vai mal no curso
de céalculo, como podera ir bem num curso de introdugao ao calculo no ensino médio,
quando ele sabe menos? O professor Machado acredita que o melhor jeito de corrigir
esse problema ¢ justamente no Ensino Médio, onde o estudante conheceria as ideias mais
importantes do cdlculo por meio tao somente de fungoes simples, especialmente as fungoes
polinomiais. Pretendemos neste trabalho, abordar as questoes e aplicagoes basicamente
com funcgoes polinomiais, para facilitar assim a compreensao dos conceitos basicos de limi-
tes e derivadas. Demonstrar que um estudante com conhecimentos das principais ideias
do célculo, sabera usé-las para, por exemplo, esbocar o grafico de funcoes polinomiais.
Mostrar que o estudante conhecendo as principais ideias intuitivas do cédlculo no Ensino
Médio tera os requisitos necessarios para desenvolver ideias mais elaboradas. Salientar
que o mesmo sabendo emprega-las no estudo das funcoes polinomiais, estara apto para se

sair bem no curso universitario de introducao ao calculo.
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O trabalho esta dividido em seis capitulos, da seguinte forma:

O capitulo 2, é dedicado a um panorama histérico do desenvolvimento do Calculo
Diferencial e Integral ao longo do tempo, no capitulo 3 é iniciado a fundamentacao teérica
com as defini¢oes formais e intuitivas de Limites, com uso de construgoes de tabelas e
graficos de fungoes do 1° e 2° grau.

O capitulo 4, é dado continuidade a fundamentacao tedrica com a definicao de De-
rivadas, associando aos conceitos de taxa de variacao e relacionando-os com a teoria de
velocidade e aceleracao instantanea, no capitulo 5 temos algumas proposta de abordagens
das aplicagoes de limites e derivadas em problemas ja trabalhados naturalmente no Ensino

Médio. O capitulo 6 é apresentada a conclusao do trabalho.
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2 UM PANORAMA HISTORICO DO CALCULO

A histéria de uma forma geral, tem um papel fundamental em nossas vidas, através
dela conseguimos compreender a evolucao de tudo que encontramos a nossa volta, com a
matematica nao seria diferente, com o estudo da Historia da Matematica se pode analisar
a construcao das nocoes bésicas dos conceitos matematicos, com isso o aluno revive suas
descobertas e aumenta a sua compreensao do contetido sem a necessidade de memorizacao
de suas defini¢oes, assumindo assim um papel fundamental no ensino aprendizagem da
matematica. Discorreremos a seguir alguns fatos histéricos que contribuiram para a des-
coberta e desenvolvimento do Célculo no mundo. E inegavel a contribui¢ao do Calculo
Diferencial e Integral no desenvolvimento humano e nas descobertas que influenciaram
e ainda influenciam diretamente na vida das pessoas, se tornando assim uma das mais
importantes criagoes matematicas de todos os tempos, contribuindo com vérias areas do
conhecimento, tais como: a fisica, quimica, biologia, estatistica entre outras. Newton
e Leibniz frequentemente sao citados como os inventores do Calculo Diferencial e Inte-
gral. Entretanto, alguns dos problemas que deram origem ao estudo das ideias centrais
do céalculo foram desenvolvidos por alguns matematicos que viveram antes de Newton e
Leibniz. Abordaremos neste capitulo o desenvolvimento do Céalculo Diferencial e Integral

desde os primeiros problemas que deram origem ao seu estudo até os dias atuais.
2.1 O CALCULO NA ANTIGUIDADE

Neste periodo nao tivemos grandes avancos no Célculo, essa época foi marcada por
algumas ideias que serviram como ponto de partida para a formacao de alguns conceitos
utilizados posteriormente, como por exemplo, as curvas, os infinitesimais, tangentes e o
método da exaustao, sendo assim introduzidas algumas ideias do calculo integral, embora
nao tenha havido um desenvolvimento de forma rigorosa e sistematica. O Calculo é
resultante de um longo processo de desenvolvimento, iniciado com a geometria grega,
com intuito de estabelecer areas de figuras com formas irregulares, volumes de sélidos e
o estudo do movimento dos corpos e de sua velocidade instantanea, bem como o inverso,
o calculo das distancias percorridas conhecida sua velocidade a cada momento. Foram os
gregos da escola pitagérica (cerca de 550 a.C.) que deram os primeiros passos das ideias
basicas do calculo na tentativa de resolugao de problemas geométricos, estes matematicos
influenciaram as proximas geracoes com seus métodos de resolucao, inovadores para a
época, como por exemplo, Zenao de Eléa (cerca de 450 a.C.) que foi um dos primeiros
filosofos a propor problemas baseados no conceito de infinito. Zenao ficou conhecido
pela producao de paradoxos sobre a impossibilidade do movimento. Nao se sabe ao
certo quantos paradoxos foram formulados, mas Zenao escreveu um livro que continha

40 paradoxos. Ele era discipulo de Parmeénides, que foi um dos principais filésofos da
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antiguidade cujos estudos eram embasados sobre a ontologia do ser, a razao e a logica.

Eves aborda dois desses paradoxos em seu livro, vejamos:

Dicotomia: “se um segmento de reta pode ser subdividido indefinidamente,
entdo o movimento é impossivel pois, para percorré-lo, é preciso antes de al-
cancar seu ponto médio, antes ainda alcancar o ponto que estabelece a marca
de um quarto do segmento, e assim por diante, ad initum. Segue-se, entao, que
o movimento jamais alcangard.” (EVES, 2004. p. 418)

Analisando geometricamente o paradoxo da dicotomia podemos observar que, se um
objeto A caminha em direcdo ao objeto B, porém antes que chegue ao final o objeto A
precisa passar pela metade do caminho, ou seja, pelo ponto C. Mas para que o objeto A
se desloque para o objeto C, A precisa passa pela metade do caminho entre A e C, ou
seja, o ponto D. E assim por diante, sempre vai existir uma distancia entre dois pontos.
Com base nesse fundamento, Zenao acreditava que o que acreditdvamos ser movimento
espacial era imaginacao, para ele o mundo era estatico. Logo, esse movimento vai ser

infinito conforme a Figura [T}

Figura 1 — Paradoxo da Dicotomia

X :

A D C B

Fonte: https://www3.unicentro.br/petfisica/2017/09/21/paradoxo-da-dicotomia/

Flecha: “se o tempo é formado de instantes atémicos indivisiveis, entao uma
flecha em movimento esta sempre parada, posto que em cada instante ela esta
numa posicao fixa. Sendo isso verdadeiro em cada instante, segue-se que a
flecha jamais se move.” (EVES, 2004. p. 418)

Neste paradoxo também temos um argumento da impossibilidade do movimento, ob-
servando uma flecha a ser langada em direcao ao alvo, Zenao percebe que a cada momento
a flecha ocupa um espaco diferente e que seu percurso pode ser infinitamente divisivel em
segmentos menores. O que podemos perceber e que esses paradoxos sao argumentos

bastante abstratos e meramente légicos.

Figura 2 — Paradoxo da Flecha

| /L'} (\.\.

iy

el

~ 4
B BS B B B RS mS m *’J

T

Fonte: https://forumdediscursus.wordpress.com/antiga-2/tudo-parado/

Hoje sabemos que o conceito de limite era o que faltava para a compreensao absoluta

destes e outros paradoxos.
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2.1.1 METODO DA EXAUSTAO

Até este momento era utilizado o método da exaustao para calculo de areas de figuras
planas, varios gregos deram suas contribuicoes, que mais tarde, foram aprimoradas por
Arquimedes (287 a 212 a.C.) que aperfeigoou o método para a pratica da integragao. O
método é assim denominado porque as areas eram medidas por aproximagcoes sucessivas
e crescentes até que cobrissem a figura considerada.

Nas civilizacoes antigas, a Geometria possuia grandes aplicabilidades nas atividades
do cotidiano, principalmente nas particoes e medicoes de terras. Com o passar do tempo,
0S gregos comecaram a se questionar sobre areas e volumes, e esperavam que a matematica
desse uma resposta imediata para estes problemas. Entretanto o célculo de tais grandezas
nao havia se formalizado para a maioria das formas geométricas.

Neste periodo ja era conhecido o calculo das areas de figuras planas estruturadas por
retas, conforme ja mencionamos anteriormente, porém nao se tinha conhecimento para
determinar a drea de figuras curvas. Entao os gregos iniciaram uma busca intensa para
uma féormula geral de quadratura, esta busca foi apontada como uma lenta corrida em
direcao ao calculo. Com ela encontraram como solucao para o problema, a aproximagcao
da figura curva com poligonos inscritos, o que chamaram de Método da Exaustao, uma
utilizagao do conceito de limite por meio de uma sequéncia infinita. Através desse e de
outros procedimentos os gregos foram considerados como os maiores matematicos durante
este século.

Atribui-se o desenvolvimento do Método da Exaustao a Eudoxo de Cnido (408 - 355
a.C.) e esse método pode ser considerado como resposta aos paradoxos de Zenao. Ele que
permitiu que uma grandeza pudesse ser fragmentada constantemente, tendo como base a

seguinte proposigao:

Proposicao do Método da Exaustao: Se de uma grandeza qualquer se subtrai
uma parte nao menor que sua metade e do resto novamente subtrai-se uma parte nao
menor que sua metade, e assim por diante, se chegara por fim a uma grandeza menor que
qualquer outra predeterminada da mesma espécie.

A principal contribuicao deste método para o desenvolvimento do céalculo, a principio,
foi calcular a area do circulo através de poligonos regulares inscritos; a medida que se
aumenta o nimero de lados do poligono nos aproximamos da area do circulo. A partir
do Método da Exaustao, Arquimedes também apresentou sua contribuicao para o desen-
volvimento do célculo, utilizando os procedimentos feitos por Eudoxo, porém de maneira
mais elaborada.

Mais tarde ele introduziu algumas das contribui¢oes mais significativas feitas na Grécia,
usou o método da exaustao para calcular a area sob o arco de uma parabola utilizando

a soma de uma série infinita, mostrou que a area de um segmento de parabola é 3 da



18

area de um triangulo de mesma base e vértice. Assim, constréi-se uma sequéncia infinita
de triangulos partindo de um triangulo com area A e adicionando repetidamente novos

triangulos entre os existentes e a parabola, até chegar a;
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Assim, drea do segmento de pardbola é, portanto:

1 1 1 kel
A(1+Z+E+E+---)—A =

Figura 3 — Area do segmento de parabola
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Fonte: https://repositorio.unesp.br

Assim podemos perceber que a quadratura da parabola é um dos precursores da inte-
gral definida e o método de exaustao é um ponto fundamental para desenvolvimento do

conceito de limite.
2.2 A EVOLUCAO DO CALCULO A PARTIR DO SECULO XVII

Nesse periodo houve um reavivamento do desenvolvimento matematico, a atividade
dos matematicos se estenderam por muitos campos. No comeco, a revitalizacao foi através
dos escritos antigos, porém, os estudiosos comecgaram a adquirir mais confianga sobre as
suas proprias observagoes.

Como nos séculos XVII e XVIII a maioria dos matematicos eram também fisicos, assim

sendo, é natural que os primeiros estudos estavam associados aos fenomenos fisicos.

“[...] o movimento dos planetas e a queda dos corpos na terra, o funcionamento
das maquinas, o fluxo dos liquidos, a expansao dos gases, forgas fisicas tais como
o magnetismo e a eletricidade, o voo, o crescimento das plantas e animais, a
propagacgao das epidemias e a flutuacao dos lucros. A matemadtica tornou-se
o estudo dos numeros, da forma, do movimento, da mudanca e do espago”
(DEVLIN, 2010, p. 24-25).

O Calculo apoiado pela Geometria Analitica, foi o maior instrumento matematico de-

senvolvido no século XVII. Ele se mostrou notavelmente poderoso e eficiente para atacar



19

problemas sem solugoes em tempos anteriores. Foi sua ampla e surpreendente aplicabili-
dade que atraiu grande parte dos pesquisadores em Matematica da época, resultando dai
uma enorme producao de artigos, no entanto, poucos preocupavam-se com os fundamentos
dos assuntos, que eram bastante insatisfatorios.

Os processos empregados eram frequentemente justificados com argumento de que eles
funcionavam. E sé perto do fim do século XVIII, quando muitos absurdos e contradigoes
tinham sido expostos na Matematica, sentiu-se que era essencial examinar as bases da
analise para dar-lhes uma fundamentagao logica rigorosa. O cuidadoso esforgo que se se-
guiu, visando a essa fundamentacao, foi uma reacao ao emprego descontrolado da intuicao
e do formalismo do século anterior. A tarefa se mostrou dificil, ocupando em suas varias
ramificagoes, a maior parte dos 100 anos seguintes. (EVES, 2011. p. 462).

Este século foi muito importante para o surgimento do Calculo, onde grandes estudi-
osos, como Cavalieri, Keple, Torricelli, Wallis, Pascal, Descartes e Fermat, preparavam o
caminho, para que Newton e Leibniz chegassem ao desenvolvimento mais aprimorado do

Célculo.
2.3 ISAAC NEWTON X GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ

Nao ha como falar sobre a evolucao do Calculo Diferencial e Integral, sem mencionar
dois grandes matematicos que contribuiram efetivamente para desenvolvimento desta que

é considerada a mais importante ferramenta matemética de todos os tempos.

“A invencao do Calculo foi o evento singular mais importante da Matematica
desde que Euclides reunira a estrutura da geometria classica em seus elemen-
tos, 2000 anos antes. Ela mudaria para sempre o modo como os matematicos
pensam e trabalham, e seus métodos poderosos afetariam todos os ramos da
ciéncia, pura e aplicada.” (MAOR, 2008, p. 109).

Da mesma forma é impossivel deixar de mencionar a disputa entre Newton e Leibniz
no que se refere a autoria dos resultados que mais tarde viria a ser a base do Célculo

moderno.

2.3.1 Isaac Newton (1642— 1727)

Fisico inglés que iniciou sua trajetoria pela matematica lendo obras de diversos ma-
temadticos, e assim acabou criando a sua propria matematica, para provar que a sua teoria
fisica sobre a gravitagao universal e a forga centripeta estava correta.

Inicialmente descobriu o teorema do bindmio generalizado, depois acabou inventando
o método dos fluxos, assim era como ele chamava o Calculo Diferencial.

O método dos fluxos, a descoberta mais importante, embora publicado em 1736, ja
havia sido escrito em 1671, e antes disso, em 1669, Newton ja comunicara a esséncia do
método a Barrow. (EVES, 2004).

De acordo com Eves, nas conclusoes de Newton,
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[...] “uma curva era gerada pelo movimento continuo de um ponto. Feita essa
suposigao, a abscissa e a ordenada de um ponto gerador passam a ser, em geral,
quantidades varidveis. A uma quantidade varidvel ele dava o nome de fluente
(uma quantidade que flui) e & sua taxa de variacdo dava o nome de fluxo de
fluente. Se um fluente, como a ordenada do ponto gerador, era indicada por
y, entao o fluxo desse fluente era denotado por . Essa taxa de crescimento
constante de alguma fluente é o que ele chamava fluxo principal, podendo o
fluxo de qualquer outro fluente ser comparado com esse fluxo principal.”|...]
(EVES, 2004, p. 439).

Eves afirma ainda que Newton tratou de dois tipos de problemas com o método dos
fluxos:

1° - Considerando uma relagao entre alguns fluentes, buscou uma relacao envolvendo
esses fluentes e seus fluxos, que é o que hoje chamamos de diferenciacao.

2° - Estudou a relacao inversa: considerando a relacao entre os fluentes e seus fluxos,
buscou encontrar uma relacao envolvendo apenas os fluentes. E o processo de diferen-
ciagao.

Newton encontrou diversas e importantes aplicagoes para o método dos fluxos: deter-
minou maximos e minimos, tangentes e curvas, curvatura de curvas, pontos de inflexao
e convexidade e concavidade de curvas; aplicando também a muitas quadraturas e reti-

ficacoes de curvas.

“Newton nao foi o primeiro a diferenciar ou a integrar, nem a ver a relagao
entre essas operagoes no teorema fundamental do cdlculo. Sua descoberta con-
sistiu na consolidacao desses elementos num algoritmo geral aplicavel a todas

as fungoes, sejam algébricas sejam transcendentes.” (BOYER, 2010, p. 274).

2.3.2 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Cientista alemao considerado o tltimo sabio que obteve o conhecimento universal,
criou o seu calculo entre 1673 e 1676. Leibniz declarou que ao ler a carta Traite des sinus
du quart de cercle, de Amos Dettonville (pseudonimo sob o qual Pascal escrevia nos anos

finais de sua vida), sobre os indivisiveis, percebeu que:

“

. a determinacao da tangente a uma curva dependia da razao das diferencas
das ordenadas e das abscissas, quando essas se tornavam infinitamente peque-
nas, e que as quadraturas dependiam da soma dos retangulos infinitamente
finos que formam a drea.” (BOYER, 2010, p. 276).

Leibniz foi o primeiro a utilizar o simbolo de integral, um S alongado, derivado da
primeira letra da palavra summa, (soma), tendo feito isso em 29 de outubro de 1675, com
o objetivo de indicar uma soma de indivisiveis. “Algumas semanas depois ele ja escrevia
diferenciais e derivadas como fazemos hoje, assim como escrevia e para integrais.” (EVES,
2004, p. 443).
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Para achar tangentes fez uso do calculus differentialis e para encontrar quadraturas
utilizou o calculus summatorius ou calculus integralis, de onde se originou a nomenclatura
atualmente utilizada. (BOYER, 2010).

Seu primeiro artigo sobre o calculo diferencial foi publicado em 1684, onde Leibniz de-
fine dr como um intervalo finito e arbitrario e dy pela proporcao dy : dx =y : subtangente.
(EVES, 2004).

Em 1686 Leibniz fez outra importante publicagao, onde enfatizou a relacao inversa
entre derivacao e diferenciagao no teorema fundamental do calculo. Ele deduziu muitas
das regras da diferenciacao que atualmente sao utilizadas nos cursos de cédlculo. Como
exemplo, a formula da derivada enésima do produto de duas funcoes, que é conhecida
como regra de Leibniz.

Eves afirma que Leibniz;

“...tinha uma sensibilidade muito grande para a forma matematica e discer-
nia com clareza as potencialidades de um simbolismo bem engendrado. Sua
notagao para o cdlculo mostrou-se muito feliz e, inquestionavelmente, é mais

conveniente e flexivel do que a de Newton”. Eves (2004, p. 443- 444)

2.3.3 A POLEMICA PATERNIDADE DO CALCULO

Durante as viagens que fez pela Europa Leibniz estabeleceu contato com diversos ma-
tematicos importantes da época. Ele estudou matematica e fisica com Christian Huygens
em Paris, em 1672 e esteve com Hooke e Boyle em Londres no ano de 1673. Na mesma
ocasiao ele adquiriu diversos livros sobre matematica, inclusive os trabalhos de Barrow,
com quem manteve extensa correspondéncia, retornando para Paris Leibniz realizou im-
portantes contribui¢oes na area do célculo.

Leibniz considerava suas varidveis x e y como valores assumidos sobre sequéncias de
valores infinitamente préximos, enquanto Newton tratava as varidveis como fungoes do
tempo. Ele introduziu a nocao de dx e dy como diferencas entre valores proximos dentro
destas sequéncias. Leibniz sabia que podia calcular a inclinagao da tangente como Z_y
mas nao usou este fato como definicao da reta tangente. !

Para Newton a integracao consistia de se encontrar fluentes para um dado fluxo e,
desta forma, estava implicito que a diferenciacao e a integracao se complementariam
como operacoes inversas.

Leibniz usava a integracao como uma soma, de forma muito similar aquela usada por
Cavalieri. Ele também se sentia a vontade com o uso dos infinitesimais dz e dy, enquanto
Newton usava outra notacao (,y) que representavam velocidades finitas. Nem Leibniz
nem Newton pensavam em termos de fungoes e sim em termos dos graficos envolvidos.
Para Newton o calculo era formado por operagoes geométricas enquanto Leibniz fez maior

progresso na direcao da andlise. Ele tinha consciéncia de que a defini¢ao e adogao de uma
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boa notacao era de fundamental importancia e se dedicou com esforco a esta questao,
por outro lado Newton, parecia escrever mais para si mesmo do que para um publico
geral, nao se atendo ao formalismo das demonstracoes, e como consequéncia, tendia a
usar uma notacao que variava a cada momento. A notacao de Leibniz, o enfatizava o
aspecto de operador da derivacao, o que se revelou muito importante palg"ca 0 progresso
posterior do célculo. Seus resultados foram publicados em 1684 e 1686 sob o nome de
Calculus Summatorius. O nome moderno, calculo integral, s apareceu como sugestao
Jacob Bernoulli, em 1690.

No inicio de 1676 Newton escreveu uma carta para Leibniz, enviada por meio de Ol-
denburg. Nesta carta, que demorou para chegar ao destino, Newton apresentava uma lista
de suas conclusoes sem muitos detalhes a cerca dos métodos utilizados. Leibniz respon-
deu imediatamente sem perceber que houvera demora tao grande no recebimento daquela
carta. Por sua vez Newton acreditou que Leibniz tivera seis semanas para elaborar sua
resposta, aperfeicoando suas consideragoes sobre o célculo com base em sua prépria carta.
Percebendo o descontentamento do colega Leibniz compreendeu que deveria publicar sem
atraso uma descricao completa de seus proprios métodos. Uma segunda carta foi enviada
a Leibniz em outubro de 1676 onde Newton, ainda mantendo o tom corteés, sugeria que
seus métodos e operacoes haviam sido plagiados. Leibniz respondeu dando mais deta-
lhes sobre os fundamentos de seu cédlculo diferencial e integral, incluindo a regra para a
derivagao de uma funcao composta.

Embora Newton reclamasse que Leibniz nao havia resolvido nenhum novo problema
é inegavel que seus métodos e formalismo foram vitais para o desenvolvimento posterior
do célculo. Cabe lembrar que Leibniz nunca considerou a derivada como um limite, um
conceito sé6 desenvolvido mais tarde com o trabalho de d’Alembert. Em 1684 Leibniz
publicou em detalhes seu método sobre o calculo diferencial em um jornal denominado
Nova Methodus pro Maximis et Minimis, itemque Tangentibus... in Acta Eruditorum.
Neste artigo ele usa a notacao hoje familiar de df para a diferencial de uma funcao, as
regras para a derivacao de poténcias, produtos e quocientes de fungoes. No entanto nem
todas as demonstragoes estavam presentes. Em 1686 Leibniz publicou um novo artigo
sobre o cédlculo integral.

O método dos fluxos de Newton foi desenvolvido em 1671 porém permaneceu nao pu-
blicado até 1736, com a traducao para o inglés de John Colson. Este atraso na publicagao,
em grande parte motivado pela relutancia de Newton em aceitar a exposicao e criticas
dos colegas matematicos foi o responsavel pelo conflito e disputas com Leibniz.

Grande parte das atividades cientificas de Leibniz em seus tultimos anos de vida es-
tava relacionada com esta disputa sobre a invencao do calculo. Em 1711 um artigo na
Transactions of the Royal Society of London o acusava de plagio. Este artigo, bem como
os demais ataques, partiam de partidarios de Newton e nao dele préprio, diretamente.

Em sua defesa Leibniz argumentou que nao tivera contato com o célculo dos fluxos até
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o conhecimento da obra de Wallis. Em resposta Keill afirmou que a carta enviada por
Newton através de Oldenburg continha indicacoes claras de seu método. Em carta para a
Royal Society Leibniz pediu uma retratacao, o que motivou a formacao de um comiteé para
julgar a questao. O comite, formado pelo préprio Newton, julgou a questao sem dar a
Leibniz o direito de defesa emitindo parecer favoravel a Newton. O relatorio final, escrito
por Newton, atribuia a ele a autoria do calculo. Leibniz publicou um panfleto anénimo,
intitulado Charta Volans, onde narrava sua versao dos fatos e se utilizava, em sua defesa,
de um erro de Newton sobre derivadas de segunda ordem e ordens superiores. Mais uma
vez os partidarios de Newton vieram a publico em sua defesa mas Leibniz se recusou a
levar adiante o debate. Ao receber correspondéncia de Newton, Leibniz respondeu com
uma descricao detalhada de sua descoberta do calculo diferencial.

A defesa apaixonada da posicao de Newton e a recusa em adotar a terminologia e
notacao de Leibniz fizeram com que os progressos do calculo fossem retardados na In-
glaterra, enquanto na Europa continental os seguidores de Leibniz promoviam um rapido

avanco da ciéncia.
2.4 IDADE CONTEMPORANEA

Esse periodo tem inicio com a Revolucao Francesa e prossegue até os dias atuais, nesta
fase o calculo foi abordado de uma maneira mais rigorosa, conceitos como continuidade,
funcao, séries, limites, derivadas e integrais adquiriram fundamento e precisao. Alguns
matematicos se destacaram nesta fase, tais como Cauchy, Riemann e Weiertrass.

August Louis Cauchy (1789 — 1857) nasceu em Paris no dpice da Revolugao. Autor
de quase 800 artigos matematicos, Cauchy fez contribui¢oes na Teoria das Fungoes de
Variavel Complexa, em 1829 em seu Lecons sur le calcul différentiel, deu a primeira de-
finicao de fungdo complexa. Aprimorou a defini¢ao de D’Alembert sobre limites: Quando
valores sucessivos atribuidos a uma variavel se aproximam indefinidamente de um valor
fixo de modo a acabar diferindo dele por tao pouco quanto se queira, esse ultimo chama-se
o limite dos outros todos. (BOYER, 1996, p.355)

A defini¢ao de limite atribuida a Cauchy foi aperfeicoada posteriormente pelo alemao
Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 —1897): “uma funcao f(x) tem por limite o
valor L no ponto x = zy se, dado € tao pequeno quanto se queira, existir 0 > 0 tal que,
para todo 0 < |z — x| < 6, |f(z) - L| < €”(GARBI, 2009, p.299)

Weierstrass foi autor de varios teoremas, que atualmente encontramos em todos os
livros de célculo, tendo elaborado o Teorema dos Extremos onde afirma que toda funcao
continua num intervalo fechado [a, b] assume um maximo e um minimo em [a, b]. Também
foi responsavel pelo Teorema conhecido como Bolzano-Weiertrass, segundo o qual toda
sequéncia limitada de niimeros reais possui uma subsequéncia convergente. Georg Fri-

edrich Bernhard Riemann (1826 — 1866) atuou em diversas areas da Matemaética entre
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elas a Analise, Topologia, Geometria e Teoria dos Numeros. Sua tese de doutorado foi
sobre Teoria das Funcoes de Variavel Complexa, desenvolvendo a chamada equacao de
Cauchy-Riemann. Reconhecido pelo refinamento da definicao de integral, Riemann con-
siderou uma curva limitada por certo intervalo e a area que esta formava com o eixo das
abcissas. Para calcular tal area dividiu-a em retangulos cada vez menores, utilizando a
aproximacao da soma das areas destes retangulos para encontrar a integral, atualmente
chamada de Integral de Riemann, ou seja, ele desenvolveu a expressao: fab f (z) dx para
calcular a integral, a drea sob a curva y = f(z), com f(x) continua num intervalo [a,b].
A medida que foram se desenvolvendo outras ciéncias tais como da Fisica, Estatistica,
Economia, Ciéncias da Computagao e das tecnologias em geral, o Calculo foi se apri-
morando, criando forma, tornando-se o que hoje conhecemos nos livros como Célculo

Diferencial e Integral.
2.5 O ENSINO DE CALCULO NO BRASIL

O ensino da matematica no Brasil sofreu muitas modificagoes ao longo dos anos,
com as mudancas ocorridas na educacao de forma geral. Apds a expulsao dos jesuitas
o ensino passou pela primeira mudanca, surgiram aulas de disciplinas isoladas que nao
possuiam um planejamento e nem professores com formacao especifica. Estas aulas eram
denominadas “aulas régias” que, apesar do fracasso do modelo e de nao atingirem
muitas pessoas, modificou os conteuidos escolares incluindo novas disciplinas como, por
exemplo, aritmética e a dlgebra. Também, nesta época, foram criadas novas escolas, mas
nao incluiam ainda o ensino da matemaética.

Mais tarde, em 1837, foi criada a primeira escola secundaria ptiblica no Rio de Janeiro,
o Colégio Pedro II. Neste momento, aconteceu a primeira mudanca na matemética foram
incluidas as disciplinas aritmética, geometria e algebra nos programas das oito séries que
faziam parte do ensino desta época. A primeira alteracao significativa no ensino brasileiro
ocorreu em 1890, quando o primeiro ministro Benjamin Constant decretou a eliminacao de
disciplinas tradicionais, como por exemplo; latim e grego, e incluiu o ensino da matematica
abstrata e concreta. A partir dai, o Célculo Diferencial e Integral passou a compor os
contetudos ensinados.

Em 1931, houve a reforma Francisco Campos, que dividiu o ensino em dois ciclos:
o fundamental, com duragao de cinco anos, e o complementar, com duracao de dois
anos. O ensino complementar preparava para o ingresso no ensino superior e era dividido
em trés modalidades: o pré-juridico, pré-médico e pré-politécnico. O ensino de Calculo
figurava no pré-médico e pré-politécnico, com nogoes de limite e derivada. Com a Reforma
Capanema, que aconteceu entre 1935 e 1945, o entao ministro da Educacao e Saude,
Gustavo Capanema alterou novamente a estrutura do ensino secundario, que transformou
o curso complementar em dois outros cursos: Classico e Cientifico e ambos com duracao

de trés anos, nos programas para os cursos Classicos e Cientificos da Reforma Capanema
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nao aparece nenhuma referéncia ao contetido do Calculo Integral, nem mesmo para o curso
Cientifico, que possui um grupo maior de assuntos em matematica em relagdo ao curso
Classico. Ha apenas referéncia de dois assuntos: os estudos de variacoes e das derivadas.

Somente em 1951, o contelddo de integrais e primitivas retornam oficialmente aos pro-
gramas de ensino. Mas, a partir de 1960, comecou no Brasil o movimento da matematica
moderna, que ja acontecia em outros paises. O objetivo deste movimento era aproximar o
ensino das escolas com a pesquisa, contribuindo assim para o desenvolvimento tecnologico.
Para isso, passou a ser implantado mais rigor e formalismo na exposi¢ao dos conteudos.
Foi proposta a inclusao de conteidos que consideraram importantes, bem como a retirada
de outros. Foi neste momento que o calculo comecou a ser retirado das escolas secundarias,

segundo Avila;

“...nao haveria mesmo espaco para tanta coisa nos programas, ji que o rigor
e formalismo exigiam o ensino da teoria dos conjuntos e varios detalhamentos

axiométicos que toma tempo.” Avila (1991, p.2)

A retirada do calculo foi contraditéria a um movimento que pregava a modernizagao
do ensino da matematica, uma vez que o calculo sempre foi o que ha de mais moderno.
E devido a sua aplicabilidade em diversas areas vem, desde sua descoberta, contribuindo
para o desenvolvimento tecnolégico e cientifico.

Assim sendo seguiremos uma analise sobre a possibilidade da insercao do estudo do

calculo no ensino médio, visto que historicamente isto seria possivel.

2.6 E POSSIVEL INTRODUZIR O CONTEUDO DE CALCULO NO EN-
SINO MEDIO?

Esta realmente é uma pergunta pertinente, visto que, o ensino médio é de fato a
ultima etapa da Educacao Basica, onde os alunos estao sendo preparados para uma vida
académica mais intensa ao ingressar em um curso superior. Se pensarmos no ensino do
calculo com todo seu formalismo, sua simbologia, seus teoremas e defini¢oes rigorosas, a
resposta a este questionamento seria de pronto negativa, pois esses conteiudos repletos de
detalhes, exigem conhecimentos especificos que ainda nao sao dominados por um estudante
nesta fase de sua escolaridade. Entretanto, se analisarmos a correlacao dos conteudos
ensinados no ensino médio, vemos a possibilidade da insercao das ideias geradoras do
Caélculo no Ensino Médio, junto com contetdos j& existentes, abordando assim os aspectos

intuitivos de cada tépico, se nao, vejamos alguns exemplos:

e A nocao de limite, pode ser inserida junto com o estudo de sequéncias, soma dos
termos de uma progressao geométrica infinita, ou ainda, no estudo das funcoes
exponenciais, observando assim o comportamento da funcao para valores muito
grandes ou muito pequenos do seu dominio, e até mesmo na representacao decimal

das dizimas periddicas.
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e Na algebra, a variagao de grandezas e a trigonometria, temas pouco trabalhado nas
escolas, poderiam ser incluidas as nocoes de derivada, dada sua aplicagao como taxa
de variacao. Este assunto poderia, inclusive, ser trabalhado ja no primeiro ano junto

com as funcgoes de 1° e 2° grau.

e Ja o conceito de integral seria facilmente trabalhado junto com o calculo de areas e
as derivadas como taxa de variagao instantanea, ambos em conjunto com o estudo

de funcoes.
Avila (1991, p.4) afirma que:

“gasta-se muito tempo para introduzir uma extensa nomenclatura contradominio,
funcao inversa, fungao composta, fungao injetiva, sobrejetiva, num esforco de
poucos resultados praticos. E antipedagogico introduzir conceitos que nao es-

tejam sendo solicitados no desenvolvimento da disciplina”.
Esta afirmagao vem de encontro as orientagoes dos PCNs, que diz:

E importante evitar detalhamentos ou nomenclaturas excessivos. Por exemplo,
se 0 tnico caso de funcoes inversas que os alunos verao no Ensino Médio forem
as fungoes exponencial e logaritmo, nao ha necessidade de todo o estudo sobre
fungoes injetoras, sobrejetoras e inversiveis, assim como se o foco do estudo esti-
ver na andlise de graficos e nas aplicagoes da funcgao logaritmica, podemos ques-
tionar por que estudar cologaritmos, caracteristica e mantissa.(PCN+, 2002,
p.120).

Machado (2015) exemplifica a questao da reorganizagao dos conteidos e do que real-

mente contribui para a formacao do aluno:

[...] na escola, tratamos os polinémios do nivel da técnica fatoragdo de po-
linémios, divisao de polinémios, etc. Tudo técnica. Ninguém entende bem o
que esta fazendo, ou por que aquilo é importante. Contudo, as funcoes po-
linomiais sdo as mais faceis de estudar com as ideias de célculo, e um curso
de calculo simples, focando em polinémios, daria ao aluno a justificativa para
estudar muitas outras ideias e técnicas de um jeito mais natural.(MACHADO,
2015, p.1)

Machado (2015) sugere a seguinte abordagem como exemplo:

O professor comega com a ideia mais simples, que é de integral, e com as
fungoes mais simples, que sdo fungoes polinomiais de primeiro grau. Depois
ele trabalha a ideia de derivada. E depois, a de equacao diferencial. Assim,
sempre trabalhando apenas com fungoes de grau 1, o professor passa as ideias
mais importantes do célculo. Isso dd para fazer em poucas horas.(MACHADO,
2015, p.1)
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Observa-se, entao, que a inclusao do Célculo no Ensino Médio é possivel a partir
de uma organizacao e otimizacao dos programas de ensino e de um olhar sob novas
perspectivas do professor para o que é ensinado nesta fase. E preciso entender que a
construcao do conhecimento matematico envolve a formacao e percepgao das ideias que o

fundamentam.

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada
a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e habili-
dades essencialmente formadoras, & medida que instrumentalizam e estruturam
o pensamento do aluno, capacitando-o para compreender, argumentar, anali-
sar e avaliar, tirar conclusoes préprias, generalizar para muitas outras agoes
necessérias & sua formagao. (PCNs+, 2002, p.111)

Assim finalizamos este capitulo, onde fizemos analise historica do desenvolvimento
do céalculo desde a antiguidade até os dias atuais, destacamos ainda a importancia da
contribuicao que os matematicos Newton e Leibniz tiveram para a evolucao dos conceitos
do calculo. No proximo capitulo veremos os conceitos basicos de limite de forma intuitiva

e contextualizada.
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3 LIMITE

Neste capitulo abordaremos a defini¢ao formal de limites e suas propriedades, fazendo
um comparativo com a abordagem das nocgoes intuitivas como uma metodologia usada
para o Ensino Médio, para isso mostraremos exemplos de sucessoes numéricas utilizando

tabelas e graficos que auxiliarao na visualizagao e compreensao destes limites.
3.1 DEFINICAO FORMAL

Seja f(x) uma fungao definida em algum intervalo aberto que contenha o nimero a,
mesmo que f(x) nao esteja definida em a. Dizemos que o limite de f(z) quando x tende

a a é L e escrevemos;

lim f(x) =L

r—a

Figura 4 — Fungao f(z) definida no intervalo aberto contendo a

y
f(x)

f(a)
f(x)

Fonte: https://www.infoescola.com/matematica/limites/

Se para todo nimero € > 0 existe um numero 0 > 0, tal que |f(x) — L| < € sempre que

O0<|z-al<?é.
3.2 NOCAO INTUITIVA

A ideia intuitiva de limite esta ligada a diversos principios, dentre eles a de tendéncia,
dizer que x tende a um certo valor a, do dominio de uma funcao, significa que os valores
de x se aproximam de a.

Dizer que o limite de uma funcao f, quando x tende a a (Notagao: * — a), é igual a
L, significa que, quando os valores de x se aproximam de a, os valores f(x) aproximam-se
de L. Denota-se;

lim f(x) =L

Tr—a
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No livro “Calculo A” de 2007 Flemming e Gongalves exemplificam a nogao intuitiva

de limites com as seguintes sucessoes:

iv) 1,%,3,;5, T,

7
6
Na sucessao (i), os termos tornam-se cada vez maiores sem atingir um limite. Dado
um numero real qualquer, por maior que seja, podemos sempre encontrar, na sucessao,
um termo maior. Dizemos entao que os termos dessa sucessao tendem para o infinito ou
que o limite da sucessao é infinito. Denota-se x — +o0.

Na sucessao (ii) os termos crescem, mas nao ilimitadamente. Os nimeros aproximam-
se cada vez mais do valor 1, sem nunca atingirem esse valor. Denota-se x — 1.

Na sucessao (iii) analogamente a sucessao (i), dizemos que £ — —oo

Ja na sucessao (iv) os termos oscilam sem tender para um limite.

Com estes exemplos tivemos um nogao intuitiva de tendéncia das sucessoes, uma base
fundamental para compreensao e o estudo dos limites.

A seguir, ampliaremos os conceitos intuitivos de Limites, analisando alguns exemplos

que podem ser introduzidos no Ensino Médio.

Exemplo 1. Observe o calculo do valor da fungao f (x) =2 -2 para = 3. Ora f(3) =1,
o que significa que o ponto (3,1) pertence ao grafico de f(z). Portanto se estudarmos
os valores de f quando x assumir valores préximos de 3, porém diferente de 3, teremos

assim intuitivamente o valor do limite de f(x), quando x tende a 3.

Solucgao:

Logo, vamos calcular lin%(:t -2).

Tabela 1 — Funcao f(x) = (z - 2) para valores de = menores que 3

12123252099
y 0[03]0,5]0,099

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 2 — Fungao f(x) = (z —2) para valores de = maiores que 3

2|35 ]3.2]3,0L 3,001
y | 1,5]1,2] 1,011,001

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Graficamente temos:

Figura 5 — Grafico da funcao f(z) =z -2

Fonte: Autoria Prépria (2021)

Podemos concluir com base nas tabelas e no grafico da fungao que, quando x tende a
3, tanto por valores menores quanto por valores maiores que 3, f(x) aproxima-se de 1, e
isso é o que significa limite, em outras palavras, o lir% (r-2)=1.
Tr—

E importante observar que f(3)=3-2=1, ou seja, lir% (x-2)=f(3).

Exemplo 2. Calcule o lin% (x2 + 2z — 1), usando a nogao intuitiva. Construindo as tabelas
Tr—

para os valores da fungao f(z) = 22 + 2z - 1, temos:

Solucgao:

Observe,

Tabela 3 — Funcao f (z) = (22 + 2z — 1) para valores de x menores que 1

x| 05107108 ] 099
y10,2510,89 | 1,24 | 1,9601

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 4 — Funcao f (z) = (22 + 2z — 1) para valores de x maiores que 1

z] 1,3 ] 1,2 | 1,01 | 1,001
y | 3,20 | 2,84 | 2,0401 | 2,004

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Esbocando o grafico temos:
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Figura 6 — Grafico da funcao f(z) =a22+2x -1

Fonte: Autoria Prépria (2021)

Podemos observar que, quando os valores de x se aproximam de 1, tanto pela direita
quanto pela esquerda do ntimero 1, f(z) aproxima-se de 2 logo, hITll (:c2 +2r-1) = 2.

Notemos que, f(1)=12+2.1-1=2, ou seja, hHll (x2 +2x-1)=f(1).

Exemplo 3. Calcule o hHll |z — 1|, usando a nocao intuitiva. Construindo as tabelas para

os valores da fungao f(z) = |z — 1|, temos:

Solucgao:

Observe,

Tabela 5 — Fungao f (z) = |r - 1| para valores de x menores que 1

210,710,87]0,9]0,999
vy 103102]0,1]0,001

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 6 — Funcao f (z) = | — 1] para valores de x maiores que 1

[ 1,3]1,2] 1,011,001
y [0,3]0,270,01 0,001

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Esbocando o grafico, temos:
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Figura 7 — Grafico da funcao f(z) = |z - 1|

N,

Fonte: Autoria prépria (2021)

Observando as tabelas e o grafico da fung¢ao podemos concluir que, quando os valores
de x se aproximam de 1, seja pelos valores maiores ou menores que 1, f(x) se aproxima
de 0, logo podemos afirmar que o £1£q|x - 1] = 0, note também que f(1) = [1-1] = 0, ou
seja, £i_r)r}|x— 1 =f(1).

Notemos que nos trés exemplos vistos até o momento, os limites das fungoes quando
x tende a um determinado valor a (x — a), foi exatamente o valor numérico das fungoes
no ponto a, ou seja, }CI_I)% f(z) = f(a). Porém isso ndo é uma regra, veremos a seguir um
exemplo de funcao racional em que o limite do denominador é zero num determinado

ponto, bem como o numerador neste mesmo ponto, denotando assim uma indeterminacao

do tipo —.
Po0
2-3r+2
Exemplo 4. Calcule o lim2 (%), usando a noc¢ao intuitiva.
T — T4 —
Solucao:
. . < .. 22 -3z +2
Inicialmente observe que o nimero 2 nao pertence ao dominio f(x) = — 1
x f—
22-3-2+2 0
pois quando x = 2 temos f(2) = —————— = =. Porém podemos calcular o limite

22 -4 0
da funcao, pois o limite é definido para valores de x proximos de 2, ou seja, para x # 2.

Assim sendo, podemos fazer uso de artificios matematicos, como por exemplo fatoracao de
polinomios, para calcularmos este limite, com isso saimos da indeterminacao mencionada
acima, vejamos;

lim
T —2

(x2—3x+2)_ i (r-2)(x-1) 1 (z-1) 1

24 ) a2 (a-2)(x+2) e2(x+2) 4

Vejamos a construgao da tabela de f(x):
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2 -3x+2
x2 -4

Tabela 7 — Fungao f (z) = ( ) para valores de x menores que 2

x| L7 1,8 19 | 1,999
y | 0,19 | 0,21 | 0,23 | 0,249

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

2 -3x+2
2 -4

] 23 ] 22 201 | 2,001
y | 0,30 [ 0,28 0,2518 | 0,25018

Tabela 8 — Funcao f (z) = ( ) para valores de x maiores que 2

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Graficamente temos:

22 -3x+2

Figura 8 — Grafico da funcao f(x) = T2
m pa—

15

05

)5 0 / 15 2 25

>

Fonte: Autoria prépria (2021)

x2—3:17+2) 1

Podemos concluir portanto que lim (
e -2\ 22-4

3.2.1 CONTINUIDADE

No exemplo 4 podemos observar que o limite da fungao nao se dé exatamente em f(2),
até porqué, o 2 nao pertenceao ao dominio de f(z), no entanto este limite se define nas
proximidades dele, ou seja, na vizinhanca do ponto z = 2. O que se opoe aos exemplos
anteriores, nestes exemplos temos o que chamamos de funcoes continuas. No Ensino médio
é comum ouvir que para descobrirmos se uma funcao é continua basta esbocar seu grafico

e verificar se 0 mesmo nao possui interrupcoes, ou a grosso modo, verificar se durante a
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construcao do grafico da funcao nao retiramos o lapis do papel, assim como vimos nos
trés primeiros exemplos.

Por outro lado, a funcao descontinua é aquela em que, em algum momento durante o
desenho do grafico, teremos de afastar a ponta do grafite de um ponto, para continuarmos
a partir de outro, como podemos observar no grafico da figura 8|

Vale ressaltar ainda que para uma funcao ser considerada continua, todos os seus
pontos precisam pertencer ao dominio da funcgao, e o limite da funcao precisa existir, ou
seja, uma funcao ¢ dita continua em um ponto a, se o lwl_{IClL f(x) = f(a).

A seguir temos outros exemplos de graficos de funcées continuas e descontinuas:

Figura 9 — Funcao continua Figura 10 — Funcao descontinua

)

%

Fonte: Autoria prépria (2021) Fonte: Autoria prépria (2021)

Vejamos os seguintes exemplos onde verificamos a descontinuidade das fungoes:

Exemplo 5. Verifique o ponto de descontinuidade e o limite quando x tende a 2 da

seguinte fungao.

22— 3x+2

fl@) = /=

Solugao Observe que o 2 nao faz parte do dominio da fungao, ou seja, se adotarmos

x =2, a funcao f nao esta definida neste ponto, ja que substituindo teriamos:

(2)°- 32+2 4-6+2 0
2: = = —
/@) 2-2 0 0

Portanto a func¢ao f(x) descontinua no ponto x = 2.

T -2 r - 2

2_ 2 -1)(z-2
lim (&) N i i) N H M D
r - 2 z-2  (r - 2) T —2

. 2 -3x + 2\ .,
Por sua vez, o lim | ——— | é;

T —2

Vimos que ¢é possivel obter este limite, mesmo tendo uma indeterminagao na funcao,
visto que o céalculo do limite da-se para valores de x préximos de 2, ou seja, para x # 2.

Assim sendo, podemos obter o resultado acima.

Exemplo 6. Verifique o ponto de descontinuidade da seguinte funcao:



35

Para x < 2;g(x) = 22,
9(x) =
Para z>2;g9(x)=x-2.

Observe na figura a seguir que exatamente no ponto 2 temos o salto no grafico da

funcao.

x2, Para x<2
Figura 11 — Grafico da fungao g(x):{
xr—-2, Para x>2

Fonte: Autoria prépria (2021)

Portanto o ponto x = 2 é o ponto de descontinuidade de g(x), adiante veremos que o

limite desta fungao quando x tende a 2 nao existe, pois seus limites laterais sao diferentes.

3.2.2 LIMITES LATERAIS

Até o exemplo [0, mesmo com saltos e descontinuidades, os limites das fung¢des sempre
tendiam a um certo valor L, quando x tendia a um certo valor a, independentemente dos
valores assumidos por x na vizinhanca de a, ou seja, os limites sempre existiam. Porém
existem situagoes, como na fung¢ao do exemplo [6] em que além da descontinuidade, temos
uma mudanga na tendéncia de f(x), quando nos aproximamos de z = 2 pela esquerda ou

pela direita. Vejamos as tabelas de construcao do grafico da figura [11}

Para x < 2;g(x) = 22,
9(x) =
Para z>2 ;g9(x)=x-2.
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Tabela 9 — Fungao g(x) para valores de x menores que 2

x| L7 1,8 19 | 1,999
y | 2,89 13,24 | 3,61 | 3,996

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 10 — Funcao g(x) para valores de x maiores que 2

z]23]227201] 2001
y [0,31027]0,010,001

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Observe que quando x tende a 2 pela esquerda, ou seja, = < 2 entdao g(z) = 22, logo

temos;

lim 22 =4
r—27

Por outro lado temos que quando z tende a 2 pela direita, ou seja, x > 2 entao

g (x) =2 -2, logo temos;

lim (z-2)=0

r—>2%

Conforme o grafico da figura [11| desta funcao podemos observar este salto.

Portanto temos que, os limites xllg{ f(x) e mlirg f(xz) que sao denominados limites
laterais de f(x), a esquerda e a direita respectivamente, sao diferentes pois podemos
constatar nas tabelas bem como no grafico da funcao que quando x se aproxima de 2 pela
esquerda f(x) tende para 4, por outro lado, quando x se aproxima de 2 pela direita f(x)
tende a 0, o que nos leva a afirmar portanto que dada uma funcao f, o ulcl_rg f(x) s6 existe

se existirem e forem iguais os limites laterais lim f(x) e lim f(z).
r—a~ r—a

Vejamos portanto alguns exemplos de limites laterais:
x>+1, Para z<2
Exemplo 7. Seja h(X):{ 2

9-22, Para x>2
lirr%h (z). Esboce o grafico da fungao.

, Para x =2, determine se existem hl’;l h(x), lirgl h(z)e
-2+ r—>2"

Solucao
Se x > 2, entao h(z) =9 - 2.

Assim,

lim h(z)=lim (9-2%)=9-4=5

r—>2% 2%
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Se x < 2, entao h(x) =xz2+ 1.

Logo,

. _ . 2 _ _
Ilirg{h(x) —xllg{ (22+1)=4+1=5

Portanto como,

lirgl+ h(x)= lirgl_ h(x) =5,

Podemos concluir que lir%h (x) existe e é igual a 5.

Graficamente temos,

Figura 12 — Grafico da funcao do exemplolfl

=

Fonte: Autoria prépria (2021)

Exemplo 8. Dada a funcao f(x) = (1 + Va —3), determine lirg?+ f(x)e lirg f(x).

Solucao
Observe que a funcao dada sé é definida para x > 3, logo podemos concluir que nao

existe lir?{l_ f(x).
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Por outro lado temos:

Jim S = Jig (1 Vr=3)
-1+v3-3

=1+0

=1

Por fim podemos concluir com estes resultados que o ling f(z) nao existe, pois os
xr—

limites laterais lirgl+ f(z)=1e lir:r)} f (z) nao existe, ndo sao iguais.
xr—> Tr—o

3.2.3 PROPRIEDADES DE LIMITES

Se os limites abaixo existem, e ¢ é um ntumero real qualquer, entao:

lim f(z) e }Cl_r>ra1g(x)

Tr—a

L lim[f (z) +g(z)] = lim f (z) + lim g (z) ;
IL lim [f (2) - g(x)] = lim f () - lim g ();
I1I. }CI_IE [ef ()] = ¢ '}Uif,%f (z);

IV. }CIE»% [f(x) . g(x)]= iliréf(flf)}zl_{%g(ﬁ),

flz) _ S @)
V. lim = = ,desde que limg (x) +0;
weg(z)  limg(z) 7-a

VI lim [ f(z)]" = [}cl_r)% f(:c)]n ,para qualquer inteiro n positivo;

r—a

VIL lim {/f(x) = ¢/lim f(x);
T—=>a r—=>a
Vejamos a seguir alguns exemplos utilizando as propriedades operatorias dos limites:

Exemplo 9. Encontre os limites utilizando as propriedades operatérias de limites:

a. lim (mz +3x+ 5)

Tr—
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Solucgao:
lim (x2 + 3z + 5) =lim? +lim 3z + lim 5
x—2 r—2 r—2 x—2
=limz? + 3limz + lim 5
r—2 r—2 r—2
=22+3-2+5
Assim,
lim (22 + 3z +5) = 15.
r—2
b. lim ( T 5)
>3\ 3 -7
Solucao
I (x 5) l;iig(x_@
im =
a=3\a =T/ lim (2° - 7)
~3-5
BT
Assim,

I E
=3\ 3 -7 10

c. lim (\/x4 - 4z +1)

r—>-2

lim (Vo' = 4z +1 )= /lim (' - 42 +1)

r—>-2 r—>-2

V) -4 (2) 41

Assim,

lim (\/:p4 - 4z +1):5.

r—>-2
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3.3 LIMITES NO INFINITO

A partir deste momento passaremos a analisar fungdes que se aproximam cada vez
mais de um numero L, quando o x tende cada vez mais para um nimero suficientemente

grande. Seja f(x) uma fungao definida no intervalo (a, c0) entdo denotamos;

lim f(z)=1L
Tr—>00
Como o simbolo oo nao representa um nimero, nao podemos efetuar as operacoes de

limites assim como fazemos com numeros reais.

Podemos analisar intuitivamente melhor com as tabelas e o grafico da funcao;

fay=1--

Se nao vejamos;

1
Tabela 11 — Fungao f(z) = 1 — — para valores de = positivos
x

x| 1| 2 3 4 5 6
y|00,5]0,666 | 0,75 |08 0,833

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

1
Tabela 12 — Funcao f(x) = 1 - — para valores de z negativos
x

z]-1] 2] 3 [ 4[5] 6
y| 2 151,333 1,25 1,2 1,166

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)
Graficamente temos,

Observando as tabelas e o grafico da fungao concluimos que esta funcao tende a 1

quando x tende para o infinito, ou seja, f(z) - 1 quando x — +oo.

Teorema 3.1. Se n é um numero inteiro positivo, entao:

1

) lim — =0
Z) x—1>£—nooajn

1
i) lim — =0

r——o00 1
Demonstragao. Vamos demonstrar o item (i). Devemos provar que, para qualquer £ >0,

existe A > 0, tal que;
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Figura 13 — Grafico da funcao f(z) = 1 - —
x

4

ESms

Fonte: Autoria prépria (2021)

1
— -0

— < g sempre que x > A.
x

O exame da desigualdade que envolve € nos sugere a escolha de A.

As seguintes desigualdades sao equivalentes:

1
—-0] < ¢
:L.n
1
— < €
|z
1 n
= < e
vaid
1
o<z
|z
1
|| >

G

A 1ltima desigualdade nos sugere fazer

1
A= .
Ve
Temos que .
r>A=>|—-0|<e
xn
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e, desta forma,

A demonstragao do item (ii) se faz de forma andloga.

A seguir veremos exemplos onde utilizaremos este teorema:

2x -5
Exemplo 10. Determine o lim ( v ):
z—>+oo \ x + 8

~ . . . & ~ .1
Solugao: Neste caso teremos a indeterminagao —, devemos entao utilizar algum
(0.¢]

artificio matematico para nos livrarmos desta indeterminacao, para tal, se dividirmos

T -3
ambos os membros de f(x) = — g Pre teremos:
T

2r -5 5)

T 9_ 2

: T _ : T
a:llq—loo T+ 8 - xl—ge—noo 8
1+ —

xXr xXr

Agora utilizando as propriedades operatérias do limite bem como o teorema citado

acima teremos:

. R
A2 MG 250
lim 1+ lim o 1+8-0
T—>+00 x—>+00

Se construirmos a tabela e o grafico de f(z) para analisarmos intuitivamente o que

calculamos acima teremos;

2x -5
Tabela 13 — Fungao f(x) = x+ para valores de x tendendo a +oo
T
T 1 2 3 |- 20 |--1]100|---| 1000
y|-0,333 (-0,11009 | -] 1,25|--| 1,8 | -~ | 1,98

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Graficamente temos:
Ao analisarmos a tabela e o grafico de f(x) podemos concluir que, quanto mais o x

aumenta positivamente, mais o y se aproxima de 2, conforme obtemos através do calculo

do limite de f(z).

222 + 5
Exemplo 11. Determine o lim (—x )
T — — oo 4Q32 - 92



2r -5
T+ 8

Figura 14 — Gréfico da funcao f(x) =

o

Fonte: Autoria prépria (2021)
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~ . . . o .
Solugao: Novamente teremos a indeterminagao —, portanto devemos nos livrar dela,
o0

neste caso dividiremos ambos os membros de f(z) por 22, assim teremos:

222 +5 5
5 2+P

. €T .
xLHEIoo A2 -9 :xllr?oo 2
4 - =
2 x?

_2+5.0 1
4 -92.0 2

Construindo a tabela e o grafico de f(x), teremos:
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222 + 5
Tabela 14 — Funcao f(z) = % para valores de = tendendo a —oo
x —_
x| -1 -2 -3 | - -20 -21 -22
y|35]1093|0,68|--|0,5037 | 0,5034 | 0,5031

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)
Esbocando o grafico temos:

2 2
Figura 15 — Gréfico da fungao f(x) = —4x2 i Z
2 _

20

25 =20 -15 =10 -5 0

Fonte: Autoria prépria (2021)

Mais uma vez analisando a tabela e o grafico de f(x) podemos concluir que, quanto

mais o x aumenta negativamente, mais o y se aproxima de > conforme obtemos através
do célculo do limite de f(x).

3.4 LIMITE INFINITO

Nesta se¢ao analisaremos o comportamento de fungoes em que, quando o = se apro-
xima cada vez mais de um determinado nimero a, f(x) cresce ilimitadamente, em outras
palavras, podemos tomar f(z) tao grande quanto desejarmos, tomando para x valores

bastante préximos do nimero a.

Vejamos alguns exemplos:

1
Exemplo 12. Determine o lim (—2)
a1\ (z+1)
Solugao: Lembrando que o x tende para o — 1 com nimeros suficientemente proximos,

ja que, se o x assumisse exatamente o valor de — 1, teriamos ﬁ =7 3, o que nao
-1+1
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seria possivel pois nao faz sentido. Assim analisando este caso através dos limites laterais

temos:

. 1 . 1
lim ( 2): lim ( 2): +00
e>-1"\ (z + 1) -1\ (x + 1)

Construindo as tabelas de f(z), teremos:

Tabela 15 — Fungao f(x) = para valores de x — -1~

1
(z+1)*
v 3 [2]-15[-1,25]-1,1] -1,01 | -1,001
yl025[ 1] 4 16 | 100 | 10.000 | 1.000.000

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 16 — Funcao f(r) = ———— para valores de z — 17
(r+1)

2 101-051-0,75]-0.9] -0,99 | -0,999

y| 1| 4 16 100 | 10.000 | 1.000.000

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Observe o grafico de f(z).
o
(z+1)

8 s

Figura 16 — Gréfico da funcao f(x) =

Fonte: Autoria prépria (2021)

Analisando o comportamento de f(z) = através do grafico e das tabelas acima,

2
x+1)

observamos intuitivamente que quando x estd préximo de — 1, f(x) cresce ilimitadamente,
nos levando ao mesmo resultado dos limites laterais analisados anteriormente. Podemos

destacar ainda um teorema que sera de grande utilidade na andlise dos limites infinitos.
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Teorema 3.2. Se n ¢ um numero inteiro positivo qualquer, entdo:

1 +00 se n é par
400 =
—00 Se n é impar
Demonstra¢ao. Vamos demonstrar o item (i). Devemos mostrar que para qualquer A > 0,
existe um & > 0, tal que;
1
— > A
x?’l
sempre que 0 < x <.
Trabalhamos com a desigualdade que envolve A obtemos uma pista para a escolha de

0. Como z > 0, as desigualdades abaixo sao equivalentes:

i>A
mTL
x”<l
A
95<"l
A

. at 1
Assim escolhemos § = \/; , temos — > A sempre que 0 <z < 9.
x

Exemplo 13. Determine os limites:

1 . :
a) lim — = +o0, utilizando o teorema 2 (i).
r—0+ 33.2

1
b liI(I)l —; = +o0, utilizando o teorema 2 (ii).
=07

.1 . ..
¢) lim — = +oo, utilizando o teorema 2 (ii).
x—0" :[‘3
Desta forma finalizamos o capitulo 3 onde abordamos os principais conceitos de limite,
fizemos um comparativo da definicao formal e a visao intuitiva deste conteudo através de
tabelas e graficos basicamente de fungoes polinomiais. A seguir veremos os conceitos de

derivada de forma também contextualizada e interdisciplinar.
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4 DERIVADA

Neste capitulo abordaremos os conceitos de derivadas, através de uma abordagem
intuitiva de forma que seja possivel introduzir estes conceitos no Ensino Médio.

O conceito de derivada esta diretamente relacionado a taxa de variacao instantanea de
uma fungao, a qual esta presente no cotidiano das pessoas, através, por exemplo, da taxa
de crescimento de uma populacao, da taxa de crescimento ou decrescimento economico de
um pais, da taxa de mortalidade infantil, variagao das temperaturas, velocidade a qual os
corpos e objetos se movimentam, ou seja, calcular a derivada, é calcular a rapidez que tal
acontecimento varia. Desta forma podemos concluir que tal conteido pode ser abordado
em diversas disciplinas do Ensino Médio, tais como a Fisica, Biologia, Geografia além
de obviamente a Matematica, dando margem para uma interdiciplinalidade do contetido.
Para entendermos como isso se da, inicialmente vejamos a definicao formal da derivada

de uma funcao em um ponto:
4.1 DEFINICAO FORMAL

Se uma funcao f é definida em um intervalo aberto contendo o ponto xzy, entao a

derivada de f em xg, denotada por f’(xg), é dada por:

f(wo+ Ax) — f(x0)
Az ’

fieo)= fim,

se este limite existir.
Onde Az seria uma pequena variacao em x, proximo de zg, ou seja, sendo x = xo+ Ax

(pois Az =z — ) a derivada de f em xy pode também se expressa por:

f(@) = f ()

f'(x9) = lim
z—x() T — X0

Onde f'(x¢) é a notagao utilizada para derivada.
4.2 VELOCIDADE E ACELERACAO

Velocidade e aceleracao sao conceitos naturalmente conhecidos por todos, quando
dirigimos um carro, podemos medir a distancia percorrida num certo intervalo de tempo.
O velocimetro marca, a cada instante a velocidade, se pisarmos no acelerador ou no freio,
podemos perceber que a velocidade mudar, sentimos a aceleragao. Podemos mostrar que

a velocidade e a aceleragao podem ser calculados através de limites.
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4.2.1 VELOCIDADE ESCALAR INSTANTANEA

A velocidade também pode ser definida para um determinado instante de tempo, a esta
velocidade damos o nome de, Velocidade Escalar Instantanea, é a velocidade escalar média
para um intervalo de tempo muito pequeno. Pode parecer um pouco estranho estar citando
conceitos da fisica para definir Derivada, porém como ja mencionado anteriormente ela
esta diretamente relacionada com a taxa de variacao instantanea, e a velocidade escalar
¢ uma dessas variagoes que podemos analisar para melhor compreender os conceitos de
derivagao.

Podemos citar como exemplo, o valor indicado por um velocimetro de um carro, num
certo instante, este valor representa a velocidade escalar instantanea.

Para determinarmos a velocidade de um carro em um instante, devemos calcular a
velocidade média correspondente a intervalos de tempo cada vez menores (At tendendo
a zero: At — 0), fazendo com que esses intervalos incluam o instante considerado. Por
esse processo, a velocidade média que se obtém aproxima-se de um valor que coincide com
a velocidade instantanea. Da fisica temos que a velocidade média é dado pela seguinte

funcao:

As

Vm=Kt

Para obtermos a velocidade escalar instantanea faremos uso do limite nesta funcao,
com valores de tempo cada vez mais préximo do zero como ja mencionamos anteriormente.

Assim, a velocidade escalar instantanea v sera definida por:

A
v=lim Vm= lim =5
At>0 At—0 At

Para melhor compreencao vamos ver um exemplo prético.

Exemplo 14. Um carro percorrendo uma estrada tem suas posi¢oes variam com o tempo

conforme os dados da tabela abaixo:

Tabela 17 — Variacao do espago percorrido pelo tempo

Tempo (s) [0|1] 2| 3| 4|5
Desloc. (m) |0 | 7|15 |21 |32 |42

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Como podemos obter a velocidade escalar instantanea do carro? Solugao: Através
dos dados da Tabela (17| podemos calcular a velocidade média, a partir da razao entre o

espago percorrido e o intervalo de tempo que foi gasto para percorrer este espaco, entre o
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instante t = 0s e t = 1s, funcao ja apresentada anteriormente, vejamos;

)

Espaco Percorrido As 7-
V = = = — = 7 V = 7
m Tempo At 1-0 - m/s

Se analisarmos esta velocidade com mais precisao, ou seja, calculando uma velocidade

média no intervalo de Os a 1s, teremos:

Tabela 18 — Variacao do espaco percorrido pelo tempo no intervalo de 0 a 1

Tempo (s) | 0]0,25|0,51]0,75 |1
Desloc. (m) | 0| 1,1 |3,5] 6,32

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Agora se calcularmos a velocidade média no intervalo de 0,75s a 1s teremos:

As 7-6,321 0,68

Vm = 22 - -
MEA T 120,75 0,25

= Vm=2,72 m/s

Medidas ainda mais precisas do movimento, permitem o calculo de velocidades médias
em intervalos menores. Digamos que o deslocamento do carro foi medido a cada 0,1s e

que os valores proximos a t = 1s estao na tabela a seguir:

Tabela 19 — Variacao do espaco percorrido pelo tempo no intervalo entre 0,8 a 1,1

Tempo (s) [ 0,8 09 | 1] 1,1
Desloc. (m) | 6,6 | 6,85 | 7 | 7,25

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Calculando a velocidade média no intervalo de t =1s a t =1, 1s, temos:

As 7,25-7 0,25

Vm = 22 - -
TEAT 1121 0.1

= Vm = 2,5m/s

Podemos concluir que a medida que diminuimos os intervalos de tempo teremos mais
precisao nas medidas dos deslocamentos, porém mesmo assim ainda nao teremos a velo-
cidade escalar instantanea no instante ¢ = 1s. Intuitivamente temos que quanto menor
o intervalo, ou seja, quanto mais este intervalo se aproxima de zero, mais proxima a
velocidade média fica da velocidade instantanea.

Portanto para obtermos a velocidade escalar instantanea temos que recorrer aos con-
ceitos de limite, vejamos;

Suponha que S seja uma funcao de ¢, onde S representa o espaco percorrido, ou seja,

S =S5(t). Se t variar de um valor ¢y até um valor ¢;, representaremos esta variacao de t,
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que também é chamada de incremento de t, por At = t; —tg, e a variacao de S é dada por

As = S(tl) - S(tg)
A _
O quociente das diferencas, dado por Kj = w, ¢ dito taxa de variacao
1= %o

média de S em relacao a ¢, no intervalo (o,%;). O limite destas taxas médias de variagao,
quando At — 0, é chamado de velocidade escalar instantanea de S em relacao a t, em
t =ty. Assim, temos:

S(t1) - S(to) _

At) —
Velocidade Escalar Instantanea = lim —————~% = lim S(to + A) S(to).
At—0 tl — tO At—0 At

Porém,;

lim S(to + At) = S(to)
At50 At

= 5'(to)

Portanto, a taxa de variagdo instantanea (Velocidade Escalar Instantanea) de uma

funcao em um ponto é dada pela sua derivada neste ponto.

422 ACELERACAO ESCALAR INSTANTANEA

A aceleracao instantanea é a que corresponde a um instante dado, o conceito de
aceleracao ¢ introduzido de maneira analoga ao da velocidade.

Também temos que, V seja uma fungao de ¢, onde V' representa a velocidade média, ou
seja, V =V (t). Se t variar de um valor ¢y até um valor ¢;, representaremos esta variagao
de t, que também é chamada de incremento de t, por At = t; —ty, e a variagao de V é
dada por Av =V (1) - V(tg).

Assim teremos também que o quociente das diferencas, dado por i—: = w,
é dito taxa de variacdo média de V em relagao a t, no intervalo (tg,t1). O limite destas
taxas médias de variacao, quando At — 0, é chamado de aceleracao escalar instantanea

de V em relacao a t, em t = t5. Assim, temos:

_ At) —
Aceleracao Escalar Instantanea = lim M = lim V(to + At) V(to).
At—0 tl - to At—0 At

Porém;

L Vit + AL - V()

At—0 At =V (tO)

Portanto, a taxa de variagao instantanea (Aceleragao Escalar Instantanea) de uma

funcao em um ponto é dada pela sua derivada neste ponto.
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No proximo capitulo, veremos outros exemplos de aplicacoes da derivada como taxa

de variagao.

423 TAXA DE VARIACAO FUNCAO DE 1° GRAU OU COEFICIENTE
ANGULAR DA RETA

O coeficiente angular ou taxa de variagao é a medida que caracteriza a declividade
de uma reta em relagao ao eixo das abscissas de um plano cartesiano. Temos que uma
fungao do 12 grau respeita a seguinte lei de formagao y = mz +n (equagao da reta), onde
m e n sao numeros reais e m # 0. Sabemos que a taxa de variacao da fungao é dada pela

seguinte expressao:

@) - 1)
h

,com h # 0.

Graficamente temos:

Figura 17 — Grafico da declividade de uma reta em relagao ao eixo das abscissas

24

i
S m =t
Fonte: Autoria prépria (2021)

Exemplo 15. Calcule o coeficiente da funcao (Eq. da Reta) f(z) =2z +3:

Solucgao:

L f@em - i)
h

[2.(x+h)+3]- (22 +3)
h

h h

20 +2h+3-20-3 2h
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Observe que podemos obter diretamente a taxa de variagao da fungao (Eq. da Reta),

identificando o valor do coeficiente m, neste caso o 2.

Exemplo 16. Por exemplo, nas funcgoes seguintes a taxa de variacao é dada por:

a) f(x)=-bx+ 10, taxa de variacdo m =5

b) f(z)=10x + 52, taxa de variagdo m = 10

424 A RETA TANGENTE (INTERPRETACAO GEOMETRICA)

A derivada de uma fungao f em um ponto P fornece o coeficiente angular ou inclinagao
da reta tangente ao gréfico da fungao no ponto P(xg, o).

Assim, seja uma curva y = f(x) definida no intervalo (a,b), se conhecermos um ponto
P(x9,y0), entdo a equagao da reta tangente r a curva em P é dada por y—yo = m(z—x¢),
onde m € o coeficiente angular ou inclinacao da reta. Portanto, basta conhecer o coeficiente
angular m da reta e um de seus pontos, para conhecermos a sua equagao.

Agora vejamos como obter m para que r seja tangente a curva em P, para isso considere
um outro ponto arbitrario pertencente a curva por exemplo Q(x1,y1), de tal modo que a

reta que passa pelos pontos P e () seja secante a curva y = f(x), conforme a figura ;

Figura 18 — Grafico da reta secante a curva

axo X b

> X
Fonte: Autoria prépria (2021)

Suponhamos agora que, mantendo o ponto P fixo, e o ponto () se mova sobre a curva
em direcao a P, variando assim a inclinagao da reta r, a medida em que o ponto () se
aproxima do ponto P a reta r se aproxima de uma reta tangente a curva no ponto P, logo
se os pontos P e () forem coincidentes entao r serd tangente a curva, conforme podemos

observar na figura
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Figura 19 — Grafico da variacao da inclinagao da reta r

Fonte: Autoria prépria (2021)

Logo a inclinagao da reta tangente a curva no ponto P sera dada por:

. Ay
m(z) = i Xy

- Im f(fl)A—:Cf(f’fo)

quando este limite existir.

Fazendo 1 = o + Az podemos reescrever o limite da seguinte forma:

m(z) = lim f(xo+ Az) — f(x0)

Az—0 A_Z'

= ["(o)

Conhecendo a inclinacao da reta tangente a curva no ponto P, podemos obter a
equagao da reta r: y —yo = m(x—x¢) no ponto P conforme j& vimos anteriormente, e esta
inclinacdo ou coeficiente angular (m) serd a derivada da fungdo no ponto xg, conforme
também ja mencionamos. Logo se o limite existir, a funcao f é dita derivavel em z.

Vejamos alguns exemplos de como calcular a inclinagao da reta tangente, consequen-

temente a derivada das curvas nos pontos P.

Exemplo 17. Encontre a inclinacao da reta tangente [ f’(zo)] & curva y = 22 - 22 + 1 no

ponto P(xg,yo)-



Solucgao:

f (2o + Aw) = f(x0)

Sabendo que m(z) = Alim

20 Az
Se
f(z)=2*-2x+1
entao
f(wo) = 20® =20+ 1
e

f(zo+Az) = (2 + Az)?* = 2(z0 + Az) + 1

=202 + 220 - Az + Ax? - 220 - 2Ax + 1

Assim temos,

- o, L 80~ o

. 2o? + 2x0 Az + Ax? = 2x9 — 2Ax + 1 — (2% - 220 + 1)
= 1m

Az—0 Az

. 2x9- Az + (Az?) - 2Ax
= lim
Az—0 Ax

. Az (2x0+ Az -2)
= lim
Axz—0 AZ’

= Ahxr£10(2950 +Ax-2)
Assim,

m(zg) = 2xg — 2

o4

Portanto a inclinagdo da reta tangente [f’(x¢)] & curva y = 22 — 22 + 1 no ponto

P(z0,y0) ¢ m(zo) = 2z0-2.

Se xy = 3 teremos graficamente:
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Figura 20 — Gréfico da fungao y = 22 — 2z + 1 e reta tangente m(xq) = 2292

Ay

Fonte: Autoria prépria (2021)

Observe que,

tg(@) = %
m(3)=2-3-2
tg(a) =4

Portanto fica claro que a derivada da curva é igual a tangente do angulo fomentado

pela reta e o eixo das abcissas.
Exemplo 18. Encontre a equacao da reta tangente a curva y = 222 + 3 no ponto P(1,5).

Solugao

Inicialmente vamos encontrar a inclinagao [ f'(x)] da curva y em P(1,5), vejamos;

() = Jim L0020 =T (0]

- lim 2(xo + Az)?2+3 - (2202 +3)
Az—0 Ax

. 2x? +4xoAx +2(Ax)? + 321023
= lim
Az>0 Az

. Ax(dzo +2Ax)
= lim
Az—0 A[E




56

Com isso,

m(xo) = 4o

entao
m(l)=4-1=4.

Com estes dados podemos escrever a equacao da reta tangente a curva y = 222 + 3 em

P(1,5) da seguinte forma,

y—f(wo) = m(z—x0)

y=b =4(z-1).

ou ainda,

y=4r+1.
Graficamente temos:

Figura 21 — Gréfico da funcdo y = 222 + 3 e reta tangente em P(1,5)

Fonte: Autoria prépria (2021)

42,5 DERIVADA DE UMA FUNCAO

A derivada de uma fungao y = f(z) é a fungao denotada por f’(z), tal que seu valor

em qualquer z € D(f) (Dominio de f) é dado por:

f’(x) = lim f(q:+A:z:) —f(Q})

Ax—0 AZL‘

Dizemos que um fungao ¢é derivavel quando existe a derivada em todos os pontos de seu

dominio.
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Vejamos alguns exemplos de calculo da derivada de uma funcao:
Exemplo 19. Obtenha a derivada da fungao constante f(x) = C.

Solucao

Se f(x) = C uma fungao constante, entdo teremos graficamente uma reta paralela ao

eixo das abscissas, e portanto seu coeficiente angular serd zero. Logo, se f(x) = C entao

f'(x) = 0. Podemos também verificar a derivada de f(z) através da defini¢ao de limite,
se nao vejamos;

lim (fro+Aw) — f(x0) _

. C N
Az—0 Ax a Ahxrgo Azx = ['(z) =0

Exemplo 20. Dado f(x) = x, encontre f’(z) usando a definigao:

Solucao

Pela definicao temos;

- fle+Azx)-f(z) .. w+Ar-x
AT A AT A

~ qim 27
~ Avoo Az

= lim 1
Azxz—0

lim flx+Az) - f(x) _

Az—0 Al‘ L

Exemplo 21. Dado f(x) = x2, encontre f’(2) usando a definigao:

Solucao

Pela definicao temos;

f(z+Ax) - f(x)
Az

o=

. (z+ Ax)?—a?
—Al}glo Ax

. r?2+2x- Az + (Ax)? - 22
= lim
Az—0 Az




. Az(2z+ Ax)
= lim —————=
Az—0 Az

= AI;IEO(Zx +Ax)

f'(x) =2z.

Logo,
f'(2)=22=4.

-2
Exemplo 22. : Dado f(z) = :1:_+3’ determine f’(z) usando a definigao:
x

Solucgao: Pela definigao temos;

(x-2+Ax) (z-2)

lim flx+Az) - f(x) - m (x+3+Ax) (x+3)
Az—0 Ax Az>0 Ax

(z+3)(z-2+Azx) - (z+3+Ax)(z-2)
) (r+3+Ax)(r+3)
= lim
Az—0 Ax

_ lim (x+3)(x-2+Ax) - (x+3+Ax)(x-2)
Az=0 (z+3+Azx)(z+3)-Ax

, rr+axAr+3Ar-6-22—axAx—x+2Ax+6
= lim

Az=0 (z+3+Ax)(z+3)- Az

= lim y
T Ars0 (z+ 3+ Ax)(z+3) - Az

)
= 1i
A0 (r+3+Ax)(z+3)

5

F0)= e

58
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4.2.6 CONTINUIDADE DE FUNCOES DERIVAVEIS

Se f(x) é continua em xq isso nao implica a existéncia de f’(x), porém a fungao ser
derivavel em xo, ou seja, se f'(zg) existe entao f(z) é continua em x — 0. Entdo para

que f(x) seja continua em xq as trés condigoes a seguir devem ser satisfeitas:

i) f(zo) deve existir;
ii) limo f(x) deve existir;
iii) limof(:v) =f ().

3r—1, se x<?2
Exemplo 23. Seja a func¢ao definida por f(x)= , mostre que f ¢é
T-x, se x2>2

continua em 2.

Solucao

i) f(2)=7-2=5, f(2) existe;
i)

hIT% f(x) = li%l+ (7T-2)

= lim (3z-1)

=27
lin% f(x) =5, existe;
Tr—

iii) lim f(x) = £(2) = 5.
xr—
Logo f(x) é continua em 2, pois satisfaz as trés condi¢oes, podemos verificar também

no grafico da figura

Graficamente,

3r—-1, se x<2
Figura 22 — Grafico da funcao f(x):{
T-x, se x2>2

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Até entao, vimos o cédlculo da derivada de uma funcao partindo de sua definicao, o que
muitas vezes se torna muito trabalhoso dependendo da funcao que estivermos verificando,
para tanto, veremos a seguir algumas regras que nos fornecera ferramentas que facilitarao
nossos calculos da derivada a partir de agora.

4.2.7 REGRAS DE DERIVACAO

A fim de facilitar o uso das derivadas, serao apresentadas, a seguir, algumas regras
e propriedades que permitem calcular a derivada de algumas fungoes elementares sem
aplicagao direta da definicao. Visto que, a ideia de abordagem para o Ensino Médio, ¢é de
que sejam utilizadas as regras de deducao intuitiva. Deixaremos de lado as demonstragoes
formais destas regras.

4.2.8 DERIVADA DE UMA CONSTANTE

No exemplo [19]j& haviamos verificado a derivada de um funcao constante, no entanto
neste momento vamos formalizar como uma regra de derivagao, vejamos:
A fungao constante f(x) = C possui o grafico como sendo uma reta paralela ao eixo z

com y = c. Sendo assim, a taxa de inclinacao é zero. Donde conclui-se que;

f(€)=0

4.2.9 DERIVADA DE UMA POTENCIA

Este caso também j& abordamos nos exemplos 20] e 21], porém agora o formalizamos
também como uma regra de derivagao, da seguinte forma:

Sendo n um nimero inteiro positivo e f(z) = 2", assim temos que;

f(w) = neant

Refazendo os exemplos 20 e [21] utilizando esta regra teremos:

Seja f(x) =z, a derivada de f(x) serd:
Note que

f(z) =2,

logo f'(x) é:

fl(x)=1-2""1=2"=1
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Agora seja,

f(x)=a?
logo f/(x) &

fl(x)=2-2*"1=2x

Podemos concluir que os célculos das derivadas utilizando a regra da poténcia sao

mais diretos e mais faceis do que utilizar a definicao de derivada.

4.2.10 DERIVADA DO PRODUTO DE UMA CONSTANTE POR UMA
FUNCAO

Sejam f uma funcdo e C' uma constante e g a fungao definida por g(x) = C.f(z). Se

f'(x) existe, entao;
g'(x)=C. f(z)
Exemplo 24. Se f(z) = 82%, entdao f'(z) =8 . 22271 = 16z

4.2.11 DERIVADA DA SOMA

Sejam f e g duas fungoes e h a fungao definida por h(z) = f(z) + g(x). Se f'(z) e

g’ () existem, entao;

W(x)=f'(x) + ¢'(x)

Exemplo 25. Seja f (z) = 32% + 8z + 5, entdo:

f'(x) =3.42°+8 . 1+0= 122°+8

4212 DERIVADO DO PRODUTO DE DUAS FUNCOES

Sejam f e g duas fungoes derivaveis, a derivada do produto f(x).g(x) serd expressa

por;

F'U).g(x)] = f'(x).g(x) + f(2).9'(2)

Exemplo 26. Seja f(z) = (22° - 1) (2 + 22), entéo:
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f'(z) = (22% - 1) .(a* + 2%) + (22° - 1).(z* + 2?)’
=(3.22% - 0).(z* + 2%) + (223 - 1).(423 + 22)
=622 + (2" + 2%) + 825 + 4ot — 423 - 22
= 625 + 62 + 82° + 42" — 423 - 22

f'(x) = 142° + 102* - 423 - 22

4.2.13 DERIVADA DE UM QUOCIENTE DE FUNCOES

f(x)
9(x)

,onde g(x) #0. Se f'(z) e

Sejam f e g fungoes e h a funcao definida por h(z) =

g’ () existem, entao;

oy J(@) . glx) - f(z) . g'(x)
W)= o@)T?

2rd —
Exemplo 27. Encontre f’(x) sendo f(x) = %
x? - br

(22 = 3) (22 -5x+3) - (22* - 3).(x2 - b5z + 3)’

() =
J'x) = (22 -5z + 3)?
83 (22 -5x+3) - (22* - 3).(2x - 5)
- (22— 5x + 3)?
, 4xd - 302t + 2423 + 62 — 15
f'(x) =

(2% -5z +3)?

4.3 FUNCAO COMPOSTA

Sejam duas funcgoes derivdveis f e g onde y = g(u) e u = f(x). Considerando para
todo z tal que f(x) estd no dominio de g, podemos escrever y = g(u) = g(f(z)), isto é,

podemos considerar a fun¢ao composta (gof)(x) (Notagao para fun¢ao composta g[ f(x)]).

Exemplo 28. Dadas as fungoes f(x) =223 e g(z) = 2z + 32?2 , entao:

9(f(2)) = 2.(20%) + 3.(20%)?

=423 + 1225
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Por outro lado pode definir f(g(x)) como;

f(g(x)) =2.(2z + 32%)3, (Denota - se (fog)(x))

Como isto podemos apresentar a derivada das fungao compostas, para isso faremos

uso da regra da cadeia, que definiremos a seguir.

43.1 REGRA DA CADEIA

A regra da Cadeia é utilizada para o cédlculo da derivada de uma funcdo composta.
Vejamos a composigao (fog) para calcularmos a sua derivada é necessério que ambas
as funcgoes f e g sejam derivdaveis, e suas derivadas sejam conhecidas para que assim,

apliquemos de fato a Regra da Cadeia, que nada mais é do que:

dy _dy

dx du ~ dx

Nota: Onde dy, dx e du sao outras notacoes para derivada e lé-se:

d
d—y, derivada de y em relacao a x
x

d—y, derivada de y em relacao a u
u

du ) -
T derivada de v em relacao a x
T

Para melhor compreendermos vejamos um exemplo.

d
Exemplo 29. Observer a seguinte funcio y = (22 + 5z +2)’, determine d—y
x

Solugao: Vimos que podemos escrever a fun¢ao como y = g(u), onde u = 22 + 5x + 2,

assim pela regra da cadeia teremos:

dy_ dy du
dr  du  dx
Dati;
y=u'

Logo,
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dy
—Z — 78
du Y
Ja a
du
dx
Seré;
d
d_g =2x+35

Logo teremos;

dy 9 6

d—:7(x +52+2) . (2z+5)
x

3r+2
Exemplo 30. Dada a funcao y = (2x:1
x

5
) , aplicando a regra da cadeia, temos:

- 3x+2 , )
Solugao: Podemos escrever y = u®, onde u = (QSCT), aplicando a regra da cadeia,
x
teremos:
dy dy du
de  du  dx
Observe que;
dy
B
du “

Por outro lado temos;

du  (3z+2). u+1)-@Bz+1).(2w+1)
dr (2z +1)*

_ 3.2x+1)-(3x+1).2

(2x +1)2
B 6x+3-6x—-2
(2x +1)2
du_ 1
dr  (2z+1)2

Portanto;

dy_5(3x+2)4 1
de "\2z+1) " (2z+1)
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Nos dois ultimos capitulos abordamos de forma intuitiva a introducao dos conceitos
de limites e derivadas de um jeito que possamos aplicd-los para alunos do Ensino Médio.
Na sequéncia apresentaremos algumas aplicacoes destes conceitos para que os mesmos

possam ser melhor fixados e contextualizado de forma a facilitar o aprendizado.
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5 APLICACOES

Sabe-se que o mundo ¢ regido por leis naturais e relagoes sociais que possibilitam
um amplo espaco pedagogico para o desenvolvimento de grande parte dos contetidos ma-
tematicos de forma contextualizada. Pode parecer que alguns contetidos nao tem aplicagao
clara e imediata nos problemas do cotidiano, o que talvez crie certo desapontamento. Mas,
na verdade, as aplicagoes ocorrem como resultado da evolugao e desenvolvimento desses
conceitos. O mesmo acontece com o Calculo Diferencial, que tem importancia especial em
virtude da grande aplicabilidade em diversos campos das ciéncias, tais como: problemas
da fisica, biologia, quimica, modelagem matemadtica, arquitetura, geologia, engenharia e

economia, entre outros. Vejamos alguns desses exemplos na prética.
5.1 APLICACOES DE LIMITES

A seguir, encontram-se resumidamente descritas algumas propostas de abordagens

para introduzir os conceitos de limite de uma forma intuitiva no Ensino Médio.

PROPOSTA 1: A partir do experimento onde Eudoxo fez uso do método da exaustao,
para calcular a area de uma circunferéncia, podemos introduzir a ideia intuitiva de limite.
Para isso, considere uma circunferéncia dividida em quatro partes iguais, em seguida

reagrupamos estas partes conforme a figura

Figura 23 — Circulo dividido em quatro partes iguais

ATV

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=dNHAgYyCpTYlist=LLindex=9

Eudoxo nao conseguiu concluir muita coisa com esta figura, logo ele decidiu dividir o

mesmo circulo em oito partes iguais, reagrupando também conforme figura [24]

Figura 24 — Circulo dividido em quatro partes iguais

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=dNHAgYyCpTYlist=LLindex=9
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Mesmo assim nao foi possivel chegar a um conclusao a cerca do cédlculo da area desta
circunferéncia.
Porém, Eudoxo continuou dividindo esta circunferéncia em partes iguais diversas vezes

e as reagrupou de modo a se aproximar da figura [25

Figura 25 — Circulo dividido em diversas partes iguais

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=dNHAgYyCpTYlist=LLindex=9

Como isso ele pode observar que as partes reagrupadas lado a lado se aproximava cada
vez mais de um retangulo, logo se ele continuasse dividindo a circunferéncia infinitamente
em partes iguais e reagrupando estas partes lado a lado chegaria em algo que se aproximava

cada vez mais de um retangulo, conforme a figura 26|

Figura 26 — Circulo dividido em infinitas partes iguais

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=dNHAgYyCpTYlist=LLindex=9

Desta forma ele fez mais algumas observacoes, viu que cada seguimento que ligava o
centro da circunferéncia a sua borda externa era exatamente o raio dessa circunferéncia,
logo a altura do retangulo seria a mesma medida do raio, sabendo que a medida da
circunferéncia vale C' = 2r . r, entao a base deste retangulo seria a medida da metade
da circunferéncia, logo a base mede b= 7 . r, assim de posse destes dados Eudoxo pode

calcular a area do retangulo, consequentemente obteve assim a area da circunferéncia,

observe a figura 27

Figura 27 — Célculo da circunferéncia a partir do retangulo

C: ZW{

B:?%_Tr: -y

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=dNHAgYyCpTYlist=LLindex=9
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Dai tem-se que a area em questao seria:

Area Circunferéncia = Area do Retangulo, ou seja, Ac=b .r

ou melhor:

Ac=7.r.r= Ac=7m .r?

Podemos ter ainda um outra abordagem para este mesmo problema, vejamos; Imagine os

seguintes poligonos inscritos na circunferéncia conforme figura |28}

Figura 28 — Poligonos inscritos na circunferéncia

A

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=dNHAgYyCpTYlist=LLindex=9

Repare que a medida em que aumentamos o nimero de lados do poligono inscrito, a

area do Poligono se aproxima da area da circunferéncia, veja a figura

Figura 29 — Poligonos inscritos se aproximando da area da circunferéncia

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=dNHAgYyCpTYlist=LLindex=9

Dai podemos concluir que a area da circunferéncia pode ser obtida por:

Ac= llim Al

onde: 1 seria o nimero de lados do poligono inscrito.

Esta também foi uma das formas que o Eudoxo encontrou para obter a area da cir-
cunferéncia, claro que no periodo dele ainda nao havia as notagoes para o limite conforme
utilizamos hoje em dia, porém a nocao intuitiva que ele teve contribuiu para que no futuro

outros matematicos pudessem formalizar estas notagoes.
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PROPOSTA 2: Considere a seguinte situacao, seja um quadrado conforme a figura
50)

Figura 30 — Divisao sucessiva de um quadrado

Fonte: Autoria prépria (2021)

1 1
Se hachurarmos a metade do quadrado, teremos entao 3 do quadrado + 3 do quadrado
T 1. Em seguida se hachurarmos uma 1dessas metades também na metade, assim teremos,
3 do quadrado + — do quadrado + - do quadrado = 1, se repetirmos esse processo n

vezes, ficaremos com a seguinte PG;

1 1

1
—+...+ +
8 2n—1 an

. N 1
Considere a sequéncia Sn , com termo geral dado por an = on n € N.

Podemos observar que a medida em que n cresce indefinidamente, o valor de an = o
ou seja, a medida em branco, fica cada vez menor, mais préximo de zero, assim conforme
n aumenta, o valor da sequéncia tende a zero. Matematicamente, isso significa dizer que,
quando n tende ao infinito, o limite dessa sequéncia é igual a zero, isto é,nli_)moo on = 0.
Por outro lado observe que, a area hachurada vai preenchendo quase todo o quadrado, ou
seja, a area hachurada vai se aproximando de 1 ou tendendo a 1, sem no entanto, assumir
este valor, matematicamente temos, nli_{noo Sn=1.

PROPOSTA 3: : Considere o seguinte situacao na area da fisica: Seja a chapa

metalica da figura em expansao e retracao, se comportando conforme as tabelas [20] e

2Tt

Figura 31 — Chapa metalica

X

Fonte: Autoria prépria (2021)
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A(x) = 2?

lin% A(x) =9

Tabela 20 — Valor da Area da chapa de acordo com a expansao de x

Valor x | 28 | 2,9 | 2,99 2,999 2,9999 2,99999
Area | 7,84 | 8,41 | 8,9401 | 8,994001 | 8,99940001 | 8,9999400001

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 21 — Valor da Area da chapa de acordo com a retracao de x

Valor x | 3,2 | 3,1 3,01 3,001 3,0001 3,00001
Area | 10,24 | 9,61 | 9,0601 | 9,006001 | 9,00060001 | 9,0000600001

Fonte: Fonte: Autoria prépria (2021)

Podemos observar que a medida em que a referida chapa vai esquentando havera
uma expansao da sua area, ao passo que, ao ser resfriada teremos uma retragao, este
comportamento pode ser verificado nas tabelas acima, se nao vejamos. Vamos analisar
a principio a expansao tabela [20] observe que inicialmente temos um medida de 2,8cm
de lado e area de 7,84cm?, a medida em que a chapa é esquentada hd uma dilatacao do
metal aumentando os lados do quadrado e consequentemente sua area também aumentaré,
podemos constatar ainda que, a medida em que os lados da chapa se aproxima de 3cm
por valores menores do que 3 a drea da chapa se aproxima de 9c¢m?2, por outro lado ao
analisarmos a tabela quando a chapa estd sendo resfriada e portanto sofrendo um
retracao de suas medidas, temos também a drea da chapa se aproximando de 9¢m?, com
valores dos lados da chapa se aproximando de 3cm com valores ligeiramente maiores.
Assim matematicamente temos:

lim A(x)= lim 2*= lim 2?=9
T - 3 r — 3” r — 3t
Concluimos por tanto que, quando os lados da chapa se aproximam de 3cm, sua area

tenderd a 9cm?2.

PROPOSTA 4: Ainda na area da fisica, vejamos o seguinte problema:
Suponha que uma particula se desloca sobre uma reta de acordo com a funcao horaria
S(t) =2-t+1t2 Sabendo que o deslocamento é dado em metros e o tempo em segundos,

determine:

i) A velocidade média da particula entre os instantes tg =2 et ; = 2 + h.
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ii) A velocidade instantanea da particula no instante t = 2.

SOLUCAO:

i) Seja Vm(h) a velocidade média da particula entre os instantes t ¢ = 2 e
t 1 = 2 —|— h

S(t1) = 5(to)

Vm(h) = ;

S(2+h)-S(2)
- h

2-2-h+4+4h+h*-2+2-4
- h

_h2+3h
h

Vm(h) = (h+3) m/s.

ii) A velocidade instantanea da particula é o limite da velocidade média Vm(h), quando

h tende a zero, isto é, a velocidade instantanea em t = 2 é dada por:

limVm =lim(h +3) =3 m/s
h—0 h—0

PROPOSTA 5: Considere o seguinte problema na area da economia:
Em uma industria de medicamentos o custo para produzir um determinado produto

¢ dado por:

() 2z, se 0 <x <40
€T) =
0,4z + 24, se x> 40

Para obtermos o custo de producao deste produto temos que calcular os limites laterais

de C(x), assim temos:

Para x — 40~temos :

Iim 2x=2. 40=80

xz —40"
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Para x — 40" temos :

lim (0,4z+24)=0,4.40+24=40

x —40%

Logo podemos concluir que o custo de producao deste medicamento sera de 80 Reais
para produzir menos de 40 unidades, ao passo que, para produzir mais de 40 unidades
teremos um custo de 40 Reais, ou seja, se a quantidade produzida for menor os custos
serao maiores. Com relacao a continuidade desta funcao, podemos concluir que ela nao é

continua pois os limites laterais sao divergentes.

PROPOSTA 6: Ainda na drea da economia, vejamos o seguinte problema:
Considere a seguinte situagao hipotética, o montante de imposto de renda T'(x) devido

por uma pessoa fisica que recebeu x reais é modelado pela seguinte funcao:

T(x) 0,15z, se 0 <x < 25.000,00
€T =
3750 + 0,25.(xz — 25000), se 25.000,00 < z < 60.000,00

Estude a continuidade do imposto de renda T = T'(z) e verifique se a renda de um con-
tribuinte é sensivelmente diferente se sua receita é ligeiramente inferior ou superior a

25.000,00 Reais.

SOLUQAO: Para verificarmos a continuidade da funcao temos que calcular os limi-

tes laterais de T'(x), assim temos:
Para x — 25000 temos :

lim T(x)= lim 0,152=0,15. 25.000 = 3.750,00
@ 25000 @ 25000

Para x — 25000*temos :

lim  [3750 +0,25(x — 25000)] =

25000+
= 3750 + 0, 25.(25000 — 25000)

=3.750,00

Podemos concluir que esta fungao é continua, pois os limites laterais existem e sao
iguais. Conclui-se ainda que quando a renda do contribuinte é levemente inferior a

25.000,00 Reais, o valor do imposto serda 3.750,00 Reais , ja quando é levemente supe-
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rior a 25.000,00 Reais o imposto devido também serd de 3.750,00 Reais, ou seja, nao ha

mudancas.

5.2 APLICACOES DE DERIVADAS

Apoés o estudo das regras de derivacao, estamos aptos a estudar suas aplicagoes com
maior profundidade. Muitos problemas praticos requerem minimizar um custo ou maxi-
mizar um area por exemplo, ou ainda de alguma forma, encontrar a melhor saida de uma
situagao. Algumas das aplicacoes mais relevantes do Célculo Diferencial, sao os problemas
de otimizacao, como a propria descricao diz, devemos encontrar uma maneira otimizada
de fazer alguma coisa. Esses problemas podem ser reduzidos a encontrar os valores de
maximo e minimo de uma funcao. Vamos primeiramente relembar o que seria o ponto de

maximo e o ponto minimo de uma funcao do 2° grau, vistos no Ensino Médio.

52.1 PONTO MAXIMO E PONTO MINIMO DE UMA FUNCAO DO 2°
GRAU

Toda expressao na forma f(x) = azx +bx + ¢, com a, b e ¢ nimeros reais, sendo a # 0, é
denominada funcao do 2° grau. A representacao grafica de uma funcao do 2° grau é dada
através de uma parabola, que pode ter a concavidade voltada para cima ou para baixo,

conforme podemos observar na figura |32]

Figura 32 — Ponto méximo e ponto minimo de uma fungao do 2° grau

a<0 PONTO DE a>0

//T\MMMD \\//

PONTO DE ===
MiNIMO

Fonte: Autoria prépria (2021)

Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 31. Seja a funcao f(x) = 22 — 2x + 1, calcule o vértice e verifique se a fungao

possui ponto de maximo ou de minimo.

SOLUQAO: Podemos verificar que a > 0, entao a parabola possui concavidade vol-
tada para cima, logo possuindo ponto minimo. Calculando as coordenadas do vértice da

parabola, temos:
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Sea=1,b=-2ec=1, logo;

b2 —4dac 4—4_0
da 4

Portanto temos um vértice de coordenadas (1,0).

v= -

Figura 33 — Gréfico da fungao f(z) =22 -2x+1

f

Fonte: Autoria prépria (2021)

52.2 MAXIMOS E MINIMOS DE UMA FUNCAO QUALQUER
(TESTE DA PRIMEIRA DERIVADA)

Intuitivamente podemos dizer que os pontos de Maximos e Minimos de uma fungao

sao os valores de picos e de depressoes da funcao. Vejamos o grafico a seguir;

Figura 34 — Méaximos e Minimos de uma fun¢ao qualquer

N

¥

Jx)

Fonte: www.dicasdecalculo.com.br/conteudos/derivadas/aplicacoes-de-derivadas/maximo-minimo

Observando o grafico podemos identificar que os valores f(a) e f(b) sao valores de
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méximo local e f(0) é valor de minimo local. Ainda mais, podemos dizer que o ponto
f(b) é um méximo absoluto e f(0) é o valor de minimo absoluto, pois f(b) é o maior

valor de f e f(0) é o menor valor de f, ou seja;

F0) < f(x) <f(b)

Mas como podemos encontrar estes pontos em uma fungao qualquer que nao se conheca
o grafico?

Observamos que nos pontos de maximos e de minimos de uma funcao com intervalos
infinitos encontram-se os pontos criticos (pontos de inflexao). Assim, quando derivamos

e igualamos a zero, encontramos estes pontos.

f'(x)=0

No entanto, nem todo ponto de inflexao é um ponto de maximo ou minimo, assim
devemos fazer o estudo do sinal da fun¢ao antes e depois dos pontos encontrados, pois o
sinal deve mudar.

O Estudo do sinal da fungao consiste em avaliar o comportamento da fungao ao longo
do dominio, ou seja, descrever onde ela é crescente, decrescente e os pontos de inflexao.
Para realizar este estudo utilizamos os conhecimentos de derivada, uma vez que a derivada

descreve a inclinacao da reta tangente. Assim, quando tem-se:

f"(z) >0, a inclinagao é positiva entao a func¢ao é crescente.
f"(z) <0, a inclinagao é negativa entao a funcao é decrescente.

f"(x) =0, a inclinagao é nula entdo a fungao estd nos pontos de inflexao.
5.2.3 CRITERIO DA PRIMEIRA DERIVADA
Seja f uma funcao derivavel, possuindo um ponto critico = = ¢, isto é, f’(c) = 0.

e Se a derivada de f é positiva a esquerda de = = ¢ e é negativa a direita de = = ¢,

entao x = ¢ é um ponto de maximo para f.

e Se a derivada de f é negativa a esquerda de x = ¢ e é positiva a direita de = = ¢,

entao x = ¢ é um ponto de minimo para f.
. 3 .
Exemplo 32. Dada a funcao f(z) = 223 - §m2 -3z + 1, faca o estudo da funcao.

SOLUCAO: Inicialmente devemos derivar a funcdo f(z). Como se trata de um

polinomio podemos aplicar a derivada da poténcia em cada termo, onde obtém-se:

f'(z)=62*-32-3
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Em seguida encontrando os pontos de inflexao, pontos onde a derivada é igual a zero,

ou seja, onde a inclinacao da reta tangente é nula.
f'(r) =62 -32-3=0

Como se trata de uma equagao do segundo grau pode-se encontrar as raizes, onde

temos:

1
ZL‘1=16172=—§

Isto quer dizer que os pontos z; e x5 da funcdo f(x) nao sdo crescentes nem decrescen-
tes, conhecidos os pontos de inflexao, devemos determinar onde a fun¢ao f(x) é crescente
e decrescente.

Para isso devemos encontrar onde a fungao é crescente, f'(x) > 0, e decrescente,
f'(z) <0, assim:

Para f’(z) > 0, temos;

6x2-3x-3 >0

Note que pode-se escrever na forma do produto das raizes da diferenca como:

6 (m—l).(er %)>O

Assim temos que a fungao é crescente em:

1
r < ——ouzx >1
2

Analogamente, pode-se encontrar onde ela é decrescente, f/(x) < 0.

6 (x—l).(er %)<O

Assim temos que a funcao é decrescente em:

1
- - <z <1
2

Podemos perceber portanto que os pontos de inflexao sao pontos de maximo local em

r= - 3 e minimo local em z = 1.

Através do gréafico da fungao podemos observar melhor o seu comportamento.
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Figura 35 — Grafico da funcao f (z) = 223 - ;xQ -3x+1

-15

Fonte: Autoria prépria (2021)

Podemos perceber portanto que os pontos de inflexao sao pontos de maximo local em
r= - 3 e minimo local em x = 1.

Até o momento vimos que é possivel dizer se determinado ponto critico é maximo ou
minimo relativo utilizando o teste da primeira derivada. Para isso vimos que é necessario
fazermos o estudo do sinal da primeira derivada. Um trabalho relativamente dificil, no
entanto pode ser mais conveniente em alguns casos aplicarmos um outro método para

estabelecermos as mesmas conclusoes, chamado Teste da Segunda Derivada.

5.24 TESTE DA SEGUNDA DERIVADA

Seja P um numero critico de f(z) tal que f'(P) =0 e f'(z) exista em um intervalo

aberto I contendo P. Suponha que f”(P) existe, assim;

e f"(P)<0, entdo f tem um valor maximo relativo em P

e f"(P)>0, entao f tem um valor minimo relativo em P

4
. x - s
Exemplo 33. Seja f(z) = T 23+ 2?2 -1, encontre os valores de méximos e minimos

relativos de f, caso existam.

SOLUQAO: Inicialmente devemos encontrar os pontos criticos, como f é derivavel,

os pontos estes sao pontos tais que f/'(x) =0. Assim;

f'(z)= 2% -32%+2x
=z(x-1)(z-2)
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Fazendo f’(z) =0, teremos:
x(x-1)(x-2)=0

Lodo os pontos de abscisa x =0, x =1 e z = 2 sao os pontos criticos de f. Agora

utilizando o método da segunda derivada, classificamos tais pontos, vejamos;
" (x) =32* - 61 +2
Analisando os pontos criticos na segunda derivada temos:
e f7(0) =2>0, ou seja, x =0 é um ponto de minimo relativo
e f"(1)=-1 <0, ou seja, =1 é um ponto de méximo relativo
e f"(2)=2 >0, ouseja, x =2 ¢ um ponto de minimo relativo

Graficamente temos;

4
Figura 36 — Gréfico da fungao f (z) = % - 23+ 22-1

f 4

©

N/

Fonte: Autoria prépria (2021)

Na sequeéncia, abordaremos resumidamente algumas propostas, desta vez de aplicagoes

de derivadas, para introducgao destes conceitos de forma intuitiva no Ensino Médio.

PROPOSTA 7: Considere a seguinte situagao na area da fisica: Suponha que uma
bola foi deixada cair do posto de observacao de uma torre, 450 m acima do solo. Sabendo

que a equagao do movimente é modelada por S = f (t) = 4,92, calcule:
i) Qual a velocidade da bola apds 5s?
ii) ii) Com qual velocidade a bola chega ao solo?

SOLUCAO: Supondo que a velocidade média seja calculada em intervalos cada vez

menores [a,a+h], ou seja, fazendo h tender a 0. Assim sendo podemos definir velocidade
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(ou velocidade instantanea) V' (a) no instante ¢ = a como sendo o limite dessas velocidades

médias, como isso teremos:

fla+h)-f(a)
h

Em outras palavras, temos que a velocidade no instante ¢ = a ¢ igual a inclinacao da

V(a) = }Lli%

reta tangente em um ponto P, o que ja sabemos isso é a derivada de S’. Inicialmente
usaremos a equacao do movimento S = f (t) = 4, 9t? para encontrarmos a velocidade V' (a)

apés a segundos, vejamos;

i Jath) - fa)
V(t) =lim -

h—0

2 _ 2
~lim 4,9(a+h)?-4,9a
h—0 h

. 4,9(a®+2ah + h? - a?)
= lim
h—0 h

2
i 290+ 12)
h—0 h

=1im4,9(2a + h)
h—0
V(t)=9,8a=25"

Logo,

i) A velocidade apés 5s é v (5) =9,8 . 5 =49 m/s.

ii) Sabendo que o posto de observagao estd a 450 m de altura, a bola vai atingir o solo

em t; quando S(t;) = 450m, isto é;

4,9t = 450

Assim,
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Ou ainda,
/450
it = 47—9 ~9,6 s
Portanto, a velocidade que a bola atinge o solo é;

V(t)=9,8 .t =9,8.9,6=94m/s

PROPOSTA 8: Considere a seguinte situacao na area da otimizagao geométrica:

De uma chapa de aluminio, com dimensées de 30 em x 20 em conforme figura 37} serao
recortados quatro quadrados de lado medindo x ¢m. Em seguida, a chapa serd dobrada
de modo que forme uma caixa. Determine o valor de x para que o volume dessa caixa

seja 0 maximo possivel.

Figura 37 — Caixa de aluminio

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=n8q5qCan5Qlist = L Lindex =9

SOLUCAO: Observar que o valor de z varia em um intervalo de [0,10], e que com

esta caixa temos um paralelipipedo, e para calcularmos este volume temos:
V (z) = Area da Base . Altura
Logo,
V(z)=(20-2z).(30-2z) .z
= (600 - 100z + 42?%) . x

= 42 - 1002% + 600

Agora vamos achar os pontos criticos de V' (x), para isso fazemos V'(x) = 0;
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V' (z) = 1222 — 200z + 600

Fazendo V'(x) = 0, temos;

122% - 200z + 600 = 0

Resolvendo a equacao do 2° teremos:

25+ 5V7
Ty = —\/_ ~ 12,74
3
e
25 -5V7
Ty = 25T 3,92
3
Como por construgao temos que o x estd no intervalo [0,10], entdo o nosso ponto critico
sera:

To = 3,92

Porém nao é possivel determinarmos se este ponto é de maximo ou de minimo, assim
para determinarmos o ponto de maximo devemos fazer o teste da segunda derivada,

observando que para x ser maximo temos que ter;

V' () <0

Assim temos,

V' (x) = 242 - 200

Observe que,

V" (3,92) =24 . 3,92-200= -105,92 <0

Portanto o valor de x para que o volume dessa caixa seja 0 maximo possivel é:
r=3,92

Analisando graficamente temos:
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Figura 38 — Grafico da funcao V (z) = (20-2x) . (30-2z). x

o]

1400
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Fonte: Autoria prépria (2021)

PROPOSTA 9: Considere a seguinte situacao, ainda na area da otimizagao geométrica:

Deseja-se projetar uma lata cilindrica para conter 300 ml de um determinado liquido.
Determine o raio da base r e a altura h que minimiza a quantidade de material necessario
para fabricar essa lata. Lembrando que o volume do cilindro é dado por: Ve= @2 . h; e

a drea do cilindro é Ac = 2mr? + 27rh.

Figura 39 — Lata cilindrica

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=B8BwZwXpB4Y

SOLUQAO: Sabendo que 1 ml corresponde a 1 cm3.

Com isso temos V =300 mi = V = 300 cm?;
Dali,

7r*h = 300

Isolando h teremos;
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2

Substituindo h em A, teremos;

A=2mr?+2nrh

300
=2mr? + 217 . —

r

A= 2%+ 600
r
Logo a area total da lata sera;

600

A(r)= 2mr?+ —

,
Derivando esta funcao teremos;

, 600

A'(r) =4mr - =

Agora calculando o ponto critico, A’(r) =0, ou seja;

4mr — @ =0
r
4773 — 600
7”"—2 -0
r
473 - 600 = 0
600
3_ -
" AT
5 /150
r= —
v
Fazendo o teste da segunda derivada teremos;
1200
A'(r) =4+ 3

Para que a area da lata seja minima temos que, A”(r) > 0, ou seja;

150
A”( v ?) >0

83
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12
4 + ¢3>0
150
\/—)
s
1200
AT + @ > 0
s
127 > 0

150 ) . .
Logo, A”(y/——) > 0, assim temos que 7 serd um ponto de minimo.
s

Portanto,

a0
o2

h

5 /150
300 ( v )

5
. (150 . /150
7T'.(3 7) (3 7)

150
300 (v/—)
T

150,
T (/=)

PROPOSTA 10: Ainda na area da otimizagao geométrica vejamos mais um exemplo:
Um garoto esta na areia da praia a 4 km de uma bandeira vermelha, porém ele quer

chegar até um barco que esta a 3 km da praia, na altura da bandeira, conforme figura

Se o garoto corre a 5 km/h e nada a 2 km/h, qual caminho levara ele até o barco de

forma mais rapida?



Figura 40 — Distancia percorrida até o barco

h_J

&

3 km

4km

o

Fonte: Autoria prépria (2021)

SOLUQAO: : Podemos observar que o garoto tem vairas possibilidades para chegar
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até o barco, por exemplo, ele pode nadar na diagonal diretamente até o barco, ou correr

um pouco e depois nadar, ou ainda correr toda a distancia até a bandeira e depois nadar

até o barco, no entanto o problema nos propoe que este percurso seja feito no menor tempo

possivel tendo em vista a velocidade em que o garoto corre e nada, para isso devemos

seguir os seguintes passos:

PASSO 1: Encontrar a funcao que modele este deslocamento, ou seja, encontrar um

funcao que determine o tempo em funcao de um determinada variavel. Inicialmente vamos

traduzir o nosso percurso em um figura geométrica para facilitar a nossa interpretacao,

observe a figura [41]

Figura 41 — Figura geométrica que representa o percurso

BARCO

BANDEIRA -] GAROTO

X C

Fonte: Autoria prépria (2021)

Onde:
C = Distancia que o garoto corre
X = O que restou para os 4 km

N = Distancia que o garoto nada
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Note que,

C=4-X

N?= X2+ 32
N= Va2 +9

Observe que a funcao que buscamos é a do tempo necessario para completarmos o

percurso, ou seja, o tempo total que sera;

Tt = TC + TN
Note que;
AS
Vim= —=
A
Logo;
AS
AT = —
Vm
Assim teremos;
Tt - g + ﬂ
5 2

Ou ainda,

_4—X+ Vi2+9

Tux)=—5 2

24 -17)+5Var+9
B 10

1
Tt(x):ﬁ (8-2x+5V12+9)
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PASSO 2: Devemos derivar a funcao Ty em relacao a x, entao temos;

R ! T
Tt(ac)—l—o.(—2+ \/1:2—+9)

PASSO 3: Devemos encontra os pontos criticos, para isso: Ty'(x) =0

1
Locor 228 oy
10 x2+9
T _9
Va?+9
( T 2_ o2

422 + 36 = 2522
2522 — 422 = 36

2122 =36

12
= \/— ~1,31 &k
o - , m

Obs.: Como o z trata-se de uma valor de distancia ele s6 pode assumir valores positivos,

logo o tinico ponto critico existente ¢ x = 1,31 km.
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PASSO 4: Devemos verificar se  é um ponto de minimo, para isso usaremos o teste
da primeira derivada;

Para = < 1,31, usando z =1, por exemplo:

5%
249

Tt'(1):1—10.(—2+ )

1 )
=—. (—2+\/—1_0)

T/(1) = -0,042

Para = > 1,31, usando z =2, por exemplo:

5

2249

Tt’(2):1—10 (C2+ )

| 10
=— . (-2+ —
0 O

Tt'(2) = 0,077

Logo podemos observar que para valores menores do que z, T/(x) assume valores
negativos, por outro lado para valores maiores do que z, T'/(x) assume valores positivos,
isso nos garante portanto que x 1,31 é um ponto de minimo.

Agora precisamos verificar se x 1,31 é um ponto de minimo local ou global, para

isso temos o ultimo passo.

PASSO 5: Teste dos extremos, para isso devemos identificar inicialmente qual o
dominio da nossa funcao; Observe que Dm de T(x) =]0;4[, pois o = s6 podera variar
dentro deste intervalo.

Agora para sabermos se nosso ponto critico é global, devemos testar o limite dos

extremos do dominio da funcao, assim teremos:

1 2
lim[—o . (8-22+5V22+9)] = 1—322,3 hs

1 25
lim[—O . (8=2x+5Va2+9)] = 1—022,5 hs
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Verificando agora se x 2 1,31 é menor do que os extremos calculados, temos:

1
Ti(1,31) = 35 - (8-2 . 1,31+5V/1,317 +9)

To(1,31) 22,17 hs

Podemos observar entao que Ty(1,31) % 2,17 hs é menor que os valores encontrados
nos extremos, logo x 2 1,31 é um minimo global, ou seja, ¢ o menor valor que ao substi-

tuirmos em T'¢(x) obteremos o menor tempo para o percurso.

Assim temos;

C=4-1,31=2,69 km
N= Va2 +9

N = /1,312 +9=3,27 km

Portanto para que o garoto chegue ao barco com menor tempo ele deve correr 2,69

km e nadar 3,27 km. Analisando graficamente temos:

1
Figura 42 — Gréfico da fungao T'(z) = 0 (8 =2z +5V22+9)

-1 ] 1 2 3 4

-1

Fonte: Autoria prépria (2021)
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PROPOSTA 11: Na area da economia vejamos um exemplo de maximizacao de
lucros:

Uma empresa determina que x unidades de seu produto podem ser vendidas a P
doélares a unidade, onde x = 1000 — p. Sendo o custo de produgao de x unidades diarias

modelado pela seguinte funcao, C'(x) = 3000 + 20z. Determine:
i) A fungao receita R(z)
ii) A funcao lucro L(x)

iii) Supondo que a capacidade méxima de produgao é de 500 unidades por dia, determine

quantas unidades a empresa deve produzir e vender por dia para maximizar seu lucro
iv) O lucro maximo

v) Preco unitério para obter o lucro méaximo
SOLUCAO:

i) Sabendo que a receita de uma empresa é dado por: R(x) = p . x, onde p é o preco

do produto e o x o niimero de unidades vendidas.

Note que as unidades do produto é dado na questao, que é: x = 1000 — p, isolando o

preco temos:

p=1000 -z

Assim teremos;

R(z)=(1000-z) . x

R(x) =1000z - 22

ii) Sabendo que a funcao lucro é dada pela receita menos o custo de produgao, ou seja;

L(z) = R(x) - C(x)

Note que a questao nos fornece a fungao custo: C'(x) = 3000 + 20x

Dai teremos;

L(x) =1000z - 2? - 3000 + 20z
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iv)
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Logo a funcao lucro sera:

L(z) = 2%+ 980z — 3000

A questao pede para maximizarmos o lucro, para isso de posso da fungao lucro L(x),

devemos achar entao o seu ponto de maximo.

Note que o ponto de maximo da func¢ao deve estar no intervalo 0 < z < 500, ja que

a capacidade maxima de producao ¢ de 500 unidades.

Inicialmente vamos encontrar os pontos criticos da fungao, para isso devemos fazer
L'(z)=0.
L'(x) = -2z +980
-2x+980=0
x =490

Logo o maximo local da nossa funcao ¢ 490.

Agora através da segunda derivada devemos analisar se esse x encontrado também

é um maximo global.

Assim temos;

L"(z) = -2

Logo pelo teste da segunda derivada podemos observar que L (x) < 0, entao x = 490

¢ o ponto de maximo da fungao.

Portanto o nimero de unidades que a empresa deve produzir para obter o maior

lucro diario deve ser de 490.

Para obtermos o lucro maximo é s6 aplicarmos x = 490 em L(x), assim teremos;

L(z) = 2%+ 980z — 3000

L(x) = —(490) + 980 . 490 - 3000

L(x) =237.100 Ddlares



v) Temos que;

Logo,

p=1000 -2«

p = 1000 - 490

p =510 Ddélares

92
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6 CONSIDERACOES FINAIS

No decorrer deste trabalho mostramos a importancia da introducao das nocoes intui-
tivas do Célculo no Ensino Médio, com a finalidade de demonstrar a real possibilidade
de desenvolver metodologias praticas para que sejam aplicadas de forma contextualiza-
das e interdisciplinar, em varios ramos das ciéncias, assim como também os conceitos de
limites e derivadas por meios de questoes ja trabalhadas na Educacao Basica, proporcio-
nando assim um maior suporte para os futuros alunos de cursos superiores, possibilitando
um contato prévio com a disciplina de Célculo no Ensino Médio, buscando reduzir os
indices de evasoes e reprovagoes. Destacamos ainda, como se deu o processo historico,
que constituiu no desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral ao longo do tempo e
as mudancas no curriculo das escolas de educacgao basicas do Brasil, onde o mesmo nao é
mais trabalhado.

Observamos no decorrer do trabalho que a abordagem dos conceitos de limites po-
dem ser naturalmente associados aos conceitos de funcoes ja trabalhados principalmente
no 1° ano do Ensino Médio de forma concomitantes, ja os conceitos de derivada podem
perfeitamente ser associados as definicoes de taxa de variacao, velocidade e aceleracao
instantanea sendo assim possivel a contextualizacao do tema na resolugao de varios pro-
blemas de aplicacao, como na Fisica, na Geometria, na Economia entre outros, proporci-
onando assim uma melhor compreensao destes assuntos, preparando o aluno para encarar
a disciplina de Célculo em todos os cursos de exatas no Ensino Superior.

E por fim desejamos despertar uma discussao em torno desta tematica, instigando
a pesquisa a respeito desta possibilidade e assim constatarmos na pratica os possiveis

beneficios desta proposta de ensino.
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