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RESUMO

Neste trabalho, abordamos o Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos, um clas-
sico teorema da Algebra Linear, cujo tema central é diagonalizar um operador, tendo em
vista uma aplicacao na diagonalizacao de matrizes simétricas. Este teorema nos assegura
que, em um espaco vetorial euclidiano , no qual esta definido um operador T', T sera
autoadjunto se, e somente se, T" for diagonalizavel. Ja a sua aplicagao nos garante que
podemos diagonalizar qualquer matriz simétrica, sendo um importante aliado para sim-
plificar calculos relativos a estas matrizes. Inicialmente, estudamos topicos da Algebra
Linear, tais como Espaco Vetorial, Tranformagoes Lineares e Operador Autoadjunto, que

dao sustento para as demonstragoes dos teoremas citados.

Palavras-chave: Teorema Espectral. Operador Autoadjunto. Diagonalizagao de Ope-

radores.



ABSTRACT

In this work we address the Spectral Theorem for Self-Adjoint Operators, a classic theorem
of Linear Algebra, which central theme is to diagonalize an operator, aiming at application
in the diagonalization of symmetric matrices. This theorem assures us that, in a Euclidean
vector space in which an operator 7" is defined, T" will be self-adjoint if, and only if, T is
diagonalizable. Its application guarantees that we can diagonalize any symmetric matrix,
being an important ally to simplify calculations concerning these matrices. Initially, we
study topics from Linear Algebra, such as Vector Space, Linear Transformations and

Self-Adjoint Operator, which support the proofs of the aforementioned theorems.

Keywords: Spectral Theorem. Self-Adjoint Operator. Diagonalization of Operators.
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1 INTRODUCAO

Os conceitos e objetos matematicos estudados pela Algebra Linear sdo encontrados
em muitas areas da Matematica, tornando-se 1til na resolucao de sistemas de equacoes
lineares, equagoes diferenciais, entre outros. Possui ainda muitas aplicacoes em areas
como Administra¢ao, Economia, Engenharia, Fisica, Ciéncia da Computacao, Teoria da
Aproximagao, Ecologia, Demografia e Genética | (ANTON e RORRES, 2012).

Dentre os muitos resultados estudados na Algebra Linear, destaca-se o Teorema Es-
pectral para Operadores Autoadjuntos, sobre o qual se trata esse trabalho. Nosso objetivo
aqui é apresentar um estudo da teoria béasica que nos permita enunciar e demonstrar esse
teorema, para o qual nos apoiamos em Hoffman e Kunze | (1971)). Esse resultado é de
grande importancia por garantir a existéncia de uma base ortonormal de autovetores, cu-
jos vetores sao todos ortogonais e unitarios, para espacos onde estao definidos alguns tipos
de operadores, facilitando determinados célculos relativos a estes. Neste trabalho, abor-
damos resultados sobre espagos de dimensao finita, porém, segundo Ben-Artzi | (2008),
generalizando-os para espacos com dimensao infinita, tornam-se uma importante ferra-
menta no estudo de Equagdes Diferenciais Parciais (EDP’s), assim como na Mecanica
Quéantica.

Iniciamos o Capitulo 2 estudando os espacos vetoriais, que sao conjuntos nao vazios
munido de duas operagoes, as quais satisfazem algumas propriedades intrinsecas, cujos
elementos chamamos de vetores. Desses, podemos extrair um subconjunto que conserva
as mesmas propriedades, o qual chamaremos de subespaco vetorial. A partir dos vetores
presentes em um espaco vetorial, podemos fazer combinagoes e obter outros vetores. Di-
ante disso, buscaremos encontrar um conjunto de vetores dentro de um espago vetorial,
de modo que todos os outros vetores desse espago possam ser obtidos pelos vetores deste
conjunto, o qual chamaremos de base.

Ja no Capitulo 3, trabalharemos com funcoes entre dois espacos vetoriais que preser-
vam a soma de vetores e o produto por escalar, chamadas de transformacoes lineares.
Os autovetores, que sao os vetores que possuem um multiplo seu como imagem de uma
transformacao linear, podem ser encontrados resolvendo um polinémio que obtemos atra-
vés da base de um espaco vetorial e uma transformagao linear, o qual chamaremos de
polinémio caracteristico. O estudo dos autovalores, que sao os valores que acompanham
os autovetores, surgiu com Leonard Euler(1707 - 1783), no século XVIII, quando este se
debrugou sobre equacoes de segundo grau com duas ou trés varidveis no plano e no espaco,
respectivamente. Nos trabalhos de Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) e Pierre-Simon
Laplace(1749 - 1827), encontram-se a nog¢ao de polindmio caracteristico explicitamente.

Finalmente, no Capitulo 4, definimos um tipo especial de operador linear, que chama-

mos de operadores autoadjuntos, para entao apresentarmos o resultado que é o objetivo
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principal de nosso estudo, o Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos. Por fim,
exibiremos uma aplicacao deste teorema no estudo das matrizes simétricas.

Varios mateméticos contribuiram no desenvolvimento da Teoria Espectral, como por
exemplo Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857), que provou em 1829 que os autovalores
de uma matriz simétrica sao iguais. Porém, podemos dizer que foi David Hilbert (1862
- 1943) que culminou o desenvolvimento desta teoria, no inicio do século XX, quando
definiu o Espectro | (NASCIMENTO, 2013)).
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2 ESPACOS VETORIAIS

A nocao de Espaco Vetorial ¢ a base da Algebra Linear. Sendo assim, neste capitulo
encontramos a definicao e alguns exemplos deste objeto matemético tao importante em

nosso estudo, além de propriedades importantes do mesmo.
2.1 Espagos Vetoriais
Definicao 2.1. Seja V' um conjunto nao vazio munido das operagoes:

+:VxV =V R XxV =V
e
(a,b) — a+b (a,a) — a-a

e R o corpo dos niimeros reais. Dizemos que V' é um espago vetorial sobre o corpo
dos numeros reais se, para quaisquer a,b,c € V e a € R, sao satisfeitas as seguintes

propriedades:

(i) Vale a comutatividade da adigao,

a+b=0b+a.

(ii) Vale a associatividade com relac¢ao a adicao,
(a+b)+c=a+(b+c).
(iii) Existe o elemento neutro aditivo, ou seja, existe um ﬁ eV, tal que:
a—l—ﬁzazﬁ%—@, Va eV.
(iv) Existe o elemento simétrico aditivo, ou seja, Va € V, Ja’ € V, tal que:
a+a’:6>:a’+a.

(v) Vale a associatividade com relagao a multiplicagao,

a(fc) = (ab)e.
(vi) Vale a distributividade,

ala+b) =aa+ab e (a+ f)a= aa+ Sa.
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(vii) Existe o elemento neutro multiplicativo, ou seja, existe um A € R, tal que:

Aa=a=al\, Ya€eV.

Os elementos de V' sao chamados de vetores, e os elementos do corpo R sao chamados

de escalares.

Observagao 2.1. Podemos generalizar o corpo dos escalares para um corpo qualquer K,

porém, neste trabalho, serd sempre o R.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1. Seja V = R", munido das operacoes de soma e produto usuais, sejam

a=(r1,%2,....2Tn), b= (Y1,Y2, -, Yn), ¢ = (21,22, ...,2,) € R" e a, B € R, note que:
(i)

a+b = (21,72, Tn) + (Y1, Y2, s Yn) = (T2 + Y1, T2 + Y2, o, Tn + Yn)
= (yl T T, Y2 T T2y Yn xn) = (y17y27 ‘--7yn) + (xl,xQ, ,l‘n) =b+a.

(a+b)+c = [(z1,22, ..., xn) + (Y1, Y2, -y Yn)] + (21, 22, -, Zn)
(1 + Y1, To + Y2y o0y Ty + Yn) + (21, 225 -, 20)
(1 4+ 1) + 21, (w2 + y2) + 22, o, (Tn + Yn) + 20)

= (14 (y1+21), T2+ (Y2 + 22)5 oo T+ (Yn + 20))

=
(

X1, T2, 7xn) + (yl + 21, Y2 + 22y ey Yn + Zn)
X1, T2, 7xn) + [(y17y27 7yn) + (21’Z27 LS ZTL)] =a+ (b+ C)’

(iii) Existe T = (0,0,...,0) € R™ tal que:
(1—1—6> = (21,22, ..., xy)+(0,0,...,0) = (2140, 2940, ..., x, +0) = (21, 22, ..., T,) = a.
(iv) Existe —a = (—x1, —22, ..., —x,) € R", tal que:
a+(—a) = (21,29, ....,2,) + (=21, —T2, ..., —Tp)

= (z1+ (=21), 22 + (=T2), .o, Ty + (—20))

= (x1 — 21,9 — X9, ...,y — ) = (0,0,...,0) = 6>

a(Ba) = «a[B(xy,z9, ..., x,)] = a(Bay, Pas, ..., Bry) = (a(Bx1), a(Bxs), ..., a(fx,)) ‘
((af)xy1, (afB)xa, ..., (af)z,) = (af)(x1, T2, ..., xy) = (af)a
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ala+b) = al(xy, e, .. n) + (Y1, Y2, o Yn)| = (1 4+ y1, T2 + Y2, ooy T + Yn)
(a(z1 +y1), a(@2 + 42), ... a(@n + yn))
(ax1 + ayr, axs + ays, ..., ax, + oyy,)
(axy, azs, ..., axy,) + (ayr, aya, ..., ayy)
= or1, 29, ..., Tn) + (Y1, Y2, -, Yn)
= aa+ ab.
(a+B)a = (a+B)(x1,x9,....2,) = ((+ By, (a + B)z2, ..., (0 + B)y)

(
== (Oé.ﬁUl‘f‘ﬁxhaxg+/8I'2,...7Oéxn+6xn)
(axy, axg, ..., axy,) + (Bx1, Bxa, ..., fxy,)

= a1, 9, ..., x,) + B(x1, T2, ..., x,) = aa + Pa.

(vii) Existe 1 € R, tal que:

la=1-(x1,29,...;xn) = (129,129, ...; 1) = (21,29, ...,7,) = a

a-1= (1,29, .,xp) - 1= (x1- L9 1,...,x, - 1) = (21,29, ..., 2,) = a.
Dos itens (i) — (vii), concluimos que R™ é um espago vetorial.

Exemplo 2.2. Seja V = R? munido das operacoes:

+:VxV =V . T RxV =V
(a,b) + (¢,d) — (a+c,b+d) a-(a,b) — (a-a,b)

Sejaa = (1,5) € Vea=3,0=2¢€R, temos que:

(a+Ba = (3+2)(1,5) =5(15) = (5,5)
#4 (5,25)=(3-1,3-5) + (2-1,2-5) = 3(1,5) + 2(1,5) = aa + Ba.

Logo, o R? munido das operacoes dadas, ndo é um espaco vetorial.

2.2 Subespacgos Vetoriais

Em alguns espacos vetoriais, é necessario analisar um subconjunto deste, que seja
um espaco vetorial “menor” e que mantém suas propriedades. Estes subconjuntos serao

chamados de subespacos vetoriais.

Definigao 2.2. Seja V um espaco vetorial, dizemos que o subconjunto W C V, W # (),
é um subespaco vetorial de V' se as seguintes condig¢oes forem satisfeitas:

(i)

ﬁEW;
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(ii) Se a,b € W entao a+b e W;

(ili) Sea € W ey e R entao ya € W.

Observacao 2.2. Todo espaco vetorial V' possui pelo menos dois subespacos vetoriais,

L. . -
chamados subespacgos triviais de V, sao eles {0} e V.

O eixo-z do plano cartesiano, é um subespaco do R2, como podemos ver no préximo

exemplo.

Exemplo 2.3. Seja W = {(z,0) € Rz € R} C R?, W é subespago do R?, munido das

operacoes de soma e produto usuais.

(i) Sabemos que o elemento neutro aditivo do R? ¢ o ﬁ = (0,0). 6) € W, pois perceba
%
que 0 =(0,0) = (x,0), para x = 0.

(ii) Sejam a = (x1,0), b = (22,0) € W, dai temos:
a + b= (1‘1,0) + (ZL’Q,O) = ($1 +ZL‘2,0).

Como x1 + 2 € R, pois x1,79 € R, entdo a +b e W.

(iii) Seja A € Re a= (x1,0) € W, temos que:
Aa = A(z1,0) = (Azq,0).

Como Axr; € R, pois A\, x1 € R, entao \a € W.

Dos itens (i) — (i74), concluimos que W é um subespago de R?.
Na Figura [1| temos a representacao geométrica desse subespago. Para exemplificar
utilizamos a = (1,0), b= (3,0) , coma,be W, c=a+bed=Xa€W,com A=7.

Figura 1 — Representacao do subespago W'.

_ka
«@
b‘o
L
‘Q_

-2 -1 0

Fonte: Do Autor, 2022
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De maneira analoga, podemos provar que a eixo-y também ¢ um subespaco do R2.

Exemplo 2.4. Assumindo a soma de func¢oes e o produto por escalar usuais, seja V =
{f :R = R; f é fun¢do} um espago vetorial. O conjunto das fung¢oes pares, W = {f €
V; f(x) = f(—=z)}, é subconjunto de V. Vejamos:

(i) Note que o elemento neutro aditivo de V' é ﬁ(x) = 0,Vz € R, onde TR R
Dai ﬁ(x) =0e ﬁ(—x) =0, logo ﬁ(m) =0eW.

(ii) Sejam f,g € W, onde f(z) = f(—x) e g(x) = g(—x), temos que:
(f +9)(x) = f(x) + 9(z) = f(=2) + 9(=2) = (f + g)(—2).

Dai, (f +g)(x) € W.

(iii) Sejam f € W e X € R, onde f(z) = f(—x), dai:
(Af)(x) = Af(z) = Af(=z) = (Af)(—).
Logo (A\f)(z) € W.
Dos itens (i) — (i), concluimos que W é um subespago de V.

Exemplo 2.5. Seja V =R? e W = {(z,2?); 2 € R}, conforme Figura [2]

Figura 2 - W = {(x,2%);z € R}

-2 -1 0 1 2 3 4

Fonte: Do Autor, 2022
Note que W nao é um subespago de V, pois sejam a = (1,1),b = (2,4) € W,

c=a+b=(L1)+(2,4)=(1+4+2,1+4)=(3,5) ¢ W
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Logo, nem todo subconjunto de um espaco vetorial é um subespaco vetorial. Contudo,
a intersecao entre dois subespacos de um espaco vetorial V' sempre é um subespaco de V.

Essa afirmagao é garantida pelo resultado abaixo.

Proposicao 2.1. Sejam V um espago vetorial e Wy e Wy subespagos de V', entao W1NW,s

também é um subespacgo de V.

Prova:
Seguindo a defini¢ao de subespago:
— — —
(i) Note que, como Wi e Wy sdao subespagos entao, 0 € Wy e 0 € Wh, logo 0 €
Wi N Wa.

(ii) Sejam a,b € Wi N Wy, sabemos que a,b € Wy e a,b € Wy, e por serem ambos
subespacos entao a+b € Wy ea+b e Wy, logoa+be W, NWs.

(iii) Sejam A € R e a € Wiy NW,. Como a € Wi N Wy, consequentemente, a pertence
a cada um dos subespagos, Wi e Wy, e por serem ambos subespaco, Aa € Wi e
Aa € Wy, Logo Aa € Wi N Wa.

Dos itens (i) — (i7i), concluimos que Wi N W; é um subespago de V.
[

Observacgao 2.3. Se Wy e W5 sao subespacos de V., Wy U Wy nao €, necessariamente,
um subespago de V. Pois, sejam V = R? um espago vetorial, W1 = {(z,0),z € R} e
Wy = {(0,y),y € R}, subespagos de V. Considere a = (1,0) € Wy e b = (0,2) € W,
entao a,b € W1 UW,. Mas, note que

c=a+b=(1,0)+(0,2) = (1,2) ¢ W, UWs,

conforme ilustrado na Figura 3]

Figura 3 — W; ¢é o eixo-z e Wy é o eixo-y

-3 -2 -1 0

Fonte: Do Autor, 2022
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2.3 Combinagoes Lineares

Uma das caracteristicas importantes de um espaco vetorial, é que podemos, através

de combinacoes lineares, obter novos vetores a partir de vetores dados.

Definicao 2.3. Sejam aq,as, ..., a, vetores de um espaco vetorial V' e Aj, o, ..., A, esca-
lares. Dizemos que a é combinagao linear de aq,as,...,a, se ele pode ser escrito da

forma:

a = )\1(11 + )\20/2 + ...+ )\nan.

Exemplo 2.6. Assumindo R? como espaco vetorial munido das operacoes usuais. O vetor
a = (3,7) € R? ¢ uma combinagao linear de (0,1) e (1,1), pois pode ser escrito como
(3,7) =3(1,1) +4(0,1).

Exemplo 2.7. Assumindo que M5(R) é um espago vetorial, munido de suas operagoes

1 3
usuais. Seja A = ( _— ) € My(R).

0 10

cGa)len)=()

Definicao 2.4. Fixados aj,as,...,a, € V, o conjunto formado pelos vetores que sao

1 0 0 1
Note que A é uma combinagao linear de ( 0 e ( ) , pois:

combinagao linear de aq, as, ..., a, ¢ chamado de subespaco gerado por ay,as,...,a, € é

denotado por:
lat,a,...;a,] ={a €V; a= A \aj+ Aas + ... + \ya,, com A\, o, ..., N\, € R}

Proposicao 2.2. [ay,as,...,a,] € um subespago de V.
Prova:
. . . I~
(i) Seja a; € |ay, a9, ..., a,), com i = 1,2,...,n, entdo 0 = Oa,.
%
Logo, 0 € [ay,aq, ..., ay).
(i) Sejam a,b € [ay, as, ..., anl, € A1, A2, ooy A, B1, B2, -, B € R, de forma que tenhamos
a:)\1a1+)\2a2—|—...+)\nan (§ bzﬁl(Il—F,BQCLQ—I—...—{—BnCLn .
Temos que:
a—+ b = >\1a1 + )\2@2 + ...+ /\nan -+ Blal —+ /BQCLQ + ...+ Bnan

= ANai + frar + Xeag + Boag + ... + Apay, + Bpay
= (M +B)ar + (A2 + Bo)ag + ... + (A + Br)an.



18

Tomando \; + 5; = oy, i € {1,2,...n}, temos:

a+b=aja; +azays + ... + a,a,.

Dai, concluimos que a + b € [ay, ag, ..., ay).

(iii) Sejam a € [ay, ag, ..., an|, € &, A1, Ag, ooy An, 51, B2, -y B € R, de forma que tenhamos
a = )\1@1 + )\2@2 + ...+ )\n@n'

Temos que:
aa = a(Aag + Aaas + ... + Apay)
= ala) + adryas + ... + ar,a,.

Tomando a); = «;, com i € {1,2,...,n}, temos:

aa = a1a; + oo + ... + Q,ay,.

Donde concluimos que aa € [ag, as, ..., ay)].

Dos itens (i) — (i77), concluimos que [ay, as, ..., a,| é um subespago de V.

Exemplo 2.8. Seja (1,0) € R?. Note que:

[(1,0)] = {a€eR?a=a(l,0), com a € R}
= {a€R?*a=(a,0), coma € R}

Além disso, [(1,0)] é subespago do R?, conforme mostrado no Exemplo .

Observagao 2.4. Sejam ay,as, ...,a, € V. Entao [ay,as,...,a,] C V.
De fato, pela Proposi¢cao sabemos que [ay,asg, ...,a,| € um subespago de V e, pela
defini¢ao de subespago, [ay,as, ...,a,] C V.

Definicao 2.5. Um espaco vetorial V é dito finitamente gerado se existe S C V, com

S finito, de modo que V = [9].

Exemplo 2.9. O R? ¢ gerado pelos vetores (1,0) e (0,1), ou seja, [(1,0),(0,1)] = R?
pois:
Pela Observagio [2.4] temos que [(1,0), (0,1)] C R

Por outro lado, seja a = (z,y) € R?, note que:
@ = (2,) = 2(1,0) + (0, 1).

Sendo a um vetor arbitrario do R? obtemos, R* C [(1,0), (0,1)]. Consequentemente,

concluimos que [(1,0), (0,1)] = R?. Logo, o R? ¢ finitamente gerado.
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Teorema 2.1. (Soma de subespacgos) Sejam U e W subespagos de um espago vetorial

V. Entao o conjunto:

U+W={veViv=ut+w, uwelUewecW}
€ subespaco de V.
Demonstragao:

. — — . ~
(i) Sabemos que 0 € U e 0 € W, pois ambos sao subespagos. Note que

ﬁ:ﬁ+ﬁ>:>6>eU+W.

(ii) Sejam vy = u; + wy, Ve = us +wy € U + W, entdo sabemos que uj,us € U e
wy,wy € W. Entao:

01+U2=u1+w1+uQ+w2:(u1+uQ)+(w1+w2)

E como u14us € U e wi+wy € W, pois U e W sao subespacos, entao vy+wvy, € U+W.

(iii) Sejam v =u; +w; € U+ W e o € R. Vejamos
av = a(u; +wy) = auy + aw;
Como U e W sao subespagos, temos

wm EU=au €eUew €W =aw, €¢W.

Entao, av e U + W.

Dos itens (i)-(iii), concluimos que U 4+ W é um subespago de V.
|

Defini¢ao 2.6. Sejam U e V dois subespacos vetoriais de V. Quando UNV = {6)},

entao U 4+ V' é chamado de soma direta de U com V', denotamos por U & V.

2.4 Dependéncia Linear

No estudo de espacos vetoriais, é essencial sabermos se um vetor é uma combina-
¢ao linear de outros vetores, pois estamos interessados em encontrar um subconjunto de
vetores que podem gerar todo o espaco, de modo que seja um conjunto restrito a elemen-
tos considerados essenciais. Para isso, a seguir, definiremos dependéncia e independéncia

linear.
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Definicao 2.7. Sejam aq, as,...,a, € V e A\i, Ao, ..., A, € R. Dizemos que aq, ao, ..., a,, $40

linearmente independentes (LI) quando a equagao
%
0 = )\16L1 + )\20,2 + ...+ )\nan,

admitir apenas a solucao trivial, isto é, \y = Ao = ... =\, = 0.
Caso contrario, dizemos que ay, as, ..., a, sao linearmente dependentes (LD).
Além disso, dizemos que um conjunto W & LD se seus vetores sao LD, e W & LI se
seus vetores sao LI.
Exemplo 2.10. O conjunto A = {(1,1,0,0),(0,1,0,0),(2,1,0,0)} ¢ R* ¢ LD, pois,
dados A1, Ao, A3 € R, tais que:
T =(0,0,0,00 = A(1,1,0,0) + Aa(0,1,0,0) + As(2,1,0,0)
= (A1, A1,0,0) 4+ (0,X2,0,0) + (2A3, A3, 0,0)
= (A +2X3, A1 + A2 + A3,0,0).

Temos o sistema linear abaixo:

A +2X3=0 AL = —2)3 AL = —2)3
= =

)\1+)\2+)\3:0 )\2:—)\3—)\1:—)\3—(—2>\3):>\3 )\2:)\3

Como A3 € R, temos que A1, Ay, A3 podem assumir qualquer valor, e assim concluimos

que esse sistema tem infinitas solu¢oes. Logo, A é um conjunto LD.

2 0 3 0 0 0
Exemplo 2.11. O conjunto M = , , ¢ LI, pois,
1 0 0 1 -1 0

dados A, A2, A3 € R, tais que:

0 0 2 0 3 0 0 0
0= Y + W
0 0 1 0 0 1 —1 0
20 0 3\ 0 0 0
= + +
N0 0 X VN
B oA +3X 0
M=) X |

Usando a igualdade de matrizes, obtemos A\; = Ay = A3 = 0. Logo, concluimos que M

¢ LL

Teorema 2.2. {aj,as,...,a,} C V é um conjunto LD se, e somente se, um dos seus

vetores € combinacao linear dos outros vetores.
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%
Suponha que {aq, as, ...,a,} ¢ LD e 0 = A\aj+Aaas+...+Aya,, com A, Ag, ...y Ay, € R

Entao, \; # 0, para algum i, 1 <i <n. Como

%
0 = )\1a1 + )\2(12 + ...+ )\i_lai_l + /\iCLZ' + )\i+1a¢+1 + ...+ )\nCLn
= —)\Zal- = )\16L1 + )\QCLQ + ...+ )\i—lai—l + /\z'-i—la'i—l—l + ...+ )\n(ln.
A A Aie Ad An
= a; = —)\—1(11—)\—3(12—...— )\ilai_l—/\—t?ai+1—...—/\—ian.

Logo, a; ¢ uma combinagao linear dos vetores {ay, ag, ..., @i—1, Qit1, ..., G }-
<)
Seja {a1,as, ..., a,}, de modo que para algum j, 1< j <mn,

a; = )\1(1,1 + ...+ )\j_laj_l + )\j—i-laj—i-l + ...+ )\n(ln,

com )\1, ...,/\j_l, )‘j+17 7)\n e R.

Dalf,
a; = )\1&1 + ...+ )\jflajfl —+ )\j+1aj+1 + ...+ )\nan
_>
=0 = MNa+..+ )\jfl&jfl + )\j+1&j+1 + .+ A\a, — a;.
Desta forma, obtemos uma combinagao linear, onde \; = —1 # 0, que resulta no vetor

nulo. Logo, {a1,as,...,a,} é LD.

Vejamos algumas outras propriedades envolvendo dependéncia e independéncia linear.

Proposicao 2.3. Seja V um espacgo vetorial sobre R.

. - N .

i) SeV={0}, entio V é LD.

.. - ~ .

ii) Se V ={v}, comv# 0, entaoV € LI.
ii1) Sejam ACV e BCV,se ACBeA éLD, entao B é LD.
i) Sejam ACV eBCV,se AC B eB ¢éLI entao A é LI
Prova:

(i) Suponha que V = {6)} Note que, 0= )\6), YA e R.

Entao concluimos que V' é LD.

(ii) Suponha que V' = {v}, com v # T. Se tivermos 0 = Av, com A € R. Como v # ﬁ,

entao A = 0. Concluimos que V' é LI.
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(iii) Considere A = {ay,as, ..., a,} um conjunto LD. Pelo Teorema [2.2] existe um a; € A

que é combinacao dos outros vetores de A, isto é,

a; = )\16L1 + )\20,2 + ...+ )\rar-

Como A C B, entao a; € B, e pelo Teorema concluimos que B é LD.

(iv) Suponha, por contradi¢ao, que A seja LD. Como A C B, pelo item (iii) B é LD, o

que é um absurdo. Logo, A é LI.

2.5 Base e Dimensao de um Espaco Vetorial

Nosso intuito agora é encontrar um conjunto finito de vetores essenciais, dentro de um
espaco vetorial V| de modo que todo vetor de V' seja combinacao linear deste conjunto, o

qual denominaremos base.

Definigao 2.8. Seja V' um espago vetorial e B = {ay, as, ...,a,} C V. Dizemos que B é

uma base ordenada de V se:
(i) [Bl =V;
(ii) B é LI
Se V = {ﬁ} entao o conjunto vazio () ¢ uma base de V, por convencao.
Exemplo 2.12. O conjunto B = {(1,0), (0,1)} C R? ¢ uma base do R?.
(i) Ja foi provado no Exemplo [2.9 que [B] = R.

(ii) Sejam T = (0,0) € R?, e z,y € R, temos:
(0,0) = (1,0) +y(0,1) = (2,0) + (y,0) = (x,y) = =y = 0.
Logo, B é LI
De (i)-(ii), concluimos que B ¢ uma base do R?.

Exemplo 2.13. O conjunto A = {(0,1),(0,2)} ndo ¢ uma base para o R?, pois:

(i) Pela Observacao 2.4 [A] C R2.

Vamos verificar se R?> C [A]. Sejam v = (z,y) € R? a,b € R.
(z,y) = a(0,1) + b(0,2) = (0,a) + (0,2b) = (0,a + 2b).

Entdo z =0 e y = a + 2b, ou seja, R* ¢ [A] .
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Assim, concluimos que A nao gera o R2.

Exemplo 2.14. Assumindo que o espacgo do polindmios com as operacoes usuais é um
espaco vetoriail, seja L@(R): {p(z); p(z) = ax® + bxr + ¢, com a,b,c € Rea # 0}. O
conjunto B = {1, z, 2%} é base para o t@(R), pois:

(i) [B] € F4(R). Vamos verificar se Z3(R)C [B].
Seja p(z) = az® + bz + ¢ € F3(R). Note que:

px)=c-1+b-z+a-2”

Entéo, p(z) é combinacio linear dos vetores de B, logo Z3(R)C [B].
E, pela teoria dos conjuntos, como [B] € Z(R) e Z3(R)C [B] concluimos que
H(R)=[B].

(ii) B é LI, pois, dados a,b, ¢ € R, tais que:

—

0 = c-1+b-z+a-2?
= 040x+0z2 = c+bxr+ax?
= a=b=c = 0.

Dos itens (i)-(ii), concluimos que B é base de Z3(R).

De maneira andloga, podemos provar que o conjunto B = {1,z,z?, ...,x"} ¢ base para

FA(R).

10 0 1 0 0 0 0
Exemplo 2.15. O conjunto B = , , , é
0 0 0 0 1 0 0 1

base de Ms(R), pois:
(i) Temos [B] C My(R). Vamos verificar se My(R) C [B].

b
Seja A = ( a 4 ) € M5(R). Note que:
c

b 1 0 0 1 0 0 0 0
A= *° - +b +e +d .
c d 0 0 0 0 1 0 0 1
Logo, A é uma combinagao linear dos vetores de B, entdao My(R) C [B]. Ou seja,
M(R) = [B].
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0 0
0

oo(18)(s (1))
(1) ()
(1) (2

a
c d
p— b pu—
Dos itens (i)-(ii), conclui-se que B é base de My(R).

(ii) B é LI, pois sejam 6) = ( ) ea,b,c de R tais que:

o

—_

0 O
0 0
0 0
0 0

= c=d=0.

Definigao 2.9. Chamamos de base canénica do R" o conjunto B = {ej,e,...,€,}

onde:
er = (1,0,...,0)

€y = (0, 1, ,0)

e, = (0,0,..,1)
O resultado a seguir nos garante que, independente do espago vetorial que estivermos

trabalhando, este admite pelo menos uma base.
Proposicao 2.4. Todo espago vetorial finitamente gerado admite uma base.

Prova:

Seja V um espaco vetorial. Se V = {ﬁ} entao sabemos que o conjunto vazio () é uma
base de V.

Caso contrario, seja V' = {ay, as, ..., a,}. Por hipotese V é finitamente gerado, logo
existe B C V, com B = {ay,as,...,a;},1 < i < n, de forma que V = [B]. Se os vetores
ai,as,...,a; forem LI, entdao B é base de V.

Por outro lado, se os vetores aq, as, ..., a; sao LD, existe j € {1,2,...,i} tal que a; # ﬁ
Por simplicidade, digamos que a; # 6> Agora, se todo vetor a;, com j € {2,3,...,i},
pode ser escrito como combinagao linear de a;, entdo V = [ay]. Além disso, pelo item (ii)
da Proposigao [2.3] {a1} é LI, consequentemente {a;} é uma base de V. Caso contrario,
existe um ay # ﬁ, com k € {2,3,...,i}, que nao é combinagao linear de a;, suponhamos,
por simplicidade, ay # 6> Pelo Teorema , concluimos que {ay,as} é LI, e se todo vetor
de V' pode ser escrito como combinagao linear de aj, as, entdo V' = [ay, as] e, portanto,
{a1, a2} é uma base de V.

Pode-se repetir esse processo e, como {ay, as, ..., a;} € finito, a repetigao tera fim. Logo,

existem vetores LI em {ay, as, ..., a;} que geram V, estes formam uma base para V. 1



25

Além disso, considerando duas bases de um mesmo espago vetorial, podemos garantir,

pelo resultado a seguir, que essas bases possuem o mesmo niimero de elementos.

Teorema 2.3. (Teorema da Invaridncia) Em um espaco finitamente gerado, toda

base possui 0 mesmo numero de elementos.

Demonstracgao:
Sejam By = {uy,us,...,u,} € By = {vy,v9,...,0,,} bases para um mesmo espago V
finitamente gerado. Suponha que m < n. Como By é base de V eu; € V, i < j < mn,

podemos escrever
Uj = QU1 + QU2 + ... + QpjUp, com 1 < j <.
Note que, na combinacao linear nula

%
T1Uy + ToUus + ... + Tpu, = 0,

m
podemos fazer a seguinte substituicao u; = o;v1 + gV + ...+ QU = g Q' Vs,
i=1

onde obtemos:
m m m _)
SL’l(Z Ckil’l)i) + SL’Q(Z aigvi) + ...+ SL’n(Z Oémvl') =0.
i=1 i=1 i=1

Ou ainda,

—

(Z QIjOélj)Ul -+ (Z x20{2j)v2 + ...+ (Z xjozmj)vm =0.
j=1 j=1 j=1

n

Como B, é LI, entao 5 zjoy; = 0 para todo 1 < ¢ < m. Estas m equagoes for-
Jj=1

mam um sistema linear homogéneo com n incégnitas. Uma vez que n > m, temos um

sistema possivel e indeterminado, ou seja, existe uma solugao nao trivial. Entao, existem
T1, %2, ..., T, onde pelo menos z; # 0, para algum j. Assim B; é LD, o que ¢ um absurdo
pois By é base.
De modo analogo chega-se a um absurdo se supormos que m > n. Donde concluimos
que m = n.
[ |

Definicao 2.10. Seja V' um espaco finitamente gerado. Chamamos de dimensao de V
o namero de elementos de uma base qualquer de V', denotado por dim V.
— ~ . ~ . .
Se V. ={01}, entao dim V = 0. Se V nao for um espaco finitamente gerado, dizemos

que V possui dimensao infinita.
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Exemplo 2.16. De acordo com alguns exemplos vistos anteriormente, temos:
(i) dim R? = 2, pelo Exemplo [2.12]
(ii) dim R™ = n, pela Defini¢ao 2.9

(iii) dim ZZ(R)=n + 1, pelo Exemplo m

(iv) dim My(R) = 4, pelo Exemplo [2.15, De maneira geral, a dimensdo do conjunto

formado pelas matrizes de ordem m x n é dada por dim M,,x,(R) = mn.

Qualquer conjunto de vetores LI de um espaco vetorial V' de dimensao finita pode ser

completado de modo a formar uma base de V. Como garante o teorema a seguir.

Teorema 2.4. (Teorema do Completamento) Seja V' um espago vetorial de dimensdo
n. Se 0s vetores uy, U, ...,u, €V sao LI, com r < n, entdo existem U, 1, Upso, ..., Uy, € V

de modo que {uy,ug, ..., Up, Upy1, Ups2, ..., Up } forma uma base de V.

Demonstragao:

Sabemos que dim V = n e que uy, us, ..., u,, com r < n, sao LI. Existe u,,; € V de
forma que uy, us, ..., u,, u,41 sao LI, pois, caso contrario, os vetores uy, us, ..., u, formariam
uma base para V', o que, pelo Teorema nao é possivel pois dim V. =n > r.

Se r + 1 = n, entao uy, usg, ..., U, U1 formam uma base para V.

Se r +1 < n, podemos encontrar u,,o € V de modo que uy, usg, ..., Uy, Upy1, Upyo SAO

LI. Caso contrario, pelo Teorema poderiamos escrever:
Uj = Uy + ... FUj—1 + Ujpr + s+ U+ U F Upgp,cOm J <7+ 2,

o que implicaria que uy, ug, ..., u,, 4,41 formariam uma base para V', o que nao é possivel
poisdim V =n>r+ 1.

Repetindo os argumentos acima, ap6s um nimero finito de passos, encontra-se vetores
ULy Uy wvey gy Upg 1, Uyt 2y oy Up ik, COM T+ k= mn, que sao LI e, como dim V =n =r +k,
segue que essa sequéncia de vetores é uma base de V.

[ |

Proposicao 2.5. Todo subespago de um espaco vetorial finitamente gerado é também

finitamente gerado.

Prova:

Seja V um espago vetorial finitamente gerado, W um subespago de Ve w; € W. Se
W = [wy], entdo conclui-se que W ¢ finitamente gerado.

Caso contrario, existe wy € W que nao é uma combinacao linear de w; e, pelo Teorema
2.2 o conjunto {u1,us} € LI Se W = [u1, us), entdo W ¢ finitamente gerado.
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Repetindo esses passos, como V é finitamente gerado, esse processo deve parar, senao
haveria em V um conjunto LI infinito.

Desse modo, concluimos que W é finitamente gerado.
[ |

Proposicao 2.6. Seja W um subespaco vetorial de V. Sedim W = dim V', entao W = V.

Prova:

Pela Proposigao 2.5, W ¢ finitamente gerado, logo W possui uma base. Como a
dim W = dim V, toda base de W também é base de V. Logo, todo vetor de V pertence
a W, ou seja, V. C W. Como W C V por ser subespaco, pela teoria dos conjuntos, segue
que V =W,

[ |

2.6 Matriz de Mudanca de Base

Em alguns problemas matematicos, podemos seguir varios caminhos distintos para
chegarmos a uma solugao, podendo ter diferentes graus de dificuldade. Muitas vezes,
é conveniente que tracemos caminhos “mais simples” para chegar a solucao esperada.
Em nosso estudo, para facilitar os calculos poderemos fazer uso da mudanga de base,

estudada nessa secao.

Definicao 2.11. Seja V um espago vetorial finitamente gerado, que tem como base o
conjunto B = {uy, ug, ..., u, }, € u = ayuy+agus+...+anu, € V. Osescalares aq, as, ..., ay,
serao chamados de coordenadas de u com relacao a B. A matriz de ordem n x 1,

formada pelas n coordenadas de u, da seguinte forma

g

(%)
[ulp =

Oy,

¢ chamada de matriz de coordenadas de u em relagao a B.

Exemplo 2.17. Seja p(z) = 322 + 4x Ga@(R), sabemos que B = {1, z,2?} é base para
3(R). Podemos escrever
plz)=0-1+4-2+3 2°

A matriz de coordenadas de p(z)p é:

[p(2)]5 =
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Definicao 2.12. Seja V um espago vetorial finitamente gerado de dimensao n e sejam
B = {uy,us,...,u,} e C = {vy1, v, ...,v,} bases de V. Existe uma tnica familia de escalares

a;j, com 1 <i<nel<j<n,demaneira que:

V1 = Q11U + Qo1U2 + ... + Qi Uy
Vg = Qo1 + QooUg + ... + QpalUly,

)
Up = QU1 + QopUz + ..+ Qpply

ou ainda,
n
v; = E a;;u;, com j € {1,2,...,n}.
i=1

A matriz quadrada de ordem n, da forma:

ann Qi - Qi
a a DY a
[M]C B 21 22 2n
B =
QOp1  Opg - Qnn

chama-se matriz de mudanca da base B para base (.

Exemplo 2.18. Encontremos a matriz de mudanga da base B = {1,1 + t} para base
C = {1,t} do espago @(R)

l’l—f—yl:l Q?lzl
l=a1-1+y(1+1) l=(z14+wy)+uy -t y1 =0 Yy =
= = =
t=x9-1+ys(1+1) t=(x2+y2)+y2-t To+ys =0 To = —1
\92:1 \y2:1

Logo, a matriz de mudanca da base C' para a base B seré

MG = (é ‘11>.

Proposigao 2.7. Sejam B e C bases de um espago vetorial de dimensao finita V. Seja

[v]g e [v]c as matrizes de coordenadas de um vetor v € V' com relagao as bases B e C,

respectivamente, e [M|S a matriz de mudanga de base da base B para base C, entio:

[v]s = [M]5[v]c.

Prova:
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Suponha que B = {by,bs,...,b,} e C' = {c1,¢a, ..., ¢, } sejam bases do espago vetorial
V. Ainda,

X1 Y1

T2 Y2
pls=| 7 | elle=

Tn Yn

as matrizes de coordenadas de um vetor v € V' com relagao as bases B e C, respectiva-
mente.

Se [M]$ = («;;) representa a matriz de mudanga de base de B para C, entdo:

Cj = Zaijbi, comj S {1, 2, ,TL} (21)
i=1

Note que, sendo v € V', podemos escrever

n n
v = E xb, ou wv= E YiC;,
i=1 j=1

donde obtemos

v = szbz = Zijj. (22)
i=1 j=1

Utilizando (22.1]) em ([2.2)), temos

v=>> mibi =Y ;= > (Y aib) =D O aiy;)bi.
i=1 j=1 j=1 =1 i=1 j=1
Como os vetores de B sao LI, entao
il’zbz = i(i Oéz'jyj)bi = ;= iaijyj, com 1 <3 <n.
i=1 i=1 j=1 j=1

Escrevendo essas n equacoes na forma matricial, temos:

x1 11 Qpg -0 Op Y1
T2 Qo1 Q2 -+ Qop Y2
Tp (0751 Ap2 e (0799 Un

Ou simplesmente,
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Proposigao 2.8. Sejam B, C e D bases de um espago vetorial V' de dimensao n. Temos

que:

Prova:
Sejam B = {by, b, ...,b,}, C = {c1,¢0,...,¢n}, D = {dy,ds, ...,d,} bases de V. Deno-
temos por [M]G = (aij), (M2 = (Bij), M]E = (747). Note que:

n

=Y agbi, dv = Bic;, d=> b (2.3)
i1 i=1

=1

Assim,

di = Z 5]'ij = Z ﬁjk(z aijbi) = Z(Z Oéz'jﬁjk)bi- (2-4)
j=1 j=1 i=1

i=1 j=1

Como os vetores de B sao LI, entao utilizando (2.3)) e (2.4):

dp = Z%kbi = Z(Z ;B = vk = Z a;iBir com 1 <, k <mn.
i—1

i=1 j=1 j=1

n
Além disso, note que E «;;Bji representa a soma do i-ésimo termo da k-ésima coluna
j=1
da matriz [M]§[M]E. Entdo, podemos escrever

n
Vik = g ;i Bk,
=1

na forma matricial

Proposicao 2.9. Sejam B e C bases de um espacgo vetorial V' de dimensdo n. Entdo a

matriz [M]% possui inversa, que é dada por [M]5.

Prova:
Pela proposicao [2.8] temos

(M]G[M]¢ = [M] e [MZ[M]g = [M]c.

Seja B = {b1, by, ...,b,}. A matriz [M]5 = (a;;) satisfaz o seguinte:

b = Zaijbi com 1< 7 <n.
i=1
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Como os vetores de B sao LI, a tinica solucao de cada equagao seréa dada por

lsei=y
Oéij =
Osei+#j
Donde concluimos que [M]2 ¢ a matriz identidade. E de modo anal6go concluimos

que [M]% também é a matriz identidade. Logo, [M]5 ¢ a matriz inversa de [M]$.

Teorema 2.5. Se B e C' sao bases de um espaco vetorial de dimensdo finita e considere-

mos I uma fungao sobre o espaco V, que identifica cada vetor u com ele mesmo:

I1:v =V
u — I(u)=u’

Demonstragao:
Sejam A = {uy, ug, ..., un}, B = {v1,v9,...;0,} e |G = (ayj), com i,5 € {1,2,...,n}.
Note que,
u; = I(uj) = aqjv1 + Qv + ... + iy,

é o mesmo elemento da matriz [M]Z. Donde concluimos que [I]§ = [M]5.
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3 APLICACOES ENTRE ESPACOS VETORIAIS

Neste capitulo, trabalharemos com fungoes entre dois espagos vetoriais que preservam
a soma de vetores e o produto por escalar, chamadas de transformacoes lineares. Veremos
também os conceitos de autovalores e autovetores, que sao os vetores que possuem um
multiplo seu como imagem de uma transformacao linear e como determina-los através de

um polinénimo, o polinémio caracteristico.
3.1 Transformacgoes Lineares

Definicao 3.1. Sejam U e V dois espacgos vetoriais. Dizemos que a funcao T : U — V
de forma que T'(u) = v, com u € U e v € V, é uma transformacgao linear se satisfaz as

seguintes condigoes:
i) T(u+v)=T(u) +T(v), Yu,v € U;
(ii) T(A\u) = AXT'(u), Yu € U, VA € R.
Ou, de maneira equivalente, se T' satisfaz:

T(Aa+ ab) = \T'(a) + aT'(b), Ya,b e U, Y\,a € R.

Chamaremos de operador linear uma transformagao linear de um espaco vetorial V'

nele mesmo, isto é, T : V — V.

Exemplo 3.1. Seja T': U — V dada por T'(u) = ﬁ, Yu € U, é uma transformagao

linear, chamada de transformacao nula. De fato, dados a,b € U e \,a € R, temos:
TOha+ab)=0 =20 +a0 = \T(a) + aT(b).

Exemplo 3.2. Seja [ : U — U dada por I(u) = u, Yu € U, é uma transformagao linear,

chamada de transformacao identidade. Com efeito, dados a,b € U e A\, € R, temos:
I(Aa+ ab) = Xa+ ab= X (a) + al(b).

Logo, a fungao citada no Teorema [2.5| é a transformagao identidade.

Exemplo 3.3. Seja V o espaco das fungoes polinomiais, a funcao 7' : V' — R definida

por

)= [ () d



¢ uma transformagao linear. De fato, sejam f,g € V e \,a € R, temos:

T\ +ag) = [/(\f(x)+ag())do
= ["M\f(z)dz + [ ag(z)dz
)\fabf(a:) dz + ozf:g(:c) dx
= NT(f)+aT(g).

Proposicao 3.1. Seja T : U — V uma transformagao linear. Entao:

(i) T(0,) =0,

(i) T(—u) = =T(u)

(i1i) T'(u—v) =T(u) —T(v)

Prova:
() T(0) =T(0u+ 00) =T(0) +T(T) =2-T(0,).
Logo,
2-T(0,) =T(0.) = T(0.) = 0.

(ii) Pelo item (i) e pela linearidade de T,

— —

0,=T7(0,) =T(u—u)="T(u)+T(—u) pelo item (i) da Definigao

Entao,
T(u)+T(—u) = 0

(iii) Pela linearidade de T e pelo item (ii), temos:

Tu—v)=T(u)+T(—v) =T(u) —T(v).

v = T(—u)=0,—-Tu) = T(-u)
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Teorema 3.1. Sejam U eV espagos vetoriais € B = {uy, us, ..., u, } uma base de U. Dada

B' = {vvy,...,v,} uma base de V', existe uma inica transformagao linear T : U — V tal

que T'(u;) = v;, com i € {1,2,...,n}.

Demonstragao:

Sejam B = {uy,ug,...,u,} € B" = {vy,v9,...,v,} bases de U e V, respectivamente, e

seja u € U. Vamos definir T : U — V tal que:

T(u) = T(apu; + agus + ... + aptl,) = Qug + Qo + ... + QpUy.
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Provaremos que esta funcao é uma transformacao linear. Para isso, sejam a,b € U.

Sabemos que:
a = aquy + Qg + ... + Quu, € b= [iuy + Poug + ... + Bput,, com a;, B; € R)1 <7 < n.

Além disso,

n

a-+b=au + axuy + ... + apt, + Brug + Paug + ...+ Buuy, = Z(ai + Bi)u;.

=1

Entao,

n

T(a+b) =T (i + Bi)u;) = Z o + Bi)vi Zazvl + Zm = T(b).

=1

De modo analdga, temos:

T(Ma) = T\ arug + agug + ... + apuy)) = T(Aaqug + Aagus + ... + Aauy,)
= Aaqu; + Aagug + ... + A, = AMqvg + agug + ..+ apvy)
= Ml(a).

Donde concluimos que esta funcao é uma transformacao linear. Verifiquemos sua

unicidade.
SejaT" : U — V uma outra transformacao linear de forma que para cada u € U tem-se

T'(u) = v, com v € V. Entao, seja a € U,

T'(a) = T'(cyuy + agug + ... + auy,) =T'( Za u;) = Z a;T(u;)) = Zaivi =T(a).

Logo T =1T".
[ |
Exemplo 3.4. Vamos encontrar a transformacao linear 7" : R? — R3 tal que:
T(1,0) =(2,-1,0) e T(0,1) =(0,0,1). (3.1)
Seja (z,y) € R?, como B = {(1,0),(0,1)} é base do R?, temos que:
(z,y) = =(1,0) + y(0,1). (3.2)

Aplicando a transformagao T e usando sua linearidade, em ambos os lados da equagao

(3.2), obtemos:

T(z,y) = T(x(1,0) +y(0,1)) = 2T((1,0)) + yT((0,1)).
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Ainda, utilizando os itens (i) e (ii) da Definigao 3.1]

T(x,y) = zT((1,0))+y7T((0,1)) ==x(2,—1,0) +y(0,0,1)
= (2z,—xz,0)+(0,0,y) = 2z, —z,y).

Entao, a transformacao procurada é T'(z,y) = (2z, —z,y).

Defini¢ao 3.2. Seja T : U — V uma transformagao linear, com A = {uy,ug,...,u,} €
B = {v1,v2,...,v,,} bases de U e V, respectivamente. Como B é uma base de V', pelo
Teorema [3.1, podemos determinar, de modo tinico escalares a;;, com 1 <i<nel <j<

m, tais que:

T(Ul) = 11V1 + Q91U + ... + Qp1Um
T(Ug) = (X121 + (655X} + ...+ A 2Um,
T(UJ) = 1;V1 + Qi9;V2 + ... + QuniUm.-

A matriz relativa a 7' nas bases A e B ¢é dada por:

Q11 02 q1p
o o o
[T]A B 21 22 2n
B — .
A1 2 e (07979

Exemplo 3.5. Vamos determinar a matriz relativa a 1" as bases canoénicas, onde a tras-

formacao T : R® — R? & dada por:
T(z,y,z) = (x — 2y,2x + 3y — 2)
Sabemos que as bases canonicas do R? e do R? sdo, respectivamente:
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B"={(1,0),(0,1)}.
Aplicando a transformagao T nos vetores de B:

T(1,0,0) = (1—-2-0,2-1+3-0—0)
(1,2)
= 1(1,0) +2(0, 1).
T(0,1,0) = (0—2-1,2-0+3-1—0)
= (-2,3)
= —2(1,0) + 3(0,1).
T(0,0,1) = (0—2-0,2-0+3-0—1)
(0,-1)
= 0(1,0) — 1(0,1).
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Dai,

3.1.1 Imagem e Nicleo

Defini¢ao 3.3. Seja T': V' — W uma transformagao linear. A imagem de 7', Im(T),
é o conjunto dos vetores w € W, tais que existe um vetor v € V', que satisfaz T'(v) = w.
Ou seja,

Im(T) ={w e W; T(v) =w, para algum v € V'}.

Observe que I'm(T) é subconjunto de W e, além disso, é subespago vetorial de W.

Definigao 3.4. Seja T' : V — W uma transformacao linear. O conjunto de todos os
_>

vetores v € V tais que T'(v) = 0 é chamado de ntcleo de T, sendo denotado por

ker(T). Isto é:

-0

ker(T)={veV; T(v) }.

Observe que ker(T) é subconjunto de V' e, além disso, é subespago vetorial de V.

Exemplo 3.6. Seja a transformagao linear T : R* — R3 dada por T'(z,y, z) = (x, 2y, 0).

Entao,

Im(T) = {(x,2y,0), z,y € R} = {x(1,0,0) +5(0,2,0), z,y € R}
= [(1,0,0),(0,2,0)].

Note que dim Im(T) = 2.
O ntcleo de T' é:

ker(T) = {(2,y,2); T(x,y,2) = 0} = {(x,9,2); (x,29,0) = (0,0,0)}
{(0,0,2); z € R} ={2(0,0,1); z € R}
= [(0,0,1)].

Observe que dim ker(T) = 1.

Definicao 3.5. Dada uma tranformagao linear T : V' — W, dizemos que T é injetora
se dados u,v € V com T(u) = T(v), tivermos u = v. Ou, de maneira equivalente, T é

injetora se dados u,v € V com u # v, entao T'(u) # T'(v).

Definicao 3.6. A tranformacgao linear 7' : V' — W sera sobrejetora se a imagem de T’
coincidir com W, ou seja, T(V) = W.

Teorema 3.2. Seja T : V. — W uma transformagao linear. Entao ker(T) = {ﬁ} se, e

somente se, T' € injetora.
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Demonstragao:
=)
Suponhamos que ker(T') = {ﬁ} Sejam u,v € V tais que T'(u) = T'(v). Entao:

Tw) - Tw) =0 = T(u—v)= 0.
Donde conluimos que v — v € ker(T'). Mas, por hipotese o tnico elemento do niucleo
éo 6) Entao:

ﬁ
u—v=0 = u=wo.

Logo, T' é injetora.
<)
Suponha que T' ¢é injetora. Seja v € ker(T'), entdao T'(v) = T. Pelo item (i) da
.~ — — ~ —
Proposigao sabemos que T(0) = 0, entao T(v) = T(0

%
obtemos v = 0.

). Como T é injetora,

i

}.

. - .
Logo, o tnico elemento do nicleo é 0, ou seja, ker(T) = {
[ |

Teorema 3.3. (Teorema do Niicleo e da Imagem) Seja T : V — W uma transfor-

magao linear. Entao :
dim ker(T) + dim Im(T) = dim V.

Demonstracao: Considere By = {vy,vs, ..., v, } uma base do ker(7T"). Como ker(T) C V
é subespago de V', pelo Teorema podemos completar B; de modo a obter uma base
de V.

Seja By = {v1, Vg, ..., Up, W1, W, ..., wy, } a base de V.

Queremos demonstrar que By = {T'(wy), T (w3), ..., T(wy,,)} é uma base da Im(T'), ou

seja:

(i) Dado w € Im(T), exite u € V tal que T'(u) = w. Se u € V, entdo u pode ser escrito

como combinagao linear dos vetores de B,
U = V] + QU + ... + XU, + ﬂlwl + 6211)2 + ...+ ﬁmwm

Mas,

w = T(U) = T(Oél?)l + aaVg + ... + ap v, + frwy + Pows + ... + Bmwm)
= T (v1) + T (ve) + ... + a,, T(vy,) + L1 T(wq) + BT (wa) + ... + BT (wyy).

- — . .
Como os vetores vy, vg, ..., v, € ker(T), entdo T'(v;) = 0 parai=1,2,...,n. Assim:

w = T (wy) + BT (wa) + ... + BT (wrn).
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Logo, [T'(wy), T'(ws), ..., T'(wm,)] = Im(T).
(ii) Consideremos agora a combinagao linear:

T (wn) + aoT(ws) + . + T () = O (3.3)

e mostremos que os «;, com ¢ = 1,2, ..., m, sao nulos.

Ora, como T ¢ linear, por (3.3]), temos que:

%
T(oqwy + aowy + ... + apwy,) = 0.

Entao ajw; + agws + ... + auw,, € ker(T) e pode ser escrito como combinagao linear

dos vetores de Bj, ou seja, existem [y, s, ..., 8, de modo que:

Q1w + QoW + ... + AWy, = P11 + Povs + ...+ Br,.
Ou ainda,

_>
w1 + aowsy + ... + aw,, — Bi1vr — Bovg — ... — Buu, = 0

E como By = {v1, g, ..., U, W1, W2, ..., Wy, } € base de V', entao

Logo, Bs é LI

Por fim, dim ker(T) = n, dim Im(7T) = m e dim V = m + n, entao:
dim ker(T) + dim Im(T) = dim V

Exemplo 3.7. No Exemplo , estudamos a transformacao linear 7' : R* — R? dada
por T'(z,y, z) = (x,2y,0) e encontramos Im(T") =2 e ker(T) = 1. Vejamos,

Im(T) +ker(T) =2+1=3=dim R®

Satisfazendo o Teorema do Ntcleo e da Imagem.

Definicao 3.7. Dizemos que uma transformacao linear 7" : U — V ¢é isomorfismo

quando ela for bijetora. No caso em que U =V dizemos que T é automorfismo.
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3.1.2 Autovalores e Autovetores

~ . . .. -
Definicao 3.8. Seja T' : V' — V um operador linear. Se existirem v € V, v # 0, e
A € R, tais que
T(v) = Av,

dizemos que A é um autovalor de 71" e v é chamado de autovetor de 7" associado a .

Exemplo 3.8. Seja T : R? — R? dada por T(v) = 2v. Nesse caso, 2 ¢ um autovalor de
—
T e qualquer v # 0 é um autovetor de T associado ao autovalor 2.

Podemos observar geometricamente na Figura

Figura 1 - T'(v) = 2v

Fonte: Do Autor, 2022.

De um modo geral, todo operador linear T : R? — R? do tipo T'(v) = av, a # 0, tem

%
« como autovalor e qualquer v # 0 como autovetor correspondente.

Exemplo 3.9. Dado o operador linear 7' : R? — R? definido por T'(z,y) = (y, ), temos

que v; = (1,1) e v3 = (=1, —1) sdo autovetores de T, pois:
T(1,1)=1-(1,1) e T(-1,-1)=1-(-1,—1).

Para cada um desses autovetores temos o autovalor A = 1 associado a v; € v,.

Observagao 3.1. Seja Vy, ={v € V : T'(v) = M}, VA C V. Note que V) € subespago de
V.

De fato,

Vi = {veV:T{) =}

{veV :Tw)— =
— eV :Tw) - @) =

{oeV (T-X)) =
= ker(T — \),

[

que € subespago de V.
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Defini¢ao 3.9. O subespago V) = {v € V : T'(v) = Mv} é chamado de subespago

associado ao autovalor ).

3.1.3 Subespagos Invariantes

Definicao 3.10. Dizemos que um subespaco F' C V ¢ invariante pelo operador linear
T :V — V quando T(F) C F. Ou seja, dado um v € F entao T(v) € F, ou ainda,
Im(T)|, C F.

Exemplo 3.10. Os subespagos triviais, a Im(T") e o ker(T') s@o invariantes por qualquer

operador linear 7" : V' — V. Vejamos:

(i) Se F = {ﬁ} Note que, T(ﬁ) ~ T eFr.

(ii) Se FF'=V. Seja v € V, notemos que T'(v) € V e como F =V, entdo T(v) € F.

) =

(i) Se F = ker(T). Seja v € ker(T), entao T'(v) = . Por outro lado T(B> f

ker(T), logo T'(v) € ker(T).

S

(iv) Se F'=Im(T). Seja v € Im(T), sabemos que v € V entao T'(v) € Im(T).

Exemplo 3.11. O subespago associado ao autovalor A\, Vy = {v € V : T'(v) = A} é um
subespagco invariante.
De fato, seja v € V), entdo T'(v) = \wv.

Como V), é subespaco e v € V| entao Av € V,. Logo, V) é um subespago invariante.

Observacgao 3.2. Pelo Exemplo podemos observar que achar um autovetor ou, equi-
valentemente, um autovalor de um operador linear T € o mesmo que achar um subespaco

de dimensao 1 invariante por T.

3.1.4 Polinémio Caracteristico

Definicao 3.11. Dada A € M,,«,, definimos o polinémio caracteristico de A, como

sendo:
pa(N) = det(A — \),

onde I é a matriz identidade de ordem n.

Definicao 3.12. Sejam 7' : V — V um operador linear, com dim V = n, B uma base de
V e [T]5 a matriz relativa a T' na base B. Definimos polindmio caracteristico de T

como sendo:

pr(A) = prz(A).

De acordo com Boldrini | (1980, p. 193), independente da base que escolhermos para

o espago vetorial, o polindmio caracteristico sera o mesmo.
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Proposicao 3.2. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita, B uma base de V eT
um operador linear. Entdo \ € um autovalor de T se, e somente se, pr(A) = 0. Ou seja,

os autovetores de T sao as raizes de seu polindmio caracteristico.

Prova:
=)
%
Seja T : V' — V um operador linear e A um autovalor de 7. Entao, existe um v # 0

tal que T'(v) = Av. Note que

Onde
(T —A)w) = 0 = v € ker(T — M) = ker(T — \) # {0},

Entao, pelo Teorema [3.2] T°— A : V' — V nao ¢ injetora, e, consequentemente, nao

¢ invertivel. Donde concluimos que, sendo B uma base para V/,
pr(X) = det([T)5 — \I) = 0.

<)
Se pr(A\) = 0, entdo o det([T)8 — A\I) = 0. Isso implica que T — X\ : V — V ndo é
invertivel, ou seja, nao é injetora. Logo, concluimos que existe v # ﬁ, tal que:
%
0 =T —-X)(v)=Tw)=MN(w)=Tw) - = T(v)=M.

Ou seja, A é um autovalor de T

Exemplo 3.12. Seja T : R? — R? dada por:

Vamos utilizar o polinémio caracteristico para descobrir os autolavores e autovetores de

T. Utilizemos a base candnica do R?, B = {(1,0), (0,1)}, para encontrar [T]5. Vejamos:

T(1,0) = (—3,—1)=—3(1,0) — 1(0,1)
T(0,1) = (4,2)=4(1,0)+2(0,1).

Com isso,
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Dessa forma, o polinomio caracteristico de T sera:

pr(A) = det([T]5 — )

~a((3)(00)
a0

= (=3-M)(2-)) +4
= N+r-2

Os autovalores de T serao as raizes do polinémio pr(A), vejamos:
pr(A)=0 = M+A-2=0 = A=-2oul=1

Agora, basta encontrar os autovetores associados a esses autovalores. Tomemos um

vetor v = (z,y) € R?, datf:
(i) Para A = —2, como T'(z,y) = A(x,y), temos:
(=3x 4+ 4y, —x + 2y) = —2(x,y) = (—2x, —2y) .
Donde obtemos o seguinte sistema:

-3z +4y = -2z —r+4y =0
= = z=4y.
—r+ 2y = -2y —r+4y =0

Logo, os autovetores associados ao autovalor A = —2 serao os vetores da forma

v = (4y,y), com y # 0. O subespago associado ao autovalor —2 é
Vo={veR:v=(4y,y),y # 0}.
(ii) Para A =1, como T'(z,y) = A(z,y), temos:
(=32 +4y,—x +2y) = L(z,y) = (z,y)
Donde obtemos o seguinte sistema:

—3r+4dy==x —4r+4y =0
=
—r+2y=y —r+y=0
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Logo, os autovetores associados ao autovalor A = 1 serao os vetores da forma v =

(z,z), com = # 0. O subespago associado ao autovalor 1 é

Vi={veR?:v=(z,2), v #0}.

Exemplo 3.13. Podemos calcular também os autovetores associados a uma matriz, seja

ela
1 =2 0
A= -2 1 0
0 0 —1

Para encontrar os autovalores e autovetores de A, utilizamos
pa(A) = det(A— \),
onde I € M3,3(R) é a matriz identidade. Vejamos:

pa(A) = det(A— X)

1 -2 0 1 00
= det -2 1 0 —A]1 010
0 0 -1 0 01

1—X =2 0

= det -2 1-X 0

= (A+1)2(=A+3).
Assim, os autovalores de A serdo as raizes do polindmio caracteristico p(A), vejamos:

pAN)=0 = A+1)*(-A+3)=0 = A=—-loul=3.

Onde A = —1 é uma raiz com multiplicidade 2. Agora, vamos encontrar os autovetores
a
associados a esses autovalores. Seja v = b um autovetor arbitrario, temos:
c

(i) Para A = —1:

Av=—-1lv=| =2 1 0 b |=—1| b | =] -2a+b | = —b



De onde obtemos o seguinte sistema:

a—2b=—a
20 —2b=0
—2a+b=-b =

—2a+2b=0
—c=—c
Entao, os autovetores associados a A = —1 sao os da forma
a 1
v=\|a | =al| 1 | +c
c 0
1 0
donde concluimos que V_; = 11,1 0
0 1
(ii) Para A = 3:
1 =2 0 a
Av=3v=1| -2 1 0 b | =3 b | =
0 0 -1 c c
De onde obtemos o seguinte sistema:
a—2b=3a —2a—2b=0

=b.
a
a |. Além disso,
c
a—2b 3a
—2a+b | = 3b
—c 3c

—2a+b=3b = —2a—2b=0 =a=-bec=0.

—c = 3c 4e =10

Entao, os autovetores associados a A = 3 sao os da forma

a 1
v = —a =al| —1 ,
0 0
1
donde concluimos que V3 = -1

a

—a

. Além disso,

44
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Teorema 3.4. Autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente indepen-

dentes.

Demonstragao:

Provemos para o caso de dois autovalores distintos.

Sejam A1, Ao autovalores distintos de T, e vy, vy autovetores assosciados a A1, Ay res-
pectivamente. (Queremos provar que vy e vy sao LI.

Para isso, considere a equagao:
_>
QU] + QU = 0. (34)

Apliquemos a esta equagao a transformagao T — A\/. Usando a linearidade de T e
lembrando que T'(v;) = \v; e I(v;) = v;, para i = 1,2, temos:
%
(T — /\2[)(&1’01 + Ozgvg) = (T - )\2])( 0 )
— —
(T — /\2])(0&1’01) + (T — /\2[)(0421}2) =0 — )\2 0
/\10[11)1 — /\20&11)1 + >\20[2’U2 - )\QOCQUQ = 6>

%
Oél()\l — )\2)1)1 + 062()\2 — /\2>’UQ =0

e

—
@1()\1 — )\2)1)1 =0.

Como vy # 6> e A1 # A9, entao a; = 0.

De maneira analoga, vamos aplicar a tranformacao T'— A\; I na equagao (3.4]) , obtendo:

(T — MI)(arvr + asvs) = (T — M) (0)

= 052(/\2—/\1)1}2 = 0.

Entao ay = 0. Portanto, vy, vy sao LI
Para i, \o, ..., \,, autovalores distintos, a demonstracao é feita de maneira analoga.
Partindo da igualdade:

%
a1V + vy + ... +av, = 0

aplicamos T — ;I para mostrar que a; = as = ... = a,, = 0.

Corolario 3.0.1. Seja T : V. — V um operador linear. Se dim V = n e T possui n

autovalores distintos, entao V' possui uma base formada de autovetores de T

Prova:
Pelo Teorema , existe um conjunto de autovetores {v, vs, ..., v, } de T linearmente

independentes. Além disso, dim [{vy,vs,...,v,}] = n = dim V, entdo, pela Proposigao

, [{’01,’02, -~-7Un}] =V.
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Logo, concluimos que {vy, v, ...,v,} ¢ uma base para V.
[ |

Proposicao 3.3. Seja T : V — V' um operador linear que admite uma base B. A matriz

[T]5 ¢ diagonal se, e somente se, B for formada por autovetores de T.

Prova:
=)

Seja B = {vy, v9, ..., v, } uma base de V, tal que:

aq 0
0 (6%)
715 = .
0O O Qay,

Note que, pela definigdo de [T]5, temos:

T(v1) =oqv1 400+ ...4+00, = T(v)=a0m
T('UQ) = 0U1 + (DY) + ...+ O’Un = T(v2) = Qy0s

T(v,) =0 +0v+ ... +a,v, = T(v,) = v,
Donde concluimos que vq, v, ..., v, sa0 necessariamente autovetores de 1" com autova-
lores o, o, ..., v, respectivamente.
<)
Seja T : V' — V um operador linear, e seja B = {vy, v9, ..., v, } uma base de V' formada

por autovetores de T'. Entao:

T(v) =av; = T(v1)=av;+0vg+ ... + 0v,
T(vy) =agve = T(vy) =0v; + agvs + ... + O,

T(Un> = Uy = T(Un> = 0vy 4+ Ovg + ... + apv,.

Logo, a matriz [T]5 sera dada por:

(051 0 0

0 (6%) 0
T)5 = .

0 O Qay,

Donde concluimos que [T]5 ¢ uma matriz diagonal.
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Diremos que um operador linear é diagonalizdvel quando, a partir dele, pudermos
obter uma base formada por autovetores para o espaco vetorial no qual ele esta definido,

como nos diz a defini¢ao a seguir.

Definicao 3.13. Seja T': V' — V um operador linear. Dizemos que 1" é um operador

diagonalizavel se existe uma base de V' cujos elementos sao autovetores de 7.

Exemplo 3.14. No Exemplo [3.12] para o operador T : R? — R? dado por
T(x,y) = (=3 + 4y, —x + 2y),

encontramos o subespago V.o = {v € R* : v = (4y,y), y # 0} = [(4,1)] associado ao
autovalor —2 e V; = {v € R? : v = (z,2), x# 0} =][(1,1)] associado ao autovalor 1.
Considerando B = {(4,1),(1,1)} como base para R?, temos:

T)2 = (‘02 f)

Como [T]5 ¢ uma matriz diagonal, pela Proposicio concluimos que 7" é um ope-

rador diagonalizavel.

3.2 Produto Interno e Norma

Uma aplicagao que associa um par de vetores de um espaco vetorial a niimero real, é

chamada de produto interno.

Definicao 3.14. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Um produto interno sobre V' é
uma aplicagao (., .) : V. xV — R que a cada par (u,v) € V x V associa um ntmero

real denotado por (u,v) satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) (u~+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,w €V,
(i) (au,v) = a{u,v), Yu,v €V e a€R;
(ili) (u,v) = (v,u), Vu,v €V;
. - ~
(iv) Se uw# 0 entao (u,u) > 0;
(v) (u,u) =0 < w=10.

Definicao 3.15. O espaco vetorial V munido de um produto interno é chamado de espago

euclidiano.

Observacgao 3.3. Podemos destacar algumas propriedades de produto interno que sequem

imediatamente da Definicao [3.14)
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(a) (ﬁ,u) =0, Yo € V. De fato:

(0,u) = (04 0,0 "2 00, w)+ (0, u)
= (0,u)— (0,u) = (0,u)+(0,u)—(0,u)
= (0,u) = 0

(b) (u,v+ aw) = (u,v) + alu,w), Yu,v,w € V e a € R. Pela Defini¢ao temos

<u, vt aw> ztem_(mz)

ztem(z)

v+ aw, u)
v,u) + (qw, u)

u, v) + (u, cw)

item (u)

(
(
item (m) <
(

u, v) + au, w).
Exemplo 3.15. Se z = (z1,...,2,),y = (Y1, ..., Yn) € R", vamos verificar se

(T, y) = 1y1 + ... + oYy

é produto interno.
Sejam x = (x1, ..., Tpn), Y= (Y1, Yn)s 2= (21,..-,2n) € R" e @ € R, temos:

(i)
(:El—l—yla" 'rn—f_yn) (zla"'7zn)>
1+ Y1)z + o+ (T + Yn)2n

(z+y,2) (
=
= (121 + .+ Tnzn) + (121 + oo + Ynzn)
=
(

(1, oo )y (215 o 20)) + (Y15 s Un), (21, ooy Z0))
= (x,2)+ < z).
(i)
(az,y)y = (a1, .0y 2pn), (Y1, Yn))

((axy, .o, axyn), (Y1, -y Yn))

aryr + ... + axpy,

a(xiy + oo + TnYn)

= a(z,y).

(ii)

<xay> = <(:U17 --w‘rn)’ (yh 7yn)>
T1Y1 + oo + TnYn

1 + ...+ YnTn

= <y7$>'
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(iv) Seja x = (z1,...,2,) # T e R
(r,x) = ((T1,.0sTn), (X1, 00y Tp)) = 2121 + oo + Ty = 22 + ... + T2,
Note que (x,z) > 0 e, como = # 6>, entdo existe z; # 0, i € {1,...,n}. Logo

(x,x) > 0.

%
(v) Seja x € R™. Queremos provar que (z,z) =0 x= 0.
=)

Suponha que (z,z) = 0. Sabemos que,

(r,2) = ((T1,0sTn), (X1, 00y ) = 2121 + oo + Ty = 22 + ... + 22 = 0.

%
O que s6 é possivel se 1 = ... =z, = 0. Logo x = 0
<)

%
Agora seja x = 0 € R". Entao:
(z,2) = (X1, s Tn), (T1y ooy Tp)) = 2121 + oo + Ty = 25 + ..+ 22 =07+ .. + 02 = 0.

Este produto interno é chamado de produto interno canénico do R".

Podemos calcular o comprimento de um vetor, utilizando o produto interno, através

da norma.

Definigao 3.16. Seja V' um espaco vetorial euclidiano. Definimos a norma (ou compri-

mento) de um vetor de v € V' em relagao a seu produto interno como sendo:

[o]] = v/ (v, v).

Se ||v]| = 1, isto &, (v,v) = 1, v é chamado de vetor unitario, e, neste caso, dizemos

que v estd normalizado.

Observacgao 3.4. Seja V um espacgo vetorial euclidiano. Note que o vetor v € V' pode

ser normalizado, tomando u = ”U—H
v

Proposicao 3.4. Seja V' um espaco euclidiano. Para quaisquer v,w € V ea € R, temos:
(1) [lvll = 0;
%
(ii) ||v]| =0 se, e somente se, v= 0;

(ii) |owl| = lef[o]l;
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() |(v,w)| < ||v||||lw] (Desigualdade de Schwarz);

(v) v+ w| <||v| + ||w| (Desigualdade triangular).

Prova:

(i)
(i)

(iii)

Pela Defini¢ao , ||| = v/ {(v,v) > 0.

(=)

Suponha que ||v|| = 0, entéo ||v|| = +/(v,v) = 0 = (v,v) = 0. Pelo item (v) da
Definicao m, temos que v = ﬁ

(<)

— .~
Suponha que v = 0, pela Definigdo de Produto Interno, temos que (v,v) = 0.

[v]| = +/(v,v) = V0 = 0.

Entao:

lav]| = V{aw, av) = Va2(v,v) = ||/ (v, v) = |a]||v], (3.5)
a segunda igualdade é justificada pelo item (ii) da Definigao m

Se v = 6), pelo item (a) da Observacao temos que:

(v, w)] = (0, w)| = 0. (3.6)

Por outro lado, [|v|| = v/{(v,v) = 0.

Dessa forma,
[o[l|w]] = 0+ [lw]] = 0. (3.7)

De (3.6)) e (3.7)), concluimos

[ (v, W) = [Jo][Jw]]. (3.8)

— . .
Se v # 0, sabemos que (v,v) > 0. Além disso, seja t € R, (tv + w, tv +w) > 0,

0< (tv+w,tv+w) = (tu,tv+w)+ (w,tv+ w)
= (tu,tv) + (tv,w) + (w, tv) + (w, w)
= t*{v,v) + 2{v, W)t + (w,w).

Assim, chegamos em uma inequacao de 2° grau, que deve ser nao negativa para

qualquer valor de t. Além disso, como o coeficiente (v,v) de t* é sempre positivo,



51

logo a concavidade da parabola que representa o trinémio dessa inequacao é voltada

para cima, entao o discriminante deve ser nao positivo:

A = 4{v,w)? — 4(v,v)(w,w) < 0.

Logo,

o, w)? — 4v, v)(w,w) <0 = 4v,w)? < 4(v,v)(w,w)
= (v,w)* < (v, v){w, w)
= {(v,w)* < [Jv]*Jw|?
= (v, W) < Jv[flwl]. (3.9)
Pelas expressoes e (8.9), concluimos que |(v, w)| < |Jv]|[|w].

(v) Note que,
v+ w||? = (v+w,v+w) = ||v]|* + 2(v,w) + ||w|?. (3.10)

Pela desigualdade de Schwarz, provada no item (iv), sabemos que

(v, 0) < [Jvl[ffw]] (3.11)

Substituindo em obtemos:

lv +wlf* < ol* + 2[lollllwll + wl* = (o]l + lw])*
= o+ wl <ol + [lwll.

3.2.1 Complemento Ortogonal

Quando o produto interno entre dois vetores resultar em 0, diremos que esses vetores
sao ortogonais ou perpendiculares. O conjunto de todos os vetores ortogonais de um

espago vetorial serd chamado de complemento ortogonal.

Definicao 3.17. Seja V um espaco euclidiano. Dois vetores u,v € V' chamam-se orto-

. . -
gonais ou perpendiculares quando (u,v) = 0. Denota-se u_Lw.
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Definigao 3.18. Seja V' um espago euclidiano e B = {vy,v,...,v,} uma base de V.

Chamamos B de base ortonormal de V se:

0, sei#j

1, se1=7

<Ui7 Uj> =

Proposicao 3.5. Seja S = {g1, 92, .., gr } um subconjunto ortonormal do espago euclidi-

ano V. Entao, o vetor

v=u—{u,q1)g1 — ... — (U, 9)gr, Yu €V

€ ortogonal a todo vetor do subespaco gerado pelos vetores de S.

Prova:

Seja w € [S], w =a191 + ... + @,gr, € a1, ..., a, € R, entdo, por Defini¢ao:
(v,w) = (v, a191 + .. + Argr) = a1 (v, 91) + ... + (v, gp). (3.12)

Sabemos que S é um subconjunto ortonormal, logo

0, sei #j
1, sei =7

Podemos afirmar que v_1g;, com i € {1,2,...,r}. De fato, utilizando (3.13)), parai = 1:

(v, 91) (w—(u, 91091 — ... — (U, 9r)9r), G1)
= (u,91) — (u, 91)(91, 91) — (U, g2){g2, 91) — - — (W, 9r) {9, 91)
= (u,91) = (u,91) 1 —(u, 92) - 0 — ... — (u, 9,) - 0
= (u,91) — (u, 1) = 0.

Donde concluimos que v_lLg;. De maneira analéga, repetindo esses processo com ¢ =

2,3, ...,n, podemos provar que
(v,g2) = ... = (v, gr) = 0. (3.14)
Substituindo (3.14]) na Equagao , temos:
(v,w)y=07-04+ ...+ a,.-0=0.

Logo, v 1L w.
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Definicao 3.19. Seja V' um espaco euclidiano e U um subespaco de V. O conjunto
Ut ={veV; (uv) =0, YueU}

¢ chamado de complemento ortogonal de U.

Proposicao 3.6. Seja V um espaco euclidiano e U um subespaco de V. U+ € subespaco
vetorial de V.

Prova:

(i) Pela Observagao sabemos que 6) € U+, pois

(0,u) =0, Yuel.

(ii) Sejam v, w € U, sabemos que (v, u) = (w,u) = 0. Daf,
(v+w,u) = (v,u) + (w,u) =0+0=0.

Logo v +w € U*t.

(iii) Sejam v € U+ e a € R, como (v, u) = 0, entdo:
(v, u) = a{v,u) =a-0=0.

Logo, av € U+,
Dos itens (i)-(iii), concluimos que U~ ¢ subespago de V.

Teorema 3.5. Seja V um espaco euclidiano de dimensao finita e U um subespaco vetorial
de V. Entio, V=U® U™,

Demonstracao: Sabemos que U+4U~ ¢ um subespaco de V e, pela definicao de subespaco
U+UtCV.

Seja B = {v1, v9, ..., v, } uma base ortonormal de U. Pela Proposic¢ao , dadou € 'V,
o vetor

v =1u— (u,v1)v; — ... — (U, Vy)Vp,

¢ ortogonal a todo vetor de U, ou seja, v € U*. Além disso, notemos que
v=1u— (U, v1)v] — ... — (U, V)V, = U= (U, V1)V + ... + (U, Vy)V, + 0.

Assim u € U + U™, pois a soma das n primeiras parcelas de v pertencem a U e v
pertence a U+. Com isso, V C U + U+. Donde concluimos que V = U + U+,
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Provemos agora que U + U+ é soma direta de U com U+, ou seja, U NU*.
Tomando w € U N U™, temos w € U*. Entao, w é ortogonal a todo vetor de U, em
particular,
(w,w) = 0.

E, pelo item (v) da Definigao , concluimos que w = f

Logo, U @ U+ = {ﬁ} E portanto V = U & U+.
[

Proposicao 3.7. Sejam U e W subespacos nao nulos de um espaco vetorial V', tais que
V=U&W. Sejam By e By bases de U e W, respectivamente, ambas formadas por
autovetores de V. Entao, B1 U By € base para V.

Demonstragao:
De fato, como V = U @ W, temos que para todo v € V, existem u € U e w € W tais
que:

V=Uu+w

Por outro lado, sejam By = {uy, ug, ..., up—p} € By = {wy, ws, ..., w, }, entdo:
U=y + ... + pplp—p € W= Prw+ ...+ Bow,.

Assim,

V= QU + ... + Op—pUn—p + 51’LU1 + ...+ ﬁpwp'

Logo, v € [B; U By, consequentemente, V' = [B; U Bs).
Uma vez que By e By sao formadas por autovetores de V, pelo Teorema [3.4], obtemos
que B; U By é LI Isto é B; U By é base de V.
[ |
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4 TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES AUTOADJUNTOS

Nossos estudos agora se voltarao para um tipo especial de operador linear, chamado
de operador autoadjunto. Dentre os resultados relativos a este tipo de operador, detaca-
se 0 Teorema FEspectral para Operadores Autoadjuntos, que é de grande importancia por
garantir a existéncia de uma base ortonormal de autovetores, cujos vetores sao todos

ortogonais e unitarios.
4.1 Operadores Autoadjuntos

Definicao 4.1. Seja T : V' — V um operador linear. Chamamos 7% : V' — V de adjunto

de T, se satisfaz

(T'(u),v) = (u, T*(v)), Yu,v € V.

Exemplo 4.1. Seja T : R?* — R? um operador linear dado por T'(z,y) = (ax+by, cx+dy),
com a,b,c,d € R. Sejam u = (x1,91),v = (22,%2) € R? e consideremos o produto interno

canonico:

(u,v) = T1Y1 + T2Yo.

Sabemos que
T(u) = (azxy + byy, cxy + dy).

Dai, o adjunto de T' é dado por

(T(u),v) = (axy+byr)za + (cx1 + dyr)ys = ax1x9 + by + cx1y2 + dy1yo
= axr1x9 + cr1ys + by1xs + dyr1ys = x1(axs + cyz) + y1(bxo + dys)
= ((z1,1), (aza + cyo, brs + dys)).

Donde concluimos que T*(x,y) = (ax + cy, bx + dy).

Teorema 4.1. SejaT : V — V uma tranformacao linear, onde V é um espaco euclidiano

de dimensao finita. Seja B = {vy, vy, ...,v,} uma base ortonormal de V. Entao
[T"] = ([T]5)"
Demonstracao: Seja [T']p = (o). Sabemos que
T(vj) = a1jv1 + Qg2 + ... + 4V + ... + vy, com oy; € R, 4,5 € {1,2,...,n},

dessa forma:

<T(’Uj>, Ui> = <041j’01 + Oégj'UQ + ...+ OéijUi + ...+ Oénj?)n, Ui>

= Oélj<U1, Ui> + a2j<U2,Ui> + ...+ a¢j<vi,vi> + ...+ Oénj<1)n, U7;>.
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Como B é uma base ortonormal, pela Definicao temos

<T<’Uj),’UZ'> = alj'0+a2j'O+'-~+aij'1+-'-+anj'0
= Q4. (41)

Assim, (T'(v;),v;) = oy; para todo 4,j € {1,2,...,n}.
Pela Definigao de Adjunto e pela expressao (4.1)

(T (v;),vi) = (3, T(v3)) = (T(vi), v5) = v,

para todo i,7 € {1,2,...,n}.
Logo, concluimos que [T*|p = ([T]p)".
|

Definicao 4.2. Seja V' um espago euclidiano e T': V' — V um operador linear. Dizemos

que T é um operador autoadjunto se
(T(u),v) = (u, T(v)), Yu,v € V.

Exemplo 4.2. O operador T : R? — R? tal que T'(z,y) = (2z+4y, 4z —y) é um operador
autoadjunto. De fato, sejam u = (71,%1), v = (¥9,72) € R?, consideremos o produto

interno canodnico:

(u,v) = T1y1 + 2o

Vejamos, as imagens de u e v pelo operador T sao, respectivamente,

T(u) = (21 +4yi, 421 —y1) e T(v) = 2z + 4yo, 429 — Yo)

(T(u),v) = (221 +4y1, 471 — 1), (T2, 92)) = (221 + 4y1) w2 + (421 — Y1)
= 2x179 + 4y172 + 421Y2 — Y1Y2.

Por outro lado,

(u, T(v)) = ((x1,y1), (w2 + dy2, 429 — ya)) = 1(222 + 4ya) + y1 (422 — y2)
= 2x179 + 411Y2 + 4y172 — Y1Y2.

Donde concluimos que

Logo, T' ¢ um operador autoadjunto.
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Teorema 4.2. Se T é um operador autoadjunto e \1, o, ..., N\, sGo autovalores distintos

de T, entao os autovetores correspondentes, vy, Vs, ..., Uy, SG0 dois a dois ortogonais.

Demonstragao:

Para i # j qualquer e pelo fato de T ser autoadjunto, temos

(A = X)(viyv) = (A, 05) — (03, )
= (T'(v;),vj) — (vi, T(v;)), por ser auto-adjunto
= (T(v),v;) = (T'(vi),v5) = 0.

Como A; # A; obtemos (A\; — A;) # 0, desta forma (v;,v;) = 0. Ou seja, v; e v; sao
ortogonais. [ |
Definicao 4.3. Seja A(a;j) € My,x,»(R). Dizemos que A é uma matriz simétrica quando
m=n e a; = aj. Isto ¢, quando A = A".

Teorema 4.3. Seja V' um espaco euclidiano de dimensao finita e seja T :' V. — V um
operador linear. T € autoadjunto se, e somente se, [T]|p € simétrica, onde B é uma base

ortonormal de V.

Demonstracao:
=)

Seja B = {vq, v, ..., v, } uma base ortonormal do espago vetorial V. Pelo Teorema ,
[T*]p = ([T]p)". Como T é autoadjunto, entao [T|p = [T*|p. Logo,

[T]s = [T*]s = ([T]s)",

ou seja, [T]p é simétrica.
<)
Suponha que [T]p é simétrica, ou seja, [Tz = ([T]z)", onde B = {vy, vy, ..., v, } € uma

base ortonormal de V. Dessa forma,

(T(v;),v;) = (T'(v;),vi), Vi,je{l,2,...,n}, (4.2)

sao as entradas das matrizes [T)p e ([T]p)", respectivamente.
n n

Sejam u,v € V', sabemos que u = E U, U = E Bjv;. Com isso,
i=1 j=1

(u,T(v)) = <Zawi,T(Zﬁjvj)>
= Z Z@J z;v“ Z:Uj»

= Zaz Zﬁj Zv] ZX:UZ
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A dltima igualdade sendo justificada por (4.2]). Assim

n n n n

Zai . Zﬁj . <T(Zvj), sz> = Zai : Zﬁy : <T<Zvi)a Zvj>

= <T(Zaﬂ)z’)> Zﬁj%’)
= (T'(u),v).

Donde concluimos que 7' é autoadjunto.

4.2 Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos

Para os operadores autoadjuntos apresentaremos o resultado que é o objetivo principal

de nosso estudo, o Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos.

Teorema 4.4. Seja V' um espaco euclidiano eT' um operador linear sobre V. Suponhamos

que W seja um subespaco de V' que seja invariante sob T. Entao, W+ ¢ invariante sob
T*.

Demonstracgao:
Sejau € W ewv € Wt. Como W ¢é invariante sob T, entdo T'(u) € W. Desta forma,

(T'(u),v) = 0. (4.3)
Além disso, seja T™ o adjunto de T', temos
(T'(u),v) = (u, T"(v)). (4.4)

De (4.3))e (4.4) concluimos que
(u, T*(v)) = 0.

Assim, T*(v) € WL, Consequentemente, pela arbitrariedade de v, W+ é invariante por
T*.
|

Corolario 4.0.1. Seja T : 'V — V um operador autoadjunto e W C V um subespaco
invariante de V. Entao, T : W — W € autoajunto.

Demonstragao:
De fato, sejam u,v € W, sabemos que T'(u),T(v) € W, pois W é invariante.
Uma vez que W C V, temos u, v € V. Além disso, por T': V' — V ser autoadjunto:

(T'(u),v) = (u, T(v)).
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Como u e v sao dois vetores arbitrarios de W, concluimos que T : W — W é autoad-
junto.
|

Teorema 4.5. Seja T : 'V — V um operador autoadjunto, com dim V = 1. Entao, T

possut um autovetor nao nulo.

Demonstragao:

Por hipotese, dim V = 1. Logo, existe v nao nulo tal que V' = [v].

Considere 7' : V' — V néo nulo. Temos que T'(v) € V. Assim, existe & € R de modo
que T'(v) = aw.

Seja u € V, entao u = fv, com f € R. Com isso,

T(w) = T(Bv) = BT(v) = Blaw) = a(Bv)
= Tu) = au (4.5)

Logo, T'(u) = au, Yu € V, ou seja, o € um autovalor associado ao autovetor u.
Afirmagao: T(v) € V, definido em (4.5)) é autoadjunto.
De fato, sejam z,y € V,

(T'(x),y) = {ax,y) = alz,y) = (r,ay) = (x,T(y))

Como T é autoadjunto e T'(u) = au, entdo qualquer vetor ndao nulo de V' é autovetor
de T'. Donde concluimos que 1" possui um autovetor nao nulo.

Teorema 4.6. (Teorema Espectral para operadores autoadjuntos) Seja V. um es-
paco vetorial euclidiano e T' 'V — V' um operador linear. Entao, T é autoadjunto se, e

somente se, T é diagonalizdvel.

Demonstracgao:
=)

Faremos indugao finita sobre a dimensao de V.

Se dim V = 1, pelo Teorema sabemos que T possui um autovetor v nao nulo e
pelo Corolario 3.0.1} V' possui uma base formada por esse autovetor, B’ = {v'}. Podemos

U/

normalizar este vetor tomando v = W, que também é autovetor de T'. Desta forma,
v

By = {v} é uma base ortonormal de V, formada por autovetores de 7. Assim, T' é

diagonalizavel.
Agora, suponha que se dim V = n — 1, entao V possui uma base ortonormal de

autovetores de T'. Seja ela B = {vq, v, ..., 0p_1}.
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Seja dim V = n e v um autovetor de T'. Considere o subespaco [v] que ¢ invariante
por T, pela Observagao . Ainda, pelo Teorema 7 o [v]* & invariante por 7. Uma
vez que V = [v] @ [v]* e dim [v] = 1, concluimos que dim [v]* = n — 1. Considere T :
[v]* — [v]*, entdo, pelo Corolario [4.0.1] 7' é autoadjunto. Por nossa hipétese de indugdo,
[v]+ possui uma base ortonormal de autovetores de T'. Seja ela, By = {vy, v, ..., vy_1}.
Pela Proposi¢ao [3.7, o conjunto B = By U By é base para V. Assim, a base B =
{v1,vg, ..., v,_1,v} € uma base ortonormal de V', formada por autovetores de T', implicando
que T é diagonalizavel.

<)

Suponha que T seja diagonalizavel, ou seja, existe uma base ortonormal de autovetores
de V, B = {vy,v9,...,0,}, tal que [T]p é uma matriz diagonal, onde cada \; é autovalor

de T associado ao vetor v;.

A O 0

0 X 0
T)p = .

0 0 An

Note que, a transposta ([T]g)" € igual a [T]g, ou seja, [T]p é simétrica. Pelo Teorema
[4.3] concluimos que T é autoadjunto.
|

Exemplo 4.3. Retomando o Exemplo o operador linear T : R?> — R2?, dado por
T(x,y) = (ax + by,cx + dy), com a,b,c,d € R, ndo é diagonalizavel. De fato, sejam

u = (z1,11),v = (&2,12) € R?, provamos que

(T(u),v) = ((x1,11), (axs + cys, bxy + dys)).

Por outro lado,

(u, T(U)> = <($17 yl), (aiﬁz + by, cxo + dy2)>~
Entao,

(T'(u),v) # (u, T(v))

Donde concluimos que 7" nao é autoadjunto. Uma vez que o Teorema ¢ um resul-
tado de caracterizagao para operadores diagonalizaveis, nao sendo T autoadjunto, também

nao sera diagonalizavel.
4.3 Aplicagao

Uma aplicagao do Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos, no estudo das

matrizes simétricas, estd na diagonalizacao dessas matrizes. Diagonalizar uma matriz
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simétrica consiste em associar a ela uma matriz diagonal cujos elementos nao nulos sao

justamente seus autovalores.

Definicao 4.4. Uma matriz A € M,, ¢ dita ortogonal quando A~! = A’  ou seja,
AAY = A'A = 1.

Teorema 4.7. (Teorema Espectral para matrizes stmétricas) Seja A € M, (R) uma
matriz simétrica. Entdao, existe uma matriz ortogonal P, tal que D = P'AP, onde D €

uma matriz diagonal, constituida de autovalores de A.

Demonstracgao:

Seja V' =R" e C' a base candnica desse espago vetorial.

Seja T : V' — V o operador linear tal que [T]c = A. Uma vez que C é ortonormal e A
é simétrica, pelo Teorema , T ¢ autoadjunto. Existe uma base B = {vy, v, ...,v,} de

V, formada por autovetores de 7', de forma que T'(v;) = B;v;, com j € {1,2,..,n}. Logo,

By 0 - 0
p-pms-|
0 0 --- B,

Considere P sendo a matriz de mudanca da base B para a base C, onde P = M§.

Seja v; = (1, (g, ooy Qi) € R™ com i € {1,2,...,n}, entao:

Q11 Q1 0 Qg

Qg1 Qigg -+ Qap
P=M§ =

Op1 Qpz -~ Qpp

Vamos mostrar que P é ortogonal. De fato,

a1 g st Qg a1 Q21 0 Gy
pPpt— Qo1 Qg -+ Qap Q2 Qo2 - Qp2 ’ (4.6)
Ml Qpz + Qinn A1n Qop 0 Qo
cujo produto resulta na matriz
(vi,v1)  (vr,v2) - (1, 00)
PPt = <U2’.vl> <UQ’. ) N <02’.vn> . (4.7)

(Un,v1) (Up,v2) <+ (Un,vp)
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Uma vez que B é uma base ortonormal, a partir de (4.7) concluimos

pP=|  _  |=r
0 0 1

Ou seja, P é ortogonal, isto ¢, P = P~ 1.
Agora basta mostrar que D = P*AP. Pela Proposicao , sabemos que

(M§) ™ = M&.
Com isso, perceba que

P'AP = P 1AP
= ME [T]e M§.

Pelo Teorema 2.5, [I]8 = ME, entio:
P'AP = M{ [Tle Mg = [1]¢ [Tle []5. (4.8)

Utilizando a Proposicao [2.8/ em (4.8)), temos:

PAP =[1Ig [Tlc 1]z = 1] [T15 = [T]s.
Logo,
D = [T|p = P'AP.
1
Exemplo 4.4. No Exemplo|3.13| encontramos os autovetores vy = | 1 | , ve =
0
1 1 =2 0
ev3= | —1 |, associados a matriz simétrica A = | —2 1 0
0 0 0 —1

Entao, a base By = {v1,v9,v3} € uma base formada por autovetores de A. Além disso,
utilizando o produto interno canénico, B é uma base ortogonal. Podemos obter uma base

ortonormal, B, normalizando os vetores de B;

B:{’Ul ’ 1)2, V3 }:
[[orl|” vzl [lvs]]

> o sk
o St sk
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Desta forma, pelo Teorema [4.7] tomando

|

|
o S &
—= O
o Sl &

cuja inversa é

11
V2 V2
PP=]1 0 0 ,
1 -1
vz i
podemos diagonalizar a matriz A,
11 1 1
% 75 0 1 -2 0 7 7 -1 0 0
t _ 1 -1 | _ _
P'AP = 0 0 1 -2 1 0 % % | = 0 -1 0 |=D
1 -1
% n 0 0 0 -1 0 0 0O 0 3

Onde D é a matriz diagonal que procuravamos, formada pelos autovalores de A em

sua diagonal.

O Teorema Espectral para Matrizes Simétricas nos permite que, a partir de agora,
diagonalizar uma matriz simétrica se resuma a associar a ela uma matriz diagonal, cujos
elementos nao nulos sao justamente seus autovalores. Nao sendo mais necessarias as

contas que envolvem P e P!, por exemplo.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, estudamos importantes resultados da Algebra Linear, tais como as
defini¢oes de espacgos vetoriais e subespacos vetoriais, com seus vetores e propriedades,
essenciais para compreender os conteudos aqui propostos. Alcancando assim o conceito
de base, a partir da qual podemos encontrar todos os vetores pertencentes a um espago
vetorial. Entendemos que todo espago vetorial possui pelo menos uma base e que se hou-
verem outras, sempre terao a mesma quantidade de elementos, resultado garantido pelo
Teorema da Invariancia, demonstrado durante nosso estudo. Permitindo, dessa forma,
que seja definida dimensao de um espago vetorial como o ntmero de elementos presentes
na base relativa a este.

Estudamos fungoes entre dois espacos vetoriais que conservam a soma e o produto
por escalar, chamada de Transformagao Linear, e relevantes subespagos de seu dominio
e contradominio, o nucleo e a imagem da transformagao, respectivamente. Prontamente,
apresentamos um valoroso resultado que relaciona a dimensao desses conjuntos, o Teorema
do Nicleo e da Imagem. Em decorréncia das transformacoes lineares e seus resultados,
obtivemos componentes pimordiais para o processo de diagonalizacao de um operador ou
de sua matriz, como os autovalores e autovetores.

Através do Teorema Espectral certificamos que todo operador linear autoadjunto é di-
agonalizavel, sendo verdadeira também sua reciproca. Uma aplicagao do resultado desta-
que desse trabalho é a diagonalizagao de matrizes simétricas. Esse resultado, denominado
Teorema Espectral para Matrizes Simétricas, nos assegura que diagonalizar uma matriz
simétrica consiste em associar a ela uma matriz diagonal cujos elementos nao nulos sao
justamente seus autovalores.

O Teorema Espectral pode ser também estendido para espagos vetoriais complexos,
além de possuir versoes para outros tipos de operadores, como os normais ou compactos.
Assim como sua versao para espacos de dimensao infinita, estudada na disciplina de
Anélise Funcional, o que o torna uma importante ferramenta no estudo de equacoes
diferenciais parciais (EDP’s) e na mecanica quéantica, por exemplo. Tendo alcangado
nosso objetivo, acreditamos que este trabalho possa ser um proveitoso alicerce para os

estudos posteriores da autora e, possivelmente, dos futuros leitores dele.
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