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RESUMO

Neste trabalho, abordamos o Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos, um clás-
sico teorema da Álgebra Linear, cujo tema central é diagonalizar um operador, tendo em
vista uma aplicação na diagonalização de matrizes simétricas. Este teorema nos assegura
que, em um espaço vetorial euclidiano , no qual está definido um operador T , T será
autoadjunto se, e somente se, T for diagonalizável. Já a sua aplicação nos garante que
podemos diagonalizar qualquer matriz simétrica, sendo um importante aliado para sim-
plificar cálculos relativos a estas matrizes. Inicialmente, estudamos tópicos da Álgebra
Linear, tais como Espaço Vetorial, Tranformações Lineares e Operador Autoadjunto, que
dão sustento para as demonstrações dos teoremas citados.

Palavras-chave: Teorema Espectral. Operador Autoadjunto. Diagonalização de Ope-
radores.



ABSTRACT

In this work we address the Spectral Theorem for Self-Adjoint Operators, a classic theorem
of Linear Algebra, which central theme is to diagonalize an operator, aiming at application
in the diagonalization of symmetric matrices. This theorem assures us that, in a Euclidean
vector space in which an operator T is defined, T will be self-adjoint if, and only if, T is
diagonalizable. Its application guarantees that we can diagonalize any symmetric matrix,
being an important ally to simplify calculations concerning these matrices. Initially, we
study topics from Linear Algebra, such as Vector Space, Linear Transformations and
Self-Adjoint Operator, which support the proofs of the aforementioned theorems.

Keywords: Spectral Theorem. Self-Adjoint Operator. Diagonalization of Operators.
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1 INTRODUÇÃO

Os conceitos e objetos matemáticos estudados pela Álgebra Linear são encontrados
em muitas áreas da Matemática, tornando-se útil na resolução de sistemas de equações
lineares, equações diferenciais, entre outros. Possui ainda muitas aplicações em áreas
como Administração, Economia, Engenharia, Física, Ciência da Computação, Teoria da
Aproximação, Ecologia, Demografia e Genética (ANTON e RORRES, 2012).

Dentre os muitos resultados estudados na Álgebra Linear, destaca-se o Teorema Es-
pectral para Operadores Autoadjuntos, sobre o qual se trata esse trabalho. Nosso objetivo
aqui é apresentar um estudo da teoria básica que nos permita enunciar e demonstrar esse
teorema, para o qual nos apoiamos em Hoffman e Kunze (1971). Esse resultado é de
grande importância por garantir a existência de uma base ortonormal de autovetores, cu-
jos vetores são todos ortogonais e unitários, para espaços onde estão definidos alguns tipos
de operadores, facilitando determinados cálculos relativos a estes. Neste trabalho, abor-
damos resultados sobre espaços de dimensão finita, porém, segundo Ben-Artzi (2008),
generalizando-os para espaços com dimensão infinita, tornam-se uma importante ferra-
menta no estudo de Equações Diferenciais Parciais (EDP’s), assim como na Mecânica
Quântica.

Iniciamos o Capítulo 2 estudando os espaços vetoriais, que são conjuntos não vazios
munido de duas operações, as quais satisfazem algumas propriedades intrínsecas, cujos
elementos chamamos de vetores. Desses, podemos extrair um subconjunto que conserva
as mesmas propriedades, o qual chamaremos de subespaço vetorial. A partir dos vetores
presentes em um espaço vetorial, podemos fazer combinações e obter outros vetores. Di-
ante disso, buscaremos encontrar um conjunto de vetores dentro de um espaço vetorial,
de modo que todos os outros vetores desse espaço possam ser obtidos pelos vetores deste
conjunto, o qual chamaremos de base.

Já no Capítulo 3, trabalharemos com funções entre dois espaços vetoriais que preser-
vam a soma de vetores e o produto por escalar, chamadas de transformações lineares.
Os autovetores, que são os vetores que possuem um múltiplo seu como imagem de uma
transformação linear, podem ser encontrados resolvendo um polinômio que obtemos atra-
vés da base de um espaço vetorial e uma transformação linear, o qual chamaremos de
polinômio característico. O estudo dos autovalores, que são os valores que acompanham
os autovetores, surgiu com Leonard Euler(1707 - 1783), no século XVIII, quando este se
debruçou sobre equações de segundo grau com duas ou três variáveis no plano e no espaço,
respectivamente. Nos trabalhos de Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) e Pierre-Simon
Laplace(1749 - 1827), encontram-se a noção de polinômio característico explicitamente.

Finalmente, no Capítulo 4, definimos um tipo especial de operador linear, que chama-
mos de operadores autoadjuntos, para então apresentarmos o resultado que é o objetivo
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principal de nosso estudo, o Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos. Por fim,
exibiremos uma aplicação deste teorema no estudo das matrizes simétricas.

Vários matemáticos contribuiram no desenvolvimento da Teoria Espectral, como por
exemplo Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857), que provou em 1829 que os autovalores
de uma matriz simétrica são iguais. Porém, podemos dizer que foi David Hilbert (1862
- 1943) que culminou o desenvolvimento desta teoria, no inicio do século XX, quando
definiu o Espectro (NASCIMENTO, 2013).
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2 ESPAÇOS VETORIAIS

A noção de Espaço Vetorial é a base da Álgebra Linear. Sendo assim, neste capítulo
encontramos a definição e alguns exemplos deste objeto matemático tão importante em
nosso estudo, além de propriedades importantes do mesmo.

2.1 Espaços Vetoriais

Definição 2.1. Seja V um conjunto não vazio munido das operações:

+ : V × V → V

(a, b) 7→ a+ b
e

· : R× V → V

(α, a) 7→ α · a

e R o corpo dos números reais. Dizemos que V é um espaço vetorial sobre o corpo
dos números reais se, para quaisquer a, b, c ∈ V e α ∈ R, são satisfeitas as seguintes
propriedades:

(i) Vale a comutatividade da adição,

a+ b = b+ a.

(ii) Vale a associatividade com relação a adição,

(a+ b) + c = a+ (b+ c).

(iii) Existe o elemento neutro aditivo, ou seja, existe um
−→
0 ∈ V , tal que:

a+
−→
0 = a =

−→
0 + a, ∀a ∈ V.

(iv) Existe o elemento simétrico aditivo, ou seja, ∀a ∈ V, ∃a′ ∈ V , tal que:

a+ a′ =
−→
0 = a′ + a.

(v) Vale a associatividade com relação à multiplicação,

α(βc) = (αβ)c.

(vi) Vale a distributividade,

α(a+ b) = αa+ αb e (α + β)a = αa+ βa.
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(vii) Existe o elemento neutro multiplicativo, ou seja, existe um λ ∈ R, tal que:

λa = a = aλ, ∀a ∈ V.

Os elementos de V são chamados de vetores, e os elementos do corpo R são chamados
de escalares.

Observação 2.1. Podemos generalizar o corpo dos escalares para um corpo qualquer K,
porém, neste trabalho, será sempre o R.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1. Seja V = Rn, munido das operações de soma e produto usuais, sejam
a = (x1, x2, ..., xn), b = (y1, y2, ..., yn), c = (z1, z2, ..., zn) ∈ Rn e α, β ∈ R, note que:

(i)

a+ b = (x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ..., yn) = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)

= (y1 + x1, y2 + x2, ..., yn + xn) = (y1, y2, ..., yn) + (x1, x2, ..., xn) = b+ a.

(ii)

(a+ b) + c = [(x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ..., yn)] + (z1, z2, ..., zn)

= (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn) + (z1, z2, ..., zn)

= ((x1 + y1) + z1, (x2 + y2) + z2, ..., (xn + yn) + zn)

= (x1 + (y1 + z1), x2 + (y2 + z2), ..., xn + (yn + zn))

= (x1, x2, ..., xn) + (y1 + z1, y2 + z2, ..., yn + zn)

= (x1, x2, ..., xn) + [(y1, y2, ..., yn) + (z1, z2, ..., zn)] = a+ (b+ c).

(iii) Existe
−→
0 = (0, 0, ..., 0) ∈ Rn tal que:

a+
−→
0 = (x1, x2, ..., xn)+(0, 0, ..., 0) = (x1+0, x2+0, ..., xn+0) = (x1, x2, ..., xn) = a.

(iv) Existe −a = (−x1,−x2, ...,−xn) ∈ Rn, tal que:

a+ (−a) = (x1, x2, ..., xn) + (−x1,−x2, ...,−xn)

= (x1 + (−x1), x2 + (−x2), ..., xn + (−xn))

= (x1 − x1, x2 − x2, ..., xn − xn) = (0, 0, ..., 0) =
−→
0 .

(v)

α(βa) = α[β(x1, x2, ..., xn)] = α(βx1, βx2, ..., βxn) = (α(βx1), α(βx2), ..., α(βxn))

= ((αβ)x1, (αβ)x2, ..., (αβ)xn) = (αβ)(x1, x2, ..., xn) = (αβ)a
.
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(vi)

α(a+ b) = α[(x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ..., yn)] = α(x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)

= (α(x1 + y1), α(x2 + y2), ..., α(xn + yn))

= (αx1 + αy1, αx2 + αy2, ..., αxn + αyn)

= (αx1, αx2, ..., αxn) + (αy1, αy2, ..., αyn)

= α(x1, x2, ..., xn) + α(y1, y2, ..., yn)

= αa+ αb.

(α + β)a = (α + β)(x1, x2, ..., xn) = ((α + β)x1, (α + β)x2, ..., (α + β)xn)

= (αx1 + βx1, αx2 + βx2, ..., αxn + βxn)

= (αx1, αx2, ..., αxn) + (βx1, βx2, ..., βxn)

= α(x1, x2, ..., xn) + β(x1, x2, ..., xn) = αa+ βa.

(vii) Existe 1 ∈ R, tal que:

1 · a = 1 · (x1, x2, ..., xn) = (1 · x1, 1 · x2, ..., 1 · xn) = (x1, x2, ..., xn) = a

e
a · 1 = (x1, x2, ..., xn) · 1 = (x1 · 1, x2 · 1, ..., xn · 1) = (x1, x2, ..., xn) = a.

Dos itens (i)− (vii), concluímos que Rn é um espaço vetorial.

Exemplo 2.2. Seja V = R2 munido das operações:

+ : V × V → V

(a, b) + (c, d) 7→ (a+ c, b+ d)
e

· : R× V → V

α · (a, b) 7→ (α · a, b)

Seja a = (1, 5) ∈ V e α = 3, β = 2 ∈ R, temos que:

(α + β)a = (3 + 2)(1, 5) = 5(1, 5) = (5, 5)

̸= (5, 25) = (3 · 1, 3 · 5) + (2 · 1, 2 · 5) = 3(1, 5) + 2(1, 5) = αa+ βa.

Logo, o R2 munido das operações dadas, não é um espaço vetorial.

2.2 Subespaços Vetoriais

Em alguns espaços vetoriais, é necessário analisar um subconjunto deste, que seja
um espaço vetorial “menor” e que mantém suas propriedades. Estes subconjuntos serão
chamados de subespaços vetoriais.

Definição 2.2. Seja V um espaço vetorial, dizemos que o subconjunto W ⊂ V , W ̸= ∅,
é um subespaço vetorial de V se as seguintes condições forem satisfeitas:

(i)
−→
0 ∈ W ;
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(ii) Se a, b ∈ W então a+ b ∈ W ;

(iii) Se a ∈ W e γ ∈ R então γa ∈ W .

Observação 2.2. Todo espaço vetorial V possui pelo menos dois subespaços vetoriais,
chamados subespaços triviais de V , são eles {−→0 } e V .

O eixo-x do plano cartesiano, é um subespaço do R2, como podemos ver no próximo
exemplo.

Exemplo 2.3. Seja W = {(x, 0) ∈ R2;x ∈ R} ⊂ R2, W é subespaço do R2, munido das
operações de soma e produto usuais.

(i) Sabemos que o elemento neutro aditivo do R2 é o
−→
0 = (0, 0).

−→
0 ∈ W , pois perceba

que
−→
0 = (0, 0) = (x, 0), para x = 0.

(ii) Sejam a = (x1, 0), b = (x2, 0) ∈ W , daí temos:

a+ b = (x1, 0) + (x2, 0) = (x1 + x2, 0).

Como x1 + x2 ∈ R, pois x1, x2 ∈ R, então a+ b ∈ W .

(iii) Seja λ ∈ R e a = (x1, 0) ∈ W , temos que:

λa = λ(x1, 0) = (λx1, 0).

Como λx1 ∈ R, pois λ, x1 ∈ R, então λa ∈ W .

Dos itens (i)− (iii), concluímos que W é um subespaço de R2.
Na Figura 1 temos a representação geométrica desse subespaço. Para exemplificar

utilizamos a = (1, 0), b = (3, 0) , com a, b ∈ W , c = a+ b e d = λa ∈ W , com λ = 7 .

Figura 1 – Representação do subespaço W .

Fonte: Do Autor, 2022
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De maneira análoga, podemos provar que a eixo-y também é um subespaço do R2.

Exemplo 2.4. Assumindo a soma de funções e o produto por escalar usuais, seja V =

{f : R → R; f é função} um espaço vetorial. O conjunto das funções pares, W = {f ∈
V ; f(x) = f(−x)}, é subconjunto de V . Vejamos:

(i) Note que o elemento neutro aditivo de V é
−→
0 (x) = 0,∀x ∈ R, onde

−→
0 : R → R.

Daí
−→
0 (x) = 0 e

−→
0 (−x) = 0, logo

−→
0 (x) = 0 ∈ W .

(ii) Sejam f, g ∈ W , onde f(x) = f(−x) e g(x) = g(−x), temos que:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(−x) + g(−x) = (f + g)(−x).

Daí, (f + g)(x) ∈ W .

(iii) Sejam f ∈ W e λ ∈ R, onde f(x) = f(−x), daí:

(λf)(x) = λf(x) = λf(−x) = (λf)(−x).

Logo (λf)(x) ∈ W .

Dos itens (i)− (iii), concluímos que W é um subespaço de V .

Exemplo 2.5. Seja V = R2 e W = {(x, x2);x ∈ R}, conforme Figura 2.

Figura 2 – W = {(x, x2);x ∈ R}

Fonte: Do Autor, 2022

Note que W não é um subespaço de V, pois sejam a = (1, 1), b = (2, 4) ∈ W ,

c = a+ b = (1, 1) + (2, 4) = (1 + 2, 1 + 4) = (3, 5) /∈ W
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Logo, nem todo subconjunto de um espaço vetorial é um subespaço vetorial. Contudo,
a interseção entre dois subespaços de um espaço vetorial V sempre é um subespaço de V .
Essa afirmação é garantida pelo resultado abaixo.

Proposição 2.1. Sejam V um espaço vetorial e W1 e W2 subespaços de V , então W1∩W2

também é um subespaço de V .

Prova:
Seguindo a definição de subespaço:

(i) Note que, como W1 e W2 são subespaços então,
−→
0 ∈ W1 e

−→
0 ∈ W2, logo

−→
0 ∈

W1 ∩W2.

(ii) Sejam a, b ∈ W1 ∩ W2, sabemos que a, b ∈ W1 e a, b ∈ W2, e por serem ambos
subespaços então a+ b ∈ W1 e a+ b ∈ W2, logo a+ b ∈ W1 ∩W2.

(iii) Sejam λ ∈ R e a ∈ W1 ∩ W2. Como a ∈ W1 ∩ W2, consequentemente, a pertence
a cada um dos subespaços, W1 e W2, e por serem ambos subespaço, λa ∈ W1 e
λa ∈ W2. Logo λa ∈ W1 ∩W2.

Dos itens (i)− (iii), concluímos que W1 ∩W2 é um subespaço de V .
■

Observação 2.3. Se W1 e W2 são subespaços de V , W1 ∪ W2 não é, necessariamente,
um subespaço de V . Pois, sejam V = R2 um espaço vetorial, W1 = {(x, 0), x ∈ R} e
W2 = {(0, y), y ∈ R}, subespaços de V . Considere a = (1, 0) ∈ W1 e b = (0, 2) ∈ W2,
então a, b ∈ W1 ∪W2. Mas, note que

c = a+ b = (1, 0) + (0, 2) = (1, 2) /∈ W1 ∪W2,

conforme ilustrado na Figura 3.

Figura 3 – W1 é o eixo-x e W2 é o eixo-y

Fonte: Do Autor, 2022
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2.3 Combinações Lineares

Uma das características importantes de um espaço vetorial, é que podemos, através
de combinações lineares, obter novos vetores a partir de vetores dados.

Definição 2.3. Sejam a1, a2, ..., an vetores de um espaço vetorial V e λ1, λ2, ..., λn esca-
lares. Dizemos que a é combinação linear de a1, a2, ..., an se ele pode ser escrito da
forma:

a = λ1a1 + λ2a2 + ...+ λnan.

Exemplo 2.6. Assumindo R2 como espaço vetorial munido das operações usuais. O vetor
a = (3, 7) ∈ R2 é uma combinação linear de (0, 1) e (1, 1), pois pode ser escrito como

(3, 7) = 3(1, 1) + 4(0, 1).

Exemplo 2.7. Assumindo que M2(R) é um espaço vetorial, munido de suas operações

usuais. Seja A =

(
1 3

3 0

)
∈ M2(R).

Note que A é uma combinação linear de

(
1 0

0 0

)
e

(
0 1

1 0

)
, pois:

A =

(
1 3

3 0

)
= 1

(
1 0

0 0

)
+ 3

(
0 1

1 0

)
.

Definição 2.4. Fixados a1, a2, ..., an ∈ V , o conjunto formado pelos vetores que são
combinação linear de a1, a2, ..., an é chamado de subespaço gerado por a1, a2, ..., an e é
denotado por:

[a1, a2, ..., an] = {a ∈ V ; a = λ1a1 + λ2a2 + ...+ λnan, com λ1, λ2, ..., λn ∈ R}.

Proposição 2.2. [a1, a2, ..., an] é um subespaço de V .

Prova:

(i) Seja ai ∈ [a1, a2, ..., an], com i = 1, 2, ..., n, então
−→
0 = 0ai.

Logo,
−→
0 ∈ [a1, a2, ..., an].

(ii) Sejam a, b ∈ [a1, a2, ..., an], e λ1, λ2, ..., λn, β1, β2, ..., βn ∈ R, de forma que tenhamos
a = λ1a1 + λ2a2 + ...+ λnan e b = β1a1 + β2a2 + ...+ βnan .

Temos que:

a+ b = λ1a1 + λ2a2 + ...+ λnan + β1a1 + β2a2 + ...+ βnan

= λ1a1 + β1a1 + λ2a2 + β2a2 + ...+ λnan + βnan

= (λ1 + β1)a1 + (λ2 + β2)a2 + ...+ (λn + βn)an.
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Tomando λi + βi = αi, i ∈ {1, 2, ...n}, temos:

a+ b = α1a1 + α2a2 + ...+ αnan.

Daí, concluímos que a+ b ∈ [a1, a2, ..., an].

(iii) Sejam a ∈ [a1, a2, ..., an], e α, λ1, λ2, ..., λn, β1, β2, ..., βn ∈ R, de forma que tenhamos
a = λ1a1 + λ2a2 + ...+ λnan.

Temos que:
αa = α(λ1a1 + λ2a2 + ...+ λnan)

= αλ1a1 + αλ2a2 + ...+ αλnan.

Tomando αλi = αi, com i ∈ {1, 2, ..., n}, temos:

αa = α1a1 + α2a2 + ...+ αnan.

Donde concluímos que αa ∈ [a1, a2, ..., an].

Dos itens (i)− (iii), concluímos que [a1, a2, ..., an] é um subespaço de V .
■

Exemplo 2.8. Seja (1, 0) ∈ R2. Note que:

[(1, 0)] = {a ∈ R2, a = α(1, 0), com α ∈ R}
= {a ∈ R2, a = (α, 0), com α ∈ R}

Além disso, [(1, 0)] é subespaço do R2, conforme mostrado no Exemplo 2.3.

Observação 2.4. Sejam a1, a2, ..., an ∈ V . Então [a1, a2, ..., an] ⊂ V .
De fato, pela Proposição 2.2 sabemos que [a1, a2, ..., an] é um subespaço de V e, pela

definição de subespaço, [a1, a2, ..., an] ⊂ V .

Definição 2.5. Um espaço vetorial V é dito finitamente gerado se existe S ⊂ V , com
S finito, de modo que V = [S].

Exemplo 2.9. O R2 é gerado pelos vetores (1, 0) e (0, 1), ou seja, [(1, 0), (0, 1)] = R2,
pois:

Pela Observação 2.4, temos que [(1, 0), (0, 1)] ⊂ R2.
Por outro lado, seja a = (x, y) ∈ R2, note que:

a = (x, y) = x(1, 0) + y(0, 1).

Sendo a um vetor arbitrário do R2 obtemos, R2 ⊂ [(1, 0), (0, 1)]. Consequentemente,
concluímos que [(1, 0), (0, 1)] = R2. Logo, o R2 é finitamente gerado.
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Teorema 2.1. (Soma de subespaços) Sejam U e W subespaços de um espaço vetorial
V . Então o conjunto:

U +W = {v ∈ V ; v = u+ w, u ∈ U e w ∈ W}

é subespaço de V .

Demonstração:

(i) Sabemos que
−→
0 ∈ U e

−→
0 ∈ W , pois ambos são subespaços. Note que

−→
0 =

−→
0 +

−→
0 ⇒ −→

0 ∈ U +W.

(ii) Sejam v1 = u1 + w1, v2 = u2 + w2 ∈ U + W , então sabemos que u1, u2 ∈ U e
w1, w2 ∈ W . Então:

v1 + v2 = u1 + w1 + u2 + w2 = (u1 + u2) + (w1 + w2)

E como u1+u2 ∈ U e w1+w2 ∈ W , pois U e W são subespaços, então v1+v2 ∈ U+W .

(iii) Sejam v = u1 + w1 ∈ U +W e α ∈ R. Vejamos

αv = α(u1 + w1) = αu1 + αw1

Como U e W são subespaços, temos

u1 ∈ U ⇒ αu1 ∈ U e w1 ∈ W ⇒ αw1 ∈ W.

Então, αv ∈ U +W .

Dos itens (i)-(iii), concluímos que U +W é um subespaço de V .
■

Definição 2.6. Sejam U e V dois subespaços vetoriais de V . Quando U ∩ V = {−→0 },
então U + V é chamado de soma direta de U com V , denotamos por U ⊕ V .

2.4 Dependência Linear

No estudo de espaços vetoriais, é essencial sabermos se um vetor é uma combina-
ção linear de outros vetores, pois estamos interessados em encontrar um subconjunto de
vetores que podem gerar todo o espaço, de modo que seja um conjunto restrito a elemen-
tos considerados essenciais. Para isso, a seguir, definiremos dependência e independência
linear.
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Definição 2.7. Sejam a1, a2, ..., an ∈ V e λ1, λ2, ..., λn ∈ R. Dizemos que a1, a2, ..., an são
linearmente independentes (LI) quando a equação

−→
0 = λ1a1 + λ2a2 + ...+ λnan,

admitir apenas a solução trivial, isto é, λ1 = λ2 = ... = λn = 0.
Caso contrário, dizemos que a1, a2, ..., an são linearmente dependentes (LD).
Além disso, dizemos que um conjunto W é LD se seus vetores são LD, e W é LI se

seus vetores são LI.

Exemplo 2.10. O conjunto A = {(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (2, 1, 0, 0)} ⊂ R4 é LD, pois,
dados λ1, λ2, λ3 ∈ R, tais que:

−→
0 = (0, 0, 0, 0) = λ1(1, 1, 0, 0) + λ2(0, 1, 0, 0) + λ3(2, 1, 0, 0)

= (λ1, λ1, 0, 0) + (0, λ2, 0, 0) + (2λ3, λ3, 0, 0)

= (λ1 + 2λ3, λ1 + λ2 + λ3, 0, 0).

Temos o sistema linear abaixo:λ1 + 2λ3 = 0

λ1 + λ2 + λ3 = 0
⇒

λ1 = −2λ3

λ2 = −λ3 − λ1 = −λ3 − (−2λ3) = λ3

⇒

λ1 = −2λ3

λ2 = λ3

.

Como λ3 ∈ R, temos que λ1, λ2, λ3 podem assumir qualquer valor, e assim concluímos
que esse sistema tem infinitas soluções. Logo, A é um conjunto LD.

Exemplo 2.11. O conjunto M =

{(
2 0

1 0

)
,

(
3 0

0 1

)
,

(
0 0

−1 0

)}
é LI, pois,

dados λ1, λ2, λ3 ∈ R, tais que:

−→
0 =

(
0 0

0 0

)
= λ1

(
2 0

1 0

)
+ λ2

(
3 0

0 1

)
+ λ3

(
0 0

−1 0

)

=

(
2λ1 0

λ1 0

)
+

(
3λ2 0

0 λ2

)
+

(
0 0

−λ3 0

)

=

(
2λ1 + 3λ2 0

λ1 − λ3 λ2

)
.

Usando a igualdade de matrizes, obtemos λ1 = λ2 = λ3 = 0. Logo, concluímos que M

é LI.

Teorema 2.2. {a1, a2, ..., an} ⊂ V é um conjunto LD se, e somente se, um dos seus
vetores é combinação linear dos outros vetores.
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Demonstração:
⇒)

Suponha que {a1, a2, ..., an} é LD e
−→
0 = λ1a1+λ2a2+...+λnan, com λ1, λ2, ..., λn ∈ R.

Então, λi ̸= 0, para algum i, 1 ≤ i ≤ n. Como

−→
0 = λ1a1 + λ2a2 + ...+ λi−1ai−1 + λiai + λi+1ai+1 + ...+ λnan

⇒ −λiai = λ1a1 + λ2a2 + ...+ λi−1ai−1 + λi+1ai+1 + ...+ λnan.

⇒ ai = −λ1

λi
a1 − λ2

λi
a2 − ...− λi−1

λi
ai−1 − λi+1

λi
ai+1 − ...− λn

λi
an.

Logo, ai é uma combinação linear dos vetores {a1, a2, ..., ai−1, ai+1, ..., an}.
⇐)

Seja {a1, a2, ..., an}, de modo que para algum j, 1 ≤ j ≤ n,

aj = λ1a1 + ...+ λj−1aj−1 + λj+1aj+1 + ...+ λnan,

com λ1, ..., λj−1, λj+1, ..., λn ∈ R.
Daí,

aj = λ1a1 + ...+ λj−1aj−1 + λj+1aj+1 + ...+ λnan

⇒ −→
0 = λ1a1 + ...+ λj−1aj−1 + λj+1aj+1 + ...+ λnan − aj.

Desta forma, obtemos uma combinação linear, onde λj = −1 ̸= 0, que resulta no vetor
nulo. Logo, {a1, a2, ..., an} é LD.

■

Vejamos algumas outras propriedades envolvendo dependência e independência linear.

Proposição 2.3. Seja V um espaço vetorial sobre R.

i) Se V = {−→0 }, então V é LD.

ii) Se V = {v}, com v ̸= −→
0 , então V é LI.

iii) Sejam A ⊂ V e B ⊂ V , se A ⊂ B e A é LD, então B é LD.

iv) Sejam A ⊂ V e B ⊂ V , se A ⊂ B e B é LI, então A é LI.

Prova:

(i) Suponha que V = {−→0 }. Note que,
−→
0 = λ

−→
0 , ∀λ ∈ R.

Então concluímos que V é LD.

(ii) Suponha que V = {v}, com v ̸= −→
0 . Se tivermos

−→
0 = λv, com λ ∈ R. Como v ̸= −→

0 ,
então λ = 0. Concluímos que V é LI.
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(iii) Considere A = {a1, a2, ..., ar} um conjunto LD. Pelo Teorema 2.2, existe um ai ∈ A

que é combinação dos outros vetores de A, isto é,

ai = λ1a1 + λ2a2 + ...+ λrar.

Como A ⊂ B, então ai ∈ B, e pelo Teorema 2.2 concluímos que B é LD.

(iv) Suponha, por contradição, que A seja LD. Como A ⊂ B, pelo item (iii) B é LD, o
que é um absurdo. Logo, A é LI.

■

2.5 Base e Dimensão de um Espaço Vetorial

Nosso intuito agora é encontrar um conjunto finito de vetores essenciais, dentro de um
espaço vetorial V , de modo que todo vetor de V seja combinação linear deste conjunto, o
qual denominaremos base.

Definição 2.8. Seja V um espaço vetorial e B = {a1, a2, ..., an} ⊂ V . Dizemos que B é
uma base ordenada de V se:

(i) [B] = V ;

(ii) B é LI.

Se V = {−→0 } então o conjunto vazio ∅ é uma base de V, por convenção.

Exemplo 2.12. O conjunto B = {(1, 0), (0, 1)} ⊂ R2 é uma base do R2.

(i) Já foi provado no Exemplo 2.9 que [B] = R2.

(ii) Sejam
−→
0 = (0, 0) ∈ R2, e x, y ∈ R, temos:

(0, 0) = x(1, 0) + y(0, 1) = (x, 0) + (y, 0) = (x, y) ⇒ x = y = 0.

Logo, B é LI.

De (i)-(ii), concluímos que B é uma base do R2.

Exemplo 2.13. O conjunto A = {(0, 1), (0, 2)} não é uma base para o R2, pois:

(i) Pela Observação 2.4, [A] ⊂ R2.

Vamos verificar se R2 ⊂ [A]. Sejam v = (x, y) ∈ R2, a, b ∈ R.

(x, y) = a(0, 1) + b(0, 2) = (0, a) + (0, 2b) = (0, a+ 2b).

Então x = 0 e y = a+ 2b, ou seja, R2 ̸⊂ [A] .
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Assim, concluímos que A não gera o R2.

Exemplo 2.14. Assumindo que o espaço do polinômios com as operações usuais é um
espaço vetoriail, seja P2(R)= {p(x); p(x) = ax2 + bx + c, com a, b, c ∈ R e a ̸= 0}. O
conjunto B = {1, x, x2} é base para o P2(R), pois:

(i) [B] ⊂P2(R). Vamos verificar se P2(R)⊂ [B].

Seja p(x) = ax2 + bx+ c ∈P2(R). Note que:

p(x) = c · 1 + b · x+ a · x2.

Então, p(x) é combinação linear dos vetores de B, logo P2(R)⊂ [B].

E, pela teoria dos conjuntos, como [B] ⊂P2(R) e P2(R)⊂ [B] concluímos que
P2(R)= [B].

(ii) B é LI, pois, dados a, b, c ∈ R, tais que:

−→
0 = c · 1 + b · x+ a · x2

⇒ 0 + 0x+ 0x2 = c+ bx+ ax2

⇒ a = b = c = 0.

Dos itens (i)-(ii), concluímos que B é base de P2(R).

De maneira análoga, podemos provar que o conjunto B = {1, x, x2, ..., xn} é base para
Pn(R).

Exemplo 2.15. O conjunto B =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
é

base de M2(R), pois:

(i) Temos [B] ⊂ M2(R). Vamos verificar se M2(R) ⊂ [B].

Seja A =

(
a b
c d

)
∈ M2(R). Note que:

A =

(
a b
c d

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.

Logo, A é uma combinação linear dos vetores de B, então M2(R) ⊂ [B]. Ou seja,
M2(R) = [B].
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(ii) B é LI, pois sejam
−→
0 =

(
0 0
0 0

)
e a, b, c, d ∈ R tais que:

−→
0 = a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)

⇒

(
0 0
0 0

)
=

(
a 0
0 0

)
+

(
0 b
0 0

)
+

(
0 0
c 0

)
+

(
0 0
0 d

)

⇒

(
0 0
0 0

)
=

(
a b
c d

)
⇒ a = b = c = d = 0.

Dos itens (i)-(ii), concluí-se que B é base de M2(R).

Definição 2.9. Chamamos de base canônica do Rn o conjunto B = {e1, e2, ..., en}
onde:

e1 = (1, 0, ..., 0)

e2 = (0, 1, ..., 0)
...

...
en = (0, 0, ..., 1)

O resultado a seguir nos garante que, independente do espaço vetorial que estivermos
trabalhando, este admite pelo menos uma base.

Proposição 2.4. Todo espaço vetorial finitamente gerado admite uma base.

Prova:
Seja V um espaço vetorial. Se V = {−→0 } então sabemos que o conjunto vazio ∅ é uma

base de V .
Caso contrário, seja V = {a1, a2, ..., an}. Por hipótese V é finitamente gerado, logo

existe B ⊂ V , com B = {a1, a2, ..., ai}, 1 ≤ i ≤ n, de forma que V = [B]. Se os vetores
a1, a2, ..., ai forem LI, então B é base de V .

Por outro lado, se os vetores a1, a2, ..., ai são LD, existe j ∈ {1, 2, ..., i} tal que aj ̸=
−→
0 .

Por simplicidade, digamos que a1 ̸= −→
0 . Agora, se todo vetor aj, com j ∈ {2, 3, ..., i},

pode ser escrito como combinação linear de a1, então V = [a1]. Além disso, pelo item (ii)
da Proposição 2.3, {a1} é LI, consequentemente {a1} é uma base de V . Caso contrário,
existe um ak ̸=

−→
0 , com k ∈ {2, 3, ..., i}, que não é combinação linear de a1, suponhamos,

por simplicidade, a2 ̸=
−→
0 . Pelo Teorema 2.2, concluímos que {a1, a2} é LI, e se todo vetor

de V pode ser escrito como combinação linear de a1, a2, então V = [a1, a2] e, portanto,
{a1, a2} é uma base de V .

Pode-se repetir esse processo e, como {a1, a2, ..., ai} é finito, a repetição terá fim. Logo,
existem vetores LI em {a1, a2, ..., ai} que geram V, estes formam uma base para V . ■
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Além disso, considerando duas bases de um mesmo espaço vetorial, podemos garantir,
pelo resultado a seguir, que essas bases possuem o mesmo número de elementos.

Teorema 2.3. (Teorema da Invariância) Em um espaço finitamente gerado, toda
base possui o mesmo número de elementos.

Demonstração:
Sejam B1 = {u1, u2, ..., un} e B2 = {v1, v2, ..., vm} bases para um mesmo espaço V

finitamente gerado. Suponha que m < n. Como B2 é base de V e uj ∈ V , i ≤ j ≤ n,
podemos escrever

uj = α1jv1 + α2jv2 + ...+ αmjvm, com 1 ≤ j ≤ n.

Note que, na combinação linear nula

x1u1 + x2u2 + ...+ xnun =
−→
0 ,

podemos fazer a seguinte substituição uj = α1jv1 + α2jv2 + ... + αmjvm =
m∑
i=1

αijvi,

onde obtemos:

x1(
m∑
i=1

αi1vi) + x2(
m∑
i=1

αi2vi) + ...+ xn(
m∑
i=1

αinvi) =
−→
0 .

Ou ainda,

(
n∑

j=1

xjα1j)v1 + (
n∑

j=1

x2α2j)v2 + ...+ (
n∑

j=1

xjαmj)vm =
−→
0 .

Como B2 é LI, então
n∑

j=1

xjαij = 0 para todo 1 ≤ i ≤ m. Estas m equações for-

mam um sistema linear homogêneo com n incógnitas. Uma vez que n > m, temos um
sistema possível e indeterminado, ou seja, existe uma solução não trivial. Então, existem
x1, x2, ..., xn onde pelo menos xj ̸= 0, para algum j. Assim B1 é LD, o que é um absurdo
pois B1 é base.

De modo análogo chega-se a um absurdo se supormos que m > n. Donde concluímos
que m = n.

■

Definição 2.10. Seja V um espaço finitamente gerado. Chamamos de dimensão de V

o número de elementos de uma base qualquer de V , denotado por dim V .
Se V = {−→0 }, então dim V = 0. Se V não for um espaço finitamente gerado, dizemos

que V possui dimensão infinita.
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Exemplo 2.16. De acordo com alguns exemplos vistos anteriormente, temos:

(i) dim R2 = 2, pelo Exemplo 2.12.

(ii) dim Rn = n, pela Definição 2.9.

(iii) dim Pn(R)= n+ 1, pelo Exemplo 2.14.

(iv) dim M2(R) = 4, pelo Exemplo 2.15. De maneira geral, a dimensão do conjunto
formado pelas matrizes de ordem m× n é dada por dim Mm×n(R) = mn.

Qualquer conjunto de vetores LI de um espaço vetorial V de dimensão finita pode ser
completado de modo a formar uma base de V . Como garante o teorema a seguir.

Teorema 2.4. (Teorema do Completamento) Seja V um espaço vetorial de dimensão
n. Se os vetores u1, u2, ..., ur ∈ V são LI, com r < n, então existem ur+1, ur+2, ..., un ∈ V

de modo que {u1, u2, ..., ur, ur+1, ur+2, ..., un} forma uma base de V .

Demonstração:
Sabemos que dim V = n e que u1, u2, ..., ur, com r < n, são LI. Existe ur+1 ∈ V de

forma que u1, u2, ..., ur, ur+1 são LI, pois, caso contrário, os vetores u1, u2, ..., ur formariam
uma base para V , o que, pelo Teorema 2.3, não é possível pois dim V = n > r.

Se r + 1 = n, então u1, u2, ..., ur, ur+1 formam uma base para V .
Se r + 1 < n, podemos encontrar ur+2 ∈ V de modo que u1, u2, ..., ur, ur+1, ur+2 são

LI. Caso contrário, pelo Teorema 2.2 poderíamos escrever:

uj = u1 + ...+ uj−1 + uj+1 + ...+ ur + ur+1 + ur+2, com j ≤ r + 2,

o que implicaria que u1, u2, ..., ur, ur+1 formariam uma base para V , o que não é possível
pois dim V = n > r + 1.

Repetindo os argumentos acima, após um número finito de passos, encontra-se vetores
u1, u2, ..., ur, ur+1, ur+2, ..., ur+k, com r + k = n, que são LI e, como dim V = n = r + k,
segue que essa sequência de vetores é uma base de V .

■

Proposição 2.5. Todo subespaço de um espaço vetorial finitamente gerado é também
finitamente gerado.

Prova:
Seja V um espaço vetorial finitamente gerado, W um subespaço de V e w1 ∈ W . Se

W = [w1], então concluí-se que W é finitamente gerado.
Caso contrário, existe w2 ∈ W que não é uma combinação linear de w1 e, pelo Teorema

2.2, o conjunto {u1, u2} é LI. Se W = [u1, u2], então W é finitamente gerado.
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Repetindo esses passos, como V é finitamente gerado, esse processo deve parar, senão
haveria em V um conjunto LI infinito.

Desse modo, concluímos que W é finitamente gerado.
■

Proposição 2.6. Seja W um subespaço vetorial de V. Se dim W = dim V , então W = V .

Prova:
Pela Proposição 2.5, W é finitamente gerado, logo W possui uma base. Como a

dim W = dim V , toda base de W também é base de V. Logo, todo vetor de V pertence
a W, ou seja, V ⊂ W . Como W ⊂ V por ser subespaço, pela teoria dos conjuntos, segue
que V = W.

■

2.6 Matriz de Mudança de Base

Em alguns problemas matemáticos, podemos seguir vários caminhos distintos para
chegarmos a uma solução, podendo ter diferentes graus de dificuldade. Muitas vezes,
é conveniente que tracemos caminhos “mais simples” para chegar à solução esperada.
Em nosso estudo, para facilitar os cálculos poderemos fazer uso da mudança de base,
estudada nessa seção.

Definição 2.11. Seja V um espaço vetorial finitamente gerado, que tem como base o
conjunto B = {u1, u2, ..., un}, e u = α1u1+α2u2+...+αnun ∈ V . Os escalares α1, α2, ..., αn

serão chamados de coordenadas de u com relação a B. A matriz de ordem n × 1,
formada pelas n coordenadas de u, da seguinte forma

[u]B =


α1

α2

...
αn


é chamada de matriz de coordenadas de u em relação a B.

Exemplo 2.17. Seja p(x) = 3x2 + 4x ∈P2(R), sabemos que B = {1, x, x2} é base para
P2(R). Podemos escrever

p(x) = 0 · 1 + 4 · x+ 3 · x2

A matriz de coordenadas de p(x)B é:

[p(x)]B =

 0

4

3

 .
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Definição 2.12. Seja V um espaço vetorial finitamente gerado de dimensão n e sejam
B = {u1, u2, ..., un} e C = {v1, v2, ..., vn} bases de V . Existe uma única família de escalares
αij, com 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ n, de maneira que:

v1 = α11u1 + α21u2 + ...+ αn1un

v2 = α12u1 + α22u2 + ...+ αn2un

...
...

vn = α1nu1 + α2nu2 + ...+ αnnun

,

ou ainda,

vj =
n∑

i=1

αijui, com j ∈ {1, 2, ..., n}.

A matriz quadrada de ordem n, da forma:

[M ]CB =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

...
... . . . ...

αn1 αn2 · · · αnn


chama-se matriz de mudança da base B para base C.

Exemplo 2.18. Encontremos a matriz de mudança da base B = {1, 1 + t} para base
C = {1, t} do espaço P1(R).

1 = x1 · 1 + y1(1 + t)

t = x2 · 1 + y2(1 + t)
⇒

1 = (x1 + y1) + y1 · t

t = (x2 + y2) + y2 · t
⇒



x1 + y1 = 1

y1 = 0

x2 + y2 = 0

y2 = 1

⇒



x1 = 1

y1 = 0

x2 = −1

y2 = 1

.

Logo, a matriz de mudança da base C para a base B será

[M ]CB =

(
1 −1

0 1

)
.

Proposição 2.7. Sejam B e C bases de um espaço vetorial de dimensão finita V . Seja
[v]B e [v]C as matrizes de coordenadas de um vetor v ∈ V com relação às bases B e C,
respectivamente, e [M ]CB a matriz de mudança de base da base B para base C, então:

[v]B = [M ]CB[v]C .

Prova:
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Suponha que B = {b1, b2, ..., bn} e C = {c1, c2, ..., cn} sejam bases do espaço vetorial
V . Ainda,

[v]B =


x1

x2

...
xn

 e [v]C =


y1

y2
...
yn


as matrizes de coordenadas de um vetor v ∈ V com relação às bases B e C, respectiva-
mente.

Se [M ]CB = (αij) representa a matriz de mudança de base de B para C, então:

cj =
n∑

i=1

αijbi, com j ∈ {1, 2, ..., n} (2.1)

Note que, sendo v ∈ V , podemos escrever

v =
n∑

i=1

xibi ou v =
n∑

j=1

yjcj,

donde obtemos

v =
n∑

i=1

xibi =
n∑

j=1

yjcj. (2.2)

Utilizando (2.1) em (2.2), temos

v =
n∑

i=1

xibi =
n∑

j=1

yjcj =
n∑

j=1

yj(
n∑

i=1

αijbi) =
n∑

i=1

(
n∑

j=1

αijyj)bi.

Como os vetores de B são LI, então

n∑
i=1

xibi =
n∑

i=1

(
n∑

j=1

αijyj)bi ⇒ xi =
n∑

j=1

αijyj, com 1 ≤ i ≤ n.

Escrevendo essas n equações na forma matricial, temos:
x1

x2

...
xn

 =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

...
... . . . ...

αn1 αn2 · · · αnn




y1

y2
...
yn

 .

Ou simplesmente,
[v]B = [M ]CB[v]C .
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■

Proposição 2.8. Sejam B, C e D bases de um espaço vetorial V de dimensão n. Temos
que:

[M ]DB = [M ]CB[M ]DC

Prova:
Sejam B = {b1, b2, ..., bn}, C = {c1, c2, ..., cn}, D = {d1, d2, ..., dn} bases de V . Deno-

temos por [M ]CB = (αij), [M ]DC = (βij), [M ]DB = (γij). Note que:

cj =
n∑

i=1

αijbi , dk =
n∑

j=1

βjkcj , dk =
n∑

i=1

γikbi. (2.3)

Assim,

dk =
n∑

j=1

βjkcj =
n∑

j=1

βjk(
n∑

i=1

αijbi) =
n∑

i=1

(
n∑

j=1

αijβjk)bi. (2.4)

Como os vetores de B são LI, então utilizando (2.3) e (2.4):

dk =
n∑

i=1

γikbi =
n∑

i=1

(
n∑

j=1

αijβjk)bi ⇒ γik =
n∑

j=1

αijβjk com 1 ≤ i, k ≤ n.

Além disso, note que
n∑

j=1

αijβjk representa a soma do i-ésimo termo da k-ésima coluna

da matriz [M ]CB[M ]DC . Então, podemos escrever

γik =
n∑

j=1

αijβjk,

na forma matricial
[M ]DB = [M ]CB[M ]DC .

■

Proposição 2.9. Sejam B e C bases de um espaço vetorial V de dimensão n. Então a
matriz [M ]CB possui inversa, que é dada por [M ]BC .

Prova:
Pela proposição 2.8, temos

[M ]CB[M ]BC = [M ]BB e [M ]BC [M ]CB = [M ]CC .

Seja B = {b1, b2, ..., bn}. A matriz [M ]BB = (αij) satisfaz o seguinte:

bj =
n∑

i=1

αijbi com 1 ≤ j ≤ n.
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Como os vetores de B são LI, a única solução de cada equação será dada por

αij =

1 se i = j

0 se i ̸= j
.

Donde concluímos que [M ]BB é a matriz identidade. E de modo analógo concluímos
que [M ]CC também é a matriz identidade. Logo, [M ]BC é a matriz inversa de [M ]CB.

■

Teorema 2.5. Se B e C são bases de um espaço vetorial de dimensão finita e considere-
mos I uma função sobre o espaço V , que identifica cada vetor u com ele mesmo:

I : V → V

u 7→ I(u) = u
,

então [I]CB = MB
C .

Demonstração:
Sejam A = {u1, u2, ..., un}, B = {v1, v2, ..., vn} e [I]CB = (αij), com i, j ∈ {1, 2, ..., n}.

Note que,
uj = I(uj) = α1jv1 + α2jv2 + ...+ αnjvn,

é o mesmo elemento da matriz [M ]BC . Donde concluímos que [I]CB = [M ]BC .
■
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3 APLICAÇÕES ENTRE ESPAÇOS VETORIAIS

Neste capítulo, trabalharemos com funções entre dois espaços vetoriais que preservam
a soma de vetores e o produto por escalar, chamadas de transformações lineares. Veremos
também os conceitos de autovalores e autovetores, que são os vetores que possuem um
múltiplo seu como imagem de uma transformação linear e como determiná-los através de
um polinônimo, o polinômio característico.

3.1 Transformações Lineares

Definição 3.1. Sejam U e V dois espaços vetoriais. Dizemos que a função T : U → V

de forma que T (u) = v, com u ∈ U e v ∈ V , é uma transformação linear se satisfaz as
seguintes condições:

(i) T (u+ v) = T (u) + T (v), ∀u, v ∈ U ;

(ii) T (λu) = λT (u), ∀u ∈ U, ∀λ ∈ R.

Ou, de maneira equivalente, se T satisfaz:

T (λa+ αb) = λT (a) + αT (b), ∀a, b ∈ U, ∀λ, α ∈ R.

Chamaremos de operador linear uma transformação linear de um espaço vetorial V
nele mesmo, isto é, T : V → V .

Exemplo 3.1. Seja T : U → V dada por T (u) =
−→
0 , ∀u ∈ U , é uma transformação

linear, chamada de transformação nula. De fato, dados a, b ∈ U e λ, α ∈ R, temos:

T (λa+ αb) =
−→
0 = λ

−→
0 + α

−→
0 = λT (a) + αT (b).

Exemplo 3.2. Seja I : U → U dada por I(u) = u, ∀u ∈ U , é uma transformação linear,
chamada de transformação identidade. Com efeito, dados a, b ∈ U e λ, α ∈ R, temos:

I(λa+ αb) = λa+ αb = λI(a) + αI(b).

Logo, a função citada no Teorema 2.5 é a transformação identidade.

Exemplo 3.3. Seja V o espaço das funções polinomiais, a função T : V → R definida
por

T (f) =

∫ b

a

f(x) dx,
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é uma transformação linear. De fato, sejam f, g ∈ V e λ, α ∈ R, temos:

T (λf + αg) =
∫ b

a
(λf(x) + αg(x)) dx

=
∫ b

a
λf(x) dx+

∫ b

a
αg(x) dx

= λ
∫ b

a
f(x) dx+ α

∫ b

a
g(x) dx

= λT (f) + αT (g).

Proposição 3.1. Seja T : U → V uma transformação linear. Então:

(i) T (
−→
0 u) =

−→
0 v

(ii) T (−u) = −T (u)

(iii) T (u− v) = T (u)− T (v)

Prova:

(i) T (
−→
0 u) = T (

−→
0 u +

−→
0 u) = T (

−→
0 u) + T (

−→
0 u) = 2 · T (−→0 u).

Logo,
2 · T (−→0 u) = T (

−→
0 u) ⇒ T (

−→
0 u) =

−→
0 v.

(ii) Pelo item (i) e pela linearidade de T ,

−→
0 v = T (

−→
0 u) = T (u− u) = T (u) + T (−u) pelo item (i) da Definição 3.1.

Então,

T (u) + T (−u) =
−→
0 v ⇒ T (−u) =

−→
0 v − T (u) ⇒ T (−u) = −T (u).

(iii) Pela linearidade de T e pelo item (ii), temos:

T (u− v) = T (u) + T (−v) = T (u)− T (v).

■

Teorema 3.1. Sejam U e V espaços vetoriais e B = {u1, u2, ..., un} uma base de U . Dada
B′ = {v,v2, ..., vn} uma base de V , existe uma única transformação linear T : U → V tal
que T (ui) = vi, com i ∈ {1, 2, ..., n}.

Demonstração:
Sejam B = {u1, u2, ..., un} e B′ = {v1, v2, ..., vn} bases de U e V , respectivamente, e

seja u ∈ U . Vamos definir T : U → V tal que:

T (u) = T (α1u1 + α2u2 + ...+ αnun) = α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn.
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Provaremos que esta função é uma transformação linear. Para isso, sejam a, b ∈ U .
Sabemos que:

a = α1u1 + α2u2 + ...+ αnun e b = β1u1 + β2u2 + ...+ βnun, com αi, βi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.

Além disso,

a+ b = α1u1 + α2u2 + ...+ αnun + β1u1 + β2u2 + ...+ βnun =
n∑

i=1

(αi + βi)ui.

Então,

T (a+ b) = T (
n∑

i=1

(αi + βi)ui) =
n∑

i=1

(αi + βi)vi =
n∑

i=1

αivi +
n∑

i=1

βivi = T (a) + T (b).

De modo analóga, temos:

T (λa) = T (λ(α1u1 + α2u2 + ...+ αnun)) = T (λα1u1 + λα2u2 + ...+ λαnun)

= λα1v1 + λα2v2 + ...+ λαnvn = λ(α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn)

= λT (a).

Donde concluímos que esta função é uma transformação linear. Verifiquemos sua
unicidade.

Seja T ′ : U → V uma outra transformação linear de forma que para cada u ∈ U tem-se
T ′(u) = v, com v ∈ V . Então, seja a ∈ U ,

T ′(a) = T ′(α1u1 + α2u2 + ...+ αnun) = T ′(
n∑

i=1

αiui) =
n∑

i=1

(αiT (ui)) =
n∑

i=1

αivi = T (a).

Logo T ≡ T ′.
■

Exemplo 3.4. Vamos encontrar a transformação linear T : R2 → R3 tal que:

T (1, 0) = (2,−1, 0) e T (0, 1) = (0, 0, 1). (3.1)

Seja (x, y) ∈ R2, como B = {(1, 0), (0, 1)} é base do R2, temos que:

(x, y) = x(1, 0) + y(0, 1). (3.2)

Aplicando a transformação T e usando sua linearidade, em ambos os lados da equação
(3.2), obtemos:

T (x, y) = T (x(1, 0) + y(0, 1)) = xT ((1, 0)) + yT ((0, 1)).
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Ainda, utilizando os itens (i) e (ii) da Definição 3.1,

T (x, y) = xT ((1, 0)) + yT ((0, 1)) = x(2,−1, 0) + y(0, 0, 1)

= (2x,−x, 0) + (0, 0, y) = (2x,−x, y).

Então, a transformação procurada é T (x, y) = (2x,−x, y).

Definição 3.2. Seja T : U → V uma transformação linear, com A = {u1, u2, ..., un} e
B = {v1, v2, ..., vm} bases de U e V , respectivamente. Como B é uma base de V , pelo
Teorema 3.1, podemos determinar, de modo único escalares αij, com 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤
m, tais que:

T (u1) = α11v1 + α21v2 + ...+ αm1vm

T (u2) = α12v1 + α22v2 + ...+ αm2vm
...

...
T (uj) = α1iv1 + α2iv2 + ...+ αmivm.

A matriz relativa a T nas bases A e B é dada por:

[T ]AB =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

...
... . . . ...

αm1 αm2 · · · αmn

 .

Exemplo 3.5. Vamos determinar a matriz relativa a T às bases canônicas, onde a tras-
formação T : R3 → R2 é dada por:

T (x, y, z) = (x− 2y, 2x+ 3y − z)

Sabemos que as bases canônicas do R3 e do R2 são, respectivamente:

B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} e B′ = {(1, 0), (0, 1)}.

Aplicando a transformação T nos vetores de B:

T (1, 0, 0) = (1− 2 · 0, 2 · 1 + 3 · 0− 0)

= (1, 2)

= 1(1, 0) + 2(0, 1).

T (0, 1, 0) = (0− 2 · 1, 2 · 0 + 3 · 1− 0)

= (−2, 3)

= −2(1, 0) + 3(0, 1).

T (0, 0, 1) = (0− 2 · 0, 2 · 0 + 3 · 0− 1)

= (0,−1)

= 0(1, 0)− 1(0, 1).
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Daí,

[T ]B
′

B =

(
1 −2 0

2 3 −1

)
.

3.1.1 Imagem e Núcleo

Definição 3.3. Seja T : V → W uma transformação linear. A imagem de T , Im(T ),
é o conjunto dos vetores w ∈ W , tais que existe um vetor v ∈ V , que satisfaz T (v) = w.
Ou seja,

Im(T ) = {w ∈ W ; T (v) = w, para algum v ∈ V }.

Observe que Im(T ) é subconjunto de W e, além disso, é subespaço vetorial de W .

Definição 3.4. Seja T : V → W uma transformação linear. O conjunto de todos os
vetores v ∈ V tais que T (v) =

−→
0 é chamado de núcleo de T , sendo denotado por

ker(T ). Isto é:
ker(T ) = {v ∈ V ; T (v) =

−→
0 }.

Observe que ker(T ) é subconjunto de V e, além disso, é subespaço vetorial de V .

Exemplo 3.6. Seja a transformação linear T : R3 → R3 dada por T (x, y, z) = (x, 2y, 0).
Então,

Im(T ) = {(x, 2y, 0), x, y ∈ R} = {x(1, 0, 0) + y(0, 2, 0), x, y ∈ R}
= [(1, 0, 0), (0, 2, 0)].

Note que dim Im(T ) = 2.
O núcleo de T é:

ker(T ) = {(x, y, z); T (x, y, z) =
−→
0 } = {(x, y, z); (x, 2y, 0) = (0, 0, 0)}

= {(0, 0, z); z ∈ R} = {z(0, 0, 1); z ∈ R}
= [(0, 0, 1)].

Observe que dim ker(T ) = 1.

Definição 3.5. Dada uma tranformação linear T : V → W , dizemos que T é injetora
se dados u, v ∈ V com T (u) = T (v), tivermos u = v. Ou, de maneira equivalente, T é
injetora se dados u, v ∈ V com u ̸= v, então T (u) ̸= T (v).

Definição 3.6. A tranformação linear T : V → W será sobrejetora se a imagem de T

coincidir com W , ou seja, T (V ) = W .

Teorema 3.2. Seja T : V → W uma transformação linear. Então ker(T ) = {−→0 } se, e
somente se, T é injetora.
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Demonstração:
⇒)

Suponhamos que ker(T ) = {−→0 }. Sejam u, v ∈ V tais que T (u) = T (v). Então:

T (u)− T (v) =
−→
0 ⇒ T (u− v) =

−→
0 .

Donde conluímos que u− v ∈ ker(T ). Mas, por hipótese o único elemento do núcleo
é o

−→
0 . Então:

u− v =
−→
0 ⇒ u = v.

Logo, T é injetora.
⇐)

Suponha que T é injetora. Seja v ∈ ker(T ), então T (v) =
−→
0 . Pelo item (i) da

Proposição 3.1 sabemos que T (
−→
0 ) =

−→
0 , então T (v) = T (

−→
0 ). Como T é injetora,

obtemos v =
−→
0 .

Logo, o único elemento do núcleo é
−→
0 , ou seja, ker(T ) = {−→0 }.

■

Teorema 3.3. (Teorema do Núcleo e da Imagem) Seja T : V → W uma transfor-
mação linear. Então :

dim ker(T ) + dim Im(T ) = dim V.

Demonstração: Considere B1 = {v1, v2, ..., vn} uma base do ker(T ). Como ker(T ) ⊂ V

é subespaço de V , pelo Teorema 2.4, podemos completar B1 de modo a obter uma base
de V .

Seja B2 = {v1, v2, ..., vn, w1, w2, ..., wm} a base de V .
Queremos demonstrar que B3 = {T (w1), T (w2), ..., T (wm)} é uma base da Im(T ), ou

seja:

(i) Dado w ∈ Im(T ), exite u ∈ V tal que T (u) = w. Se u ∈ V , então u pode ser escrito
como combinação linear dos vetores de B2,

u = α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn + β1w1 + β2w2 + ...+ βmwm.

Mas,

w = T (u) = T (α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn + β1w1 + β2w2 + ...+ βmwm)

= α1T (v1) + α2T (v2) + ...+ αnT (vn) + β1T (w1) + β2T (w2) + ...+ βmT (wm).

Como os vetores v1, v2, ..., vn ∈ ker(T ), então T (vi) =
−→
0 para i = 1, 2, ..., n. Assim:

w = β1T (w1) + β2T (w2) + ...+ βmT (wm).
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Logo, [T (w1), T (w2), ..., T (wm)] = Im(T ).

(ii) Consideremos agora a combinação linear:

α1T (w1) + α2T (w2) + ...+ αmT (wm) =
−→
0 (3.3)

e mostremos que os αi, com i = 1, 2, ...,m, são nulos.

Ora, como T é linear, por (3.3), temos que:

T (α1w1 + α2w2 + ...+ αmwm) =
−→
0 .

Então α1w1+α2w2+ ...+αmwm ∈ ker(T ) e pode ser escrito como combinação linear
dos vetores de B1, ou seja, existem β1, β2, ..., βn de modo que:

α1w1 + α2w2 + ...+ αmwm = β1v1 + β2v2 + ...+ βnvn.

Ou ainda,

α1w1 + α2w2 + ...+ αmwm − β1v1 − β2v2 − ...− βnvn =
−→
0

E como B2 = {v1, v2, ..., vn, w1, w2, ..., wm} é base de V , então

α1 = ... = αn = β1 = ... = βm = 0

Logo, B3 é LI.

Por fim, dim ker(T ) = n, dim Im(T ) = m e dim V = m+ n, então:

dim ker(T ) + dim Im(T ) = dim V

■

Exemplo 3.7. No Exemplo 3.6, estudamos a transformação linear T : R3 → R3 dada
por T (x, y, z) = (x, 2y, 0) e encontramos Im(T ) = 2 e ker(T ) = 1. Vejamos,

Im(T ) + ker(T ) = 2 + 1 = 3 = dim R3

Satisfazendo o Teorema do Núcleo e da Imagem.

Definição 3.7. Dizemos que uma transformação linear T : U → V é isomorfismo
quando ela for bijetora. No caso em que U = V dizemos que T é automorfismo.
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3.1.2 Autovalores e Autovetores

Definição 3.8. Seja T : V → V um operador linear. Se existirem v ∈ V, v ̸= −→
0 , e

λ ∈ R, tais que
T (v) = λv,

dizemos que λ é um autovalor de T e v é chamado de autovetor de T associado a λ.

Exemplo 3.8. Seja T : R2 → R2 dada por T (v) = 2v. Nesse caso, 2 é um autovalor de
T e qualquer v ̸= −→

0 é um autovetor de T associado ao autovalor 2.
Podemos observar geometricamente na Figura 1:

Figura 1 – T (v) = 2v

Fonte: Do Autor, 2022.

De um modo geral, todo operador linear T : R2 → R2 do tipo T (v) = αv, α ̸= 0, tem
α como autovalor e qualquer v ̸= −→

0 como autovetor correspondente.

Exemplo 3.9. Dado o operador linear T : R2 → R2 definido por T (x, y) = (y, x), temos
que v1 = (1, 1) e v2 = (−1,−1) são autovetores de T , pois:

T (1, 1) = 1 · (1, 1) e T (−1,−1) = 1 · (−1,−1).

Para cada um desses autovetores temos o autovalor λ = 1 associado a v1 e v2.

Observação 3.1. Seja Vλ = {v ∈ V : T (v) = λv}, Vλ ⊂ V . Note que Vλ é subespaço de
V .

De fato,
Vλ = {v ∈ V : T (v) = λv}

= {v ∈ V : T (v)− λv =
−→
0 }

= {v ∈ V : T (v)− λI(v) =
−→
0 }

= {v ∈ V : (T − λI)(v) =
−→
0 }

= ker(T − λI),

que é subespaço de V .
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Definição 3.9. O subespaço Vλ = {v ∈ V : T (v) = λv} é chamado de subespaço
associado ao autovalor λ.

3.1.3 Subespaços Invariantes

Definição 3.10. Dizemos que um subespaço F ⊂ V é invariante pelo operador linear
T : V → V quando T (F ) ⊂ F . Ou seja, dado um v ∈ F então T (v) ∈ F , ou ainda,
Im(T )

∣∣
F
⊂ F .

Exemplo 3.10. Os subespaços triviais, a Im(T ) e o ker(T ) são invariantes por qualquer
operador linear T : V → V . Vejamos:

(i) Se F = {−→0 }. Note que, T (
−→
0 ) =

−→
0 ∈ F .

(ii) Se F = V . Seja v ∈ V , notemos que T (v) ∈ V e como F = V , então T (v) ∈ F .

(iii) Se F = ker(T ). Seja v ∈ ker(T ), então T (v) =
−→
0 . Por outro lado T (

−→
0 ) =

−→
0 ∈

ker(T ), logo T (v) ∈ ker(T ).

(iv) Se F = Im(T ). Seja v ∈ Im(T ), sabemos que v ∈ V então T (v) ∈ Im(T ).

Exemplo 3.11. O subespaço associado ao autovalor λ, Vλ = {v ∈ V : T (v) = λv} é um
subespaço invariante.

De fato, seja v ∈ Vλ, então T (v) = λv.
Como Vλ é subespaço e v ∈ V , então λv ∈ Vλ. Logo, Vλ é um subespaço invariante.

Observação 3.2. Pelo Exemplo 3.11, podemos observar que achar um autovetor ou, equi-
valentemente, um autovalor de um operador linear T é o mesmo que achar um subespaço
de dimensão 1 invariante por T .

3.1.4 Polinômio Característico

Definição 3.11. Dada A ∈ Mm×n definimos o polinômio característico de A, como
sendo:

pA(λ) = det(A− λI),

onde I é a matriz identidade de ordem n.

Definição 3.12. Sejam T : V → V um operador linear, com dim V = n, B uma base de
V e [T ]BB a matriz relativa a T na base B. Definimos polinômio característico de T

como sendo:
pT (λ) = p[T ]BB

(λ).

De acordo com Boldrini (1980, p. 193), independente da base que escolhermos para
o espaço vetorial, o polinômio característico será o mesmo.
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Proposição 3.2. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita, B uma base de V e T

um operador linear. Então λ é um autovalor de T se, e somente se, pT (λ) = 0. Ou seja,
os autovetores de T são as raízes de seu polinômio característico.

Prova:
⇒)

Seja T : V → V um operador linear e λ um autovalor de T . Então, existe um v ̸= −→
0

tal que T (v) = λv. Note que

T (v) = λv ⇒ −→
0 = T (v)− λv = T (v)− λI(v).

Onde
(T − λI)(v) =

−→
0 ⇒ v ∈ ker(T − λI) ⇒ ker(T − λI) ̸= {−→0 }.

Então, pelo Teorema 3.2, T − λI : V → V não é injetora, e, consequentemente, não
é invertível. Donde concluímos que, sendo B uma base para V ,

pT (λ) = det([T ]BB − λI) = 0.

⇐)
Se pT (λ) = 0, então o det([T ]BB − λI) = 0. Isso implica que T − λI : V → V não é

invertível, ou seja, não é injetora. Logo, concluímos que existe v ̸= −→
0 , tal que:

−→
0 = (T − λI)(v) = T (v)− λI(v) = T (v)− λv ⇒ T (v) = λv.

Ou seja, λ é um autovalor de T .
■

Exemplo 3.12. Seja T : R2 → R2 dada por:

T (x, y) = (−3x+ 4y,−x+ 2y).

Vamos utilizar o polinômio característico para descobrir os autolavores e autovetores de
T . Utilizemos a base canônica do R2, B = {(1, 0), (0, 1)}, para encontrar [T ]BB. Vejamos:

T (1, 0) = (−3,−1) = −3(1, 0)− 1(0, 1)

T (0, 1) = (4, 2) = 4(1, 0) + 2(0, 1).

Com isso,

[T ]BB =

(
−3 4

−1 2

)
.
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Dessa forma, o polinômio característico de T será:

pT (λ) = det([T ]BB − λI)

= det

((
−3 4

−1 2

)
− λ

(
1 0

0 1

))

= det

(
−3− λ 4

−1 2− λ

)
= (−3− λ)(2− λ) + 4

= λ2 + λ− 2.

Os autovalores de T serão as raízes do polinômio pT (λ), vejamos:

pT (λ) = 0 ⇒ λ2 + λ− 2 = 0 ⇒ λ = −2 ou λ = 1.

Agora, basta encontrar os autovetores associados a esses autovalores. Tomemos um
vetor v = (x, y) ∈ R2, daí:

(i) Para λ = −2, como T (x, y) = λ(x, y), temos:

(−3x+ 4y,−x+ 2y) = −2(x, y) = (−2x,−2y) .

Donde obtemos o seguinte sistema:−3x+ 4y = −2x

−x+ 2y = −2y
⇒

−x+ 4y = 0

−x+ 4y = 0
⇒ x = 4y.

Logo, os autovetores associados ao autovalor λ = −2 serão os vetores da forma
v = (4y, y), com y ̸= 0. O subespaço associado ao autovalor −2 é

V−2 = {v ∈ R2 : v = (4y, y), y ̸= 0}.

(ii) Para λ = 1, como T (x, y) = λ(x, y), temos:

(−3x+ 4y,−x+ 2y) = 1(x, y) = (x, y)

Donde obtemos o seguinte sistema:−3x+ 4y = x

−x+ 2y = y
⇒

−4x+ 4y = 0

−x+ y = 0
⇒ x = y.
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Logo, os autovetores associados ao autovalor λ = 1 serão os vetores da forma v =

(x, x), com x ̸= 0. O subespaço associado ao autovalor 1 é

V1 = {v ∈ R2 : v = (x, x), x ̸= 0}.

Exemplo 3.13. Podemos calcular também os autovetores associados a uma matriz, seja
ela

A =

 1 −2 0

−2 1 0

0 0 −1

 .

Para encontrar os autovalores e autovetores de A, utilizamos

pA(λ) = det(A− λI),

onde I ∈ M3×3(R) é a matriz identidade. Vejamos:

pA(λ) = det(A− λI)

= det


 1 −2 0

−2 1 0

0 0 −1

− λ

 1 0 0

0 1 0

0 0 1




= det

 1− λ −2 0

−2 1− λ 0

0 0 −(1 + λ)


= (λ+ 1)2(−λ+ 3).

Assim, os autovalores de A serão as raízes do polinômio característico p(λ), vejamos:

p(λ) = 0 ⇒ (λ+ 1)2(−λ+ 3) = 0 ⇒ λ = −1 ou λ = 3.

Onde λ = −1 é uma raiz com multiplicidade 2. Agora, vamos encontrar os autovetores

associados a esses autovalores. Seja v =

 a

b

c

 um autovetor arbitrário, temos:

(i) Para λ = −1:

A·v = −1·v ⇒

 1 −2 0

−2 1 0

0 0 −1


 a

b

c

 = −1

 a

b

c

⇒

 a− 2b

−2a+ b

−c

 =

 −a

−b

−c

 .
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De onde obtemos o seguinte sistema:
a− 2b = −a

−2a+ b = −b

−c = −c

⇒

{
2a− 2b = 0

−2a+ 2b = 0
⇒ a = b.

Então, os autovetores associados a λ = −1 são os da forma

 a

a

c

. Além disso,

v =

 a

a

c

 = a

 1

1

0

+ c

 0

0

1

 ,

donde concluimos que V−1 =


 1

1

0

 ,

 0

0

1


.

(ii) Para λ = 3:

A · v = 3 · v ⇒

 1 −2 0

−2 1 0

0 0 −1


 a

b

c

 = 3

 a

b

c

⇒

 a− 2b

−2a+ b

−c

 =

 3a

3b

3c

 .

De onde obtemos o seguinte sistema:
a− 2b = 3a

−2a+ b = 3b

−c = 3c

⇒


−2a− 2b = 0

−2a− 2b = 0

4c = 0

⇒ a = −b e c = 0.

Então, os autovetores associados a λ = 3 são os da forma

 a

−a

0

. Além disso,

v =

 a

−a

0

 = a

 1

−1

0

 ,

donde concluímos que V3 =


 1

−1

0


 .
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Teorema 3.4. Autovetores associados a autovalores distintos são linearmente indepen-
dentes.

Demonstração:
Provemos para o caso de dois autovalores distintos.
Sejam λ1, λ2 autovalores distintos de T , e v1, v2 autovetores assosciados a λ1, λ2 res-

pectivamente. Queremos provar que v1 e v2 são LI.
Para isso, considere a equação:

α1v1 + α2v2 =
−→
0 . (3.4)

Apliquemos a esta equação a transformação T − λ2I. Usando a linearidade de T e
lembrando que T (vi) = λivi e I(vi) = vi, para i = 1, 2, temos:

(T − λ2I)(α1v1 + α2v2) = (T − λ2I)(
−→
0 )

⇒ (T − λ2I)(α1v1) + (T − λ2I)(α2v2) =
−→
0 − λ2

−→
0

⇒ λ1α1v1 − λ2α1v1 + λ2α2v2 − λ2α2v2 =
−→
0

⇒ α1(λ1 − λ2)v1 + α2(λ2 − λ2)v2 =
−→
0

⇒ α1(λ1 − λ2)v1 =
−→
0 .

Como v1 ̸=
−→
0 e λ1 ̸= λ2, então α1 = 0.

De maneira análoga, vamos aplicar a tranformação T−λ1I na equação (3.4) , obtendo:

(T − λ1I)(α1v1 + α2v2) = (T − λ1I)(
−→
0 )

⇒ α2(λ2 − λ1)v2 =
−→
0 .

Então α2 = 0. Portanto, v1, v2 são LI.
Para λ1, λ2, ..., λn autovalores distintos, a demonstração é feita de maneira analóga.

Partindo da igualdade:
α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn =

−→
0 ,

aplicamos T − λiI para mostrar que α1 = α2 = ... = αn = 0.
■

Corolário 3.0.1. Seja T : V → V um operador linear. Se dim V = n e T possui n

autovalores distintos, então V possui uma base formada de autovetores de T .

Prova:
Pelo Teorema 3.4, existe um conjunto de autovetores {v1, v2, ..., vn} de T linearmente

independentes. Além disso, dim [{v1, v2, ..., vn}] = n = dim V , então, pela Proposição
2.6, [{v1, v2, ..., vn}] = V .
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Logo, concluímos que {v1, v2, ..., vn} é uma base para V .
■

Proposição 3.3. Seja T : V → V um operador linear que admite uma base B. A matriz
[T ]BB é diagonal se, e somente se, B for formada por autovetores de T .

Prova:
⇒)

Seja B = {v1, v2, ..., vn} uma base de V , tal que:

[T ]BB =


α1 0 · · · 0

0 α2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · αn

 .

Note que, pela definição de [T ]BB, temos:

T (v1) = α1v1 + 0v2 + ...+ 0vn ⇒ T (v1) = α1v1

T (v2) = 0v1 + α2v2 + ...+ 0vn ⇒ T (v2) = α2v2
...

...
...

T (vn) = 0v1 + 0v2 + ...+ αnvn ⇒ T (vn) = αnvn.

Donde concluímos que v1, v2, ..., vn são necessariamente autovetores de T com autova-
lores α1, α2, ..., αn, respectivamente.
⇐)

Seja T : V → V um operador linear, e seja B = {v1, v2, ..., vn} uma base de V formada
por autovetores de T . Então:

T (v1) = α1v1 ⇒ T (v1) = α1v1 + 0v2 + ...+ 0vn

T (v2) = α2v2 ⇒ T (v2) = 0v1 + α2v2 + ...+ 0vn
...

...
...

T (vn) = αnvn ⇒ T (vn) = 0v1 + 0v2 + ...+ αnvn.

Logo, a matriz [T ]BB será dada por:

[T ]BB =


α1 0 · · · 0

0 α2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · αn

 .

Donde concluímos que [T ]BB é uma matriz diagonal.
■
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Diremos que um operador linear é diagonalizável quando, a partir dele, pudermos
obter uma base formada por autovetores para o espaço vetorial no qual ele está definido,
como nos diz a definição a seguir.

Definição 3.13. Seja T : V → V um operador linear. Dizemos que T é um operador
diagonalizável se existe uma base de V cujos elementos são autovetores de T .

Exemplo 3.14. No Exemplo 3.12, para o operador T : R2 → R2 dado por

T (x, y) = (−3x+ 4y,−x+ 2y),

encontramos o subespaço V−2 = {v ∈ R2 : v = (4y, y), y ̸= 0} = [(4, 1)] associado ao
autovalor −2 e V1 = {v ∈ R2 : v = (x, x), x ̸= 0} = [(1, 1)] associado ao autovalor 1.

Considerando B = {(4, 1), (1, 1)} como base para R2, temos:

[T ]BB =

(
−2 0

0 1

)
.

Como [T ]BB é uma matriz diagonal, pela Proposição 3.3 concluímos que T é um ope-
rador diagonalizável.

3.2 Produto Interno e Norma

Uma aplicação que associa um par de vetores de um espaço vetorial a número real, é
chamada de produto interno.

Definição 3.14. Seja V um espaço vetorial sobre R. Um produto interno sobre V é
uma aplicação ⟨. , .⟩ : V × V → R que a cada par (u, v) ∈ V × V associa um número
real denotado por ⟨u, v⟩ satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) ⟨u+ v, w⟩ = ⟨u,w⟩+ ⟨v, w⟩, ∀u, v, w ∈ V ;

(ii) ⟨αu, v⟩ = α⟨u, v⟩, ∀u, v ∈ V e α ∈ R;

(iii) ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩, ∀u, v ∈ V ;

(iv) Se u ̸= −→
0 então ⟨u, u⟩ > 0;

(v) ⟨u, u⟩ = 0 ⇔ u =
−→
0 .

Definição 3.15. O espaço vetorial V munido de um produto interno é chamado de espaço
euclidiano.

Observação 3.3. Podemos destacar algumas propriedades de produto interno que seguem
imediatamente da Definição 3.14.
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(a) ⟨−→0 , u⟩ = 0, ∀v ∈ V . De fato:

⟨−→0 , u⟩ = ⟨−→0 +
−→
0 , u⟩ item (i)

= ⟨−→0 , u⟩+ ⟨−→0 , u⟩

⇒ ⟨−→0 , u⟩ − ⟨−→0 , u⟩ = ⟨−→0 , u⟩+ ⟨−→0 , u⟩ − ⟨−→0 , u⟩

⇒ ⟨−→0 , u⟩ = 0.

(b) ⟨u, v + αw⟩ = ⟨u, v⟩+ α⟨u,w⟩, ∀u, v, w ∈ V e α ∈ R. Pela Definição 3.14, temos

⟨u, v + αw⟩ item (iii)
= ⟨v + αw, u⟩

item(i)
= ⟨v, u⟩+ ⟨αw, u⟩

item (iii)
= ⟨u, v⟩+ ⟨u, αw⟩

item (ii)
= ⟨u, v⟩+ α⟨u,w⟩.

Exemplo 3.15. Se x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Rn, vamos verificar se

⟨x, y⟩ = x1y1 + ...+ xnyn

é produto interno.
Sejam x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn), z = (z1, ..., zn) ∈ Rn e α ∈ R, temos:

(i)
⟨x+ y, z⟩ = ⟨(x1 + y1, ..., xn + yn), (z1, ..., zn)⟩

= (x1 + y1)z1 + ...+ (xn + yn)zn

= (x1z1 + ...+ xnzn) + (y1z1 + ...+ ynzn)

= ⟨(x1, ..., xn), (z1, ..., zn)⟩+ ⟨(y1, ..., yn), (z1, ..., zn)⟩
= ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩.

(ii)
⟨αx, y⟩ = ⟨α(x1, ..., xn), (y1, ..., yn)⟩

= ⟨(αx1, ..., αxn), (y1, ..., yn)⟩
= αx1y1 + ...+ αxnyn

= α(x1y1 + ...+ xnyn)

= α⟨x, y⟩.

(iii)
⟨x, y⟩ = ⟨(x1, ..., xn), (y1, ..., yn)⟩

= x1y1 + ...+ xnyn

= y1x1 + ...+ ynxn

= ⟨y, x⟩.



49

(iv) Seja x = (x1, ..., xn) ̸=
−→
0 ∈ Rn.

⟨x, x⟩ = ⟨(x1, ..., xn), (x1, ..., xn)⟩ = x1x1 + ...+ xnxn = x2
1 + ...+ x2

n.

Note que ⟨x, x⟩ ≥ 0 e, como x ̸= −→
0 , então existe xi ̸= 0, i ∈ {1, ..., n}. Logo

⟨x, x⟩ > 0.

(v) Seja x ∈ Rn. Queremos provar que ⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x =
−→
0 .

⇒)

Suponha que ⟨x, x⟩ = 0. Sabemos que,

⟨x, x⟩ = ⟨(x1, ..., xn), (x1, ..., xn)⟩ = x1x1 + ...+ xnxn = x2
1 + ...+ x2

n = 0.

O que só é possível se x1 = ... = xn = 0. Logo x =
−→
0

⇐)

Agora seja x =
−→
0 ∈ Rn. Então:

⟨x, x⟩ = ⟨(x1, ..., xn), (x1, ..., xn)⟩ = x1x1 + ...+ xnxn = x2
1 + ...+ x2

n = 02 + ...+ 02 = 0.

Este produto interno é chamado de produto interno canônico do Rn.

Podemos calcular o comprimento de um vetor, utilizando o produto interno, através
da norma.

Definição 3.16. Seja V um espaço vetorial euclidiano. Definimos a norma (ou compri-
mento) de um vetor de v ∈ V em relação a seu produto interno como sendo:

∥v∥ =
√

⟨v, v⟩.

Se ∥v∥ = 1, isto é, ⟨v, v⟩ = 1, v é chamado de vetor unitário, e, neste caso, dizemos
que v está normalizado.

Observação 3.4. Seja V um espaço vetorial euclidiano. Note que o vetor v ∈ V pode
ser normalizado, tomando u =

v

∥v∥
.

Proposição 3.4. Seja V um espaço euclidiano. Para quaisquer v, w ∈ V e α ∈ R, temos:

(i) ∥v∥ ≥ 0;

(ii) ∥v∥ = 0 se, e somente se, v =
−→
0 ;

(iii) ∥αv∥ = |α|∥v∥;
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(iv) |⟨v, w⟩| ≤ ∥v∥∥w∥ (Desigualdade de Schwarz);

(v) ∥v + w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥ (Desigualdade triangular).

Prova:

(i) Pela Definição 3.14, ∥v∥ =
√
⟨v, v⟩ ≥ 0.

(ii) (⇒)

Suponha que ∥v∥ = 0, então ∥v∥ =
√

⟨v, v⟩ = 0 ⇒ ⟨v, v⟩ = 0. Pelo item (v) da
Definição 3.14, temos que v =

−→
0 .

(⇐)

Suponha que v =
−→
0 , pela Definição de Produto Interno, temos que ⟨v, v⟩ = 0.

Então:
∥v∥ =

√
⟨v, v⟩ =

√
0 = 0.

(iii)

∥αv∥ =
√

⟨αv, αv⟩ =
√

α2⟨v, v⟩ = |α|
√

⟨v, v⟩ = |α|∥v∥, (3.5)

a segunda igualdade é justificada pelo item (ii) da Definição 3.14.

(iv) Se v =
−→
0 , pelo item (a) da Observação 3.3, temos que:

|⟨v, w⟩| = |⟨−→0 , w⟩| = 0. (3.6)

Por outro lado, ∥v∥ =
√
⟨v, v⟩ = 0.

Dessa forma,
∥v∥∥w∥ = 0 · ∥w∥ = 0. (3.7)

De (3.6) e (3.7), concluímos

|⟨v, w⟩| = ∥v∥∥w∥. (3.8)

Se v ̸= −→
0 , sabemos que ⟨v, v⟩ > 0. Além disso, seja t ∈ R, ⟨tv + w, tv + w⟩ ≥ 0,

0 ≤ ⟨tv + w, tv + w⟩ = ⟨tv, tv + w⟩+ ⟨w, tv + w⟩

= ⟨tv, tv⟩+ ⟨tv, w⟩+ ⟨w, tv⟩+ ⟨w,w⟩

= t2⟨v, v⟩+ 2⟨v, w⟩t+ ⟨w,w⟩.

Assim, chegamos em uma inequação de 2◦ grau, que deve ser não negativa para
qualquer valor de t. Além disso, como o coeficiente ⟨v, v⟩ de t2 é sempre positivo,
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logo a concavidade da parábola que representa o trinômio dessa inequação é voltada
para cima, então o discriminante deve ser não positivo:

∆ = 4⟨v, w⟩2 − 4⟨v, v⟩⟨w,w⟩ ≤ 0.

Logo,

4⟨v, w⟩2 − 4⟨v, v⟩⟨w,w⟩ ≤ 0 ⇒ 4⟨v, w⟩2 ≤ 4⟨v, v⟩⟨w,w⟩

⇒ ⟨v, w⟩2 ≤ ⟨v, v⟩⟨w,w⟩

⇒ ⟨v, w⟩2 ≤ ∥v∥2∥w∥2

⇒ |⟨v, w⟩| ≤ ∥v∥∥w∥. (3.9)

Pelas expressões (3.8) e (3.9), concluímos que |⟨v, w⟩| ≤ ∥v∥∥w∥.

(v) Note que,

∥v + w∥2 = ⟨v + w, v + w⟩ = ∥v∥2 + 2⟨v, w⟩+ ∥w∥2. (3.10)

Pela desigualdade de Schwarz, provada no item (iv), sabemos que

⟨v, w⟩ ≤ ∥v∥∥w∥. (3.11)

Substituindo 3.11 em 3.10, obtemos:

∥v + w∥2 ≤ ∥v∥2 + 2∥v∥∥w∥+ ∥w∥2 = (∥v∥+ ∥w∥)2

⇒ ∥v + w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥.

■

3.2.1 Complemento Ortogonal

Quando o produto interno entre dois vetores resultar em 0, diremos que esses vetores
são ortogonais ou perpendiculares. O conjunto de todos os vetores ortogonais de um
espaço vetorial será chamado de complemento ortogonal.

Definição 3.17. Seja V um espaço euclidiano. Dois vetores u, v ∈ V chamam-se orto-
gonais ou perpendiculares quando ⟨u, v⟩ = −→

0 . Denota-se u⊥v.
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Definição 3.18. Seja V um espaço euclidiano e B = {v1, v2, ..., vn} uma base de V .
Chamamos B de base ortonormal de V se:

⟨vi, vj⟩ =

0, se i ̸= j

1, se i = j
.

Proposição 3.5. Seja S = {g1, g2, ..., gr} um subconjunto ortonormal do espaço euclidi-
ano V . Então, o vetor

v = u− ⟨u, g1⟩g1 − ...− ⟨u, gr⟩gr, ∀u ∈ V

é ortogonal a todo vetor do subespaço gerado pelos vetores de S.

Prova:
Seja w ∈ [S], w = α1g1 + ...+ αrgr, e α1, ..., αn ∈ R, então, por Definição:

⟨v, w⟩ = ⟨v, α1g1 + ...+ αrgr⟩ = α1⟨v, g1⟩+ ...+ αr⟨v, gr⟩. (3.12)

Sabemos que S é um subconjunto ortonormal, logo

⟨gi, gj⟩ =

0, se i ̸= j

1, se i = j
. (3.13)

Podemos afirmar que v⊥gi, com i ∈ {1, 2, ..., r}. De fato, utilizando (3.13), para i = 1:

⟨v, g1⟩ = ⟨(u− ⟨u, g1⟩g1 − ...− ⟨u, gr⟩gr), g1⟩
= ⟨u, g1⟩ − ⟨u, g1⟩⟨g1, g1⟩ − ⟨u, g2⟩⟨g2, g1⟩ − ...− ⟨u, gr⟩⟨gr, g1⟩
= ⟨u, g1⟩ − ⟨u, g1⟩ · 1− ⟨u, g2⟩ · 0− ...− ⟨u, gr⟩ · 0
= ⟨u, g1⟩ − ⟨u, g1⟩ = 0.

Donde concluímos que v⊥g1. De maneira analóga, repetindo esses processo com i =

2, 3, ..., n, podemos provar que

⟨v, g2⟩ = ... = ⟨v, gr⟩ = 0. (3.14)

Substituindo (3.14) na Equação (3.12), temos:

⟨v, w⟩ = α1 · 0 + ...+ αr · 0 = 0.

Logo, v⊥w.
■
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Definição 3.19. Seja V um espaço euclidiano e U um subespaço de V . O conjunto

U⊥ = {v ∈ V ; ⟨u, v⟩ = 0, ∀u ∈ U}

é chamado de complemento ortogonal de U .

Proposição 3.6. Seja V um espaço euclidiano e U um subespaço de V . U⊥ é subespaço
vetorial de V .

Prova:

(i) Pela Observação 3.3 sabemos que
−→
0 ∈ U⊥, pois

⟨−→0 , u⟩ = 0, ∀u ∈ U.

(ii) Sejam v, w ∈ U⊥, sabemos que ⟨v, u⟩ = ⟨w, u⟩ = 0. Daí,

⟨v + w, u⟩ = ⟨v, u⟩+ ⟨w, u⟩ = 0 + 0 = 0.

Logo v + w ∈ U⊥.

(iii) Sejam v ∈ U⊥ e α ∈ R, como ⟨v, u⟩ = 0, então:

⟨αv, u⟩ = α⟨v, u⟩ = α · 0 = 0.

Logo, αv ∈ U⊥.

Dos itens (i)-(iii), concluímos que U⊥ é subespaço de V .
■

Teorema 3.5. Seja V um espaço euclidiano de dimensão finita e U um subespaço vetorial
de V . Então, V = U ⊕ U⊥.

Demonstração: Sabemos que U+U⊥ é um subespaço de V e, pela definição de subespaço
U + U⊥ ⊂ V .

Seja B = {v1, v2, ..., vn} uma base ortonormal de U . Pela Proposição 3.5, dado u ∈ V ,
o vetor

v = u− ⟨u, v1⟩v1 − ...− ⟨u, vn⟩vn,

é ortogonal a todo vetor de U , ou seja, v ∈ U⊥. Além disso, notemos que

v = u− ⟨u, v1⟩v1 − ...− ⟨u, vn⟩vn ⇒ u = ⟨u, v1⟩v1 + ...+ ⟨u, vn⟩vn + v.

Assim u ∈ U + U⊥, pois a soma das n primeiras parcelas de u pertencem a U e v

pertence a U⊥. Com isso, V ⊂ U + U⊥. Donde concluímos que V = U + U⊥.
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Provemos agora que U + U⊥ é soma direta de U com U⊥, ou seja, U ∩ U⊥.
Tomando w ∈ U ∩ U⊥, temos w ∈ U⊥. Então, w é ortogonal a todo vetor de U , em

particular,
⟨w,w⟩ = 0.

E, pelo item (v) da Definição 3.14, concluímos que w =
−→
0 .

Logo, U ⊕ U⊥ = {−→0 }. E portanto V = U ⊕ U⊥.
■

Proposição 3.7. Sejam U e W subespaços não nulos de um espaço vetorial V , tais que
V = U ⊕ W . Sejam B1 e B2 bases de U e W , respectivamente, ambas formadas por
autovetores de V . Então, B1 ∪B2 é base para V .

Demonstração:
De fato, como V = U ⊕W , temos que para todo v ∈ V , existem u ∈ U e w ∈ W tais

que:
v = u+ w

Por outro lado, sejam B1 = {u1, u2, ..., un−p} e B2 = {w1, w2, ..., wp}, então:

u = α1u1 + ...+ αn−pun−p e w = β1w1 + ...+ βpwp.

Assim,
v = α1u1 + ...+ αn−pun−p + β1w1 + ...+ βpwp.

Logo, v ∈ [B1 ∪B2], consequentemente, V = [B1 ∪B2].
Uma vez que B1 e B2 são formadas por autovetores de V , pelo Teorema 3.4, obtemos

que B1 ∪B2 é LI. Isto é B1 ∪B2 é base de V .
■
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4 TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES AUTOADJUNTOS

Nossos estudos agora se voltarão para um tipo especial de operador linear, chamado
de operador autoadjunto. Dentre os resultados relativos a este tipo de operador, detaca-
se o Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos, que é de grande importância por
garantir a existência de uma base ortonormal de autovetores, cujos vetores são todos
ortogonais e unitários.

4.1 Operadores Autoadjuntos

Definição 4.1. Seja T : V → V um operador linear. Chamamos T ∗ : V → V de adjunto
de T , se satisfaz

⟨T (u), v⟩ = ⟨u, T ∗(v)⟩, ∀u, v ∈ V.

Exemplo 4.1. Seja T : R2 → R2 um operador linear dado por T (x, y) = (ax+by, cx+dy),
com a, b, c, d ∈ R. Sejam u = (x1, y1), v = (x2, y2) ∈ R2 e consideremos o produto interno
canônico:

⟨u, v⟩ = x1y1 + x2y2.

Sabemos que
T (u) = (ax1 + by1, cx1 + dy1).

Daí, o adjunto de T é dado por

⟨T (u), v⟩ = (ax1 + by1)x2 + (cx1 + dy1)y2 = ax1x2 + by1x2 + cx1y2 + dy1y2

= ax1x2 + cx1y2 + by1x2 + dy1y2 = x1(ax2 + cy2) + y1(bx2 + dy2)

= ⟨(x1, y1), (ax2 + cy2, bx2 + dy2)⟩.

Donde concluímos que T ∗(x, y) = (ax+ cy, bx+ dy).

Teorema 4.1. Seja T : V → V uma tranformação linear, onde V é um espaço euclidiano
de dimensão finita. Seja B = {v1, v2, ..., vn} uma base ortonormal de V . Então

[T ∗]B = ([T ]B)
t.

Demonstração: Seja [T ]B = (αij). Sabemos que

T (vj) = α1jv1 + α2jv2 + ...+ αijvi + ...+ αnjvn, com αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, ..., n},

dessa forma:

⟨T (vj), vi⟩ = ⟨α1jv1 + α2jv2 + ...+ αijvi + ...+ αnjvn, vi⟩
= α1j⟨v1, vi⟩+ α2j⟨v2, vi⟩+ ...+ αij⟨vi, vi⟩+ ...+ αnj⟨vn, vi⟩.
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Como B é uma base ortonormal, pela Definição 3.18 temos

⟨T (vj), vi⟩ = α1j · 0 + α2j · 0 + ...+ αij · 1 + ...+ αnj · 0

= αij. (4.1)

Assim, ⟨T (vj), vi⟩ = αij para todo i, j ∈ {1, 2, ..., n}.
Pela Definição de Adjunto e pela expressão (4.1)

⟨T ∗(vj), vi⟩ = ⟨vj, T (vi)⟩ = ⟨T (vi), vj⟩ = αji,

para todo i, j ∈ {1, 2, ..., n}.
Logo, concluímos que [T ∗]B = ([T ]B)

t.
■

Definição 4.2. Seja V um espaço euclidiano e T : V → V um operador linear. Dizemos
que T é um operador autoadjunto se

⟨T (u), v⟩ = ⟨u, T (v)⟩, ∀u, v ∈ V.

Exemplo 4.2. O operador T : R2 → R2 tal que T (x, y) = (2x+4y, 4x−y) é um operador
autoadjunto. De fato, sejam u = (x1, y1), v = (x2, y2) ∈ R2, consideremos o produto
interno canônico:

⟨u, v⟩ = x1y1 + x2y2.

Vejamos, as imagens de u e v pelo operador T são, respectivamente,

T (u) = (2x1 + 4y1, 4x1 − y1) e T (v) = (2x2 + 4y2, 4x2 − y2)

e

⟨T (u), v⟩ = ⟨(2x1 + 4y1, 4x1 − y1), (x2, y2)⟩ = (2x1 + 4y1)x2 + (4x1 − y1)y2

= 2x1x2 + 4y1x2 + 4x1y2 − y1y2.

Por outro lado,

⟨u, T (v)⟩ = ⟨(x1, y1), (2x2 + 4y2, 4x2 − y2)⟩ = x1(2x2 + 4y2) + y1(4x2 − y2)

= 2x1x2 + 4x1y2 + 4y1x2 − y1y2.

Donde concluímos que
⟨T (u), v⟩ = ⟨u, T (v)⟩.

Logo, T é um operador autoadjunto.
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Teorema 4.2. Se T é um operador autoadjunto e λ1, λ2, ..., λm são autovalores distintos
de T , então os autovetores correspondentes, v1, v2, ..., vm, são dois a dois ortogonais.

Demonstração:
Para i ̸= j qualquer e pelo fato de T ser autoadjunto, temos

(λi − λj)⟨vi, vj⟩ = ⟨λivi, vj⟩ − ⟨vi, λjvj⟩
= ⟨T (vi), vj⟩ − ⟨vi, T (vj)⟩, por ser auto-adjunto
= ⟨T (vi), vj⟩ − ⟨T (vi), vj⟩ = 0.

Como λi ̸= λj obtemos (λi − λj) ̸= 0, desta forma ⟨vi, vj⟩ = 0. Ou seja, vi e vj são
ortogonais. ■

Definição 4.3. Seja A(aij) ∈ Mm×n(R). Dizemos que A é uma matriz simétrica quando
m = n e aij = aji. Isto é, quando A = At.

Teorema 4.3. Seja V um espaço euclidiano de dimensão finita e seja T : V → V um
operador linear. T é autoadjunto se, e somente se, [T ]B é simétrica, onde B é uma base
ortonormal de V .

Demonstração:
⇒)

Seja B = {v1, v2, ..., vn} uma base ortonormal do espaço vetorial V . Pelo Teorema 4.1,
[T ∗]B = ([T ]B)

t. Como T é autoadjunto, então [T ]B = [T ∗]B. Logo,

[T ]B = [T ∗]B = ([T ]B)
t,

ou seja, [T ]B é simétrica.
⇐)

Suponha que [T ]B é simétrica, ou seja, [T ]B = ([T ]B)
t, onde B = {v1, v2, ..., vn} é uma

base ortonormal de V . Dessa forma,

⟨T (vi), vj⟩ = ⟨T (vj), vi⟩, ∀ i, j ∈ {1, 2, ..., n}, (4.2)

são as entradas das matrizes [T ]B e ([T ]B)
t, respectivamente.

Sejam u, v ∈ V , sabemos que u =
n∑

i=1

αivi, v =
n∑

j=1

βjvj. Com isso,

⟨u, T (v)⟩ = ⟨
n∑

i=1

αivi, T (
n∑

j=1

βjvj)⟩

=
n∑

i=1

αi ·
n∑

j=1

βj · ⟨
n∑

i=1

vi, T (
n∑

j=1

vj)⟩

=
n∑

i=1

αi ·
n∑

j=1

βj · ⟨T (
n∑

j=1

vj),
n∑

i=1

vi⟩.
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A última igualdade sendo justificada por (4.2). Assim

n∑
i=1

αi ·
n∑

j=1

βj · ⟨T (
n∑

j=1

vj),
n∑

i=1

vi⟩ =
n∑

i=1

αi ·
n∑

j=1

βj · ⟨T (
n∑

i=1

vi),
n∑

j=1

vj⟩

= ⟨T (
n∑

i=1

αivi),
n∑

j=1

βjvj⟩

= ⟨T (u), v⟩.

Donde concluímos que T é autoadjunto.
■

4.2 Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos

Para os operadores autoadjuntos apresentaremos o resultado que é o objetivo principal
de nosso estudo, o Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos.

Teorema 4.4. Seja V um espaço euclidiano e T um operador linear sobre V . Suponhamos
que W seja um subespaço de V que seja invariante sob T . Então, W⊥ é invariante sob
T ∗.

Demonstração:
Seja u ∈ W e v ∈ W⊥. Como W é invariante sob T , então T (u) ∈ W . Desta forma,

⟨T (u), v⟩ = 0. (4.3)

Além disso, seja T ∗ o adjunto de T , temos

⟨T (u), v⟩ = ⟨u, T ∗(v)⟩. (4.4)

De (4.3)e (4.4) concluímos que
⟨u, T ∗(v)⟩ = 0.

Assim, T ∗(v) ∈ W⊥. Consequentemente, pela arbitrariedade de v, W⊥ é invariante por
T ∗.

■

Corolário 4.0.1. Seja T : V → V um operador autoadjunto e W ⊂ V um subespaço
invariante de V . Então, T : W → W é autoajunto.

Demonstração:
De fato, sejam u, v ∈ W , sabemos que T (u), T (v) ∈ W , pois W é invariante.
Uma vez que W ⊂ V , temos u, v ∈ V . Além disso, por T : V → V ser autoadjunto:

⟨T (u), v⟩ = ⟨u, T (v)⟩.
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Como u e v são dois vetores arbitrários de W , concluímos que T : W → W é autoad-
junto.

■

Teorema 4.5. Seja T : V → V um operador autoadjunto, com dim V = 1. Então, T

possui um autovetor não nulo.

Demonstração:
Por hipótese, dim V = 1. Logo, existe v não nulo tal que V = [v].
Considere T : V → V não nulo. Temos que T (v) ∈ V . Assim, existe α ∈ R de modo

que T (v) = αv.
Seja u ∈ V , então u = βv, com β ∈ R. Com isso,

T (u) = T (βv) = βT (v) = β(αv) = α(βv)

⇒ T (u) = αu (4.5)

Logo, T (u) = αu, ∀u ∈ V , ou seja, α é um autovalor associado ao autovetor u.
Afirmação: T (v) ∈ V , definido em (4.5) é autoadjunto.
De fato, sejam x, y ∈ V ,

⟨T (x), y⟩ = ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ = ⟨x, αy⟩ = ⟨x, T (y)⟩

Como T é autoadjunto e T (u) = αu, então qualquer vetor não nulo de V é autovetor
de T . Donde concluímos que T possui um autovetor não nulo.

■

Teorema 4.6. (Teorema Espectral para operadores autoadjuntos) Seja V um es-
paço vetorial euclidiano e T : V → V um operador linear. Então, T é autoadjunto se, e
somente se, T é diagonalizável.

Demonstração:
⇒)

Faremos indução finita sobre a dimensão de V .
Se dim V = 1, pelo Teorema 4.5 sabemos que T possui um autovetor v′ não nulo e

pelo Corolário 3.0.1, V possui uma base formada por esse autovetor, B′ = {v′}. Podemos

normalizar este vetor tomando v =
v′

∥v′∥
, que também é autovetor de T . Desta forma,

B1 = {v} é uma base ortonormal de V , formada por autovetores de T . Assim, T é
diagonalizável.

Agora, suponha que se dim V = n − 1, então V possui uma base ortonormal de
autovetores de T . Seja ela B = {v1, v2, ..., vn−1}.
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Seja dim V = n e v um autovetor de T . Considere o subespaço [v] que é invariante
por T , pela Observação 3.2. Ainda, pelo Teorema 4.4, o [v]⊥ é invariante por T . Uma
vez que V = [v] ⊕ [v]⊥ e dim [v] = 1, concluímos que dim [v]⊥ = n − 1. Considere T :

[v]⊥ → [v]⊥, então, pelo Corolário 4.0.1, T é autoadjunto. Por nossa hipótese de indução,
[v]⊥ possui uma base ortonormal de autovetores de T . Seja ela, B2 = {v1, v2, ..., vn−1}.
Pela Proposição 3.7, o conjunto B = B1 ∪ B2 é base para V . Assim, a base B =

{v1, v2, ..., vn−1, v} é uma base ortonormal de V , formada por autovetores de T , implicando
que T é diagonálizavel.

⇐)

Suponha que T seja diagonalizável, ou seja, existe uma base ortonormal de autovetores
de V , B = {v1, v2, ..., vn}, tal que [T ]B é uma matriz diagonal, onde cada λi é autovalor
de T associado ao vetor vi.

[T ]B =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λn

 .

Note que, a transposta ([T ]B)
t é igual a [T ]B, ou seja, [T ]B é simétrica. Pelo Teorema

4.3, concluímos que T é autoadjunto.
■

Exemplo 4.3. Retomando o Exemplo 4.1, o operador linear T : R2 → R2, dado por
T (x, y) = (ax + by, cx + dy), com a, b, c, d ∈ R, não é diagonalizável. De fato, sejam
u = (x1, y1), v = (x2, y2) ∈ R2, provamos que

⟨T (u), v⟩ = ⟨(x1, y1), (ax2 + cy2, bx2 + dy2)⟩.

Por outro lado,

⟨u, T (v)⟩ = ⟨(x1, y1), (ax2 + by2, cx2 + dy2)⟩.

Então,
⟨T (u), v⟩ ≠ ⟨u, T (v)⟩

Donde concluímos que T não é autoadjunto. Uma vez que o Teorema 4.6 é um resul-
tado de caracterização para operadores diagonalizáveis, não sendo T autoadjunto, também
não será diagonalizável.

4.3 Aplicação

Uma aplicação do Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos, no estudo das
matrizes simétricas, está na diagonalização dessas matrizes. Diagonalizar uma matriz
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simétrica consiste em associar a ela uma matriz diagonal cujos elementos não nulos são
justamente seus autovalores.

Definição 4.4. Uma matriz A ∈ Mn×n é dita ortogonal quando A−1 = At, ou seja,
AAt = AtA = I.

Teorema 4.7. (Teorema Espectral para matrizes simétricas) Seja A ∈ Mn(R) uma
matriz simétrica. Então, existe uma matriz ortogonal P , tal que D = P tAP , onde D é
uma matriz diagonal, constituída de autovalores de A.

Demonstração:
Seja V = Rn e C a base canônica desse espaço vetorial.
Seja T : V → V o operador linear tal que [T ]C = A. Uma vez que C é ortonormal e A

é simétrica, pelo Teorema 4.3, T é autoadjunto. Existe uma base B = {v1, v2, ..., vn} de
V , formada por autovetores de T , de forma que T (vj) = βjvj, com j ∈ {1, 2, .., n}. Logo,

D = [T ]B =


β1 0 · · · 0

0 β2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · βn

 .

Considere P sendo a matriz de mudança da base B para a base C, onde P = MC
B .

Seja vi = (αi1, αi2, ..., αin) ∈ Rn, com i ∈ {1, 2, ..., n}, então:

P = MC
B =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

...
... . . . ...

αn1 αn2 · · · αnn

 .

Vamos mostrar que P é ortogonal. De fato,

PP t =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

...
... . . . ...

αn1 αn2 · · · αnn




α11 α21 · · · αn1

α12 α22 · · · αn2

...
... . . . ...

α1n α2n · · · αnn

 , (4.6)

cujo produto resulta na matriz

PP t =


⟨v1, v1⟩ ⟨v1, v2⟩ · · · ⟨v1, vn⟩
⟨v2, v1⟩ ⟨v2, v2⟩ · · · ⟨v2, vn⟩

...
... . . . ...

⟨vn, v1⟩ ⟨vn, v2⟩ · · · ⟨vn, vn⟩

 . (4.7)
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Uma vez que B é uma base ortonormal, a partir de (4.7) concluímos

PP t =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

 = I.

Ou seja, P é ortogonal, isto é, P = P−1.
Agora basta mostrar que D = P tAP . Pela Proposição 2.9, sabemos que

(
MC

B

)−1
= MB

C .

Com isso, perceba que
P tAP = P−1AP

= MB
C [T ]C MC

B .

Pelo Teorema 2.5, [I]BC = MB
C , então:

P tAP = MB
C [T ]C MC

B = [I]BC [T ]C [I]CB. (4.8)

Utilizando a Proposição 2.8 em (4.8), temos:

P tAP = [I]BC [T ]C [I]CB = [I]BC [T ]CB = [T ]B.

Logo,
D = [T ]B = P tAP.

■

Exemplo 4.4. No Exemplo 3.13, encontramos os autovetores v1 =

 1

1

0

 , v2 =

 0

0

1


e v3 =

 1

−1

0

, associados a matriz simétrica A =

 1 −2 0

−2 1 0

0 0 −1

.

Então, a base B1 = {v1, v2, v3} é uma base formada por autovetores de A. Além disso,
utilizando o produto interno canônico, B é uma base ortogonal. Podemos obter uma base
ortonormal, B, normalizando os vetores de B1

B =

{
v1

∥v1∥
,

v2
∥v2∥

,
v3

∥v3∥

}
=




1√
2

1√
2

0

 ,

 0

0

1

 ,


1√
2

−1√
2

0


 ,
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Desta forma, pelo Teorema 4.7, tomando

P =


1√
2

0 1√
2

1√
2

0 −1√
2

0 1 0

 ,

cuja inversa é

P t =


1√
2

1√
2

0

0 0 1
1√
2

−1√
2

0

 ,

podemos diagonalizar a matriz A,

P tAP =


1√
2

1√
2

0

0 0 1
1√
2

−1√
2

0


 1 −2 0

−2 1 0

0 0 −1




1√
2

0 1√
2

1√
2

0 −1√
2

0 1 0

 =

 −1 0 0

0 −1 0

0 0 3

 = D.

Onde D é a matriz diagonal que procuravamos, formada pelos autovalores de A em
sua diagonal.

O Teorema Espectral para Matrizes Simétricas nos permite que, a partir de agora,
diagonalizar uma matriz simétrica se resuma a associar a ela uma matriz diagonal, cujos
elementos não nulos são justamente seus autovalores. Não sendo mais necessárias as
contas que envolvem P e P t, por exemplo.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho, estudamos importantes resultados da Álgebra Linear, tais como as
definições de espaços vetoriais e subespaços vetoriais, com seus vetores e propriedades,
essenciais para compreender os conteúdos aqui propostos. Alcançando assim o conceito
de base, a partir da qual podemos encontrar todos os vetores pertencentes a um espaço
vetorial. Entendemos que todo espaço vetorial possui pelo menos uma base e que se hou-
verem outras, sempre terão a mesma quantidade de elementos, resultado garantido pelo
Teorema da Invariância, demonstrado durante nosso estudo. Permitindo, dessa forma,
que seja definida dimensão de um espaço vetorial como o número de elementos presentes
na base relativa a este.

Estudamos funções entre dois espaços vetoriais que conservam a soma e o produto
por escalar, chamada de Transformação Linear, e relevantes subespaços de seu domínio
e contradomínio, o núcleo e a imagem da transformação, respectivamente. Prontamente,
apresentamos um valoroso resultado que relaciona a dimensão desses conjuntos, o Teorema
do Núcleo e da Imagem. Em decorrência das transformações lineares e seus resultados,
obtivemos componentes pimordiais para o processo de diagonalização de um operador ou
de sua matriz, como os autovalores e autovetores.

Através do Teorema Espectral certificamos que todo operador linear autoadjunto é di-
agonalizável, sendo verdadeira também sua recíproca. Uma aplicação do resultado desta-
que desse trabalho é a diagonalização de matrizes simétricas. Esse resultado, denominado
Teorema Espectral para Matrizes Simétricas, nos assegura que diagonalizar uma matriz
simétrica consiste em associar a ela uma matriz diagonal cujos elementos não nulos são
justamente seus autovalores.

O Teorema Espectral pode ser também estendido para espaços vetoriais complexos,
além de possuir versões para outros tipos de operadores, como os normais ou compactos.
Assim como sua versão para espaços de dimensão infinita, estudada na disciplina de
Análise Funcional, o que o torna uma importante ferramenta no estudo de equações
diferenciais parciais (EDP’s) e na mecânica quântica, por exemplo. Tendo alcançado
nosso objetivo, acreditamos que este trabalho possa ser um proveitoso alicerce para os
estudos posteriores da autora e, possivelmente, dos futuros leitores dele.
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