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RESUMO

O estudo de matrizes geralmente é apresentado no segundo ano do Ensino Médio, e
quase sempre descontextualizado, focado apenas nas suas operacoes. Essa pratica acaba
limitando o aluno de perceber a aplicabilidade deste contetido em uma situacao cotidiana.
O presente trabalho tem como objetivo apresentar aplicagoes de matrizes em diferentes
contextos e de facil compreensao. E apresentado também um pouco da histéria das
matrizes bem como parte da sua teoria. Espera-se que o mesmo sirva de apoio para
professores de Matemadtica, e ajude-os a estimular o interesse dos alunos, assim como

obter uma melhor aprendizagem sobre o contetido de matrizes.

Palavras-chave: Aprendizagem. Nogoes de matrizes. Aplicacoes de matrizes. Geome-

tria.



ABSTRACT

The study of matrices is usually presented in the second year of high school, and almost
always decontextualized, focused only on their operations. This practice ends up limiting
the student from perceiving the applicability of this content in an everyday situation. The
present work aims to present applications of matrices in different contexts and of easy
understanding. A bit of the history of matrices is also presented, as well as part of their
theory. It is expected to serve as a support for Mathematics teachers, and help them
to stimulate students’ interest, as well as to obtain a better learning about the matrix

content.

Keywords: Learning. Notions of matrices. Matrix applications. Geometry.
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1 INTRODUCAO

A Matematica é uma ciéncia muito antiga e desde o principio se faz presente no nosso
cotidiano. Em diversas situagoes durante a vida escolar, ela nos é apresentada de forma
mecanica e descontextualizada, apenas através de féormulas, sem aplicabilidade no dia
a dia. Isso faz com que muitos alunos questionem o porqué de estudar determinado
contetido, como também a enxerguem como uma disciplina de dificil compreensao.

Este trabalho trata-se de uma pesquisa bibliografica cujo interesse em se aprofundar
no tema surgiu a partir da disciplina intitulada Matematica III, da grade curricular do
Curso de Licenciatura Plena em Matematica, da UEPB, Campus I, por nao conhecer
até entao as aplicagoes de matrizes e nao conseguir associar tal contelido a uma situacao
cotidiana.

Diante disto, temos como objetivo apresentar o estudo das matrizes e algumas de
suas aplicacoes, servindo de suporte para professores de Matematica, pois acreditamos
que tal conteudo sendo apresentado desta forma despertara interesse nos educandos e
consequentemente um melhor dominio do mesmo.

O trabalho esta dividido em cinco capitulos. No capitulo seguinte apresentamos um
breve relato sobre a histéria das matrizes, seguido da biografia do inglés Arthur Cayley,
considerado o “Pai das matrizes”.

No terceiro capitulo é apresentada a definicao de matrizes, as formas de como representa-
las, seus tipos e operacoes, bem como teoremas, demonstracoes e exemplos.

Ja no quarto capitulo, procuramos apresentar algumas aplicacoes de matrizes em si-
tuacoes cotidianas e de facil compreensao, que sao elas: na geometria, na computagao
grafica, na criptografia, no controle de trafego e na atividade fisica.

Inicialmente, temos uma aplicacao na geometria em que os vértices de uma figura
sao descritos em pares ordenados, formando colunas de uma matriz. Logo em seguida
temos aplicacoes na computacao grafica, em que através de operacoes com matrizes um
programa altera os pizels de uma imagem, fazendo-a mudar de posi¢ao ou tamanho.

Temos também uma aplicacao na criptografia, método que utiliza a inversa e multi-
plicagao de matrizes para codificar e decodificar mensagens. No controle de trafego, em
que é possivel evitar engarrafamentos em determinados cruzamentos de ruas, alterando
o tempo de abertura dos semaforos. E por fim na atividade fisica, na qual através da
multiplicagao de matrizes é possivel determinar o gasto calérico de cada dia da semana
de acordo com os exercicios realizados.

No quinto e tdltimo capitulo, temos as consideragoes finais do nosso trabalho.
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2 UM POUCO DA HISTORIA DAS MATRIZES

Uma das primeiras nogoes de matriz surgiu no periodo da dinastia Han (206 a.C.
até 220 d.C.) no livro chinés K’ui-Ch’ang Suan-Shu (Nove Capitulos sobre a Arte Ma-
temadtica), tal livro é considerado um dos mais influentes da matemética chinesa, contendo
246 problemas que envolvem mensuragao de terras, agricultura, impostos etc.

Os chineses gostavam de diagramas e isso fez com que o autor de K’ui-Ch’ang Suan-

Shu apresentasse no livro um problema com sistema de equacoes lineares, como aponta
Eves (2011):

Trés feixes de uma colheita de boa qualidade, dois feixes de uma qualidade
regular e um feixe de mé qualidade sao vendidos por 39 dou. Dois feixes da
boa, trés de regular e uma de mé sdo vendidos por 34 dou. Um feixe de boa
dois de regular e trés de mé sdo vendidos por 26 dou. Qual o preco do feixe

para cada uma das qualidades? (Eves, 2011 p.268).

Para resolver esse tipo de problema eram efetuadas operagoes em uma tabela, assim
como acontece com as matrizes, a diferenca é que os chineses nao utilizavam a repre-

sentacao por linhas, e sim por colunas, conforme mostra a tabela abaixo:

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

Apoés as operagoes, a tabela acima era reduzida a:

0o 0 3

0 5 2
36 1 1
99 24 39

O método que os chineses utilizavam para resolver este tipo de problema se assemelha
ao escalonamento de Gauss (1777 — 1855), sendo possivel determinar a quantidade de trés
feixes, posteriormente a de dois feixes e, por fim, um feixe.

O surgimento do determinante na Europa aconteceu em 1683, através de uma carta
escrita por Leibniz (1649 - 1716) para L’Hospital (1661 - 1704). Posteriormente, ma-
temdticos como Cauchy (1789 — 1857), Laplace (1749 — 1827), Cramer (1704 — 1752),
Jacobi (1804 — 1851) apresentaram importantes contribuigdes para o estudo dos determi-
nantes.

Cramer desenvolveu uma regra para a resolucao de sistemas lineares por meio de

determinantes que até hoje leva seu nome. Ja Laplace apresentou um teorema em que
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é possivel calcular o determinante de matrizes de ordem n, tal resultado é normalmente
utilizado para n > 4.

Em 1841, o matematico Jacobi publicou trés tratados sobre determinantes, e pela pri-
meira vez a definicao de determinantes poderia ser feita de forma algoritmica. No mesmo
ano o inglés Arthur Cayley divulgou seu primeiro estudo sobre a teoria dos determinantes
e utilizou duas barras verticais para representa-lo, tal feito tornou-se padrao. Por muito
tempo as matrizes foram associadas aos determinantes, como se pode observar em Eves
(2011):

As contribuigbes de Cauchy & teoria dos determinantes, comecando em 1812
com uma extensa memoria de 84 paginas, colocam-no como o mateméatico que
mais contribuiu para o assunto. Foi num artigo de Cauchy que apareceu a
primeira demonstragao e util teorema que garante que se A e B sao matrizes n x
n, entéo |AB| = |A||B|. Incidentalmente foi Cauchy quem, em 1840, introduziu a
palavra ‘caracteristica’, na teoria das matrizes, chamando a equagao |A-\I| = 0.
(Eves, 2011, p.532).

No ano de 1850, James Joseph Sylvester usou pela primeira vez o termo matriz, fazendo
relagdo com seu significado: lugar onde algo é gerado e/ou criado. Ele as via como “...um
bloco retangular de termos... o que nao representa um determinante, mas é como se
fosse uma MATRIZ a partir da qual podemos formar varios sistemas de determinantes,
ao fixar um nimero p e escolher a vontade p linhas e p colunas...” (artigo publicado na
Philosophical Magazine El de 1850, pag. 363-370).

A teoria das matrizes teve inicio em 1855 com um artigo de Arthur Cayley. Cayley
enfatizou que embora a ideia de matriz antecede a de determinantes, historicamente acon-
teceu o contrario, pois os determinantes ja haviam sendo utilizados de forma implicita
através da resolucao de sistema de equacoes lineares.

Em 1857, Cayley descobriu a algebra das matrizes, para ele as matrizes surgiram a

partir de transformacoes lineares. Diante disso, foi possivel representar a transformacao

r'=axr+b a b
Y escrevendo (z/,y') = (z,y)
y' =cx+dy c d

Partindo da observagao de duas transformacoes sucessivas, Cayley definiu o produto de
matrizes como também a adicao de matrizes e a multiplicacao de matrizes por escalares,
destacando as propriedades algébricas dessas operagoes. Além disso, exibiu a matriz
identidade como elemento neutro do produto de matrizes e a matriz nula como elemento

neutro da adi¢ao de matrizes.

LA Philosophical Magazine é uma das mais antigas revistas cientificas publicadas em inglés, fundada
por Alexander Tilloch (1759-1825), apareceu pela primeira vez em junho de 1798 em Londres.
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Cayley é considerado o “Pai das matrizes”devido ao seu pioneirismo e grandes con-
tribuigoes ao estudo das matrizes. No se¢ao a seguir, apresentaremos um pouco da sua

biografia.
2.1 Biografia de Arthur Cayley

Arthur Cayley nasceu no dia 16 de agosto de 1821 em Richmond, Inglaterra. Desde
muito jovem demonstrava grandes habilidades a Matemdtica. Seu pai era comerciante
e tinha o desejo de vé-lo dando continuidade aos negdcios da familia, mas seguindo ori-
entagoes de alguns professores seu pai mudou de ideia. Em 1838, Cayley ingressou no
Trinity College, em Cambridge, para estudar Matematica, graduando-se em 1842 e logo

depois torna-se professor do Trinity.

Figura 1 — Arthur Cayley.

Fonte: Google Imagens.

Apés alguns anos, Cayley decidiu estudar Direito, mas essa pratica nao o impediu de
continuar seus estudos com a Matematica, uma prova disso é que durante esse periodo
ele chegou a publicar entre 200 e 300 artigos na area de Matemdatica. Em 1863, Cayley
abandona a carreira juridica, e volta a lecionar em Cambridge, dedicando-se exclusiva-
mente a Matemadtica, area que era sua verdadeira paixao, embora ganhasse bem menos
como professor.

Cayley deu grandes contribui¢oes em praticamente todas a areas da matematica pura,
e por esse motivo ele estd entre os trés matematicos mais proliferos desta ciéncia, ao lado
de Euler e Cauchy. Collected Mathematical Papers de Cayley possui 966 artigos, num
total de 13 volumes em torno de 600 paginas cada um. Seu trabalho de maior relevancia é
a Teoria dos Invariantes, porém essa teoria ja havia sido estudada por outros matematicos,
como Lagrange, Gauss e Boole.

Os artigos de Cayley eram diretos, claros e metddicos, refletindo na sua formacao

juridica. Além de ter uma 6tima memoria, Cayley era dotado de um temperamento
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equilibrado e gentil. Nas horas vagas costumava ler romances, e nao apenas em ingles,
mas também em francés, grego, alemao e italiano. Também se interessava por pintura,
botanica e alpinismo.

Cayley foi um dos matematicos mais brilhantes e notaveis do século XIX, morrendo
em 26 de janeiro de 1895 de causas naturais.

Neste breve relato histérico, apresentamos o surgimento das matrizes e a biografia
de um dos seus precursores, Arthur Cayley. Agora, no capitulo seguinte detalharemos o

estudo sobre matrizes.
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3 MATRIZES

Neste capitulo abordamos as definigoes, teoremas acompanhados das demonstracoes,
como também exemplos a respeito do estudo das matrizes, tendo como base a obra Fun-

damentos de matemética elementar 4 [
3.1 Nocgao de matriz

Dados dois niimeros m e n naturais e nao nulos, chama-se matriz m por n (indica-se

m x n) toda tabela M formada por nimeros reais distribuidos em m linhas e n colunas.

2 5 8
Exemplo 1: M = ¢ um matriz 2 x 3.
9 7 12

Em uma matriz M, cada elemento de M ¢ indicado por a,;. O indice ¢ indica a linha e
o indice j a coluna as quais o elemento pertence. Com a convencao de que as linhas sejam
numeradas de cima para baixo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda para a direita (de

1 até n), uma matriz m x n é representada por:

a1 Q12 - QAip aix Q2 - Qi aix Q2 - Qi
Q21 Q22 -+ A2y Q21 Q22 - QAap Q21 Q22 - QAgp
M = ouM = ouM =
Am1 Am2  ° Qpp Am1 Am2 = Qmp Am1 Am2 - Qmp
Uma matriz M do tipo m x n também pode ser indicada por M = (a;;);i€{1,2,3,...,m}

eje{1,2,3,...,n} ou simplesmente M = (a;;)mxn-
3.2 Matrizes especiais

H&a matrizes que, por apresentarem uma utilidade maior nesta teoria, recebem nomes

especiais.

Definicao 3.1. Matriz linha é toda matriz do tipo 1 x n, isto é, ¢ uma matriz que tem

uma unica linha.

Exemplo 2: M = [11 5 2 8] ¢ uma matriz linha do tipo 1 x 4.

2IEZZI, Gelson.; HAZZAN, Samuel. Fundamentos de matemética elementar 4: sequéncias,
matrizes, determinantes, sistemas. Sao Paulo: Nobel, 8. ed, 2013.
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Definicao 3.2. Matriz coluna é toda matriz do tipo m x 1, isto é, uma matriz que tem

uma unica coluna.

13
Exemplo 3: M =|81| é uma matriz coluna do tipo 3 x 1.
25

Definicao 3.3. Matriz nula é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.

0 00
Exemplo 4: M = [0 0 0] ¢ uma matriz nula do tipo 2 x 3.

Definicao 3.4. Matriz quadrada de ordem n é toda matriz do tipo n x n, isto é, é uma

matriz que tem igual o nimero de linhas e colunas:

ail a2 a1z 0 Aip

(21 Q22 A23 -+ Q2

@31 azz a3z -+ a3n
[ An1 Gp2 Ap3 - Gpp

Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos

elementos que tem os dois indices iguais, isto é:

{az‘j |i=7}={a11,a0,a33,...,00,}.

Chama-se diagonal secundéria de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos

elementos que tém a soma dos indices igual a n + 1, isto é:

{a;jli+j=n+1}= {am, A2(n-1)s A3(n-2); - - - ,Clm}-
31 0 -9 5

Exemplo 5: M = ~ (1] é uma matriz quadrada de ordem 4.
25 3 -4

Sua diagonal principal é {31, 1, 6, -4} e sua diagonal secundéria é {25, 0, 6, 5}.

Definicao 3.5. Matriz diagonal é toda matriz quadrada em que os elementos que nao

pertencem a diagonal principal sao iguais a zero.

3 0
Exemplo 6: M = [0 5] ¢ uma matriz diagonal de ordem 2.
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Defini¢ao 3.6. Matriz unidade de ordem n (matriz identidade) é toda matriz diagonal

em que os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 (indica-se I,,).

Exemplo 7: I35 = ¢ uma matriz identidade de ordem 3.

o O =
S = O
_ o O

3.3 Igualdade

Defini¢ao 3.7. Duas matrizes A = (@;;)mxn € B = (bij)mxn s80 iguais quando a;; = b;;
para todo ¢ (i € {1,2,3,...,m}) e todo j (j € {1,2,3,...,n}). Isto significa que para
serem iguais duas matrizes devem ser do mesmo tipo e apresentar todos os elementos

correspondentes iguais (elementos com indices iguais).

3 5 3 5
Exemplo 8: = 0is aj1 = bi1, a1a = bia, as1 = bay, Aoy = bas.
p [9 7] [9 7] p 11 11, @12 12, @21 21, (22 22

3.4 Adicao

Definicao 3.8. Dadas duas matrizes A = (@;j)mxn € B = (bij)mxn, chama-se soma A + B
a matriz C' = (¢ij)mxn tal que ¢;; = a;; + b;;, para todo ¢ e todo j. Isso significa que a
soma de duas matrizes A e B do tipo m x n é uma matriz C' do mesmo tipo em que cada

elemento é a soma dos elementos correspondentes em A e B.

6 0 22 -9 6+22 0-9 28 -9
Exemplo 9: [-11 15|+[-2 1 |=|-11-2 15+1|=|-13 16
27 8 3 8 27+3 8+8 30 16

Teorema 3.1. A adicdo de matrizes do tipo m x n apresenta as sequintes propriedades:

1) Associativa: (A+B)+C = A+ (B +C) quaisquer que sejam A, B e C' do tipo m x n.
Demostracgao:
Fazendo (A+B)+C=Xe A+ (B+C) =Y, temos:

Para todo 7 e todo 7,
ij = (@ij + big) + cij = agg + (bij + ¢ij) = yij-

2) Comutativa: A+ B = B+ A quaisquer que sejam A e B, do tipo m x n.
Demonstragao:

Fazendo A+ B=X e B+ A=Y, temos:
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-Tij = Clij + bij = bij + aij = yU

3) Elemento neutro: existe uma matriz M tal que A+ M = A qualquer que seja o A

do tipo m x n.
Demonstragao:

Suponhamos, por um momento que exista tal matriz. Impondo A+ M = A, resulta:
aij+mij:aij:>mij20:>M:0.

Isto é, o elemento neutro é a matriz nula do tipo m x n.

4) Elemento simétrico: para todo A do tipo m xn existe uma matriz A’ tal que A+ A’ =
M.

Demonstragao:

Suponhamos, por um momento, que exista tal matriz. Impondo A+ A’ = M =0,

resulta:
I ' = —a::. V1. V1
aij+aij—0$aij azg7 1, V].

Isto é, a simétrica da matriz A para a adicao é a matriz A’ de mesmo tipo que A,

na qual cada elemento é simétrico do correspondente em A.

Definigao 3.9. Dada a matriz A = (@;j)mx» chama-se oposta de A (indica-se —A) a matriz
A’ tal que A+ A’ =0.

Exemplo 10: A=

T e R

-16 41 16 41

Defini¢ao 3.10. Dadas duas matrizes, A = (@ij)mxn € B = (b;j)mxn, chama-se diferenca

A — B a matriz soma de A com a oposta de B.

15 11 0 -8 2 -7 8 -2 15 11 0 -8 [-2 7 -8 2
Exemplo 11: - = +
-4 9 1 12| [-12 3 1 30 -4 9 1 12| |12 -3 -1 -30

|13 18 -8 -6
18 6 0 -18
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3.5 Produto de nimero por uma matriz

Definig¢ao 3.11. Dados um nimero k e uma matriz A = (@;j)mxn, chama-se produto kA
a matriz B = (b;;)mxn tal que b;; = k-a;; para todo ¢ e todo j. Isso significa que multiplicar
uma matriz A por um numero k é construir uma matriz B formada pelos elementos de A

todos multiplicados por k.
16 0 =3 |32 0 -6

Exemplo 12: 2-| 5 7 10]={10 14 20

1
-—= 8 1 -1 16 2
2

Teorema 3.2. O produto de um niumero por uma matriz apresenta as sequintes proprie-
dades:

1) a-(b-A)=(a-b)-A

Demonstracao: Seja a;; a coordenada da matriz A, temos que
a - (baw) = (a- b) * Qg VZ, Vj

2) a-(A+B)=a-A+a-B

Demonstracao: Sejam a;; e b;; as coordenadas da matrizes A e B, respectivamente,

temos que
a - (Cl,ij + sz) =a- A +a- bij7 VZ, VJ

3) (a+b)-A=a-A+b-A

Demonstracao: Seja a;; a coordenada da matriz A, temos que
(Cb+b) “Qi = A Qg +b‘aij,Vi,Vj.

) 1-A=A

Demonstracao: Seja a;; a coordenada da matriz A, temos que

1. Qi5 = Qi , V@, V] .
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3.6 Produto de matrizes

Defini¢ao 3.12. Dadas duas matrizes, A = (@;j)mxn € B = (bjk)nxp, chama-se produto

AB a matriz C = (Cig)mxp tal que

n
Cik = i1+ b1g + Qig - Do + @3 - by + -+ + @y~ by, = Z ijbjk
j=1

para todo i € {1,2,...,m} e todo ke {1,2,...,p}.
Observacao 3.1.

12) A definicio dada garante a existéncia do produto AB somente se o nimero de
colunas de A for igual ao nimero de linhas de B, pois A é do tipo mxn e B é do

tipo n x p.

22) A defini¢ao dada afirma que o produto AB é uma matriz que tem o nimero de

linhas de A e o nimero de colunas de B, pois C'= AB é do tipo m x p.

3%) Ainda pela defini¢ao, um elemento c¢;; da matriz AB deve ser obtido pelo procedi-

mento seguinte:
(I) toma-se a linha i da matriz A:
a1 Gz a;3 -+ A, (n elementos).
(II) toma-se a coluna k da matriz B:

b1k

bak
by, (n elementos).

bnk’

(III) coloca-se a linha ¢ de A na “vertical” ao lado da coluna k de B (conforme esquema):

a1 b
a2 Doy
a;z by
Aim, bnk

(IV) calculam-se os n produtos dos elementos que ficaram lado a lado (conforme es-

quema):



Qip,

(V) somam-se esses n produtos, obtendo c.

1 2 3
Exemplo 13: Dadas A = [4 - 6] e B=[8], calcular AB.

7

9

b1k
- by,

' b3k

22

Sendo A do tipo 2x3 e B do tipo 3 x 1, decorre que existe AB e é do tipo 2 x 1. Fazendo

AB = C, devemos calcular ¢q; e co:

C21

[ 50
1122

Teorema 3.3. Se A = (ajj)mxn, entdo AL, =A e [,,A=A.

Demonstragao:

I) Sendo I, = (6i)nxn € B = AL, = (bij)mxn, temos:

b,’j = ai151j + ai262j + CL,‘353]' + -0+ CL“(;“ + e+ am5nj =

=ai1-O+ai2-0+ai3-0+---+aii-1+---+am-O:aii

para todos i e j. Entao A- I, = A.

IT) Analogamente

[ (7+16+27)
(28 +40 + 54)

[(1-7+2-8+3-9)
(4-7+5-8+6-9)

|

1 —(15L linha de A - 1# coluna de B)
(2% linha de A - 1# coluna de B)

|

|
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Teorema 3.4. A multiplicacao de matrizes apresenta as sequintes propriedades:

1)

4)

Associativa: (AB)C = A(BC') quaisquer que sejam as matrizes A = (@;j)mxn, B =
(bjk)nxp € C = (Ckl)pxr‘
Demonstragao:

Fazendo D = AB = (di)mxp: E = (AB)C = (€i1)mxr € F' = BC = (fj1)nxr, temos:

k=1 k=1 \j=1
p n n p
= Z(ZGZ] bjk'ck‘l):zal] (Zb]k Ckl) =
k=1 \j=1 j=1 k=1
n
= Z Qi f]l
=1

Entao, (AB)C = A(BC).

Distributiva a direita em relacdo a adigdo: (A + B)C = AC + BC' quaisquer que
sejam as matrizes A = (@i )mxn, B = (0ij)mxn € C = (Cjk)nxp-

Demonstracgao:

Fazendo D = (A + B)C = (d;)mxp, temos:

n n
diw = Y (aij + bi) - ciw = Y (aij - ¢+ bij - i) =
j=1 J=1
n n
= Zaij . Cjk + wa 'Cjk:-
j=1 j=1

Entao, (A+ B)C = AC + BC.

Distributiva & esquerda: C(A + B) = CA + CB quaisquer que sejam as matrizes
A= (aij)mxnu B= (bz’j)mxn eC= (Cki)pxm~

Demonstragao:

Andloga a (2).

(kA)B = A(kB) = k(AB) quaisquer que sejam o nimero k e as matrizes A = (a;; ) mxn
e B= (bjk)nxp-

Demonstracao:

Fazendo C = kA = (¢ij)mxn, D = kB = (dji)nxp € £ = AB = (€if )mxp, temos:



24

D Cij by =) (k- ais) bjp =k ) ai; - bj.
j=1

j=1 J=1

> @i djp =Yg (k-bjk) =k ) ai; by
i1 =1 =1

Entao, (kA)B = A(kB) = k(AB).
Observacao 3.2.

1%) E muito importante notar que a multiplicagao de matrizes nao é comutativa, isto é,

para duas matrizes quaisquer A e B é falso que AB = BA necessariamente.

a) H& casos em que existe AB e nao existe BA. Isso ocorre quando A é m xn, B é

nxpems+p.
Exemplo 14:

A = (aij)ng (§] B = (bij)2><3 = E'AB

B = (bij)axs € A = (aij)axa = 3BA, pois o nimero de colunas de B é diferente do

numero de linhas de A.

b) H& casos em que existem AB e BA, porém sao matrizes de tipos diferentes e,

portanto, AB # BA. Isso ocorre quando A é mxn, Bénxmem%n.
Exemplo 15:
A = (aij)ng (§] B = (bij)3><2 = E'AB = C = (Ci]’)gxg.

B = (bij)gxg (§] A = (G,Z'j)gxg = E'BA = D = (di]’)gxg.

¢) Mesmo nos casos em que AB e BA sao do mesmo tipo (o que ocorre quando A e B

sao quadradas e de mesma ordem), temos quase sempre AB # BA.

0 4 5 4 5 14 15
eB: eﬁAB: eBA:
3 6 0 26 10 6 0

2%) Quando A e B sdo tais que AB = BA, dizemos que A e B comutam. Notemos que

1
Exemplo 16: A= 5

uma condicao necessaria para A e B comutarem é que sejam quadradas e de mesma

ordem.
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Exemplo 17:

(0 b] [1 0]
comuta com

c d 0

_a b- _ -
comuta com

c d

E [ 4 b
comuta com

c - a

3%) E importante observar também que a implicagio AB =0 = A =0 ou B = 0 nao
¢é valida para matrizes, isto é, é possivel encontrar duas matrizes nao nulas cujo

produto é a matriz nula.

1 0|0 O 0 0
Exemplo 18: =

0 00 1 0 0

3.7 Matriz transposta

Definicao 3.13. Dada uma matriz A = (a;j)mxn, chama-se transposta de A a matriz
At = (a;.i)nxm tal que al; = a;;, para todo i e todo j. Isso significa que, por exemplo,
aly,ahy, aly, -+ al, sdo respectivamente iguais a aji, a2, ais, -, a1,; vale dizer que a 12
coluna de At é igual & 12 linha de A. Repetindo o raciocinio, chegarfamos & conclusao de

que as colunas de A! sao ordenadamente iguais as linhas de A.

a d
b
Exemplo 19: A= ¢ C] =At=[b e

d e f o/

Teorema 3.5. A matriz transposta apresenta as sequintes propriedades:

1) (A!)! = A para toda matriz (a;;)mxn-
Demonstragao:

Fazendo (A")" = (af];)mxn, resulta:

al. = a’, = a;; para todos 4, j.

ij J
2) Se A= (aij)mxn € B =(bij)mxn, entdo (A+ B)t = Al + Bt
Demonstracgao:

Fazendo A+ B = C = (¢ij)mxn € (A+ B)' = C' = (¢} )nxm, temos:
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= n = .. o=l / .
Cji_clj_az]""bz]—aji'*'bji para todos 1, j.

3) Se A=(a;j)mxn € k€R , entdo (kA)! = kA
Demonstragao:

Fazendo (kA)" = (a};)nxm, resulta:

"

oy .
aj; = ka;; = kaj; para todos 1, .

4) Se A= (aij)mxn e B= (bij)mxp7 entao (AB)t = BtAt,
Demonstragao:

Fazendo AB = C = (¢ik)mxp € (AB)! = Ct = (¢}, ) pxm, resulta:

n n n
/o _ _ _ ! !
Cri = Cik = Z aijbji = Z bjkai; = Z by ji-
j:l j:l j=1

Definicao 3.14. Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada A, de ordem n, tal
que At = A.

Decorre da definicao que, se A = (a;;) é uma matriz simétrica, temos: a;; = a;;; Vi,Vj €
{1,2,3,...,n} isto é, os elementos simetricamente dispostos em relagao a diagonal prin-

cipal sao iguais.

a b ¢ d
a b c
. . a b e [ g
Exemplo 20: Sao simétricas as matrizes: b d el ron
7
c e f .
g v )

Definicao 3.15. Chama-se matriz antissimétrica toda matriz quadrada A, de ordem n,
tal que At = - A.

Decorre da defini¢ao que, se A = (a;;) é uma matriz antissimétrica, temos: a;; =
-a;j;;Vi,Vj € {1,2,3,...,n} isto é, os elementos simetricamente dispostos em relagdo a

diagonal principal sao opostos.

-a b -c
1 2 5
s e . 0 a 0 d e
Exemplo 21: Sao antissimétricas as matrizes: -2 3 8}
—-a -b -d 0 f
-5 -8 4
c —-e —-f O
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3.8 Matrizes inversiveis

Definicao 3.16. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é matriz
inversivel se existir uma matriz B tal que AB = BA =1,,. Se A nao é inversivel, dizemos

que A é uma matriz singular.
Teorema 3.6. Se A € inversivel, entdo € unica a matriz B tal que AB=BA=1,.

Demonstragao:

Admitamos que exista uma matriz C' tal que AC' = CA = I,,. Temos:
C=1,C=(BA)C=B(AC)=BI, =B.

Definigao 3.17. Dada uma matriz inversivel A, chama-se inversa de A a matriz A= (que
é tinica) tal que AA1=A1A=1,.

E evidente que A~! deve ser também quadrada de ordem n, pois A~! comuta com A.

1 3 7 -3
Exemplo 22: A matriz [2 7] é inversivel e A~! = l - ] pois:

AAL =

(1 3
9 7

7

7 3] [1 0]
2 1 01

1 3]

AtA

-3 1
= I
-2 11|12 7 0 1

E assim encerramos o terceiro capitulo, apresentando as defini¢coes, operagoes entre
matrizes e teoremas. Utilizaremos tais resultados no capitulo seguinte, onde mostraremos

algumas aplicagoes de matrizes.
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4 ALGUMAS APLICACOES DE MATRIZES

Neste capitulo abordaremos algumas aplicacoes de matrizes em situagoes recorrentes

do nosso cotidiano e de facil compreensao.
4.1 Geometria e coordenadas

Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 23:

Figura 2 — Triangulo A de vértices (1,1), (2,3) e (4,1).

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

O triangulo formado no plano cartesiano acima, tem como vértices os pares ordenados:
(171)7 (273) € (471)
Note que é possivel escrever os pares ordenados por meio de colunas, formando uma

matriz, onde (1,1) serd a primeira coluna, (2,3) a segunda coluna, e (4,1) a terceira coluna:
1 2 4
A=
1 31

4.2 Transformacoes geométricas

As imagens formadas nas telas de aparelhos como computadores e celulares sao for-
madas por pequenos pontos luminosos que recebem o nome de pizels, que na pratica
sao elementos de uma matriz. Ou seja, uma imagem com resolugao de 800 x 600 tem
800 - 600 = 480000 pizels, que sao distribuidos em 800 colunas e 600 linhas.
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Ao alterar a posicao ou escala de uma determinada imagem, um programa grafico uti-
liza operagoes com matrizes para realizar tal feito, o qual recebe o nome de transformacoes
geométricas. As transformacoes geométricas no plano sao: translacao, reflexao, rotagao e

escala.

4.2.1 Translacao

Para transladar um ponto P(z,y) de a unidades na coordenada x e b unidades na

coordenada y, realizamos uma adicao de matrizes:

T a r+a
+

Yy b y+b

Exemplo 24:

Figura 3 — Translacao de B em 8 unidades para direita e 2 unidades para baixo.

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

As matrizes associadas as figuras B e B’ sao respectivamente:

0 2 4 3 8§ 10 12 11
e BI —
23 26 0 1 0 4

Note que a figura B foi transladada em 8 unidades a direita no eixo x e 2 unidades

para baixo no eixo y, originando a figura B’. Podemos descrever essa translacao através

8
da matriz coluna . Perceba que:

0 8 8
2 -2 0



2\ (8) (10
*13) "\ 2) s
4\ (8) (12
"12)"\2) "o
3\ (s8) (1
") "\2) 4

4.2.2 Reflexado

30

Para obter uma reflexao em relagao ao eixo y de uma figura qualquer cuja matriz

relacionada, é dada, por exemplo, por

c
-1 0
0 1

Figura 4 — Reflexao de C' em torno do eixo y.

matrizes:

Exemplo 25:

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

d)’ deve-se efetuar a seguinte multiplicacao de

Note que os vértices da figura C' s@o os pares ordenados: (-3, 2), (-4, 4), (-2, 7) e
(-8,4). Analogamente, os vértices da figura C’ sao: (3, 2), (4, 4), (2, 7) e (8, 4). Portanto,

as matrizes relacionadas a cada figura sao:

-3 -4 -2 -8
C =
( 2 4 7 A4

3 4 28
2 47 4
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Assim, a reflexao que leva C' em C’ é determinada por:

-3 -4 -2 -8 3 4 2 8
C — (', ouseja C' = — (' =
2 4 7 4 2 4 7 4

-1 0
Perceba que é possivel obter (", através da multiplicagao de C, pela matriz ( 0 1),

-1 0 -3 4 -2 -8 ~ 3+0 4+0 2+0 8+0
0 1) \2 4 7 4] \o+2 0+4 0+7 0+4

(3 4 28
\2 4 7 4

=C".

isto é:

Agora, observe o exemplo a seguir, cuja reflexao da figura C' se dé em torno do eixo z:

Exemplo 26:

Figura 5 — Reflexao de C' em torno do eixo z.

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.
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As matrizes associadas as figuras C' e C" sao:

-3 -4 -2 -8 -3 -4 -2 -8
C = e(C'=
2 4 7 4 -2 -4 -7 -4
Analogamente ao que ocorre no eixo y, a reflexao de C' em C" é dada por:

-3 -4 -2 - -3 -4 -2 -
C — (', ouseja C' = & 8 — (' = 3 ;
2 4 7 4 -2 -4 -7 -4

10
Neste caso, deve-se realizar uma multiplicacao entre a matriz C' e a matriz ( 1)

para obter C’. Veja:
1 0 -3 -4 -2 -8 B -3+0 -4+0 -2+0 -8+0
o -1)\2 4 7 4) \o-2 0-4 0-7 0-4

(-3 -4 2 -8
2 -4 7 4
- (.

Portanto, a reflexao em torno do eixo x de uma figura qualquer, cuja matriz associada

a
é dada, por exemplo por, ( d) se da a partir da seguinte multiplicacao de matrizes:
c
1 0 a b
0 -1 c d

Para obter uma rotacao de « graus no sentido anti-horario em torno da origem

4.2.3 Rotagao

(0,0) de uma figura qualquer, que possui como matriz associada, por exemplo, a ma-

a b ¢ d
triz i deve-se efetuar a seguinte multiplicacao:

e [ g
cosa  —seno a b ¢ d
sena  cosa e f g h
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Exemplo 27:

Figura 6 — Rotacao de D, em 180° no sentido anti-horario em torno da origem.

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Note que a figura D sofreu uma rotacao de 180° no sentido anti-horario em torno da

1 4 4
D:
()

origem, originando D’.

A matriz associada a figura D é:

Assim,
cos180° —-senl80° 1 4 4 ~ -1 0 1 4 4
senl80°  cos180° 113 \o -1J\1 1 3
_(—1+0 -4+0 -4+0
“\o-1 0-1 0-3
(-1 -4 -4
\-1 -1 -3
- D
4.2.4 FEscala

Uma mudanga de escala de um ponto P(z,y) em relacao a origem, usando um fator

multiplicativo S, para a coordenada z e um fator multiplicativo para .S, ocorre através

S, 0
multiplicagao entre as matrizes F = ( 0 S ) e P= (m)’ tal que P' = EP.
y )
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Exemplo 28:

Figura 7 — Mudanca da escala de F em 100%.

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Perceba que ocorreu um aumento de 100% em todos os pontos da figura F, que possui

2 26

matriz associada E = ( 6 2) . Aumentar em 100% ¢é multiplicar por 2, entao S, =2 e

Sy = 2. Logo:
2 0\ (22 6\_(4+0 4+0 12+0)_ (4 4 12}
02/ \26 2] \o+4 0+12 0+4) \4 12 4]
4.3 Criptografia

A palavra criptografia vem do grego kryptds (segredo) e graphéin (escrever) e significa
um conjunto de métodos para codificar e decodificar mensagens.
O primeiro passo para codificar uma mensagem ¢ converteé-la da forma algébrica para

numérica. Utilizaremos a tabela abaixo para isso:

Tabela 1 — Relagao entre letras e ntimeros.

AIB|IC/D|IEF| G H|I|J| K| L M|N
1723|4516 |7 8|9 (10411121314
O/P|QR|S|T| U|V W |X|Y | Z,|6 . |#
15116 | 17 |18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 |24 | 25| 26 | 27 | 28

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.
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Usaremos o simbolo # para representar o espaco entre as palavras, quando necessario,
e nao levaremos em conta a acentuacao grafica. A correlacao entre letras e nimeros
mostrados na Tabela [T] pode ser alterada, desde que o remetente e o destinatério tenham
conhecimento da mesma.

O segundo passo é escolher um par de matrizes quadradas, A e A™!, de elementos
inteiros e inversas uma da outra, ou seja, A-A™t=1=A"1-A. A matriz A serd usada pelo
remetente para codificar a mensagem enviada, ja a matriz A~ serd usada pelo destinatédrio

para decodificar a mensagem.

1 0 2 3 -2 -2
Exemplo 29: SejaA=|0 -1 0feA't=]0 -1 0 |eamensagem “PROFESSORA
1 1 3 -1 1 1

DE MATEMATICA”.

Apoés a conversao das letras em nimeros obtemos:

16 18 15 6 5 19 19 15 18 1 28 4 5 28 13 1 20 5 13 1 2 9 3 1

Chamaremos de M a matriz utilizada pelo remetente. Neste caso, M tera seus ele-

mentos distribuidos em 3 linhas, pois A e A~! sdo de ordem 3.

16 18 15 6 5 19 19 15
M=(18 1 28 4 5 28 13 1
20 5 131 .20 9 3 1

Para codificar a mensagem, faremos a multiplicacao da matriz M pela matriz A.

Chamaremos esse produto de N:

0 216 18 15 6 5 19 19 15
AM=N=|0 -1 0|-[18 1 28 4 5 28 13 1
1 31120 5 13 1 20 9 3 1

(56 28 41 8 45 37 25 17
N=|-18 -1 -28 -4 -5 -28 -13 -1
94 34 82 13 70 74 41 19

Assim que o destinatario recebe a mensagem, o mesmo ira decodifica-1a calculando o

produto entre as matrizes A~! e N:

3 -2 -2 56 28 41 & 45 37 25 17
AIN=l0 -1 O[-[-18 -1 -28 -4 -5 -28 -13 -1
-1 1 1 94 34 82 13 70 74 41 19
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16 18 15 6 5 19 19 15
=118 1 28 4 5 28 13 1
20 5 131 .20 9 3 1

=M.

Perceba que de fato, A='N = M, sendo assim, basta utilizar a Tabela [1] para descobrir

qual mensagem estd sendo transmitida:

Tabela 2 — Mensagem decodificada.

16 |18 15|16 |5 |19(19 |15 |18 |1 |28 |4 |5 |28 13| 1 205 |13 |1 (209|331
P RIOIF/E|S|S|ORA/# DE|# M|A|T E M| A T|I C A

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Logo, voltamos a mensagem inicial: “PROFESSORA DE MATEMATICA”.

Vejamos outro exemplo desta aplicacao.

-3 9 ,
5 1] e a frase “DEUS E FIEL.”

1 2
Exemplo 30: Seja A = [2 3] e At = [

Fazendo a conversao de acordo com a Tabela [Il obtemos:

4 5 21 19 28 5 28 6 9 5 12 27

Como a matriz codificadora e a matriz decodificadora sao de ordem 2, M tera seus

elementos distribuidos em 2 linhas. Veja:

4 5 21 19 28 5
286 9 5 12 27

Codificaremos a frase através a multiplicagdo AM, que chamaremos de N :

o[t 2] e s e 10 08 s
12 31128 6 9 5 12 27

N:

(60 17 39 29 52 59
92 28 69 53 92 91

Para decodifica-14, realizaremos a multiplicacao entre A=' e N.

[—3 2] [60 17 39 29 52 59]_!4 5 21 19 28 5]

2 -1] |92 28 69 53 92 91| |28 6 9 5 12 27
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Por fim, obtemos:

Tabela 3 — Frase decodificada.

o
ot

211028 [ 5 [28]6 ]9 5 ] 1227
D E|U|S|#|E|#|F|I|E|L

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Com isso, retornamos a frase inicial: “DEUS E FIEL.”

Esta aplicagao pode ser realizada manualmente como mostramos, como também, de
forma mais rapida pelo computador. Para um bom éxito é necessario que aja o sigilo

sobre as matrizes codificadora e decodificadora, entre o remetente e o destinatario.

4.4 Controle de trafego

Nesta secao, apresentamos mais uma aplicacao de matrizes, desta vez no controle de
trafego, onde é possivel evitar engarrafamentos em um determinado cruzamento de ruas.

O exemplo a seguir tem fundamentacao em Kilhian (2011).

Exemplo 31:

Figura 8 — Cruzamento de ruas.

Jllo) |/

Fonte: https://www.obaricentrodamente.com

A Figura [§|representa um cruzamento de duas ruas de mao dupla, onde trés conjuntos
de seméaforos controlam o fluxo dos veiculos nos pontos A, B e C.
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As matrizes My, My e Mj indicam o tempo, em minutos, que os semaforos ficam
abertos ao mesmo tempo, de acordo com a sequéncia dada. De inicio ficam abertos,

durante um minuto, os seméaforos de A para B, de A para C e de B para A.

De
A0 1 1
My= B |1 0 0
C |10 00
Para A B C

Posteriormente, durante meio minuto, ficam abertos os seméaforos de B para A, de B

para C e de C para B.

De
A0 0 0
My= B |5 0 2
cl10 10
Para A B C

Por fim, durante meio minuto, ficam abertos os semaforos de C para A, de C para B

e de A para C.

De
A0 0 3
Ms;= B [0 0 0O
Cls 5 0
Para A B C

Ao somarmos as matrizes M;, My e Ms, iremos obter uma matriz M que indica o

tempo que cada semaforo permanecerd aberto, em cada sentido, no periodo de 2 minutos.

De

Alo 1 3
M= B % 0 %

C % 10

Para A B C

Note que o semaforo de B para A fica aberto durante 1 minuto e meio, a cada periodo
de 2 minutos, ja o semaforo de C para B durante 1 minuto. Diante disto, é possivel obter
por quanto tempo cada semaforo permanece aberto, por exemplo, no periodo de 1 hora.
Neste caso, basta multiplicarmos todos os elementos de M por 30, pois 30 - 2 minutos =

60 minutos.
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N=30-M
01 3
N=30-12 0 2
110
0 30 45
N=[45 0 15
15 30 0

Supondo que nestas ruas, passam até 15 veiculos cada vez que os seméforos estao
abertos, podemos determinar a quantidade de veiculos que podem passar pelo cruzamento,

no periodo de 1 hora.

P=15-N
0 30 45]
P=15-{45 0 15
15 30 0
0 450 675
P=|675 0 225
225 450 0 |

Assim, caso haja um numero maior de veiculos que a quantidade maxima permitida,
determinada pela matriz P, acontecera um engarrafamento. Porém, essa eventualidade
pode ser resolvida, alterando o tempo de abertura dos seméforos, ou seja, modificando os

valores das matrizes My, My e M;.
4.5 Atividade fisica

Nesta aplicacao, veremos como as matrizes podem contribuir na escolha do melhor

exercicio fisico. Esta aplica¢ao tem fundamentacao em Campos (2008).
Exemplo 32:

Uma endocrinologista montou uma tabela com os gastos caldricos aproximado de uma

pessoa de 60 kg em relacao a algumas atividades fisicas realizadas durante 1 hora.

Tabela 4 — Exercicio x Perda de peso.

Peso

Andar de bicicleta

Caminhar acelerado

Correr a 12 km/h

Hidroginastica

60 kg

252 calorias

552 calorias

890 calorias

300 calorias

Fonte: Campos, 2008.
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Suponhamos que uma pessoa com este peso sera acompanhada ao longo de uma se-

mana, conforme a tabela abaixo:

Tabela 5 — Horas por dia para cada atividade.

Dia da semana | Andar de bicicleta | Caminhar acelerado | Correr a 12 km/h | Hidrogindstica
Segunda-feira 1 0 0 1
Terca-feira 0 0 1 0
Quarta-feira 0,5 0,5 0 0
Quinta-feira 0 0 0,5 1,5
Sexta-feira 0,5 1 0 0

Fonte: Campos, 2008.

Com as informagoes da Tabela 5] e Tabela[d, podemos construir matrizes do tipo 5 x 4

e 4 x 1, respectivamente. Assim, através do produto entre essas matrizes, é possivel saber

quantas calorias estd pessoa queimara em cada dia de atividade fisica.

1,0
0,0
0,5
0,0
0,5

0,0
0,0
0,5
0,0
1,0

0,0 1,0

252
1,0 0,0

552
0,0 0,0]- -

890
0,5 1,5

300
0,0 0,0

[1,0-252+0,0-552+0,0-890 + 1,0 - 300]
0,0-252+0,0-552+1,0-890 +0,0- 300
0,5-252+0,5-552+0,0-890+0,0-300 | =
0,0-252+0,0-552+0,5-890 + 1,5 300

10,5-252+1,0-552+0,0-890 +0,0-300 ]

952
890
1016
895
678

Diante disto, a pessoa que utilizamos como exemplo realizando corretamente todos os

exercicios fisicos, queimara 552 calorias da segunda-feria, 890 calorias na terca-feira, 1016

calorias na quarta-feira, 895 calorias na quinta-feira e 678 calorias na sexta-feira.

Estas sao algumas, de tantas outras, aplicacoes das matrizes no nosso dia a dia, que

devido ao seu ensino descontextualizado muitas vezes acabam passando despercebidas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Por meio deste trabalho, foi possivel compreender que embora a ideia de matriz ante-
ceda a de determinantes, historicamente as matrizes surgiram depois, assim como afirma
o inglés Arthur Cayley.

Foi apresentado um breve contexto histérico sobre o surgimento das matrizes, seguido
de uma pequena abordagem da sua teoria e finalizando com algumas aplicagoes, sendo
assim possivel atingir nosso objetivo, exibindo a aplicabilidade das matrizes em diferentes
contextos. Esperamos que o mesmo possa servir de suporte para aqueles que tém interesse
pelo tema.

Uma possivel continuidade para a este trabalho pode se da através de um estudo sobre
como as aplicacoes influenciam na compreensao da teoria matricial.

Podemos concluir que é importante que os professores de Matematica busquem pelo
ensino contextualizado nas suas aulas, uma vez que a Matematica esta presente constan-

temente em nossas vidas.
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