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“Ndo se pode esperar aprender Matemdtica contemplativamente.”

(Elon Lages Lima)



RESUMO

Neste trabalho apresentamos a teoria sobre os Espacos Métricos no contexto da Andlise, onde
expomos suas principais defini¢des e como se deu o desenvolvimento da pesquisa com a
utilizagdo de alguns modelos. Chamamos de “modelos” exemplos classicos de Métrica e Espagos
Métricos, bem como os conceitos de Bolas, Esferas e algumas no¢des de Topologia, culminando,
portanto, em Fungdes continuas. Assim, no contexto da Andlise, um Espaco Métrico é um
conjunto ndo-vazio, onde as distincias entre quaisquer de seus elementos sdo bem definidas
através de uma func¢do. Tal funcdo atribui ao conjunto uma estrutura de espaco a qual chamamos
de Espaco Métrico. A partir dai, podemos definir propriedades topoldgicas como conjuntos
abertos e fechados, e, partindo disso, podemos entender as consequéncias causadas por tais
propriedades. Ao fim do texto apresentamos em um apéndice, algumas nocdes prévias que

utilizamos ao longo do trabalho.

Palavras-chave: Espacos Métricos. Andlise. Fun¢des continuas.



ABSTRACT

In this work we present the theory of metric spaces in the context of analysis, where we expose
its main definitions and how the research developed using some models. We call “models” classic
examples of metrics and metric spaces, as well as the concepts of balls, spheres and some notions
of topology, culminating, therefore, in continuous functions. Thus, in the context of analysis,
a metric Space is a non-empty set, where the distances between any of its elements are well
defined through a function. This function assigns to the set a space structure which we call metric
space. Thereafter, we can define topological properties as open and closed sets, and from that, we
can understand the consequences caused by such properties. At the end of the text, we present in

an appendix, some previous notions that we use throughout the work.

Key-words: Metric Spaces. Analysis. Continuous functions.
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1 INTRODUCAO

A matematica, como expressao da mente humana, reflete a vontade ativa, a razao con-
templativa, e o desejo da perfeicdo. Seus elementos bdsicos sdo a ldgica e a intui¢do, a analise e
a construcdo, a generalidade e a individualidade. Embora diferentes tradi¢des possam enfatizar
diferentes aspectos, é somente a influéncia reciproca destas forcas antitéticas e a luta por sua

sintese que constituem a vida, a utilidade, e o supremo valor das ciéncias exatas.

No entanto a0 mesmo tempo que se torna cada vez mais decisiva para as nossas vidas,
a matemadtica € considerada, por vezes, uma ciéncia hermética e tecnicista, em que poucos se
aventuram. Neste trabalho abordaremos a teoria de espacos métricos, que generaliza a nocao de

distancias entre pontos de um conjunto nao vazio.

O conceito de distancia € de certa maneira uma ideia bastante elementar, no sentido de
que, apesar de qualquer ideia matematicamente formal, concebemos tal conceito sem nenhum

esfor¢o maior e o utilizamos constantemente.

Em matemdtica uma das primeiras ideias de distancia que nos € apresentada € a distancia
entre dois pontos no plano cartesiano que, salvo engano, € estudada no terceiro ano do Ensino
Médio. No entanto este conceito pode torna-se insuficiente para medir distancias reais, por
exemplo quando falamos em distancia entre dois pontos, assim como € estudada no terceiro ano
do Ensino Médio, estamos interessados essencialmente no valor do comprimento do segmento
de reta que liga estes dois pontos, porém em outros contextos, esta ndo poderd ser a distancia
considerada, podemos observar que a distancia entre duas cidades serd dada pelo comprimento
da estrada que liga estas, e desconhecendo estradas perfeitamente retas, esta nao serd a distancia

estudada na escola.

Partindo ao rigor matemético ao invés de tomarmos o plano cartesiano como 0 nosso
conjunto de pontos, escolhemos um conjunto qualquer M # () e uma fungdo d : M x M — R
que satisfaz um conjunto de axiomas que serdao definidos precisamente posteriormente. Ao par
(M, d) nomeamos espago métrico, a fun¢io d é chamada métrica, tal funcdo mede distincia entre

pontos de M.

Quando construimos um espago métrico da forma anteriormente mencionada, temos a
liberdade de escolher qualquer funcao d, que satisfaz os axiomas de métrica, para “medir” a
distancia entre elementos do conjunto M. Se escolhermos, por exemplo, M = RR?, uma métrica
possivel para M é a fungdo d : R? x R? — R, que a cada par (uy, us), com u; = (21,%1), Uy =
(m2,72) € R?, associa o nimero d(uy,us) = |z — 2| + |y1 — ya|. Claramente M terd a mesma
representacdo como plano cartesiano que conhecemos, no entanto essa forma de medir distancia
gera pontos no interior de um quadrado de centro em u; e diagonais paralelas aos eixos, ou seja,

gera os circulos quadrados e ™ = 4, interessante, nao?
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Bem, estamos interessados, necessariamente, em fazer uma introdugdo a teoria de Espa-
cos Métricos, teoria que de certa maneira generaliza diversos conceitos de anélise, e tém diversas

aplicagdes. Para tal, necessitamos de alguma base de conjuntos, dlgebra linear e andlise.

A introducdo tecida neste texto deve mencionar os primeiros conceitos de espagos métri-
cos e de continuidade de fun¢des em espagos métricos. A diante, no capitulo 2, apresentamos
o conceito de Espaco Métrico e suas consequéncias imediatas. No capitulo 3, desenvolvemos
algumas nocdes de bolas e esferas, destacando a sua importancia a teoria. No capitulo 4, aborda-
remos conceitos mais gerais e abstratos, uma vez que trataremos de algumas nocdes topoldgicas
dos espagos métricos. No capitulo 5, trataremos acerca da continuidade de fun¢des em espagos
métricos. E ao final do texto trazemos um apéndice que trata de conceitos iniciais que foram

utilizados sem maiores preocupagdes ao longo do trabalho.
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2 ESPACOS METRICOS

2.1 DEFINICAO DE METRICA, DISTANCIAS E ESPACOS METRI-
COS

De forma bem objetiva temos que

Uma métrica é uma funcio de distancia; um espago € um conjunto com alguma
estrutura; e um espaco métrico € um conjunto com estrutura determinada por
uma nog¢do bem definida de distancia. (SEARCOID, 2007, p.12, tradugo nossa)

Para n6s uma nocao bem definida de distancia serd uma funcao a qual chamaremos de

métrica e definimos como se segue,

Definicao 2.1 (Métrica). Sejam M um conjunto ndo vazio. Uma fun¢do d : M x M — R que

goza das propriedades

i) d(z,y) > 0,Ve,ye Med(x,y) =0 x=uy;
i) d(z,y) =d(y,z),Vz,y € M;

i) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z),Vz,y,z € M,
¢ dita uma métrica em M.

A grosso modo, uma métrica d sobre um conjunto M serve para medir a distdncia entre
elementos de M, entdo as propriedades exigidas para a fun¢do d mostram-se bastante razodveis.
Vemos que a propriedade (7) nos diz que a distincia entre dois elementos do conjunto M ndo
pode ser negativa, e que, além disso, a distancia de um elemento a ele mesmo deve ser zero, a
esta propriedade damos o nome de positividade. A propriedade (ii) nos diz que o cdlculo da
distancia entre elementos do conjunto ) independe da ordem em que sdo tomados os elementos,
esta chamamos de simetria. Por fim, a propriedade (i7i) é chamada desigualdade triangular, que
em termos geométricos nos diz que a medida do comprimento do lado de um tridngulo € sempre

menor do que ou igual a soma das medidas dos outros dois lados, isto € ilustrado na Figura 1.

Um conjunto M # () munido de uma métrica d serd chamado de espago métrico e
denotado pelo par (M, d), porém quando nio houver confusdo omitiremos a métrica utilizada e
escreveremos simplesmente M. Aos elementos do conjunto M daremos o0 nome de pontos, nesse
passo a imagem dos pontos x,y € M pela funcio d serd chamada distancia entre os pontos x € y

e denotada por d(z,y).
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Figura 1 — Desigualdade triangular

Fonte: Préprio autor

Proposicao 2.1. Seja (M, d) um espaco métrico e x,y, z € M. Entdo

|d(z,y) — d(y, )| < d(z, 2).
Demonstragdo. Fazendo uso da desigualdade triangular obtemos

d(z,y) < d(x,z) +d(z,y)
Reorganizando a inequacio e utilizando a simetria obtemos

d(z,y) —d(y, 2) < d(z,2).
Analogamente, para d(y, z) temos, d(y, z) < d(y,x) + d(x, z), o que acarreta, —d(x, z) <
d(y,z) — d(y, z) = d(z,y) — d(y, z). Desse modo segue que

—d(z,2) < d(z,y) — d(y,z) < d(z,2),

ou seja,

|d(z,y) — d(y, )| < d(z, 2).
Isto conclui a prova. [
Modelo 2.1 (R). O conjunto dos ndimeros reais, ou simplesmente a reta, ¢ um espaco métrico. A

fungdo d : R x R — R que a cada par (z,y) € R x R associa o nimero d(z,y) = |z — y| é

uma métrica em R.

Com efeito, d(z,y) > 0 em virtude da defini¢do de mddulo, além disso se for d(z,y) =
0 = |z — y| deve ser x — y = 0, ou seja, x = y, reciprocamente, se for z = y devemos ter
|z — y| = 0. Também temos a simetria pois
d(z,y) =z —yl=|—(y—2)| = ly — | = d(y, z)
. E uma vez que vale a desigualdade triangular no médulo, temos
d(z,z) = |z — 2|

=z —y)+(y—2)|

<z —y[+ [y — 2]

=d(z,y) +d(y, 2).
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Assim R € espagco métrico.
Observacao 2.1. A métrica exibida anteriormente para R € chamada métrica usual de R.

z

Modelo 2.2 (R"). Temos que R" é o conjunto da forma
R" ={z = (21,29, - ,xp);2; € R,i € I, }.

Podemos definir, normalmente, trés métricas em R". Sdo elas, d,d’,d” : R" x R™ — R onde

para cada par (z,y) € R™ x R" temos

1
3
d(z,y) = (Z(% - yi)2> (Métrica Euclidiana)
ie[”l
d'(z,y) =Y |wi — il (Métrica da Soma)
icln
d'(z,y) = max |z — il (Métrica do Maximo).
1€1n

As funcgdes d, d’ e d” sdo, métricas em R". Com efeito, sejam x,y € R™. Para d temos que,
como (z; — ;)* > 0, segue que (>, (z; — yi)Q)% > 0, ou seja, d(z,y) > 0. Ainda, se for
d(z,y) = (X, (@i — yz-)Q)% = 0 devemos ter (x; — y;)*> = 0, 0 que acarreta x; = y;, donde
segue que x = y, reciprocamente, se for xr =y € R" devemos ter x; = y;, paratodo i € [, e
assim teremos 0 = (3, (z; — 4:)° ) = d(z,y), dessa forma mostramos a positividade. Por

outro lado,

N
N

d(z,y) = (Z(Iz - yi)2> = (Z(yz - $1)2> =d(y, »),

i€l i€l,

e assim mostramos a simetria. Para a desigualdade triangular partiremos da desigualdade de

(5] = (54) ()

mais precisamente partiremos da desigualdade equivalente

Zaibi < Za? be
i€l, Vier, \ iel,

Fazendo agora a; = x; — y; € b; = y; — z; obtemos

Calchy-Schwarz

Z(xi_yz) z_zz = Z Z —Zl

i€ly i€lp iel,
Multiplicando ambos os lados da desigualdade por 2 e somando os termos ZZE L (2, — )2 +
> ier, (Wi — 2;)? obtemos



Capitulo 2. Espacos métricos 15

Z(xz — )+ Z(yz —2)? +2 Z(ﬂﬁz —yi)(yi — ) < Z( — i)’ + Z - 2)°

iel, i€, i€, i€l, i€,
iEIn leln
ou seja,

Z(%‘ —z)’ = Z((% — i)+ (i — 2))? < < Z(% —yi)* + Z(yz‘ - Zi)Q)

i€l 1€y iel, i€ln

tomando a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade segue

Z( —2)? < Z 2+ Z(y

i€ln i€ln 1€ln

e com isto temos a desigualdade desejada

d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Agora para d’, uma vez que |z; — y;| > 0 temos d'(v,y) = > ., |v; — yi| > 0, e caso
seja, d'(z,y) = D _;c; |vi — yi| = 0 deve ser, |; — y;| = 0 e daf teremos, x; = y;, ou seja, serd
x = y, reciprocamente, se for x = y € R" devemos ter x; = y;, para todo ¢ € [,, e assim

teremos 0 = » ., |z; — y;| = d(w,y), isto mostra a positividade. Para a simetria vemos que

- Z i — il = Z lyi — x| = d'(y, x).

i€ln i€ln

Uma vez que R é espaco métrico temos que |z; — z;| < |x; — yi| + |yi — zil,

Z |7 — yi| < Z (lzi = il + i — zil)

i€l, i€l,
IZ!$i—yi|+Z\yi—Z¢!
i€ty icly

ouseja, d'(v,z) < d'(v,y) +d'(y, 2).

Por fim, para d” temos que, analogamente ao feito anteriormente |z; — yll > 0, e assim

serd, d’(z,y) =

x; — yi| > 0, e caso seja d(x,y) =

— ¥4, deve ser

= y,; donde conclulmos que x = y, reciprocamente, se for z = y € R” devemos ter z; = v,
para todo ¢ € I,,, e assim teremos |z; — y;| = 0 para todo i € I,,, dai, 0 = max;cy, |x; — yi| =
d(x,y), isto mostra a positividade . Para a simetria

1" o | = | —
d(as,y)—ggflxz vil rggg\yz z| = d"(y, ).
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Para concluir provemos a desigualdade triangular, sendo R espago métrico temos |z; — z;| <

|z; — yi| + |y — 2, e assim serd

max |z; — z;| < max [z; — y;| + max [y; — z|
i€l i€l,

1Cin

ou seja, d"(z, z) < d"(z,y) + d"(y, 2).

Observacao 2.2. A métrica d exibida anteriormente para R" é chamada métrica usual de R" ou

métrica euclidiana.

2.1.1 Subespacos e métrica induzida

Consideremos agora (M, d) um espago métrico qualquer. Sendo X C M um conjunto
ndo vazio podemos induzir uma métrica em X a partir da métrica de M. Para tal, basta considerar
a restri¢do d|y da métrica d aos elementos de X. Segue portanto que (X, d|x) é um espago
métrico. Com efeito, uma vez que (M, d) é espago métrico, temos

i) d(z,y) > 0,Ve,y € Med(z,y) =0z =1y;
i) d(z,y) =d(y,z),Vr,y € M;

iil) d(z,z) < d(z,y) +d(y, z),Vr,y,z € M.
para quaisquer x, ¥y, 2 € M. Em particular se tomarmos z’, v, 2’ € X C M devemos ter

i) dx(,y)=d,y)>0Ve,y € X C Medx(x,y)=dz',y) =02 =
i) dx(2,y)=d,y)=dy,2") =d|x(y,2"),Va',y € X C M;

i) d|x(2',2") =d(a,2) < d(a,y)+dy, ") = d|x (@, y)+d|x (¢, 2),¥Ya' ¢/, 2/ € X C M.

Para fixar ideias consideremos o seguinte modelo

Modelo 2.3 (Pontos de um circulo). Consideremos em IR? um circulo C,

a principio ndo estamos interessados na equacdo que descreve tal lugar geométrico. A fim de
que o circulo tenha a aparéncia geométrica a que estamos acostumados, consideremos a métrica
usual para R"”, também conhecida como métrica euclidiana, apresentada no Modelo 2.2 no caso
n = 2. Entdo, dados x,y € C definimos a distncia de = a y como sendo e(z,y) = d|c(z,y).

Pelo que foi anteriormente mostrado temos que (C, ¢) é um espago métrico.
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Figura 2 — Pontos de um circulo
Y

x ¢ R?

C Cc R?

<

Fonte: Préprio autor

2.1.2 Produto cartesiano de espacos métricos

Uma das maneiras de entender o espaco euclidiano n—dimensional sobre R, (R") é

como produto cartesiano de n cdpias de R, a saber escrevemos R™ = [[._; RR. J4 mostramos

ieln
anteriormente que tanto R como R"™ sdo espacos métricos. A seguir mostraremos que o produto

cartesiano de espagos métricos € ainda um espaco métrico.

Seja (M;)"_, uma colec@o de n espagos métricos, onde a métrica do i—ésimo espaco é a

funcdo d; : M; x M; — R. Consideremos o produto cartesiano
M =[] M.
i€l

Um elemento de x € M é uma lista da forma x = (x;)"_; onde x; € M;. As métricas naturais a

serem definidas em M sdo as seguintes

D=

d(z,y) = (D> _(dizs,v:)* |

i€ln

d(z,y) = di(zi,y)

i€l
d”(957 ?J) = I;IéE}X di(xia yi)'

A demonstracéo de que d,d’ e d” sdo de fato métricas em M € andloga a prova das
métricas de R". Além disso, como € de se esperar, as métricas acima descritas sdo chamadas de

Métrica Euclidiana, Métrica da Soma e Métrica do Maximo, respectivamente.



Capitulo 2. Espacos métricos 18

2.2 MAIS MODELOS DE ESPACOS METRICOS

Modelo 2.4 (Zero-um). Consideremos um conjunto M nao vazio qualquer e a fungdo d :

M x M — R que a cada par (z,y) € M x M faz corresponder

1,sex #y
d(xz,y) =
0,sex=y

(M, d) é um espago métrico. De fato, se © = y, entdo, por defini¢do d(z,y) = d(z,z) = 0. Se
x#y,d(z,y) =1>0,isto é, d(z,y) > 0 sempre que = # y, isto mostra a positividade. Para
a simetria, se z = y, ndo hd o que fazer. Se x # vy, d(z,y) = 1 = d(y, ), para todo =,y € M,
com x # y. Por fim, para a desigualdade triangular, se z = y, d(x, z) = 0 < d(x,y) + d(y, 2),
qualquer que sejay € M. Se = # z, entdo temos que = # youy # z. Assim d(x,y) +d(y, z) >

1 =d(x, z). E desse modo concluimos que (M, d) é espago métrico.

Modelo 2.5 (Espacos de Fun¢do). Seja X um conjunto qualquer nao vazio. Consideremos o
conjunto 5(X, R) de todas as fun¢des limitadas de X em R. Consideremos agora a fungdo
d:B(X,R) x B(X,R) - R que acadapar (f,g9) € B(X,R) x B(X,R) faz corresponder o
numero

d(f,g) = sup |f(z) — g(z)|.

zeX

(B(X,R), d) é um espago métrico. Com efeito, consideremos f, g, h € B(X, R), temos que para

cadax € X, |f(z) — g(x)] > 0, e sendo f(x) — g(x) limitado, deve ser 0 < sup |f(z) — g(x)
zeX

B

além disso d(f, g) = 0 acarreta f = g. Com efeito, caso ndo o fosse, existiria zo € X tal que
f(zo) # g(xp), daf terfamos 0 < | f(zo) — g(x0)|, e desse modo

0 < If(a0) = glan)| < sup /(@) - g(z)| = 0

absurdo, logo teremos f(z) = g(z) paratodo = € X, ou seja, f = g. Quanto a simetria basta

notar que

d(f,g) = sup |f(x) — g(x)] = sup | — 1| - |g(x) — f(z)| = sup |g(x) — f(z)| = d(g, f).

zeX reX reX

Por fim, para mostrar a desigualdade triangular consideramos f, g, h € B(X, R) e usamos o fato

de que para cada x € X temos

|[f(2) = W) < [f(2) = g(z)] + 1g(x) — h(z)]

e dai,

sup | f(x) —h(z)| < igg(lf(x)—9($)|+|g($)—h(ﬂﬁ)|) < sup !f(x)—g(I)IJrig? |9 () —h(z)].

rzeX rzeX

E assim concluimos que B(X, R) é de fato um espago métrico.



Capitulo 2. Espacos métricos 19

Definicao 2.2 (Espacos normados). Seja £/ um espaco vetorial real. Uma norma em £ é uma

funcdo v € FE +— ||v]| € R que goza das seguintes propriedades

Positividade ||v|| > 0,Vv € E e ||v|| = 0 se, e somente se, v = 0;
Homogeneidade ||[\v|| = |)| - ||v]|, Vv € EeVA € R;

Desigualdade triangular |u + v|| < ||u|| + ||v|, Vu,v € E.

Um espago vetorial £ munido de uma norma chama-se espaco vetorial normado e o
denotamos por (E, || - ||) ou simplesmente por E quando ndo houver confusdo quanto a norma

de que se fala.

Dessa forma definimos a seguinte fungio (u,v) € F X E — d(u,v) = |ju — v| € R.
d é uma métrica sobre F e desse modo (F, d) torna-se um espago métrico. Com efeito, para
quaisquer u, v, w € E temos positividade pois d(u,v) = ||lu — v|| > 0e d(u,v) = |Jlu —v| =0
se, e somente se, u — v = 0, ou seja, u = v. Temos a simetria uma vez que d(u,v) = |ju — v|| =

| — 1|||lv — u|| = d(v, u). E por fim a desigualdade triangular

d(u, w) = [Ju —w|| = flu = v+ v —w]|
< lu =l + flv = w]]
=d(u,v) + d(v,w).

A métrica atribuida a £/ chamamos de métrica proveniente da norma. Em suma, sempre
que for dado um espaco normado € possivel construir um espago métrico. Assim, € importante

ressaltar que toda norma pode induzir uma métrica, se considerarmos ||z — y|| = d(zx, y).

Modelo 2.6 (Espacos de produto interno). Seja £ um espaco vetorial real. Um produto interno

em F é uma funcdo (u,v) € £ x E — (u,v) € R, que goza das seguintes propriedades

P (u,u) > 0e (u,u) = 0 se, e somente se, u = 0;
Py) (u,v) = (v, u);

Py) (Au,v) = (u, \v) = Au, v);

P (u+v,w) = (u,w) + (0, w).

Isto para quaisquer u, v, w € E e para qualquer A € R.

Um espacgo vetorial £~ munido de um produto interno chama-se espaco vetorial de produto
interno e o denotamos por (£, (-, -)) ou simplesmente por E quando ndo houver confusdo quanto

ao produto interno de que se fala.
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Em um espacgo de produto interno podemos sempre definir uma norma, pondo para cada
vetoru € F,

ul| = /{(u, u) e dessa forma serd ||u||* = (u, u). Com efeito, a positividade segue
da propriedade (P;) do produto interno enquanto que a homogeneidade segue da propriedade
(P;). A fim de mostrar a desigualdade triangular devemos primeiro mostrar a desigualdade de

Cauchy-Schwarz, isto €, dados u,v € E devemos ter

[{w, )| < Jfull - Jo]l-

De fato, sendo £ um espago vetorial real, dados u,v € E, u # 0 e A € R o vetor

w=0v-— ﬁiﬁ’g - u é ainda um vetor de E. Assim calculemos (w, w), temos

(ot o= e ) = o= ot ) = (gt o) +
N <<u,v> u (u,v) u>

lull® " flull?
2
— J[o]? =2 <v, <”’U2> u> + <“’U2> uH
i [l

2

— 2 2<U,U> <U,U>

N T e A T

S
J[u]?
Em virtude da propriedade (P;) segue que ||v||* — <|1|‘:|’|>22 > 0 e assim temos [|v]|? > <|1|‘:|’|>22, o que

acarreta a desigualdade desejada |(u, v)| < ||ul| - ||v]|-

Por fim, demonstremos a desigualdade triangular. Para isso basta calcular ||u + v||?,

temos

lu+v|* = (u+v,u+v)
= [lull* + 2(u, v) + [|v[|?
< ull® + 2w, )] + [|v]|?
< ull® + 2[full[[o]] + [v[|?
= ([full + [lv]))?.

Tomando a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade anterior segue a desigualdade

triangular. Com isto mostramos que || -

¢ de fato norma. Tal norma é chamada norma proveniente
do produto interno. Agora em E basta definir d(u,v) = |ju — v|| e entdo (F, d) torna-se um

espaco métrico.
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3 BOLAS E ESFERAS EM ESPACOS METRICOS

3.1 BOLAS E ESFERAS

A nocdo de bola em um espago métrico mostra-se de fundamental importancia para o
desenvolvimento da teoria, estes conceitos serdo utilizados neste texto para tratar da continuidade

de fun¢des e da topologia dos espacos métricos. Para tal, consideremos a seguintes defini¢des:

Definicao 3.1. Seja (M, d) um espago métrico. Dados @ um ponto de M e r > 0 um nimero
real, definimos a bola aberta de centro a e raio r, denotada por B,.(a) como sendo o conjunto

dos pontos de M que distam menos que r de a, simbolicamente

B.(a) ={x € M;d(x,a) <r}.

A bola fechada de centro a e raio 7, denotada por B,(a) como sendo o conjunto dos

pontos de M que distam r ou menos do ponto a, simbolicamente

B.(a) = {z € Myd(z,a) <7}
E a esfera de centro «a e raio r, denotada por S,.(a) como sendo o conjunto dos pontos de

M que distam exatamente  do ponto a, simbolicamente

Sp(a) ={z € M;d(z,a) =r}.

Observando as defini¢cOes apresentadas vemos imediatamente que a bola fechada de
centro a € raio r > 0 é a unido da bola aberta com a esfera, isto &, B,(a) = B,(a) U S,(a).
O termo “bola” nos leva a imaginar a esfera em R?, no entanto, quando as bolas em espacos
métricos possuirem alguma interpretacdo geométrica estas podem ser extremamente distintas,
a depender do espacgo e de sua métrica. Comecemos por um modelo que ilustra bem o que foi

mencionado

Modelo 3.1 (Circulos quadrados e ™ = 4). Primeiro consideremos IR? com a métrica da soma

(d’) que denotaremos por d por simplicidade de notac@o.

Na geometria sabemos que uma circunferéncia de centro a e raio r € o conjunto dos

pontos que distam exatamente r de a, no nosso texto, esta coincide com a esfera de centro a

e raio 7. Com a métrica escolhida, seja a = (a1, as) € R? a nossa circunferéncia é dada pela
equagao:

C:la—crl+|y—cal = 3.1)
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onde x = (z,y) € R? é um ponto qualquer de R?.

Nao ¢ dificil observar que a circunferéncia descrita na equagdo (3.1) geometricamente é

da forma apresentada na Figura 3.

Figura 3 — A circunferéncia quadrada

Uma circunferéncia

Fonte: Préprio autor

Em qualquer circunferéncia, com a métrica escolhida, teremos (7 = 4).1 De fato, Dada

uma circunferéncia de raio r,

observe que o seu didmetro § = 2r e seu comprimento € C' = 8r. Assim temos

C 8r
T=—=

5 o

Este resultado apesar de contra intuitivo € verdadeiro e ocorre pelo fato de termos alterado

a forma de medir distancias em R?2.

Modelo 3.2. Em R consideremos a métrica usual. Consideremos a € IR um ponto qualquer e
r > 0. As bolas B,.(a) e B,(a) sdo respectivamente os intervalos [a — r,a +r] e (a —r,a + 7).

E a esfera S, (a) é o conjunto {a — r,a + r}.

Modelo 3.3. Consideremos M um espago métrico munido da métrica zero-um. E sejam a € M

e r > (0 um numero real. Se for r > 1 temos

B(a) ={x € M;d(z,a) <r} =M ={x € M;d(z,a) <7} = B,(a),

' Devemos lembrar que na geometria define-se o niimero 7 como sendo o valor obtido ao dividir o comprimento

de uma circunferéncia por seu diametro
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ainda como o maior valor que d(z, a) pode assumir é 1, temos também S, (a) = (). Caso seja

r < 1 devemos ter
B,(a) ={z € M;d(x,a) <r} = {a},
B,

(a) ={z € M;d(z,a) <r}={a}

Sr(a) ={x € M;d(z,a) =1} = 0.
No caso em que r = 1 devemos ter
B,(a) = {z € M;d(x,a) < r} = M,

B,(a) = {z € M;d(z,a) <1} ={a}

Sr(a) ={x € M;d(z,a) =1} = M.
Vemos, portanto, que com esta métrica ndo temos figuras geométricas bem definidas.

Ja foi visto que se M € um espago métrico entdo o conjunto X C M ainda o é, onde a
métrica de X é a métrica de M restrita aos pontos de X. Assim dados a € X e r um nimero
real positivo, denotaremos as bolas fechada, aberta e a esfera relativamente aos elementos de X

respectivamente por B,|x(a), B,|x(a) e S,|x(a) e teremos
Blx(a) = Bo(a) N X,

B,|x(a) = B.(a) N X

Srlx(a) = S.(a) N X.

Assim, tomemos, por exemplo, o R? munido da métrica usual e o subconjunto de R?
sendo uma circunferéncia C' assim como no Modelo 2.3. Sendo a € C' e r > 0 e menor que o
didmetro do circulo, entdo as bolas de centro em a e raio r serdo arcos de circunferéncia, ver
Figura 4. Quando for r maior que o didmetro do circulo, as bolas centradas em a e de raio r

serdo a Proépria circunferéncia.

Proposicao 3.1. Seja M um espaco métrico. Dados a # b € M e r, s niimeros reais positivos
satisfazendo r + s < d(a,b), segue-se que B,(a) N Bs(b) = 0.

Demonstragdo. Suponha que existe xo € B,.(a) N By(b). Desta forma devemos ter d(a, xg) < r

e d(xg,b) < s. No entanto temos
r+s <d(a,b) <d(a,xo) + d(zo,b) <7+

ou seja, temos 7 + s < 1 + s, absurdo! Pois estamos supondo que B,.(a) N By(b) # ), logo deve

ser B,.(a) N By(b) = (. Com isto concluimos a prova. |



Capitulo 3. Bolas e esferas em espagos métricos 24

Figura 4 — Bolas em subespacos

R2
b
-
/
/
oa
\
\\\\\-’/lC C
B,|c(a) = be

Fonte: Préprio autor

3.2 ESPACO METRICO DISCRETO

A fim de introduzir a nocao de espaco métrico discreto precisamos definir o que é um

ponto isolado em um espago métrico.

Definicao 3.2. Seja M um espago métrico. Um ponto a de M € dito isolado se for possivel
encontra > 0 de tal modo que B,(a) N M = {a}.

Em outras palavras, se a € um ponto isolado de um espago métrico sempre existird um

raio r de modo que a bola centrada em a e de raio  possui apenas o centro a.

Definicao 3.3. Seja M um espago métrico. Se todos os pontos de M forem pontos isolados

entdo, dizemos que M é um espago métrico discreto.

Modelo 3.4. Consideremos o conjunto dos nimeros inteiros Z com a métrica usual induzida de
R. Temos que Z € um espaco métrico discreto. Com efeito, sendo a € Z basta tomar 0 < r < 1,
abola B,(a) = (a — r,a + r) possui apenas o ponto a de Z, logo é a é ponto isolado. Como a

foi tomado arbitrariamente concluimos que Z € discreto.

Modelo 3.5. O conjunto M = { 1, %, %, i, e } munido da métrica induzida de R, é um espaco
1

métrico discreto. De fato, consideremos o ponto a = % € M,n € N e tomemos r = FTEERIE

A bola B,(a) ndo possui elementos de M diferentes de a, se existisse b € M N B,(a) existiria

m € N tal que b = % e daf a desigualdade |% — %| < ﬁ deveria ser satisfeita, com efeito
1 - 1 1 - 1 o 1 n 1 - 1 - 1 N 1
nn+1) m n nn+1) nn+1) n m nn+1l) n

- 1 - n®+2n <n+1
n+1 m n?(n+1) n?

donde segue,
n2

<m<n-+1.
n+1
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Ha apenas trés possibilidades para m, a saber: m > n; m < n oum = n. Se for m > n teremos
n < m < n + 1, absurdo, pois temos um natural entre dois naturais consecutivos. Caso seja

m < n, observamos que

(n+1)(n—1) n?>-1 n?
n+1 n+1 n+1

e dai teremos n — 1 < m < n, absurdo, novamente um natural entre dois naturais consecutivos.
Logo, s6 resta m = n, mas assim deve ser a = b. Desta forma concluimos que todo ponto a de

M ¢€ isolado e portanto M € um espaco métrico discreto.

3.3 CONJUNTOS LIMITADOS

Definicao 3.4. Seja M um espaco métrico. Um conjunto X C M serd dito limitado se existir

uma constante £ > 0 tal que d(x,y) < k para quaisquer z,y € X.

Devemos observar que o conjunto D = {d(z,y) < k;x,y € X} é um subconjunto de
ndmeros reais ndo negativos. Convém observar que o nimero & apresentado na defini¢do anterior
€ uma cota superior do conjunto D e, assim, DD € um subconjunto de nimeros reais limitado
superiormente® desta forma, é adequado falar do supremo do conjunto D, e deste modo temos a

seguinte definicao

Definicao 3.5. Seja X um subconjunto limitado de um espago métrico M. Definimos o diametro
de X como sendo o nimero
6(X) = sup d(z,y).

z,yeX

Proposicao 3.2. Um conjunto X de um espaco métrico M é limitado se, e somente se, estd

contido em alguma bola fechada.

Demonstragdo. De fato, suponhamos que X C M estd contida na bola B,.(a) para algum a € M
e para algum r > 0. Afirmagdo: X € um conjunto limitado. Com efeito, tomemos z,y € X dai
d(z,y) <d(z,a) +d(a,y) <r+r=2r.

Reciprocamente suponhamos que X seja um conjunto limitado. Assim, existe £ > 0 de
tal modo que d(x,y) < k para quaisquer z,y € X. Provaremos que X C Bj(a) para algum
a € X fixado. De fato, tomemos x € X dai como X ¢ limitado d(z,a) < k o que acarreta que

x € By(a). Com isto concluimos a prova. |

Proposicio 3.3. Toda bola B,.(a) em um espaco métrico é um conjunto limitado. E além disso

seu diametro ndo excede o dobro do raio.
Demonstra¢do. Tomemos a bola B,.(a) e sejam x,y € B,(a), temos que,

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) <r+r="2r

D também é limitado inferiormente em virtude da propriedade () da métrica

2
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como x e y sdo arbitrdrios o resultado segue.

Ora, 2r ¢ cota superior do conjunto {d(x,y);z,y € X} e como 6(X) = sup d(z,y)
z,yeX

concluimos que §(X) < 2r. |
Proposicao 3.4. Se E é um espaco vetorial normado entdo o diametro de qualquer bola aberta

é exatamente o dobro de seu raio.

Demonstracdo. Seja B,(a) uma bola de centro a e raio r. Em virtude do resultado anterior
sabemos que d(B,(a)) < 2r. Mostraremos que s < 2r ndo pode ser didmetro da bola. Para tal
escolhemos um ndmero ¢ satisfazendo s < 2t < 2r e o vetor x = HtTyH’ y # 0 € E. Os vetores

a + x e a — x pertencem a bola, pois

@+ ) —all =zl =t <2r
e
(@ =) —al = || -zl =t <2
Dai temos d(a + z,a — x) = ||2z|| = 2t > s,logo s < 2r ndo pode ser didmetro da bola. Com
isto concluimos que 0(B,(a)) = 2r. |

Proposicao 3.5. Seja M um espaco métrico. A e B sdo subconjuntos de M com AN B # (). Se
§(A) < ked(B) < kentdo, AU B C Bo(a) para algum a € A.

Demonstragcdo. Sejax € AUB.Daiz € Aoux € B.Se v € A ndo ha o que fazer pois
d(z,a) < 6(A) < k < 2k, ou seja, z € By(a). Se v € B, como AN B # (), fixando
xg € AN B, daf

d(z,a) < d(z,z0) + d(zo,a) < I(B) + 6(A) < k+ k = 2k,

ou seja, z € Byi(a). Como tomamos um z arbitrdrio pertencente A U B e mostramos que
x € Byg(a), concluimos que AU B C Boy(a). |

Proposicao 3.6. Se A e B sdo subconjuntos limitados de um espagco métrico M entdo, AU B é

um conjunto limitado de M.

Demonstracdo. Se A e B sdo conjuntos limitados existem ndmeros positivos k; e ks tais que,
§(A) < ki1 ed(B) < ky. Se ANB # (), pelo resultado anterior, e facil ver que AUB C By, 41,(a),
coma € AU B, logo é limitado.

Consideremos agora o caso em que A N B = (). Mostraremos que existe k£ > 0 tal que
d(AU B) < k. Paraisto fixemos a € Aeb € B, tomando k = k; + d(a,b) + ko; como a e b
estdo fixos d(a, b) < oo, consequentemente k& < co. A partir dai consideremos z,y € AU B,
sem perca de generalidade suponha z € A ey € B, donde segue d(z,y) < d(x,a) + d(a,y)
mas, d(a,y) < d(a,b) + d(b,y), combinando estas tltimas desigualdades obtemos,

d(z,y) < d(z,a) +d(a,b) +d(b,y) <0(A)+d(a,b) +6(B) < ki +d(a,b) + ks = k.

Como 6(AU B) < k < oo, segue que A U B ¢é limitado. |
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3.4 DISTANCIA DE UM PONTO A UM CONJUNTO E DISTANCIAS
DE CONJUNTOS

Dados M um espago métrico, a um ponto de M e A # () um subconjunto de M estamos
interessados em determinar a distancia do ponto a ao conjunto A. Como A, em geral, contém mais
de um ponto de M poderiamos considerar como a distancia do ponto a ao conjunto A a menor
das distancias d(z, a) onde x € A, no entanto conhecemos conjuntos limitados inferiormente
de ndmeros reais que ndo possuem minimo e desse modo a distdncia ndo estaria sempre bem
definida. Desse modo, convém considerar o infimo das distancias d(z,a) onde z € A como
sendo a distancia de a ao conjunto A, desse modo a distancia sempre estard bem definida. Assim,

temos a defini¢do.

Definicdo 3.6. Sejam M um espago métrico A # () um subconjunto de M e a um elemento de

A. Definimos a distincia de a a A, denotada por dist(a, A) como sendo o nimero

dist(a, A) = inf d(a, z).

z€A

Quando necessario explicitar a métrica utilizada pode-se escrever dist,(a, A).

Proposicao 3.7. Seja M um espaco métrico. Dados a,b € M e um subconjunto ndo vazio A de
M vale:
‘CZ(CL, A) - d<ba A)| < d(CL, b)

Demonstragdo. Sabemos que dist(a, A) < d(a,x) para todo x € A, assim conseguimos as
desigualdades
dist(a, A) < d(a,z) < d(a,b) + d(b, x)

0 que acarreta
dist(a, A) — d(a,b) < d(b, z),

isto ocorre para todo x € X. Deste modo dist(a, A) — d(a,b) < dist(b, A). E com isso deve ser
dist(a, A) — d(b, A) < d(a,b).

Por outro lado temos as desigualdades
dist(b, A) < d(b,x) < d(b,a) + d(a,z)

0 que acarreta

dist(b, A) — d(a,b) < d(a,z),
para todo z € X. Assim, dist(b, A) — d(a,b) < dist(a, A). E com isso deve ser —d(a,b) <
dist(a, A) — dist(b, A). Assim temos

—d(a,b) < dist(a, A) — dist(b, A) < d(a, b)
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e, portanto, concluimos o resultado

\d(a, A) — d(b, A)| < d(a,b).

Agora falaremos da distancia entre subconjuntos de um espago métrico.

Definicao 3.7. Sejam M um espaco métrico e A e B subconjuntos nio vazios de M. Definimos

a distancia de A a B, denotada por dist(A, B) como sendo o nimero

dist(A, B) = 1r€1£ d(x,y).
yeB

Quando necessario podemos especificar a métrica do espago escrevendo dist;(A, B).

Proposicao 3.8. Seja M um espaco métrico. Tomemos v € M e A e B subconjuntos ndo vazios
de M. Entao, dist(A, B) < dist(x, A) + dist(z, B).

Demonstragdo. Fixemos © € M e tomemos ¢ > 0 qualquer. Dessa forma existe a € A
com d(x,a) < dist(z, A) 4 5, da mesma forma dever existir b € B satisfazendo d(xz,b) <
dist(x, B) + 5. Usando estas duas desigualdades e a defini¢do de distancia entre conjuntos
obtemos, dist(A, B) < d(a,b) < d(a,z) + d(x,b) < dist(z, A) + dist(x, B) + . Sendo

e arbitrdrio fazemos ¢ — 0 e obtemos a desigualdade desejada, dist(A, B) < dist(x, A) +
dist(z, B). |

Devemos observar que a distancia entre conjuntos definida anteriormente ¢ uma fungao
de P(M)\{0} assumindo valores em R que satisfaz dist(A, B) > 0, o que é imediato, visto
que as distancias de quaisquer dois elementos em um espaco métrico é sempre positiva ou zero.
No entanto temos que dist(A, A) = 0 mas a reciproca ndo é verdadeira, isto é, dist(A, B) = 0
ndo acarreta A = B, para ver isto € suficiente tomar A, B C M com A # Be AN B # (),
como existe Z que é elemento de A e B ao mesmo tempo temos que dist(A, B) = d(z,7) = 0.
Também nio € valida a desigualdade triangular, para ver isto tomemos conjuntos A, B,C' C M

como na Figura 5

Figura 5 — A distancia de conjuntos nao satisfaz a desigualdade triangular

M

dist(B, C)

Fonte: Préprio autor
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vemos, portanto, que 0 < r = dist(B, () £ dist(B, A) + dist(4,C) = 0. Podemos ainda
introduzir uma métrica sobre P (M )\{0} usando a aplicagéo

(A, B) — max {sup dist(x, A), sup dist(x, B)} :

zeB TEA
para tal, ver Searcé6id (2007).

3.5 IMERSOES ISOMETRICAS

Definicao 3.8. Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma funcdo. Dizemos que f é uma
imersdo isométrica se d(f(x), f(y)) = d(x,y) para quaisquer x,y € M.

Proposicao 3.9. Toda imersdo isométrica é injetiva.

Demonstracdo. Consideremos M, N espacos métricos e f : M — N uma imersdo isométrica.
Tomemos f(a) = f(b) € f(M), devemos concluir que a = b. Com efeito, sendo f imersdo
isométrica temos d(f(z), f(y)) = d(z,y) paratodo = € M, em particular, 0 = d(f(a), f(b)) =
d(a,b), isto é, d(a,b) = 0 o que acarreta a« = b. Com isto concluimos que f é injetiva e

concluimos a prova. |
Definicao 3.9. Chamamos de isometria uma imersdo isométrica sobrejetiva.

Proposicao 3.10. A composta de duas isometrias e a inversa de uma isometria sdo ainda

isometrias.

Demonstracdo. Sejam M, N,T" espagos métricos, f : M — N e g : N — T isometrias.
Provemos que g o f € isometria. De fato, g o f € imersao isométrica pois

d((g o f)(x),(go f)y) = dlg(f(2)),9(f()))

= d(f(x), f(y))

=d(z,y).

Agora consideremos z € T', sendo g isometria deve existiry € N tal que z = g(y), analogamente

sendo f isometria deve existir x € M onde y = f(z), com isto temos z = g(y) = g(f(z)) =

(g o f)(x), isto mostra que g o f € sobrejetiva, assim concluimos que g o f € isometria.

Agora mostraremos que a inversa de uma isometria € ainda uma isometria. Ora, como
f € bijetiva temos que f~! estd bem definida e é sobrejetiva, resta apenas mostrar que ' é
imersdo isométrica. Para tal escolhemos z = f(a) e y = f(b), dessa forma temos a = f~!(z) e

b= f'(y), e com isto temos

Assim concluimos que f~! é isometria e concluimos a prova. |
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Modelo 3.6. Consideremos o espaco vetorial normado C, dos nimeros complexos. Fixemos
u € C tal que ||u|| = 1, e consideremos a func¢do f : C — C que a cada w € C faz corresponde
o elemento f(w) = u - w. f é uma isometria, ora, f é sobrejetiva pois dado z € C o elemento

=28 —u-w=1u-2= 5 3 %0 3 Ao :
w=Zétalque f(w) =u-w=mu-Z =2 E féimersdo isométrica pois

d(f(2), f(w)) = [[f(2) = f(w)]]

= |luz — uwl|
= |lull - ||z — wl|
=d(z,w).

E desta forma concluimos que f € isometria.

Modelo 3.7. Consideremos o espago vetorial normado R". Entdo dado um vetor u € R"
satisfazendo ||u|| = 1 fixemos a € R". Consideremos a aplicagdo r : R — R™ que acadat € R
faz corresponder r(t) = a + t - u. Note que r é uma reta em R™ que passa pelo ponto a e tem a

direcdo do vetor u. A reta assim definida € uma imersao isométrica. Com efeito,

d(r(z),r(y)) = lr(z) —ry)l

=lla+z-u—(a+y-u)

= |z —y| - [Ju]
= |z —y]
=d(z,y).

E desta forma vemos que de fato a aplicacdo r € uma imersao isométrica da reta R no espaco R".

Por fim devemos observar que, dado X um conjunto qualquer. E sempre possivel intro-
duzir em X uma estrutura de espaco métrico, basta tomar (M, d) um espagco métrico e tomar
f : X — M uma aplicag@o injetiva, entdo definimos d'(x,y) = d(f(z), f(y)) e desse modo

(X, d’) torna-se um espago métrico.
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4 NOCOES TOPOLOGICAS DOS ESPACOS METRICOS

A fim de generalizarmos os conceitos apresentados anteriormente, introduziremos nessa

secdo algumas nog¢des de topologia.

4.1 CONJUNTOS ABERTOS

Definicao 4.1. Sejam M um espago métricoe A C M. Um ponto a € A chama-se ponto interior
ao conjunto A se existir € > 0 tal que B.(a) C A. Denotamos o conjunto dos pontos interiores
de A porint A.

Observacao 4.1. Um conjunto A em um espagco métrico M ¢ aberto se, e somente se, A = int A.

Ainda de forma equivalente devemos ter

Definicao 4.2. Seja M um espaco métrico. Dizemos que um subconjunto A C M € aberto se

para qualquer a € A existir ¢ > 0 tal que B.(a) C A.

Proposicao 4.1. Toda bola aberta em um espagco métrico é um conjunto aberto.

Figura 6 — Uma bola aberta € um conjunto aberto

Fonte: Préprio autor

Demonstragdo. Sejam M um espago métrico a € M e r > 0 um nimero real. A bola B, (a) é
um conjunto aberto. Com efeito, consideremos b € B,.(a) e ¢ = r — d(b, a), a bola B.(b) estd
inteiramente contida em B,.(a). De fato, se x € B.(b) ocorre d(z,b) < ¢ = r—d(b, a) e portanto
deve ser d(z,b) + d(b,a) < r,uma vez que d(x,a) < d(x,b) + d(b, a) temos que d(x,a) < re

portanto x € B,(a), ou seja, B,(a) é um conjunto aberto. Com isto concluimos a prova. [

Modelo 4.1. Em R"™ o conjunto A = {(z;)’, € R";z; > 0, Vi € I,} é aberto. Como nao
foi especificada a métrica de R" faremos a prova utilizando a métrica euclidiana. Com efeito,
tomemos a = (a;)"_; € A e escolhemos 0 < € < min,ey, a;. A bola B.(a) estd inteiramente

contida em A. De fato, tomemos = = (x;)!",; € B.(a) temos que,

lax — x| = ((ak — xk)2)% < (Z(ai — xk)2> <e

i€ln
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para algum k£ € [,,. Com isto temos a; — € < xp, sendo € < min,e¢s, a; ocorre que a — ¢ > 0
e portanto x; > 0. Como k foi tomado arbitrariamente, segue-se que x; > 0 paratodo k € I,,,

com isto concluimos que (x;);c;, € A, isto é, A é um conjunto aberto.

Modelo 4.2. Em C o conjunto X = {z € C;1 < ||z]| < 2} é aberto. Com efeito, tomemos

2o € X. Uma, e apenas uma das seguintes op¢Oes € satisfeita

i) [zl = 3;
i) 2 <lz0] <2

i) 1< |z < 2.

Se ocorrer (i) tomemos € = 3, dai B.(z) C X. De fato, tomemos z € B.(z) e entdo,

2 € Be(20) = [ll2] = ll20lll < |2 = 20| <

= —e+ |20l <[zl < [lz0ll + €

= 1+3<|| ||<3+1
g T S IFl=5 TS

=1<|z]| <2

e, portanto, z € X.

Se ocorrer (i7) tomemos € = 2 — ||zg||, daf B-(29) C X. De fato, tomemos z € B.(z) e

entao,

2 € Be(20) = |l|z]| = [l < [z = 20| <
= =&+ [lzoll < Izl < llzol +¢
= 2[|z0ll =2 <[zl < 2
sendo [|zo|| > 2 temos 1 < 2|z — 2 donde segue 1 < ||z]| < 2, ou seja, z € X.

Se ocorrer (iii) tomemos € = ||2o|| — 1, dai B.(z9) C X. De fato, tomemos z € B.(z)

e entao ,

z € Be(z0) = [[I2] = ll20lll < [z — 20| < e
= —e+ |20l <[zl < [lz0ll + €
=1 < ||z]] < 2|z — 1
sendo [|zo|| < 2 temos 2||z[| — 1 < 2 donde segue 1 < ||z]| < 2, ou seja, z € X.

Ora, em todos os casos possiveis dado z; € X exibimos um ¢ > 0 tal que se z € B.(z)
entdo, z € X, isto é, B.(zy) C X. Portanto, X ¢é aberto.
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Dentre alguns resultados acerca dos conjuntos abertos, destacamos a seguinte Proposi¢ao:

Proposicao 4.2. Seja 7 a colecdo dos abertos de um espaco métrico M. Entdo:

i) O, M € T;
ii) ABerT=ANBer
iii) Se (Ax)aen € uma familia de abertos de T entdo, | J,.\ Ax € T.

Demonstracdo. Para mostrar (i) suponhamos primeiro que () ndo é aberto. Desta forma deve
existir a € @ e r > 0 de tal modo que B,(a) N # (), absurdo. Logo sé resta que () ser
aberto. Quanto a M seja qual for a € M sempre existe r > 0 de modo que B,(a) é ainda um

subconjunto de M, logo M é aberto. Dai segue-se que (), M € .

Agora mostremos (ii). Para tal tomemos A, B € 7. Sendo A e B abertos, se AN B = ()
caimos no caso anterior e A N B € 7, caso contrario tomemos a € A N B, dessa forma existem
r,s > 0 tais que B,(a) C A e Bs(a) C B, tomemos portanto ¢ = min{r, s}, a bola B;(a) esta
inteiramente contida em A N B. De fato, seja x € B;(a) segue-se que d(z,a) < t < min{r, s}.
Nio hd perca de generalidade em supor min{r, s} = r dessa forma temos d(z,a) <t =r < se
portanto x € B,(a) e x € Bs(a), isto é, x € B,(a) N Bs(a), assimz € A e x € B e portanto
x € AN B. Com isto mostramos que AN B € .

Por fim mostraremos (#74). Desse modo tomemos a € | J, ., Ax, assim deve existir AeA
tal que a € Aj;. Sendo A5 um aberto deve existir » > 0 tal que B,(a) C Aj, tal bola ainda
estd inteiramente contida em | J, ., A». De fato, tomemos z € B, (a) entdo = € A3, e portanto

7 € [Jyep Ax. Com isto mostramos que | J,., Ay € 7 e concluimos a prova. |

A proposicao anterior € a que de fato caracteriza um espaco métrico M como um espago
topoldgico. A colegdo de abertos 7 satisfazendo as condi¢des da proposicao chama-se uma
topologia sobre M, os elementos de 7 sdo chamados de abertos da topologia e o par (M, 7) é
chamado espaco topoldgico. Embora que, todo espaco métrico seja um espaco topoldgico o
conceito de espaco topoldgico pode ser estendido de forma ainda mais abstrata em espacos sem

a no¢do de métrica. Para uma abordagem mais rigorosa acerca de espagos topoldgicos ver Lima
(2009).

4.2 CONJUNTOS FECHADOS

Definicao 4.3. Seja M um espago métrico. Um conjunto F' de M chama-se fechado se F'*° for
aberto.

Proposicao 4.3. Seja X a colecdo dos fechados de um espaco métrico M. Entdo:

)0, MeX:
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i) ABeX = AUBeY
iii) Se (F)\)xea € uma familia de fechados de X entdo, [,y Ax € 2.

Demonstracdo. Para mostrar (i) observamos que () = M e M¢ = (), como M e () sdo ambos

abertos, concluimos, portanto, que M e () sdo fechados.

Para provar (i7) tomemos A e B conjuntos fechados, uma vez que (AU B)¢ = A°N B¢,

e sendo A° e B¢ abertos, usando o fato da interse¢do de abertos ser aberto o resultado segue.

Por fim, para mostrar (7i7), olhamos para (ﬂ/\eA F)\)C = U,ea F¥- Sendo cada F),
fechado temos que FY € aberto, como a unido de abertos € aberto o resultado segue. Com isto

concluimos a prova. |

Definicao 4.4. Seja A um subconjunto de um espago métrico M. Um ponto a € M se diz

aderente ao conjunto A se para todo € > ( vale
B.(a) N A # (.
O conjunto dos pontos aderentes de A chama-se fecho de A e é denotado por A.

Proposicao 4.4. Sejam M um espagco métrico, a € M e A C M. Entdo dist(a, A) = 0 se, e

somente se, a € A.

Demonstragdo. Primeiro consideremos a € M, vamos supor dist(a, A) = 0. Dessa forma temos
inf,ca d(a,z) = 0. Assim dado € > 0 existe b € A onde 0 < d(a,b) < ¢ isto em virtude de ser
inf,cqd(a,z) = 0. Assim, b € B.(a), mas b € A e desse modo temos b € B.(a) N A, logo a é
ponto aderente de A e portanto a € A.

Reciprocamente consideremos a € A e suponhamos por absurdo que dist(a, A) = ¢ > 0.
Sendo a ponto aderente segue-se que B.(a) N A # () e entdo podemos escolher b € A com
d(a,b) < e.Daie = d(a,A) < d(a,b) < ¢, isto &, ¢ < ¢, absurdo. Absurdo em supor que

dist(a, A) > 0, logo deve ser dist(a, A) = 0. Com isto concluimos a prova.

Vale salientar que ser fechado nédo € o contrario de ser aberto, pois existem conjuntos
que ndo sdo nem fechados nem abertos, como € o caso de () C R, ou que sdo fechados e abertos

ao mesmo tempo, como € o caso do conjunto vazio. ]
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5 FUNCOES CONTINUAS

O conceito de continuidade € um dos pontos centrais do estudo de andlise. Diante disto,
neste capitulo apresentaremos tal conceito e verificaremos que a no¢ao de continuidade pode
ser generalizada para espacos nos quais nao necessita de uma distancia definida. Para isto,
observaremos caracterizacoes e aplicacdes interessantes para uma melhor fixacao das ideias,
como as fungdes lipschitizianas, visando aprimorar a compreensao e interpretacao da nogao de

continuidade nos espacos métricos.

Definicao 5.1. Sejam M e N espagos métricos. Dizemos que uma fungdo f : M — N é
continua em um ponto a € M se, dado qualquer £ > 0 for possivel encontrar § > 0 de forma
que d(a,z) < § acarreta d(f(z), f(a)) < e.

Uma funcdo f : M — N sera dita continua em M se for continua em todos os pontos
de M. Quando estamos interessados em estudar a continuidade de uma fun¢do em um ponto a
estamos interessados apenas em observar o comportamento da func¢do nas proximidade do ponto
a. Desse modo, se f : M — N € uma fung¢ao e se exibirmos uma bola B centrada em a onde a

f|B € continua em a entdo podemos concluir que f é continua em a.

Podemos reescrever a defini¢do de fungdo continua em termos de bolas abertas do espaco
métrico M. Para tal consideramos f : M — N uma aplicagdo entre espacos métricos. Diremos
que f € continua em um ponto a € M se dado qualquer € > 0 for possivel determinar 6 > 0 de

modo que
f(Bs(a)) € B:(f(a)).
Ressaltamos que tanto esta caracterizacdo quanto a primeira apresentada sdo equivalentes.

Modelo 5.1. Consideremos M, N dois espagos métricos, e seja f : M — N uma imersao

isométrica, isto €, para quaisquer z,y € M ¢ satisfeita a igualdade

d(f(x), f(y)) = d(z,y).

Deste modo, toda imersdo isométrica € uma funcdo continua. Com efeito, consideremos a € M e
para todo ¢ > 0 dado consideremos 0 = ¢. Dai, sempre que d(z,a) < 0, temos d(f(x), f(a)) =
d(xz,a) < § = ¢, isto é, f é continua no ponto a. Uma vez que a foi tomado arbitrariamente

concluimos que f € continua em M.

Observacao 5.1. Em virtude do modelo anterior observamos que para mostrar a continuidade de

uma aplicag¢do f : M — N, é suficiente mostrar que f é uma imersao isométrica de M em N.

Modelo 5.2. Sejam M, N dois espacos métricos. Uma aplicagdo f : M — N diz-se lipschitizi-

ana se existir uma constante £ > 0 de tal modo que seja satisfeita a condi¢@o

d(f(z), f(y)) < k-d(x,y)
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para quaisquer x,y € M. Podemos observar que dado qualquer ¢ > k f ainda satisfaz a condi¢ao
exposta agora para esta constante c. O conjunto L = {k > 0;d(f(x), f(y)) < k- d(z,y)} das
constantes que satisfazem tal condi¢do € limitado inferiormente por 0 e desse modo tal conjunto
admite infimo e assim o niimero ¢ = inf L é chamada constante de Lipschitiz da fung¢do f. Assim,
toda funcdo lipschitiziana € uma funcio continua. Com efeito, consideremos f : M — N uma
fungdo lipschitiziana com constante de lipschitz £ > 0 e a € M. Dado € > 0 tomemos § = 7,
daf se ocorre d(z,a) < ¢ teremos portanto

d(f(2), f(@)) < k-d(z,a) <k =,

e, desse modo, vemos que f € continuas em a. Como «a foi tomado arbitrariamente concluimos

que f é continua em M.

Modelo 5.3. Consideremos f : M — N uma fun¢do lipschitiziana, dizemos que f é uma
contragd@o se a constante de lipschitiz £ associada a f estiver entre 0 e 1, isto é, 0 < k < 1. Desta
forma, em decorréncia do modelo anterior temos também que toda contragao ¢ uma funcao

continua.

No caso particular em que constante de lipschitiz € £ = 1 dizemos que f é uma contracio

fraca, como € lipschitiziana € ainda continua.

A critério de exemplo consideremos um espacgo vetorial normado £, a norma em E
€ uma contracao fraca e consequentemente ¢ continua. Com efeito, a partir da desigualdade

triangular obtemos as seguintes desigualdades para vetores u,v € E

lull <l =l + vl = flull = {lo]] < flu =]

[oll < flv = ull + JJull = =llu = vl} < Jfull = ]

dessa forma concluimos que
Ml =Tl < flw =]l

ou seja, ||.|| € uma contragéo fraca logo, continua.

Modelo 5.4. Consideremos M um espaco métrico discreto e N um espaco métrico qualquer.
Toda aplicacdo f : M — N € uma aplicag@o continua. De fato, uma vez que todos os pontos de
M sao isolados sempre é possivel encontrar r > 0 de tal forma que B, (a) N M = {a}, isto para

qualquer a € M. Assim para todo € < r basta tomar § = ¢ e com isto vemos que d(z,a) < &

acarretae d(f(x), f(a)) =d(f(a), f(a)) =0 < e.

Proposicao 5.1. A composicdo de duas aplicacoes continuas é ainda uma aplicagdo continua.

Demonstragdo. Sejam M, N, T espagos métricose [ : M — N e g : N — T aplicagdes
continuas. Dado um a € M fagamos yo = f(a) € N ey = f(x). Sendo g um a aplicagdo

continua, dado qualquer ¢ > 0 deve existir 4; > 0 de tal modo que d(y,yy) < J; acarreta
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d(g(y),9(yo)) < e. Analogamente, sendo f uma aplicacdo continua dado ¢ > 0 qualquer
deve existir 6 > 0 de tal modo que d(z,a) < § acarreta d(f(z), f(a)) < ¢, isto deve ocorrer,
em particular, para € = 9;. Desse modo temos que, dado £ > 0 qualquer deve existir § > 0
de modo que d(z,a) < ¢ acarreta d(f(z), f(a)) = d(y,yo) < 01 € que por sua vez acarreta

d(g(y),9(yo)) = d(g(f(z)),g(f(a))) < ¢, isto € g o f é uma aplicagdo continua no ponto a.
Como a foi tomado arbitrariamente concluimos que g o f € continua e seu dominio. |

Proposicao 5.2. Sejam M, Ny e Ny espacos métricos. A fungdo f : M — Ny X Ny € continua se,

e somente se, as aplicacdes coordenadas f, : M — Ny e fo : M — Ny forem ambas continuas.

Demonstragcdo. No decorrer da prova usaremos em N; X N, a métrica do méximo, ou seja,

d'((x1,72), (Y1,92)) = max{d(z1,y1), d(z2,y2)}-

Primeiro vamos supor que f é uma fun¢do continua. Dessa forma, tomando a € M temos que

para todo € > 0 existe § > 0 de modo que d(z,a) < § acarreta

d(f(x), f(a)) = d'((f1(z), f2(x)), (f1(a), f2(a)))
= max{d(f,(x), f1(a)), d(f2(), f2(a))}

<e.

Nao hd perda de generalidade em supor,

max{d(fi(x), f1(a)), d(f2(z), f2(a))} = d(f1(2), f1(a)).

Dai temos que, dado £ > 0, existe 0 > 0 de tal forma que d(z, a) < § acarreta

d(f(z), f(a)) = d(fi(z), fi(a)) <e.

e do mesmo modo
d(f2(z), fala)) < d(fi(z), fi(a)) < e

assim, concluimos que f; e f, sdo continuas no ponto a. Como «a foi tomado arbitrariamente

segue que f; e fy sdo ambas continuas.

Reciprocamente, vamos supor f; e f; ambas continuas. Desta forma tomemos a € M,
para todo € > 0 dado existem &y, 62 > 0 de tal modo que, d(x, a) < 0, acarreta d(fi(x), fi(a)) <
eed(z,a) < 0y acarreta d(fo(x), f2(a)) < e. Assim tomemos § = min{dy, ds }, dai se d(z, a) <
d teremos d( f1(z), fi(a)) < eed(fa(z), f2(a)) < €, deste modo deve ser

max{d(f1(z), fi(a)), d(f2(2), f2(a))} <,

e com isto concluimos que f € continua em a. Sendo a arbitrario, segue-se que f € continua. Isto

conclui a prova. ]
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Proposicao 5.3. Sejam M um espaco métrico, E2 um espaco vetorial normado e f,g: M — FE,
a, B : M — R aplicagdes continuas, com 3(x) # 0 para todo = € M. Entdo, sdo continuas as
aplicacoes:

1. f+g9g: M — Eonde (f+ g)(x) = f(z)+ g(z);

2. a-f: M — Eonde (a- f)(z)=a(x) - f(z);

3. % : M — R onde (%) (7) = 5.

=

Demonstragdo. 1. Consideremos as aplica¢des

v+ M — EXE
v = (f(x),9(x))

e
s : ExE — FE
(2,y) = a+y
E além disso consideremos em F x E a norma ||(z,y)|i = ||=|| + ||y||. Em virtude da

Proposicao 5.2 a func¢do ¢/ é continua. Mostraremos que s € contragdo fraca. De fato,

d(s(z,y), s(a,0)) = [|s(x,y) — s(a,b)[| = [(z +y) = (a + )|
< [lz —al +lly — 0l
= [l —a,y = b)|x
= [I(z,y) — (a,0) |1
= d((z,y), (a,)).

Sendo s contragdo fraca, concluimos que s continua. Observando que (s o ¥)(z) = f(z) +

g(x), segue-se da Proposi¢do 5.1 que f + g é continua.
2. Consideremos as aplicagdes
W M —  ExE
z = (afz), f(z))

m : RxE — FE

(,x) — ax

E além disso consideremos em R x F a métrica d'((a, x), (A, y)) = d(a, \) + d(z,y). Em
virtude da Proposi¢@o 5.2 a fun¢do ¢/ é continua. Para cada k£ > 0 consideremos o conjunto

Xp = {(0,2) € R x B[] < ke o] <k}
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isto é, X, € uma parte limitada de R x FE. Para cada k£ > 0 temos que m € lipschitiziana em
X}.. De fato,

d(m(a, z),m(A,y)) = [[m(a, z) —m(A,y)|
= llaz = Ay|l
= ||ax — Az + Az — M|
< Jf] - Jo = AL+ A [l =y
< k(Jo = Al +lz = yl)
= k(d(a, \) + d(z,y))
= kd'((or, ), (A, y)).

Sendo m lipschitiziana em cada X}, como k € arbitrario, concluimos que m € continua.

Observando que (m o ¢)(x) = a(z) - f(z), segue-se da Proposi¢do 5.1 que « - f é continua.

3. Consideremos a aplicacao
g : R\{0} - R
x —

8=

Para cada k£ > 0 consideremos o conjunto
Xi = {z € R\{0}; || = k}.

Para cada £ > 0 temos que ¢ € lipschitiziana em X},. De fato,

dato)at) = |1~ 5
_lz—y
ERY

< % ~d(z,y).

Sendo ¢ lipschitiziana em cada X, como k é arbitrdrio, concluimos que ¢ é continua.

Observando que (g o B)(x) = ﬁ, segue-se da Proposi¢ao 5.1 que % ¢ continua.

Agora vamos caracterizar fun¢des continuas entre espacos métricos em termos de con-

juntos abertos. Para tal consideremos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 5.4. Sejam M e N espacos métricos. A fim de que uma aplicacdo [ : M — N seja
continua é necessdrio e suficiente que a pré-imagem f~1(A’) de qualquer subconjunto aberto

A’ C N seja ainda um subconjunto aberto de M.

Demonstragdo. Inicialmente vamos supor que f é continua. Mostraremos que se A’ C N é
um aberto de N, entdo f~!(A’) C M € um aberto de M. Consideremos a € f~'(A’), sendo

A’ aberto, deve existir ¢ > 0 tal que B.(f(a)) C A’, como f é continua existe § > 0 onde
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f(Bs(a)) C B.(f(a)) C A, desta forma obtemos Bs(a) C f~!(A’), como dado a € f~1(A)
exibimos d > 0 satisfazendo Bs(a) C f~'(A’) concluimos que f~*(A’) é um aberto de M.

Reciprocamente, vamos supor que para todo aberto A C N de N a pré-imagem
f~Y(A") € M é ainda um aberto. Mostraremos que f é continua. Tomando a € M, para
todo £ > 0 dado temos que B.(f(a)) é um aberto de N, dessa forma f~(B.(f(a)) é aberto, daf
existe § > 0 tal que Bs(a) C f~Y(B.(f(a))), e assim concluimos que f(Bs(a)) C B.(f(a)),

logo f € continua. Isto conclui a prova. |
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos noc¢des basicas de Espacos Métricos, a exemplo de bolas em
espacos métricos € mergulhos isométricos, assim como métricas das mais diversas. Espacgos
métricos € um tema muito importante nos principais estudos que envolvem a matemadtica pura,
a defini¢ao de espacos métricos reune os dois ingredientes bédsicos da andlise funcional; um
conceito de convergéncia e uma no¢do geométrica, esta ultima ainda em uma forma muito
simples. Os Espacos Métricos ainda possuem uma grande drea desconhecida que vem sendo
estudada, acredita-se que estes estudos ajudardao nas melhorias das aplicacdes dos mesmos em

varias areas.

Apresentamos as principais defini¢do acerca de espacos métricos, e tecemos demonstra-
coes para as propriedades de cada distancia citada neste trabalho. Focamos métricas usuais, como
a utilizada em R" e as provenientes de norma que tem grande utilidade nos ramo das equacdes
diferenciais, também apresentamos métricas nao usuais como a métrica “zero-um”. A teoria dos
espacos métricos oferece uma gama de propriedades tteis a diversos ramos da matemaética, por

exemplo, andlise funcional e geometria diferencial.

Por fim, esperamos que este trabalho possa contribuir para uma melhor compreensao
daqueles interessados em estudar este assunto. Ressaltamos que as referéncias estdo organizadas
de acordo com a ordem na qual foram citadas no texto, e muitos dos textos utilizados estao

apenas referenciados.
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APENDICE A - NOCOES BASICAS

A.1 UNIAO E INTERSECCAO DE FAMILIAS

Consideremos A um conjunto qualquer onde seus elementos chamaremos de indices.
Uma familia de elementos de um conjunto X € uma aplica¢do = : A — X onde paracada A\ € A
escrevemos x(A) = x,. Além disso denotamos toda a familia por (x)xea Ou por (x) quando
ndo houver confusdo quanto ao conjunto de indices. Quando o conjunto de indices for o conjunto
dos nimeros naturais IN, dizemos que x : IN — X € uma sequéncia de elementos de X e quando
A ={1,2,3,--- ,n} dizemos que a familia z : A — X & uma n-uppla de elementos de X e

podemos escrever (x;);cx ou podemos indicar os limites inferior e superior da seguinte maneira
n
(@i)iz1-
Seja A um conjunto de indices e (A) ) ca uma familia de conjuntos. Definimos a unido

da familia como sendo o seguinte conjunto

J Ax={z;3) € Aondex € A,}.

AEA

Em outras palavras, a unido da familia € o conjunto dos = que pertencem a algum A). Também

definimos a intersec¢do da familia como sendo o conjunto

[ A= {z;2 € A\, VA € A},

AEA
Sao Propriedades da unido e intersec¢do de familias

LU (U AM> = (M)U Asr:

AeA \rverl Y)E(AXT)

A€A ~vel YEAXT

3, (U AA>C: ) A%

AEA AEA
4. (ﬂ AA> = 4.
AEA AEA

Estas propriedades decorrem das propriedades da unido e intersec¢do de conjuntos.
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A.2 ESPACOS VETORIAIS

Consideremos um conjunto £ qualquer e duas operagdes

(u,v) EEXE—u+veE

(AMu) e Rx Ew— Au€E,

chamadas respectivamente de adicdo e produto por escalar. £/ serd chamado espaco vetorial, e
seus elementos serdo chamados de vetores se, para quaisquer u, v, w € F e quaisquer A,y € R

forem satisfeitas as seguintes condicoes:

Comutatividade v+ v = v + u;
Associatividade (u+v) +w =u+ (v+w) e (Ay)u = A\(yu);

Vetor nulo existe um vetor 0 € E, que chama-se vetor nulo ou zero de £ que satisfaz, 0 + u =

u+ 0 =wu paratodou € E;

Inverso aditivo Para cada v € E existe um elemento —u, chamado inverso aditivo que satisfaz
—u+u=u-+(—u)=0;

Distributividade (\ + v)u = Au+yue A(u +v) = Au + Av;
Multiplicacdo por 1 1v = v.

Observacao A.1. De acordo com o descrito anteriormente £ chama-se espaco vetorial real, uma
vez que o produto por escalar é definido sobre R. Podemos definir um espaco vetorial de forma

ainda mais geral trocando R por um corpo K qualquer, e este chama-se IK—espaco vetorial.

Um subconjunto F' de ' chama-se subespaco vetorial de £ se € parte fechada de £/, isto
é, dados u,v € F teremos u + v € F' e ainda, dados A € R e u € F teremos Au € F'. Desse
modo F' € ainda um espago vetorial.

Consideremos E e F' dois espagos vetoriais. Uma aplicacdo 7' : © — F' chama-se
transformacao linear se T'(u + v) = T'(u) + T'(v) para quaisquer u,v € E e T(Au) = AT (u)
paratodou € Eetodo A € R.

Modelo A.1. Temos que R e R" sdo espacos vetoriais. Dado u € R" consideremos o conjunto
X ={v e R"v =X\, A € R} temos que X ¢é subespaco vetorial de R". Consideremos a
aplicagdo 7; : R™ — R que para cada u = (uq,--- ,u,) € R™ associa o o vetor m;(u) = u; € R

€ uma transformacao linear.
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A.3 ALGUMAS NOCOES DE ANALISE EM R

O conjunto dos numeros reais R € um corpo ordenado completo. Descreveremos preci-
samente cada termo destes. Primeiro dizer que R € um corpo € dizer que em R estio definidas
duas operagdes (z,y) €e Rx R— x +ye(z,y) € R x R+ -y chamadas respectivamente

de adicdo e multiplicacdo e que satisfazem as seguintes propriedades para quaisquer z,y, 2 € R
Associatividade (z+y) +z=z+ (y+2)e(z-y)-z=x-(y- 2);

Comutatividade »r +y=y+zex-y=1y-x;

Elemento neutro Em R existem dois elementos O e 1, 0 # 1 que satisfazem 0+ =z +0 ==z

el-x=x-1=xparatodox € R;

Inverso Todo z € R possui um inverso aditivo —z que satisfaz —x + . =z + (—z) = 0 e se,

1

x # 0, x possui um inverso multiplicativo z~* que satisfaz v~ -z =z - 27! = 1;

Distributividade z - (y +2) =2 -y+z- 2.

Todas as propriedades que conhecemos acerca dos nimeros reais decorres das propriedades

anteriores.
Dizer que R é um corpo ordenado é dizer que existe um subconjunto R* C R chamado
conjunto dos nimeros reais positivos que satisfaz as seguintes propriedades
l. Sex,y e Rtentdo,z +y€ RTex -y € RT;
2. Dado x € R vale a lei da tricotomia, isto é, uma, e apenas uma, das seguintes relagdes ocorre:

re€RT;—z e RTouzx =0.

Escrevemos R~ = {—z;2 € R*} neste passo podemos escrever R = R* U R~ U {0}.
Escrevemos x < y e dizemos que z € menor que y se ocorrer z — y € R*. Também podemos
escrever iy > x e dizer que y € maior que x. Quando = > 0 entdo, z € R™ e entdo dizemos que
é positivo, caso seja r < 0 dizemos que —z € R™ e nesse caso dizemos que = é negativo. Valem
as seguintes propriedade para a relagdo de ordem = < y em R:

Transitividade Serz < yey < zentdor < z;

Tricotomia Dados z,y € R ocorre uma, e apenas uma, das op¢des x < y, y < T ou x = y;

Monotonicidade da adicdo Dados z <y € Rtem-se z + 2 < y + z paratodo z € R;

Monotonicidade da adi¢ido Dados z <y € Rtem-se x - z < y - z paratodo z € R™.
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Uma demonstragdo pode ser vista em Lima (2018). Se dados x,y € R ocorre x < youzx =y
dizemos que x € menor do que ou igual a y e escrevemos x < y, analogamente se dados =,y € R
ocorre x > y ou x = y dizemos que x € maior do que ou igual a y e escrevemos x > y. A partir

da rela¢@o de ordem em R podemos definir o valor absoluto |z| de um ndmero = € R pondo

z,sex >0
2| =
—x,sex <0

Noutros termos, temos || = max{—z, z}.
Proposicio A.1. Se x,y € Rentdo |z +y| < |x| + |y| e |x-y| = |z| - |y|.
Demonstragdo. Ver Lima (2018). |

Definicao A.1. Um conjunto X € R diz-se limitado superiormente se existir b € R tal que
x < bparatodo x € X. Neste caso, b chama-se cota superior para o conjunto X . Desse modo,

qualquer ndmero b’ > b é ainda uma cota superior para X.

Definicao A.2. Um conjunto X C R diz-se limitado inferiormente se existir a € R tal que
a < z paratodo x € X. Neste caso, a chama-se cota inferior para o conjunto X. Desse modo,

qualquer nimero a’ < a é ainda uma cota inferior para X.

Definicao A.3. Um conjunto X C R diz-se limitado se for limitado inferiormente e superior-

mente.

Definicdo A.4. Seja X C R um conjunto limitado superiormente. Um nimero s se diz supremo
do conjunto X, denotado por, s = sup X, se for a menor das cotas superiores, mais precisamente
1. Paratodo z € X tem-se = < s;

2. Se ¢ < sentdo existe x € X satisfazendo c < x < s.

Definicao A.5. Seja X C R um conjunto limitado inferiormente. Um ntiimero ¢ se diz infimo do
conjunto X, denotado por, ¢ = inf X, se for a maior das cotas inferiores, mais precisamente
1. Paratodo z € X tem-se ¢ < z;
2. Se ¢ > 7 entdo existe x € X satisfazendo: < x < c.
Dizer que R € um corpo ordenado completo significa dizer que todo conjunto limitado

de ndmeros reais possui supremo e infimo. O que ndo ocorre por exemplo em (), para tal ver
Lima (2014).

Definicio A.6. Para cadan € IN definimos o conjunto I,, = {k € N; k <n} = {1,2,3,--- ,n}.
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Proposicao A.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para x;,y; € R onde i € I, é sempre

(5ea) < (54) ()

Demonstragdo. Para tal consideremos o polindmio

P = (i — M)

Z‘GI’!’]/

vdlido a desigualdade

Ora, como (z; — \y;)? > 0 para cada i € I,, segue que p(\) > 0, e com isto temos

0<pA) = Z(.TZ — i) = me - ZAinyi + A2 ny

i€ln i€ln i€ln i€ln

Devemos observar que obtemos uma equagao do segundo grau em A sendo sempre maior do que

ou igual a zero, deste modo devemos ter o descriminante menor do que ou igual a zero, ou seja,

2
103w () () <o
i€ly i€ly, i€ln,

o que acarreta a desigualdade desejada

(5ea) = () (54)

Definicao A.7. Uma fun¢do f : X — R € dita limitada se existe uma constante £ > 0 de tal

modo que | f(z)| < k para todo = € X.
Proposicao A.3. A soma e o produto de funcoes limitadas é ainda uma funcdo limitada.

Demonstragdo. Suponha f,g : X — R limitadas, isto €, existem k¢, k, > 0 que satisfazem
|f(x)] < kyelg(x)| < kg paratodoz € X. Asoma (f + g)(x) — f(x) + g(z) e o produto
(fg)(x) — f(x)g(z) sdo ambas limitadas. Com efeito, tome ky = kf + k, e ko = k¢k, dai
segue,

((f +9)@)] = |f(2) + g(@)] < [f(@)| + |g(@)| < kp+ kg = K

|(F) @) = |f(@)g(@)| = |f(@)llg(x)] < krkg = k2,

isso para todo x € X, logo f + g e fg sdo fung¢des limitadas. ]
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