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“Descobrir consiste em olhar para o que todo mundo estd vendo e pensar
uma coisa diferente.”
(Roger Von Oech)



RESUMO

Este trabalho tem a finalidade de apresentar o conceito de limite de uma variavel real e suas
aplicacdes na propria matematica. Vamos definir as derivadas e as integrais definidas usando
o conceito de limites. Sabemos que o cdlculo de limites € usado nas ciéncias exatas em geral,
contudo também € aplicado nas ciéncias humanas e bioldgicas. O objetivo do trabalho € apresentar
aplicacdes de limites a propria matemadtica. Apresentamos a definicao formal de limite e alguns
resultados importantes associados a este conceito, como o Teorema do Confronto e o Teorema

do Valor Intermediario.

Palavras-chave: Limite. AplicacOes. Integral.



ABSTRACT

This work aims to present the concept of limit of a real variable and its applications in the
mathematics itself. Let’s define derivatives and definite integrals using the concept of limits. We
know that the calculation of limits is used in the exact sciences in general, however it is also
applied in the human and biological sciences. The objective of the work is to present applications
of limits to mathematics itself. We present the formal definition of limit and some important
results associated with this concept, such as the Confrontation Theorem and the Intermediate

Value Theorem.

Key-words: Limit. Applications. Integral.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho de conclusdo de curso tem o objetivo de apresentar o conceito de limite
de uma variavel real e suas aplicagdes na propria matemdtica. Vamos definir as derivadas e as
integrais definidas usando o conceito de limite. Sabemos que o célculo de limites € usado nas
ciéncias exatas em geral, contudo também € aplicado nas ciéncias humanas e bioldgicas. Assim,
onde houver fun¢des a serem analisadas o conceito de limite se faz presente. Logo, limite € o

conceito fundamental do Calculo.

A presente pesquisa surgiu através da dificuldade dos discentes nas disciplinas de célculo
no Campus VI - UEPB, onde trazemos um material de estudos onde possam consultar futura-
mente. Trazemos além das defini¢cdes e exemplos, simula¢des no Geogebra!, para que haja uma

compreensdo dos conceitos apresentados.

O Cilculo Diferencial e Integral consiste em uma das ferramentas mais utilizadas pelas
ciéncias para solucionar a complexidade de problemas diversos. Dessa forma, o Célculo é
considerado um dos conteddos matematicos mais influentes no desenvolvimento cientifico e

tecnoldgico atual. De fato, Lopes (1999) afirma que:

O Cdlculo Diferencial e Integral permite, nas mais variadas dreas do conheci-
mento, como Engenharia, Quimica, Fisica, Biologia, Economia, Computacao,
Ciéncias Sociais, Ciéncias da Terra, etc, a andlise sistemdtica de modelos que
permitem prever, calcular, otimizar, medir, analisar o desempenho e perfor-
mance de experi€ncias, estimar, proceder andlises estatisticas e ainda desenvol-
ver padrdes de eficiéncia que beneficiam o desenvolvimento social, econdmico,
humanistico dos diversos paises do mundo (LOPES, 1999, p. 125).

O presente trabalho encontra-se dividido em dois capitulos, no primeiro mostramos a
nogdo intuitiva do conceito de limite e em seguida sua defini¢do formal, a unicidade do limite,
algumas propriedades do limite, limites laterais, limites infinitos e no infinito, continuidade e
suas propriedades, teorema do valor intermedidrio, por fim, um pouco da histéria do infinitésimo

na india.

O segundo capitulo encontra-se subdividido em cinco topicos de aplicagdes de limite, o
problema da tangente, velocidade instantanea, conceito de derivada, taxa de variacdo, integral

definida e trabalho realizado por uma forc¢a varidvel genérica.

' ¢ um software de matemdtica dinAmica gratuito e multiplataforma para todos os niveis de ensino, que combina

geometria, dlgebra, tabelas, graficos, estatistica e cdlculo numa tinica aplicacdo. Tem recebido varios prémios na
Europa e EUA.
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2 LIMITE

Neste capitulo apresentamos as defini¢cdes e principais resultados relativos ao conceito de
limite. Este estudo pode ser encontrado em qualquer livro introdutério de cdlculo. Apresentamos

um recorte sobre o infinitésimo na india, retirado do livro de (BOYER, 1992) .

2.1 LIMITE DE UMA FUNCAO

O conceito de limite € utilizado no intuito de descrever o comportamento de uma fungdo

na proximidade de um ponto. Antes de darmos a definicdo formal do conceito de limite vamos
2

estudar o comportamento da funcdo f(z) = ‘ _:2
T

A fungdo f(x) estd definida para todo = € R, exceto para x = —2, simplificando a

para x proximo de —2.

funcdo temos:

2 —4 C(z42) (2 -2

Ho) =75 = @) = T+ 2

= f(x)=2—2, x # 2.

Logo, o gréfico da fungdo é areta y = x — 2, para x # —2 (Veja Figura 1). Como a
funcdo ndo estd definida para + = —2, f(x) é diferente de —4 para todo = no dominio de f,
porém podemos tornar o f(x) tdo préoximo de —4 quanto quisermos, bastando para isso escolher
x suficientemente préximo de —2. Dessa forma, dizemos intuitivamente que o limite de f(x)

quando z tende a —2 € igual a —4.

Figura 1 — Gréficode f(z) =

Fonte: Produciao do autor.
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Intuitivamente, dizemos que uma fun¢@o f(z) tem limite L quando x tende para a, se
¢ possivel tornar f(z) arbitrariamente préximo de L, desde que tomemos valores de x, © # a

suficientemente préoximo de a. De uma maneira formal, temos:

Definicdo 2.1. Seja f(z) definida no intervalo aberto I, contendo a, exceto, possivelmente, no

préprio a. Dizemos que o limite de f(z) quando = aproxima-se de a é L e escrevemos

lim f(z) =L

r—a

se, para todo € > 0, existe 0 > 0, tal que |f(z) — L| < e sempre 0 < |z — a| < 4.
Exemplo 2.1. Usando a definicao provar que:

lim(3z — 1) =2.

z—1

Solucdo: De acordo com a defini¢do 2.1 devemos mostrar que, para todo € > 0, existe um ¢ > 0,

tal que |(3z — 1) — 2| < e sempre que 0 < |z — 1] < 4.

O exame da desigualdade envolvendo € proporciona uma chave para escolha de 9. As
seguintes desigualdades sdo equivalentes:
Br—1-2/<eo3lz—1 <ee|z—1 <§.
A ultima desigualdade nos sugere a escolha de 9. Fazendo § = %, vemque |(3z—1)—2| <
e sempre que 0 < |z — 1| < ¢. Portanto,
ilg}(?ﬂ: —1)=2.

Observacao 2.1. O valor sugerido para ¢ nio € o Unico valor que garante a relagio pretendida.

€ €
Poderiamos tomar, por exemplo, § = 1 ou qualquer outro valor § < 3

2.1.1 Unicidade do Limite

Proposicao 2.1. Se lim f(x) = Ly e lim f(x) = Lo, entdo Ly = Lo.
Tr—a

T—a

Prova. Seja € > 0 arbitrario. Como lim f(z) = L4, existe 6; > 0 tal que |f(z) — L1| < €/2

r—a
sempre que 0 < |z — a| < d;.

Por outro lado, como lim f(x) = Lo, existe do > 0 tal que |f(x) — Lo| < €/2 sempre

r—a

que 0 < |z — al < ds.

Assim tomando-se, § = min{dy, do}. Entdo |f(x) — Li| < €/2 e |f(z) — La| < €/2
sempre que 0 < |z — a| < 0.

Seja x tal que 0 < |z — a| < 4. Entdo, podemos escrever
€

2

= €.

Ly = Lol = L1 = () + f(@) = Ll < |f(2) = Iy + () = Lo| < 5 +

Como ¢ é arbitrdrio, temos |L; — Lo| = 0 e portanto L; = Lo.
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2.1.2 Propriedades dos Limites

Proposicao 2.2. Se a, m en sdo niimeros reais, entdo

lim (mx + n) = ma + n.
Tr—a
As demonstracdes dos casos m # 0 e m = 0 encontra-se no livro (FLEMMING;
GONCALVES, 2006) pags. 68 e 69.

Proposicao 2.3. Se lim f(x) e lim g(x) existem, e c é um niimero real qualquer, entdo:
T—a Tr—a

@) lim[f(@) & g(v)] = lim /() & lim g(a);

T—a Tr—a
(b) lim cf(z) = c- lim f(x);

(© lim f(2) - g(x) = lim f(z) - lim g();

r—a r—a

(d) lim fx) _ ilg}lf(x) desde que lim g(z) # 0;
e g@)  Tmg(w) T PSS TR

(e) lim[f(z)]" = [lim f(x)]" para qualquer inteiro positivo n.
T—a Tr—a

As demonstracOes das propriedades podem ser consultadas no Apéndice F de Stewart
(2013).

Exemplo 2.2. Calcule os limites a seguir utilizando as propriedades:

(a) liné(2m2 — 3z + 4). De fato,
T—

lim(22® — 3x +4) = lim(22%) — lim(3z) + lim 4
T—5 T—5

T—5D T—D
= 2limz? —3limxz + lim 4
r—5 x—5 r—5

= 2(5%°) —3(5) +4 = 39.

3+ 22— 1
lim ——— . Def:
(b) . i)H_12 g e fato,

lim (2° +22° — 1)

llm ———— = -
e»-2 5 —3x lim (5 — 3z)
T——2
lim 22+ 2 lim 22 — lim 1
_ r——2 r——2 r——2
lim 5—3 lim =z«
r——2 r——2

(-2 +2(-2)°~1 _ 1

5—3(=2) 11
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Teorema 2.1. (Teorema do Confronto) Se f(z) < g(z) < h(z) quando x estd proximo a a

(exceto possivelmente em a) e

lim f(z) = limh(x) = L

T—a r—a
entdo,

lim g(z) = L.

T—ra

O Teorema do Confronto também conhecido como Teorema do Sanduiche, esta
ilustrado na Figura 2. Ele diz que se g(x) ficar imprensado entre f(x) e h(x) nas proximidades
de a, e se f e h tiverem o mesmo limite L. em a, entdo g serd forcada a ter o mesmo limite L em

a.

Figura 2 — Interpretagdo Geométrica do Teorema do Sanduiche.

' h
P

0 a X

Fonte: Stewart (2013, p. 97)

1
Exemplo 2.3. Mostre que lim z°sen— = 0.
z—0 T

Solugao: Observe primeiro que ndo podemos usar

. 1 ) .
lim z2sen— = lim 2% - lim sen—
z—0 €T z—0 z—0 X

porque lim sen <1) nao existe.

z—0 X

Ao invés disso, aplicamos o Teorema do Confronto de modo que precisamos encontrar
uma fungdo f menor que g(z) = x*sen() e uma fung¢do h maior que g tal que f(z) e h(z)
tenham o mesmo limite quando «x tende a 0. Para fazer isso, usamos o conhecimento da fungdo
seno. Como o seno de qualquer niimero real estd entre —1 e 1, podemos escrever

1
—1 < sen— < 1, (2.1)
x
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com x # 0. Qualquer inequagao permanece verdadeira quando multiplicada por um nimero
positivo e sabemos que 2% > ( para todos os valores de x e entdo, multiplicando cada lado das

inequacdes em (2.1) por 2, temos:

—? < r’sen— <z
T

2

com z # 0, como ilustrado na Figura 3. Sabemos que

limz? =0 e lim(—2%) =0
z—0 x—0
—a?, g(z) = a?sen(2), e h(x) = 2 no Teorema 2.1, obtemos

tomando-se f(z) =

lim z2sen— = 0.
x—0 x
) .9 1
Figura 3 — lim 2°sen— = 0.
x—0 €x
VA -
V=i
A A
e III III
I:' "I |
|II II| I fi 'Ilhlll |II
| ANy oW AN { -
T T L
II| |II III 1 u l} "-!L. f III III X
f g ||
II r !-\:.'
1 | y
||_-'
L i - Y
v y=—x2

Fonte: Stewart (2013, p. 97)

2.1.3 Limites Laterais

Definicao 2.2. (Limite lateral a direita) Seja f uma funcio definida em um intervalo aberto
(a, ¢). Dizemos que o nimero L é limite a direita da fungio f quando x tende para a e escrevemos

lim f(z) =L,

z—a™t

se para todo € > 0 existe um § > 0, tal que | f(z) — L| < e sempre que a < z < a + .

De maneira andloga, definimos limite a esquerda.
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Definicao 2.3. (Limite lateral a esquerda) Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto
(d,a). Dizemos que o numero L € limite a esquerda da funcdo f quando z tende para a e

€SCrevemos

lim f(x) =L,

T—a—

se para todo € > 0 existe um § > 0, tal que |f(z) — L| < e sempre que a — 6 < = < a.

: —M, sex 70 o :
Exemplo 2.4. Seja f(z) = x . Determinar lim f(x)e lim f(z). Esbocar o
1 r =0 z—0t z—0~
grafico.
Solugao:
Sex > 0,entdo |z| =z e f(x) = —" Logo,
x
I = lim —1=—1.
g T =
Sex < 0,entdo |z| = —z e f(z) = ¥ _ 1. Portanto,
x
lim f(z)= lim 1 =
z—0~ z—0~

O gréfico da fungdo pode ser visualizado na Figura 4. Temos que lim+ f(z) # lim f(x).
z—0 z—0—

Figura4 — f(x) = _Jl
T

AY

("3 J

Fonte: Flemming e Gongalves (2006, p. 77)

Teorema 2.2. Se f¢é definida em um intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente no ponto

a, entdo lim f(x) = L se, e somente se, lim f(x) = Le lim f(z)= L.
T—a z—at T—a~

A demonstragdo encontra-se no livro (FLEMMING; GONCALVES, 2006, p. 78).
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22+ 1, parazx < 2
Exemplo 2.5. Seja f(z) = {2 ,paraxr =2 . Determinar, se existirem lim+ f(z),
T—2

9 — 2%, para v > 2

lim f(z)e lim f(x). Esbogar o grifico da fungao.
T2~ T—2

Solugao:

Se r > 2, entdo, f(z) =9 — 2% Assim,

lim f(r) = lim (9 —2%) = lim 9 — lim 2> =9 —4 =5.

r—2+ r—2+ r—2+ z—2+
Se x < 2, entdo, f(x) = z? + 1. Portanto,

lim f(x) = lim (2* +1) = lim 2>+ lim 1 =4+1=15.

T—27 T—27 r—2~ r—2~

Como lim f(z) = lim f(x) =5, concluimos que
z—2t T2~

lim f(z) = 5.

r—2

A Figura 5 mostra o grafico de f(x).

Figura 5 — lim f(z) = 5.
T—2

x¥

Fonte: Flemming e Gongalves (2006, p. 79)

2.1.4 Limites no Infinito

Definicio 2.4. Seja f uma fun¢io definida em um intervalo aberto (a, +00). Escrevemos,

lim f(z) =L,

T—+400

quando o nimero L satisfaz a seguinte condi¢do: Para qualquer ¢ > 0, existe A > 0 tal que

|f(z) — L| < e sempre que = > A.



Capitulo 2. Limite 20

Definicdo 2.5. Seja f definida em (—o0, b). Escrevemos

lim f(z) =L,

T—r—00

se L satisfaz a seguinte condi¢@o: Para qualquer ¢ > 0, existe B < 0 tal que |f(z) — L| < €

sempre que v < B.

Teorema 2.3. Se n é um niimero inteiro positivo, entdo:

1

@i lim — =0.
z—+oo "
1

@) lim — =0.

z——o0 I

A demonstracdo encontra-se no livro (FLEMMING; GONCALVES, 2006, p. 85).

2 — 5
Exemplo 2.6. Determinar lim z .
r—+o0 T + 8

Solugdo: Neste caso, temos uma indeterminagdo do tipo 2. Vamos dividir o numerador e o

denominador por x e depois aplicar as propriedades de limites juntamente com o Teorema 2.3.

5
2 _ =2
20—-5 ( x)

Temos,

i +8 115{1 8
r—~400 r—+00
‘"” (+3)
s
)
lim 2— lim —
lim 14 lim § 1+8-0
r——+00 r——+oo I

2.1.5 Limites Infinitos

Definicfo 2.6. Seja f(x) uma fungdo definida em um intervalo aberto contendo a, possivelmente,
em x = a. Dizemos que

lim f(x) = +o0,
r—a

se para qualquer A > 0, existe um § > 0 tal que f(x) > A sempre que 0 < |z — a| < 4.

Definicio 2.7. Seja f(x) uma fun¢do definida em um intervalo aberto contendo a, possivelmente,

em x = a. Dizemos que
lim f(z) = —o0,

r—a

se para qualquer B < 0, existe um § > 0 tal que f(x) < B sempre que 0 < |z — a| < 0.

222 +5 1
Exemplo 2.7. Dada a fungido f(z) = L&:—i—(j’ calcule (a) lim+ f(z), (b) lim f(z) e (c)
X r—a~

x? —x — T—a
lim f(z) paraa = 3.
r—a



Capitulo 2. Limite 21

(a) Quando z tende a 3 pela direita, tal que x > 3, o numerador tende a 34, sendo assim, o sinal

algébrico da fracdo € controlado pelo sinal algébrico do denominador,
2 —x—6=(r—3)(z+2).
Mas, se © — 3 pela direita, entdioxr — 3 > 0e xz + 2 > 0, logo
v —2—-6—0".

Portanto,

o 222+ 5r+1
hm—:

“+o0.
z—3+ 12 —2—6

(b) Quando x tende a 3 pela esquerda temos a condi¢do z < 3, o numerador tende a 34 enquanto
o denominador tende a zero pela esquerda, pois t — 3 < 0 e x + 2 > 0, sendo, entdo, o

denominador 2? — x — 6 = (z — 3)(z + 2) negativo. Portanto,

. 22+ 5r+1
lim ——————— = —o0.
e3- 22 —1x—6
(c) Pelos itens (a) e (b) vemos que lim+ f(z) =+oco0e lim f(x) = —o0. Segue-se que f(z)
r—a r—a~

nao tem limite, finito ou infinito, quando x — 3.

2.2 CONTINUIDADE

Percebemos que o limite de uma fun¢do quando x tende a a pode muitas vezes ser
encontrado simplesmente calculando o valor da fun¢do em a. Fun¢des com essa propriedade
sdo chamadas de continuas em a. Veremos que a definicdo matematica de continuidade tem
correspondéncia bem préxima ao significado da palavra continuidade no uso comum. (Um

processo continuo € aquele que ocorre gradualmente, sem interrup¢cdes ou mudangas abruptas)
(STEWART, 2013, p. 109).

Definicao 2.8. Uma fungio f é continua em um nimero a se

lim f(z) = f(a).

T—ra

Observemos que a Definicao 2.8 implicitamente requer trés coisas para a continuidade de f em

a:

1. f(a) esta definida (isto é, a estd no dominio de f);

2. lim f(z) existe;
r—a

3. lim f(z) = f(a).

Tr—a
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x
, sex#0
Exemplo 2.8. Seja f(z) = |z .
0, sex =10

A fun¢@o f ndo é continua no ponto a = 0. De fato, se = > 0, entdo f(z) = o

x
Assim, lim f(z) = 1.Sez < 0, entdo f(z) = ) Logo, lim f(z) = —1. Portanto,
z—0t —X z—0~

ndo existe lim f(x) e dessa forma f ndo é continua em a = 0. Na Figura 6 podemos ver um
z—0

esboco do grafico dessa funcao.
. x
Figura 6 — f(z) = &k
x

TY

Fonte: Flemming e Gongalves (2006, p. 108)

) x+ 3, se > —1
Exemplo 2.9. Seja h(z) = . A fung@o h € continua em todos os pontos.

—x+1, se r< -1
De fato, seja a € R.
Se a > —1, temos
lim h(z) = lim(x + 3) = a + 3 = h(a).

r—a Tr—a
Sejaa < —1, temos
lim h(x) = lim(—z+ 1) = —a+ 1 = h(a).

Tr—a r—a
Se a = —1, temos
li h = I 3)=—143=2=h(-1
Am o) = Im (@ +3)= -1+ (=)
€

lim h(z)= lim (—x+1)=—(-1)+1=2=h(-1).

r——1— r——1—

Podemos ver o esbogo do grifico de h(x), Figura 7.
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x+ 3, se > —1

Figura 7 — h(z) = {—x—l— L ose we 1

AY

A x)

Fonte: Flemming e Gongalves (2006, p. 108)

1
_ , se x#£ =2
Exemplo 2.10. Seja g(z) = { ¢ +2 . Entéo, a fung¢do g ndo é continua em
3, se x=-—2
T = —2, pois
li = i =— li = = .
A s =m mp=reoe I elo) = I o =t
Neste caso, embora a funcio g seja definida em a = —2, mas lim2 g(x) ndo existe.
T——

Podemos ver um esbogo do gréfico de ¢g(z) na Figura 8.

Figura8 — g(z) = ¢ .+ 2’
3, se x=—2.

Fonte: Flemming e Gongalves (2006, p. 109)

2.2.0.1 Propriedades das Fun¢des Continuas

As fungdes continuas satisfazem as propriedades:
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1. Se c for uma constante e f e g forem continuasem x = a,entdo f +¢, f —g,c- fe f-g

sdo fungdes continuas em = = a. Se g(a) # 0, entdo = também € continua em = = a.
Y

2. Os polindmios sao continuos em R.
3. Uma funcdo racional € continua em todos os pontos de seu dominio.

4. Uma funcao € continua em um intervalo aberto se ela for continua em todos os pontos do

intervalo.

Exemplo 2.11. Mostre que se f e g sdo fungdes continuas em =z = a, entdo —, g(x) # 0
g

também € continua em x = a.

Solugdo: Suponhamos que g(a) # 0. Entdo f/g é definida em x = a. Como f e g sdo continuas

no ponto a, temos

lim f(x) = f(a) ¢ lim g(x) = g(a).

T—ra T—ra

Assim pela proposi¢do 1.3, temos

Logo, f/g é continua em x = a.

Definicdo 2.9. Seja f definida num intervalo fechado [a, b].

(i) Se lim f(z) = f(a), dizemos que f é continua a direita no ponto a.
T—a

(i) Se hril f(z) = f(b), dizemos que f é continua a esquerda no ponto b.
T—b—

(iii) Se f € continua em todo ponto do intervalo aberto (a, b), f é continua a direita em a e

continua a esquerda em b, dizemos que f é continua no intervalo fechado [a, b].

Teorema 2.4. Suponha que | seja continua em um intervalo fechado |a, b] e seja N um niimero

qualquer entre f(a) e f(b), em que f(a) # f(b). Entdo existe um nimero ¢ em (a, b) tal que

f(c) =N.

O Teorema do Valor Intermedidrio afirma que uma fun¢ao continua em um intervalo
la, b] assume todos os valores intermedidrios entre os valores da fun¢do f(a) e f(b). Isso, estd
ilustrado na Figura 9. Observemos na Figura (c) que o valor N pode ser assumido uma vez [como

na parte (a)] ou mais [como na parte (b)].

Se pensarmos em uma fung¢ao continua como aquela cujo grafico ndo tem nem saltos nem
quebras, entdo € facil acreditar que o Teorema do Valor Intermediério € verdadeiro. Em termos

geométricos, ele afirma que, se for dada uma reta horizontal qualquer y = N entre y = f(a)
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Figura 9 — Interpretacdo Geométrica do Teorema do Valor Intermediario

y y
fib) fib)
N — v=1 (IJ,.,-""
fia) / y = flx) fla) ;;"'-
0 : '
a c b 0 a ¢ ¢ s b X
(a) (b)
)
fia)
v = fix)
N y=N
fib)
0 & p o
(c)

Fonte: Stewart (2013, p. 115)

ey = f(b) como na Figura 9 (c), entdo o gréifico de f ndo podera saltar a reta. Ele precisard

interceptar y = N em algum ponto.

E importante que a fungio f do Teorema 2.4 seja continua. O Teorema do Valor Interme-
didrio ndo € verdadeiro em geral para as funcdes descontinuas. Uma das aplicagdes do Teorema

do Valor Intermedidrio é mostrar a existéncia das raizes de equacoes, (STEWART, 2013).
Proposicdo 2.4. Se f : [a, b] — [a, b] € continua entdo existe x( € [a, b] tal que f(zo) = xo.
Prova: Considere g : [a, b] — R dada por g(z) = z — f(z). Temos que ¢ € continua em |a, b].

(
Além disso, temos g(a) = a — f(a) < 0e g(b) =b— f(b) > 0. Logo, pelo Teorema 2.4, existe
xy € la, b tal que g(x¢) = 0. Isto &, f(zg) = 0.

Exemplo 2.12. Mostre que a equacio

admite uma solugdo entre 1 e 2.

Prova: Considere a fungéo f : [1, 2] — R definida por

flx)=5-(z—=2) - (z=3)+7-(x—1)- (x—=3)+16- (z — 1) - (x —2).
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A fung@o é continua em [1, 2|. Além disso,

F)=5-(1-2)-(1-3)=5-(=1)-(-2)=10>0
F2Q) =7-(2-1)-(2-3)=7-1-(-1) = -7 <0.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe xy € (1, 2) tal que f(xo) = 0. Isto é,
5-(wg—2) - (wg—3)+ 7T -(xg—1) - (xg—3)+16- (xg — 1) - (xg — 2) =0,

ou seja,

5 7 16

ZL’O—]_ [EQ—2+I0—3:

0.

2.2.1 Infinitésimos na India

No inicio da era crista, a invengao do zero para ajudar a escrever nimeros no sistema
decimal representou um desafio especial para os matemdticos hindus. Suas pesquisas no terreno
das formas indeterminadas faziam uso de métodos analiticos, que embora primitivos, poderiam
ter contribuido para o progresso da matematica na Europa se existissem canais de comunicagao.
(BOYER, 1992).

O matematico hindu Brahmagupta, que estava em franca atividade no século VII, sabia
das armadilhas nas tentativas de "divisdo por zero". Ele afirmava que "positivo ou negativo
dividido por cifra (zero) € uma fragdo com este como denominador". Essa expressdo era chamada

kha-cheda (a quantidade com zero como denominador).

Considerando seu significado ou importancia Bhaskara (c. 1150) assinalou: nessa quan-
tidade consistindo naquilo que tem cifra (zero) como seu divisor, ndo ha alteracdo, embora se
possa inserir ou extrair muito; como nenhuma mudanga ocorre com o Deus infinito e imutavel,
no periodo de destruicdo ou criacdo de mundos, embora numerosas ordens de seres sejam

incorporadas ou produzidas.

Uma transcri¢ao aproximada desta citagio seria

a a
— = -+ k= o0.
0 O+ 00

Embora Bhaskara falasse de quantidades com divisor zero, parece que, de alguma maneira
rudimentar, ele pensava em fragcdes com denominadores infinitesimais. Hoje a ideia acima

poderia ser expressa sob a forma

limg = lim <g+k> = oo, onde € > 0.
e—0 € e—0 \ €

Deve-se enfatizar que para e > 0 o simbolismo
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¢ definido para significar que, tomando-se um ¢ positivo suficientemente préximo de 0, a/¢
pode-se tornar infinitamente grande. Assim, conforme ¢ — 0 através de valores positivos, a /e

ndo tem limite, ultrapassando qualquer cota (superior).

Krsna (c. 1550) um comentador de Bhaskara, registrou que a/0 = b/0. Poderiamos optar
por escrever 1sso na forma
b
lim & = lim -, onde € > 0,
e—0 € e—0 €

observada a defini¢do acima. Isto é, tendo a/e como b/e podem ser tonar arbitrariamente grandes

tomando-se € suficiente proximo de 0.

Brahmagupta observou que 0/0 = 0, uma afirmacéo incorreta se interpretada com o
significado de
€

lim- =0,
e—0 €

esse limite obviamente é 1. (E muito improvavel que Brahmagupta quisesse significar

que também € uma "forma indeterminada do tipo 0/0", sendo que neste caso o limite é 0.)

Bhaskara afirmou ainda que (a-0)/0 = a, um resultado que seria aceitdvel, se novamente
considerdssemos a interpretacao acima, ou seja,

.a
lim—-e=a.
e—0 €

Baskhara também deu alguns exemplos de avaliacOes corretas e incorretas da incognita em

equagdes envolvendo limites, como solucao da equacgdo

z-0
-0+ T
—=— =03 2.2
0 (2.2)
ele deu x = 42, o que € correto interpretando-se 2.2 com o sentido de
x-€
T-€+ —F—
lime 0 | ——2—| =63
€
e como solucao suposta de
2
[(%+x—9) +<%+x—9>}-0:90 2.3)

deu para x o valor incorreto 9. O exemplo 2.2 € f4cil de verificar. Mas € mais interessante descobrir
como o erro ocorreu no exemplo 2.3. Como € usual, substituimos 0 por €, e reescrevemos 2.3
sob a forma equivalente

2
lim {x_ e+ (202 — 172) + (2 — 1Tz + 72) - e} =90, onde € > 0. (2.4)

x—0 52
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Neste ponto Bhaskara, que escrevia o primeiro termo de 2.4 como (22 - 0)/0?, substituia 0 0% do
denominador por 0, obtendo (22 - 0) /0. Isto equivale a substituir o primeiro termo de 2.4 por

x? - ¢/e. O erro estd , obviamente, em assumir que

e—0 62 e—0 €

Entdo Bhaskara concluiu incorretamente que o limite do primeiro termo era z2. Assim, de

maneira errada, chegou 4 equagdo quadratica
2%+ (2% — 172) + 0 = 90 (2.5)

que, de fato, tem a raiz 9. (A outra raiz é —(10/3), mas os hindus se contentavam muitas vezes
em achar uma raiz apenas, mesmo quando ambas eram positivas. Ao escrever expressdes como

2.5 usamos nota¢ao moderna).
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3 APLICACOES DE LIMITES

Neste capitulo iremos apresentar algumas aplicagdes do conceito de limite, tendo como
base tedrica Flemming e Gongalves (2006), Stewart (2013), Munem e Foulis (2008), Leithold
(1994) e Halliday, Resnick e Walker (2016).

3.1 O PROBLEMA DA TANGENTE

A palavra tangente vem do latim fangens, que significa “tocando”. Assim, uma tangente
a uma curva é uma reta que toca a curva. Para um circulo, poderiamos simplesmente, como
Euclides, dizer que a tangente € uma reta que intercepta o circulo uma unica vez, conforme a
Figura 10 (a). Para as curvas mais complicadas essa definicao € inadequada. A Figura 10 (b)
mostra duas retas, [ e ¢, passando através de um ponto P em uma curva C'. A reta [ intersecta C'
somente uma vez, mas certamente ndo se parece com o que pensamos ser uma tangente. A reta ¢,

por outro lado, parece ser uma tangente, mas intercepta C' duas vezes.

Figura 10 — Interpretacdo Geométrica da Tangente.

(a) ®

Fonte: Adaptado de Stewart (2013, p. 76)

Para sermos objetivos, vamos examinar no exemplo a seguir o problema de encontrar

uma reta ¢ tangente a pardbola y = 2.

Exemplo 3.1. Encontre uma equagdo da reta tangente a pardbola y = x2 no ponto P(1, 1).

Solugdo: Podemos encontrar uma equacao da reta tangente ¢ assim que soubermos sua inclinacao
m. A dificuldade estd no fato de conhecermos somente o ponto P, em ¢, quando precisamos de
dois pontos para calcular a inclina¢do. Observe, porém, que podemos calcular uma aproximagao
de m escolhendo um ponto préximo Q(x, ) sobre a pardbola (como na Figura 11) e calculando
a inclinagdo mpg da reta secante (). [Uma reta secante, do latim secans, significando corte, é

uma linha que corta (intersecta) uma curva mais de uma vez.]
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Figura 11 — Reta tangente a pardbola y = 2% em P(1, 1).

YA /o
A, x%)

2
y=u

P=(11

Fonte: Adaptada de Stewart (2013, p. 76)

Escolhemos = # 1 de forma que ) # P. Entao

x?—1
r—1

me =

por exemplo, o ponto (1,5, 2,25), temos

2,25—1 1,25
! =22 =25,
1,5—1 0,5

mPQ

Na tabela 1 observamos os valores de m pg para vérios valores de x proximos a 1. Quanto mais
proximo () estiver de P, mais proximo x estard de 1, e a tabela indica que mp¢ estard mais

proximo de 2. Isso sugere que a inclinacdo da reta tangente ¢ deve ser m = 2.

Tabela 1 — Aproximagdes pela direita e esquerda em torno do ponto x = 1.

X mpqQ X mpq
2 3 0 1
1,5 2,5 0,5 L5
1,1 2,1 0,9 1,9
1,01 2,01 0,99 1,99
1,001 || 2,001 0,999 || 1,999

Fonte: Stewart (2013, p.76)

Dizemos que a inclinac¢do da reta tangente € o limite das inclinagdes das retas secantes e

expressamos isso simbolicamente escrevendo que

lim mpo=m e lim
Q—P PQ z—1 ¢ — 1
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Supondo que a inclinag¢do da reta tangente seja realmente 2, podemos usar a forma

ponto-inclinacdo! da equacio de uma reta para escrever a equacdo da tangente no ponto como
y—1=2(x—1) ou y=2z-—1.

Definicdo 3.1. A reta tangente a curva y = f(z) em um ponto P(a, f(a)) é a reta passando

por P com a inclinacdo

m = lim L&)~ 1(a).
T—a T — Q

desde que esse limite exista.

Vamos aplicar a defini¢do 3.1 no exemplo 3.1:

— f(1 21 —1)- 1
TP A0 el A NS Uit St el el NG VYRS SIS SIS Y
rz—1 r—1 z—=1 1 — 1 rx—1 r—1 rx—1

H4 outra expressao para a inclinacdo da reta tangente que €, as vezes, mais fécil de ser
usada. Se h = = — a, entdo x = a + h. Como x — a entdo h — 0 e, assim, a inclinag¢do da reta

secante P() é

m = lim
h—0

fla+h) = f(a)
- :

Veja a Figura 12 onde o caso h > 0 € ilustrado e () estd a direita de P. Se acontecesse que h < 0,

entretanto, () estaria a esquerda de P.

Figura 12 — Defini¢cdo Geométrica da Tangente.

Q(a+h, flat+h))

P(a, fla))
flat+h)—f(a)

Y

0 / / a a+h X

Fonte: Stewart (2013, p. 132)

. 3
Exemplo 3.2. Encontre uma equagao da reta tangente a hipérbole y = — no ponto (3, 1).
x

' A forma ponto-inclinagio da equagio da reta por um ponto (1, ¥1) com uma inclinagdo m é: y — y; =

m(x — x1).
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3
Solugdo: Seja f(x) = —. Entdo, a inclinagdo da reta tangente em (3, 1) é
x

3

21
o JBHR—FB) . 34K —h L1
m = lim h I S —— h(3+h) W S

Portanto, uma equag@o da reta tangente no ponto (3, 1) é
6—x

3

1
y—l=-3g@-3)=y=
A hipérbole e sua tangente estao na Figura 13

3
Figura 13 — Tangente da hipérbole y = —.
x

Fonte: Adaptada de Stewart (2013, p. 132)

3.2 VELOCIDADES

Em geral, suponha que um objeto se mova sobre uma reta de acordo com a equagao
s = f(t), na qual s é o deslocamento do objeto a partir da origem no instante ¢. A fungio f que
descreve o movimento € chamada func¢ao de posi¢ao do objeto. No intervalo de tempo entre
t =aet = a+ h,avariagdo na posicdo serd de f(a + h) — f(a). (Veja a Figura 14 (a).) A
velocidade média nesse intervalo é:

deslocamento  f(a+h) — f(a)
tempo N h

?

que é o mesmo que a inclinagdo da reta secante P() na Figura 14 (b).

Suponha agora que a velocidade média seja calculada em intervalos cada vez menores
la, a + h]. Em outras palavras, fazemos h tender a 0. Como faremos no Exemplo 3.3, definimos
velocidade (ou velocidade instantanea) v(a) no instante ¢ = a como o limite dessas velocidades

médias:

(3.1)

o0 = i

fla+h)—f(a)
- :
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Figura 14 — Interpretacdo Geométrica da Velocidade Média.

s
Qa + h, fla + h))

posi¢ao no posi¢do no

instante f = a@ instante t = a+h P(a, fla))
- l | i
0 5

fla+ h) — fla) ‘

| | 0 a ath 1
| fa) >

_ flath) = @) _ yelocidade média

| fla+hy ———] i h

(@) (b)

Fonte: Stewart (2013, p. 133).

Isso significa que a velocidade no instante ¢ = a € igual a inclinac¢do da reta tangente em P.

Exemplo 3.3. Suponha que uma bola seja solta a partir do ponto de observacao no alto da Torre,
em Toronto, 450m acima do solo. (a) Qual a velocidade da bola apéds 5 segundos? (b) Com qual

velocidade a bola chega ao solo.

Solucdo: Precisaremos encontrar a velocidade tanto quando ¢ = 5 quanto quando a bola atinge o
solo, de modo que € eficiente comecar encontrando a velocidade em um instante geral ¢t = a.

Usando a equagio de movimento s = f(t) = 4, 9¢, temos:

— 4 2_4 2 4 2 ) 2 2
v(a):limf(a+h) f(a) ~ lim ,9(a+ h) ,9a _ lim ,9(a® + 2ah + h* — a®)

h—0 h h—0 h h—0 h
4,9(h? + 2ah)

= lim

= 1lim4,9(2a + h) = 9, 8a.
h—0 h—0

(a) A velocidade ap6s 5 s é de v(5) = 9,8 -5 = 49m/s. (b) Uma vez que o posto de observagdo

estd 450 m acima do solo, a bola vai atingir o chdo em ¢, quando s(t;) = 450, isto é,

4,912 = 450.
Isso fornece
450 450
2 _ _ ~ .

Y

A velocidade com que a bola atinge o chdo €, portanto,

450
’U(tl) = 9,8t1 = 9,8 4—9 ~ 94m/8

?
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3.3 CONCEITO DE DERIVADA

Vimos que o mesmo tipo de limite aparece ao encontrar a inclinagdo de uma reta tangente

(Equagdo 3.1) ou a velocidade de um objeto (Equacdo 3.1). De fato, os limites do tipo

L flath) — f(a)
h—0 h

surgem sempre que calculamos uma taxa de variacdo em qualquer ramo das cié€ncias ou enge-
nharia, tais como a taxa de uma reacio quimica ou o custo marginal em economia. Uma vez que

esse tipo de limite ocorre amplamente, ele recebe nome e notacdo especiais.

Definiciio 3.2. A derivada de uma funcdo / em um nimero «, denotada por f'(a), é

fla+h)— f(a)
h

f'(a) = lim

h—0

se o limite existir.

Se escrevermos £ = a + h, entio h = xz — a e h — 0 se, e somente se, z — a.
Consequentemente, uma maneira equivalente de enunciar a definicao da derivada, como vimos
na determinacio das retas tangentes, é

o) — i S0 = F0)

r—a T —a

Exemplo 3.4. Encontre a derivada da fung¢do f(x) = 2* — 8x + 9 em um nimero a.

Solugdo: Da Defini¢do 3.2, temos

fla) = Jim h

_ lim[(a+h)2—8(a+h)+9]—[a2—8a+9]
h—0 h

_ hma2+2ah—|—h2—8a—8h+9—a2+8a—9
h—0 h

= lim(2a + h —38)
h—0

= 2a — 8.

Definimos a reta tangente a curva y = f(x) no ponto P(a, f(a)) como a reta que passa
em P e tem inclinagdo m dada pela Equacao 3.1. Uma vez que, pela Definicdo 3.2, isso é o
mesmo que a derivada f’(a). (STEWART, 2013, p. 134).

Se usarmos a forma ponto-inclina¢do da equacio de uma reta, poderemos escrever uma

equagdo da reta tangente a curva y = f(z) no ponto (a, f(a)):
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3.4 TAXA DE VARIACAO

Suponha que y seja uma quantidade que depende de outra quantidade x. Assim, y € uma
funcdo de z e escrevemos y = f(x). Se x variar de x; a x5, entdo a variagdo em = (também
chamada incremento de x) sera

A =19 — 11
e a variacdo correspondente em y sera:

Ay = f(x2) — f(x1).
O quociente das diferencas

% - f(z2) — f(21)

Azx To — T

¢ denominado taxa média de variacio de y em relac¢iio a x no intervalo [z, x5] e pode ser

interpretado como a inclinagdo da reta secante P() na Figura 15.

Figura 15 — Taxa de Variagdo.

Q(x,, fixy))

Fonte: Stewart (2013, p.135)

Por analogia com a velocidade, consideramos a taxa média de variacdo em intervalos
cada vez menores fazendo x5 tender a x; e, portanto, fazendo Az tender a 0. O limite dessas
taxas médias de variacdo é chamado taxa (instantanea) de variacio de y em relacio a x em

x = x1, que é interpretada como a inclinagdo da tangente a curva y = f(x) em P(zy, f(z1)):

lim 2y lim M
Az—0 Ax x> Ty — T

Reconhecemos este limite como a derivada f’(x;).
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Exemplo 3.5. Uma particula se move sobre uma linha reta de modo que, no final de ¢ segundos,
sua posi¢do s em metros do ponto de partida é dada por s = 3t? + t. Calcule a velocidade da

particula no instante em que ¢ = 2 segundos.

Solugdo: Aqui, s = f(t), onde f(t) = 3t> +t. A velocidade quando ¢t = 2 é desta forma
dada por

iy JCHAD—F2) [3-(2+ At)” + (24 At)] — [3(2)* + 2]

At0 At At—0 At
. 3(At)? 4+ 13At
= lim
At—0 At
lim (3At + 13)
At—0

= 13m/s.

3.5 INTEGRAL

Iniciemos resolvendo o problema da drea: encontre a area da regido S que estd sob a
curvay = f(z) de a até b. Isso significa que S, ilustrada na Figura 16, estd limitada pelo grafico

de uma funcédo continua f[onde f(x) > 0], pelas retas verticais * = a e x = b e pelo eixo z.

Figura 16 - S = {(z, y)la <z <b, 0 <y < f(x)}.

Fonte: Stewart (2013, p. 326)

Ao tentarmos resolver o problema da area, devemos nos perguntar: qual € o significado da
palavra drea? Essa questao € facil de ser respondida para regides com lados retos. Nao é tdo facil,
no entanto, encontrar a drea de uma regido com lados curvos. Temos uma ideia intuitiva de qual
¢ a drea de uma regido. Mas parte do problema da area € tornar precisa essa ideia intuitiva, dando
uma defini¢do exata de drea. Lembre-se de que, ao definir uma tangente, primeiro aproximamos
a inclinacdo da reta tangente por inclinacdes de retas secantes e, entdo, tomamos o limite dessas

aproximacoes. Uma ideia similar serd usada aqui para as areas.
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Em primeiro lugar, aproximamos a regido .S utilizando retdngulos e depois tomamos
o limite das dreas desses retangulos a medida que aumentamos o nimero de retangulos. Os

exemplos a seguir ilustram esse procedimento.

Exemplo 3.6. Use retingulos para estimar a drea sob a parabola y = 22 de 0 até 1 (a regido

parabdlica S ilustrada na Figura 17).

Figura 17 — y = 2.

Fonte: Stewart (2013, p. 326).

Solugdo: Observamos primeiro que a area de S deve estar em algum lugar entre 0 e 1, pois
S estd contida em um quadrado com lados de comprimento 1, mas certamente podemos fazer

melhor que isso. Suponha que S seja dividida em quatro faixas Sy, So, S3e Sy, tragando as retas

1

verticais © = 7, © = %ex = %, como na Figura 18 (a).

Podemos aproximar cada faixa por um retangulo com base igual a largura da faixa e
altura igual ao lado direito da faixa [veja a Figura 18(b)]. Em outras palavras, as alturas desses
retngulos sdo os valores da fungdo nas extremidades direitas dos subintervalos [0, 1] , [1,1]

13 3
[5:2] e [3.1]
A 2 2 2
Cada retangulo tem largura de } e alturade (3)°, (3)°, (2)” e 1% Se Ry for a soma das

areas dos retangulos aproximantes, teremos:

1 o/1\° 1 /1\* 1 [3\* 1 15
Ri==-(=) +2(=) +2-(2) +2.12=22 =0 46875.
! <4> 1 (2) "1 (4) 1 32

Da Figura 18(b) vemos que a drea A de S € menor que Ry, logo

A < 0,46875.

Em vez de usarmos os retangulos na Figura 18 (b), poderiamos usar os retangulos
menores na Figura 18 (c), cujas alturas seguem os valores de f nas extremidades esquerdas dos
subintervalos. (O retngulo mais a esquerda desapareceu, pois sua altura é 0.) A soma das areas

desses retangulos aproximantes €

1 1 /1\* 1 /1\> 1 (3\* 7
L:—'02 — .| = —_. | = — | = = — =0, 21875.
SRR (4) T3 (2) T3 (4> 32
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Figura 18 — Aproximando S por 4 retangulos.

v ’
) / Y /
(L1 (L 1)

Sy

=
bt | —

(b)

(L1

()
R

da ] =
b | —
.

(©)
Fonte: Stewart (2013, p. 326).
Vemos que a drea de S € maior que L, e, entdo, temos estimativas inferior e superior para A:

0,21875 < A < 0,46875.

Podemos repetir esse procedimento com um nimero maior de faixas. Na Figura 19

observa-se o que acontece quando dividimos a regido S em oito faixas com a mesma largura.

Figura 19 — Aproximando S por 8 retangulos

/{1,11 71
7 (1, 1)

(a) Usando as extremidades esquerdas. (b) Usando as extremidades direitas.

Fonte: Stewart (2013, p. 326).
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Calculando a soma das dreas dos retingulos menores (Lg) e a soma das areas dos

retingulos maiores ( Rg), obtemos estimativas inferior e superior melhores para A:

0,2734375 < A < 0,3984375.

Assim, uma resposta possivel para a questao é dizer que a verdadeira drea de .S estd em algum

lugar entre 0, 2734375 e 0, 3984375.

Podemos obter melhores estimativas aumentando o numero de faixas. Na tabela 2

observa-se os resultados de cdlculos similares (com um computador) usando n retangulos cujas

alturas sdo encontradas com as extremidades esquerdas (L,,) ou com as extremidades direitas
(Rn).

Tabela 2 — Aproximando S por n retangulos

n L, R,
10 | 0,2850000 | 0,3850000
20 | 0,3087500 | 0,3587500
30 | 0,3168519 | 0,3501852
50 | 0,3234000 | 0,3434000
100 | 0,3283500 | 0,3383500
1000 | 0,3328335 | 0,3338335

Fonte: Adaptada de Stewart (2013, p. 327)

Dos valores na Tabela, parece que R,, aproxima-se de % a medida que aumentamos 7.

Confirmamos isso no proximo exemplo.

Exemplo 3.7. Para a regido S do Exemplo 3.6, mostre que a soma das areas dos retangulos
aproximantes superiores tende a %, isto &,

1
lim R, = -.
im 3

n—0o0

Solucdo: R, é a soma das areas dos n retangulos na Figura 20. Cada retangulo tem uma largura
1/n, e as alturas sdo os valores da fungio f(x) = x? nos pontos 1/n, 2/n, 3/n, - -+ , n/n; isto é,
as alturas sdo (1/n)?,(2/n)?, (3/n)?,- -+, (n/n)%. Logo,

1 /1\° 1 /2\* 1 [/3)° 1 /n\2
R, = —-|— + = = +—-| = +...+_.(_>
n n n n n n n n
1 1
= E.E(12+22+32_’_...+n2)
1
= E-(12+22+32+---+n2).

Utilizamos aqui a férmula para a soma dos quadrados dos n primeiros inteiros positivos:

n-(n+1)-(2n+1)'

5 (3.2)

(P4+ 22432+ 4n?) =
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Figura 20 — Aproximando a drea por n retangulos.

7 (1,1

(&)
~]

Fonte: Stewart (2013, p. 328).

Colocando a Férmula 3.2 na nossa expressao para [?,,, temos

I n-(n+1)-2n+1) (n+1)-(2n+1)
nd 6 6n?

Entao, temos,

lim R, = lim (

n—o0o n—o0o 6n2

| (n—l—l) (Qn—i-l)
= lim —- .
n—>006 n n
1

Pode ser mostrado que as somas aproximantes inferiores também tendem a %, isto é,

1
lim L, = —.
n—00 3
Vamos aplicar a ideia dos Exemplos 3.6 e 3.7 para as regides S mais gerais da Figura 16.
Comecamos por subdividir S em n faixas Sy, So, --- , S, de igual largura, como na Figura 21.
A largura do intervalo [a, b] é b — a; assim, a largura de cada uma das n faixas é
_b—a

Ax = .
n

Essas faixas dividem o intervalo [a, b] em n subintervalos

[x07x1]7 [.TI,SCQ], [IZVCCS]?”‘ 7[1.717171:71]
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Figura 21 — Regides .S mais Gerais.

N P

Ya

s, |8 | s, s, s,

0 a X, Xy Xy ... X—p X ... X, b X

Fonte: Stewart (2013, p. 329).

onde zo = a e x,, = b. As extremidades direitas dos subintervalos sdao

1 =a+ Az,
To = a+ 2Ax,
r3 = a+ 3Ax,

Vamos aproximar a i-ésima faixa S; por um retingulo com largura Az e altura f(x;),
que é o valor de f na extremidade direita (veja a Figura 22). Entdo, a area do i-ésimo retangulo é
f(z;)Az. O que consideramos intuitivamente como a drea de .S é aproximado pela soma das

areas desses retangulos, que é

Figura 22 — Area do i-ésimo retangulo.

fi (x;)

Fonte: Stewart (2013, p. 330).

R, = f(z1)Az + f(xe) Az + -+ - + f(x,)Az.
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Definicao 3.3. A area A da regido S que estd sob o grafico de uma fungio continua f é o limite

da soma das dreas dos retdngulos aproximantes:

A= lim R, = lim [f(x1)Az + f(xg) Az + - - + f(x,)Az]. (3.3)

n—o0 n—oo

De fato, em vez de usarmos as extremidades esquerda ou direita, podemos tomar a

altura do i-ésimo retdngulo como o valor de f em qualquer nimero x} no i-ésimo subintervalo

[Tio1, T3]
Figura 23 — Retangulos aproximantes com pontos amostrais.
y
Ax

| T F
N AT
| I | p
| | m i A | I B
| | L] | I | | lf\
| | L] | .
| o e ]
| | L] | | | I |
| | L] | | | | [
| | L] | | | | |
| | L1 | | | | ]

0 a X, } Xz {.\'; X { X; Xpo1 { b x
7 v X3 Xy Ty

Fonte: Stewart (2013, p. 331).
Chamamos os nimeros z7, z3, - - ,z,, de pontos amostrais. A Figura 23 mostra os

retangulos aproximantes quando os pontos amostrais nao foram escolhidos como as extremidades.
Logo, uma expressdo mais geral para a drea S é

A= le [f(z))Ax + f(a5) Az + - -+ f(x))Ax]. (3.4)
Exemplo 3.8. Seja A a area da regido que estd sob o graficode f(z) = e *entrex =0ex = 2.

Usando as extremidades direitas, encontre uma expressao para A como um limite.

Solugcdo: Uma vez que a = 0 e b = 2, a largura de um subintervalo é
2—-0 2
Ar=——=—.
n n
Portanto, z; = 2/n, x9 = 4/n, x5 = 6/n, x; = 2i/n e x,, = 2n/n. A soma das dreas dos

retangulos aproximantes é

R, = f(x))Az+ f(z2)Ax+ -+ f(z,)Ax
= e "Az+e PAx+ - +e A

_ 6—2/n z + 6—4/71 g I 6—2n/n g )
n n n
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De acordo com a Defini¢ao 3.3, a drea é

2
A= lim Rn = lim _(6_2/”' + 6_4/”« + 6—6/71 R e—2n/n)

n—oo n—oo N

n
2 —2i
= hm—g en .
n—oo N,

=1

Definicao 3.4. (Integral Definida:) Se f € uma funcdo continua definida em a < x < D,
dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos de comprimentos iguais Az = (b — a)/n. Sejam
Ty = a, T, Te,...,T, = b as extremidades desses subintervalos, e sejam 7, 73, ..., x), pontos
amostrais arbitrarios nesses subintervalos, de forma que 7 esteja no i-€simo subintervalo

[z;_1, x;]. Entdo a integral definida de f dea a b é

b n
/ f(z)dz = lim Zf(xf)Ax (3.5)
a n— o0 P

desde que o limite exista e d€ o0 mesmo valor para todas as possiveis escolhas de pontos amostrais.

Se ele existir, dizemos que f ¢ integravel em [a, b].

Quando a fungdo f € continua e ndo negativa em [a, b|, a defini¢do de integral definida
3.5 coincide com defini¢ao da drea. Portanto, neste caso, a integral definida € a drea da regido
sob o o grifico de f de a até b.

Exemplo 3.9. Ache a drea do trapézio limitado pelas retas z = 1 e z = 3, pelo eixo x e pela

reta 2o + y = 8. Tome retangulos inscritos.

Solugdo: A regido do i-ésimo retangulo inscrito estdo na Figura 24. O intervalo fechado [1, 3]
€ dividido em n subintervalos, cada um com comprimento Az : z; = 1 + Ax, 9 = 1 +
20z, ..., ;=14 1iAx, ..., vy =14 (n—1)Azx, z, = 3.

3—1 2

Ax = —.
n n

Resolvendo em y a equacdo da reta, obtemos y = —2x + 8. Logo, f(z) = —2x + 8¢
como f € decrescente em [1, 3], o valor minimo absoluto de f no i-ésimo subintervalo [z;_1, ;]
€ f(z;). Como z; = 1 +iAz e f(x) = —2x + 8, entdo f(z;) = —2(1 + iAx) + 8, isto §,
f(z;) = 6 — 2iAz. De (3.5),

A = lim Zf(m’{)Ax = lim 2(6 — 2iAz)Ax
i=1 i=1

n—o0 4

= Jﬁgé;[6(§)'—2i(%)1

12 8 o .
:gdg;*@ZJ

=1

= lim zn:[GAx — 2i(Ax)?]
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Do Teorema 2.1 ? e da Férmula do Teorema 2.23

A = lim 2-71—§-n(n—+1>}:lim (8—é>:8.

n—oo | N n? 2 n

Assim, a drea € 8 unidades quadradas. Usando a féormula de Geometria Plana para a area

‘- by+bo)-h ~ . , )
do trapézio, A = %, onde h, by, by sdo, respectivamente, o nimero de unidades nos

comprimentos da altura, e das duas bases, obtemos A = w; isto é, A = 8, o que estd de

acordo com o resultado acima.

Figura 24 — Area do trapézio

(1,6)

Fonte: Adaptada do Stewart (2013)

3
Exemplo 3.10. Ache o valor exato da integral definida / x?dx. Interprete geometricamente o
1

resultado.

Solugdo: Considere a parti¢do regular do intervalo fechado [1, 3] em n subintervalos. Entdo

Az = 2.
n

Se escolhermos x; como extremo direito de cada subintervalo, teremos:

2 2 2 2
ry =1+ —, x2:1—|—2(—),...,x,;zl—i—i(—),...,xn:1+n(—>.
n n n n

Como f(r) = 22,
2i\*  [(n+2i\?
o= (1+5) = ()

Teorema 2.1. Z ¢ = cn, onde c é qualquer constante.
i=1

2

n(n—&—l).

3 Teorema 2.2.22’ = 5

i=1
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logo, usando 3.5 e aplicando alguns teoremas de somatorios, teremos

3
/ 2% dx
1

" 420\ 2
1i z

2% .y
lim $Z(n2+4m+412)

n—00 -
=1

7}1_)11;10% n2i1+4nii+4ii2l

2 1 4n - 1)-(2 1
i 2 nz-n—|—4n-n(n+ )+ n-(n+1)-(2n+1)
n—>oon3_ 2 6
2 [ on - (2n? + 3 1
lim—3 n3 +2n3 + 2n? + i (n tont )]
n—oo 1N L 3
_ 4  8n?>+12n+4
lim (6+—+——-—7-——
n—o00 n 3n2

. 4 8 4 4 8 26
Tlll_)ﬂ;@|:6+ﬁ+§+ﬁ+%:| —6+0+§+0+0—§.

Vamos interpretar geometricamente o resultado. Como x* > 0 para todo z em [1, 3], a

regidio limitada para a curva y = 22, pelo eixo z e pelas retas x = 1 e x = 3 tem % unidades

quadradas de 4rea*. A regifio estd mostrada na Figura 25.

3
Figura 25 — Area da integral / ridw.
1

vk (3,9)

A 4

Fonte: Produciao do autor.

4

quadradas.

As unidades de area s@o unidades de comprimento ao quadrado e, por isso, sdo também chamadas de unidades
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3.6 APLICACAO A FISICA

Nesta secdo, vamos apresentar uma aplicagdo do conceito de limite a fisica, obtida do
Capitulo 7 do livro (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016).

3.6.1

Analisando a situacdo na Figura 26, agora supondo que a forca aponta no sentido positivo
do eixo = e que o médulo da forga varia com a posi¢do x. Quando a (particula) se move, o
moédulo F'(z) da forca que realiza trabalho sobre ela varia. Apenas o médulo da forga varia; a
orientacdo permanece a mesma. Além disso, o mdédulo da forca em qualquer posi¢ao ndo varia

com o tempo.

A Figura 26 (a) mostra o grifico de uma for¢a varidvel unidimensional como a que
acabamos de descrever. Estamos interessados em obter uma expressdo para o trabalho realizado
por essa forca sobre a particula, quando a particula se desloca de uma posicao inicial z; para uma
posigao final x ;, mas ndo podemos usar a Equacdo (W = F'd cos ¢) porque ela s6 € vdlida no
caso de uma forga constante. Assim, vamos usar novamente os métodos do cdlculo. Dividimos
a area sob a curva da Figura 26 (a) em um grande nimero de faixas estreitas, de largura Az
(Figura 26 (b)). Escolhemos um Az suficientemente pequeno que possamos considerar a forca
F(z) aproximadamente constante nesse intervalo. Vamos chamar de £ ,,,.q 0 valor médio de

F(x) no intervalo de ordem j. Nesse caso, Fj ,.q na Figura 26 (b) ¢ a altura da faixa de ordem j.
Com F} ;,,.q constante, o incremento (pequena quantidade) de trabalho AW j realizado
pela forca no intervalo de ordem 5 pode ser calculado pela equagao:

AVV] = Fj,medAx'

Na Figura 26 (b), AW é, portanto, igual a drea sob a faixa retangular sombreada de ordem ;.

Para determinar o trabalho total 1/ realizado pela forca quando a particula se desloca de

x; para xy, somamos as dreas de todas as faixas entre x; e xy da Figura 26 (b).

W= AW; = Fjmalz. (3.6)

A equacgdo 3.6 ¢ uma aproximagdo porque a “escada” formada pelos lados superiores dos

retingulos da Figura 26 (b) é apenas uma aproximagéo da curva real de F'(z).

Podemos melhorar a aproximagao reduzindo a largura Ax dos retangulos e usando mais
retangulos, como na Figura 26 (c). No limite, fazemos a largura dos retangulos tender a zero,
nesse caso, o nimero de retdngulos se torna infinitamente grande e temos, como resultado exato,

W= lim > Fimeala. (3.7)

Azr—



Capitulo 3. Aplicacoes de limites 47

Esse limite corresponde a defini¢do da integral da fun¢do F'(x) entre os limites x; e x . Assim, a

Equacdo 3.7 se torna

W = /xf F(z)dz. (3.8)

Se conhecemos a func¢do F'(x), podemos substitui-la na Equagao 3.8, introduzir os limites
de integracdo apropriados, efetuar a integracdo e, assim, calcular o trabalho. Geometricamente, o
trabalho € igual a drea entre a curva de F'(x) e o eixo x e entre os limites x; e s (drea sombreada
na Figura 26 (d)).

Figura 26 — Anélise grafica do trabalho realizado por uma forca.
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Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2016, p. 388)

Exemplo 3.11. A forga F = (322N)i + (4N)7j, com z em metros, age sobre uma particula,
mudando apenas a energia cinética da particula. Qual € o trabalho realizado sobre a particula
quando ela se desloca das coordenadas (2m, 3m) para (3m, 0m)? A velocidade da particula

aumenta, diminui, ou permanece a mesma?

Solugdo: A forca é varidvel porque a componente x depende do valor de x. Assim, escrevemos

duas integrais, uma para cada eixo e resolveremos por meio da definicdo de integral:

3 0
W:/ 3x2dx+/ 4dy. (3.9)
2 3
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Consideremos as parti¢des regulares dos intervalos fechados [2, 3] e [3, 0] em n subintervalos
-3

n

nos componentes x e y respectivamente. Entdao, Ax = % e Ay =

Se escolhermos z; e y; como extremos direitos de cada subintervalos, teremos:

1 1 1 1
=2+ —, :1:2:2—{—2(—),...,xi:2+z(—>,...,xn:2+n(—>.
n n n n
-3 -3 -3 -3
n n n n

Como F(z) = 3z% e F(y) = 4,

F(z) =3 (2+%)2 =3 (QnH)Q, F(y) = 4.

n

Logo, usando 3.5 e aplicando alguns teoremas de somatérios na Equacao 3.9, teremos:

3 0
W = /33:de—|—/ 4 dy
2 3
a on+i\> 1 - —3
= 1 : RN T 4.2
nlfolo;i*( . ) 2l (n>

R T T N
= lim E;(Zln —i—4m+z)—i—nh_>rrolo—g§12

n—oo
= limi-n2i4+4n2ﬂ:i+2ﬂ:i2 + lim —l il?
n—o0 7’L3 — — — n—oo N —
i 1 1)(2n + 1 |
= limi 7”L2-4n—|—4n-n(njL )+n(n+ )(n—|— ) 4+ lim —— - 12n
n—oo N3 i 2 6 n—oco N
30 3 2 1
= lim — 6713—1—2712—1—n——i-n——l—2 4+ lim —— - 12n
n—oo N3 i 3 2 6 n—co N

1
= lim 18+§+1+i+— + lim —12
n—00 n n o2n2 n—o0

= (I840+1+0+0)+(-12)=19-12="T7J.

O resultado positivo significa que a forca ? transfere energia para a particula. Assim, a

energia cinética da particula aumenta e, como K = Lmu?, a velocidade escalar também aumenta.

2
Se o trabalho fosse negativo, a energia cinética e a velocidade teriam diminuido.
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4 CONCLUSAO

Diante da dimensao da matemética no conhecimento humano e o cdlculo como segmento
dessa ciéncia, nossa pesquisa teve o objetivo de fazer um estudo sobre o Limite e mostrar algumas
de suas aplicagdes, nesse trabalho fizemos uma revisao conceitual sobre limite e alguns teoremas
necessarios para sua aplicacdo no estudo de fungdes. Assim como, aplicamos o conceito de
limite para definir as derivadas, integrais definidas e o trabalho realizado por uma for¢a varidvel
genérica (Ensino de Fisica). Pesquisas como estas sao fundamentais para o desenvolvimento
académico do aluno na aprendizagem do cdlculo. A partir dessa pesquisa, evidenciamos a
relevancia do conceito de limite para o desfecho de outros resultados matemadticos estudados em
disciplinas de cdlculo, onde nos desperta a curiosidade de estudar e aplicar limite em funcdes de

varias variaveis reais.
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