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RESUMO

Através do Teorema Fundamental do Célculo, é possivel obter o valor exato de uma
integral definida, f(ff(x)dx. As aplicacdes mais imediatas das integrais definidas se

encontram no calculo de comprimentos, areas e volumes. Mas, existem certas
fungbes que s@o extremamente complicadas de se encontrar suas primitivas ou, até
mesmo, ndo existe uma primitiva em termos de fun¢cdes elementares, ou, ainda, em
casos de experimentos obtidos por analises, onde temos somente dados e ndo uma
funcdo que expresse esses numeros. Dessa forma, precisaremos de métodos de
aproximacéao desses valores, obtidos por métodos numéricos no célculo de integrais
definidas, chamados de Integracdo Numérica. A andlise numérica idealiza e concebe
métodos para “aprovar” de forma eficiente as solucbes de problemas expressados
matematicamente, na qual, o seu objetivo € o de encontrar solu¢cbes “aproximadas”
para problemas complexos. Este trabalho tem como objetivo estudar as técnicas do
trapézio e 1/3 de Simpson para integrais huméricas utilizando a linguagem Python
para resolver problemas matematicos através de programacdao, estas metodologias
conseguem encontrar solu¢gdes numéricas com a precisdo desejada, através de um

erro pré-estabelecido.

Palavras-Chave: Integracdo. Métodos Numéricos. Python.
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1. INTRODUCAO

Um dos grandes avancos da geometria classica foi a obtencdo de formulas
para determinar a area e o volume de triangulos, esferas e cones. A integral definida
€ uma ferramenta importante para o Calculo Integral e é essencial em varias areas,
como: engenharia, fisica, teoria das probabilidades, economia, gestdo e etc
(THOMAS, 2014).

Sabe-se do Célculo Diferencial e Integral que se f(x) é uma funcdo continua
em [a, b], entdo existe uma funcdo F(x): [a, b] » R derivavel tal que F'(x) = f(x). No
entanto, pode néo ser facil expressar esta funcéo primitiva por meio de combinacdes
finitas de funcdes elementares, ou seja, pelo métodos analiticos estudados nos
calculos. Um exemplo é a fungéo f(x) = e cuja primitiva F(x) que se anula para
x = 0 é chamada de funcdo de Gauss. Existe ainda o caso em que o valor de f(x)

é conhecido apenas em alguns pontos, num intervalo [a, b]. Como ndo conhecemos

a expressédo analitica de f(x), ndo temos condi¢des de calcular f; f(x)dx.

Seja qual for a razdo, quando néo se pode calcular uma integral definida com
uma primitiva, uma solucdo € recorrer aos métodos numeéricos para integrais
definidas. A ideia basica desses métodos de integracdo numérica € a substituicdo da
fungdo f(x) por um polindmio que a aproxime razoavelmente no intervalo [a, b].
Assim, o problema fica resolvido pela integracéo de polindmios, o que é trivial de se

fazer.

A partir do grau do polinémio interpolador escolhido, define-se o método de
integracdo a ser usado. No decorrer deste trabalho, considerou-se algumas férmulas
de Newton-Cotes fechadas, com func¢des polinomiais do primeiro e segundo grau,
gue sao definidas pela regra do trapézio e de 1/3 de Simpson, respectivamente. A
obtencéo desses polinbmios € dada pelo método da aproximacéo de Lagrange para

interpolacéo polinomial.

Como estamos tratando de meétodos numeéricos, é valido frisar que esses
meétodos apresentam erros devido a sua solucédo ser uma aproximacgao do resultado
verdadeiro, mas com a ajuda de algoritmos desenvolvidos na linguagem Python foi

possivel subdividir o intervalo [a,b] em diversos subintervalos, com isso o valor
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aproximado pode ser considerado um valor verdadeiro para efeito de projetos no uso
dos métodos numéricos em diferentes éareas, devido a minimizagdo do erro

ocasionada pelo aumento dos subintervalos.

Com isso, este trabalho tem como objetivo principal, desenvolver algoritmos
na linguagem de Python para a resolugédo de problemas na area da engenharia que
podem ser resolvidos através dos métodos de integracdo numérica. Os objetivos
especificos desse trabalho sdo: descrever a regra do trapézio e 1/3 de Simpson para
calculos em integracdo numeérica; aplicar os métodos numéricos para exemplos
simples e que precisam de repetices; e fazer um comparativo entre os dois

métodos estudados.

O trabalho foi organizado em trés tépicos, além das consideracdes finais. O
topico 2 descreve a origem das integrais e o impasse na resolucdo de algumas
integrais que nao podem ser resolvidas analiticamente. O tépico 3 descreve a
interpolacdo numérica, conteldo base para a integracdo numérica, onde se utilizou
os polinbmios de Lagrange, mostrando também a integracdo numérica, com as
férmulas de Newton-Cotes, Regra do trapézio e Regra 1/3 de Simpson com 0s seus
devidos algoritmos. O tdpico 4 conta com algumas aplicacbes que utilizam a
integracdo numérica, mostrando sua grande importancia. Por fim, as consideracdes

finais com algumas ponderacdes.
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2. CONCEITOS BASICOS

2.1 Integral

Um dos grandes avancos da geometria classica surgiu a partir da
necessidade de se calcular a area e o volume de uma regido curva nao simeétrica ou

de uma variada forma geométrica, surgindo assim o conceito da integral.

De acordo com Thomas (2014), Newton e Leibniz criaram as bases do
Céalculo, mas, apenas com Riemann e Cauchy foi que o conceito de Calculo Integral
fora formalizado, apresentando teoremas e resolugbes rigorosamente provadas,

sendo essa teoria denominada como a Integral de Riemann.

Por volta de 1854, Riemann realizou um estudo aprofundado sobre integrais
e, este nome, também serve para diferenciar a Integral de Riemann de outros
estudos de matematicos da época, como a Integral de Lebesgue. A forma em que a
integral é abordada atualmente nos cursos de Célculo deve-se, em grande parte,

aos esforcos e desenvolvimentos realizados por Riemann e Cauchy.

Para entender sobre a Integral de Riemann, precisamos introduzir o conceito
da Soma de Riemann, um método muito utilizado para calcular areas sob curvas que
consiste em repartir um intervalo qualquer [a, b] € R em varios intervalos menores,
gue sejam suficientemente pequenos para que a funcdo f(x) possa ser considerada
constante em cada subintervalo. Dessa forma, teremos uma 6tima aproximacao da
area sob o gréfico f(x) de cada subintervalo, o qual poderemos calcular a area
aproximada dele por um retangulo, considerando f(x) constante e, concluimos o
calculo da regido de interesse ao realizarmos a soma de todas as areas desses

subintervalos, obtendo a area total aproximada como o valor desta soma.

A figura 1 mostra como a aproximacao da Soma de Riemann se comporta em

uma fungéao f(x) fornecida.
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Figura 1 — Aproximag&o de Riemann para um fungdo f(x) = 1 — x2. (a) Soma inferior com 16
subdivis@es; (b) Soma superior com 16 subdivisdes.

e

Fonte — Adaptado de Thomas (2014).

Definicdo 2.1 (Soma de Riemann): Seja f uma funcdo definida em um

intervalo fechado [a, b], tomemos n pontos {x,, x1, X, ..., X,—1, Xy} €M [a, b] tais que
A=xX) <X <X << xp_1<Xx,=b

O conjunto P = {xy, x4, %3, ..., X,} € chamado particAo de [a,b] e divide o

intervalo em n subintervalos fechados da forma:|[x,, x1], [x1, X2, -+, [%n—1, Xn]

Denotaremos a largura de cada subintervalo de [a, b] como Ax;, sendo Ax; =
x;i —x;_, para i =0,1,2,3,...,n. Em cada subintervalo [x;, x;_;] < [a,b] escolhemos
um ponto ¢; tal que x;_; < ¢; < x; e tomaremos f(c;) como a altura do retangulo de

base Ax;formado.

A éarea da funcéo f(x) no intervalo [a,b] sera dada pela soma de todos os
retangulos de base Ax; e altura f(c;). Como a area de cada retangulo é dada pelo

produto f(c;) - Ax;, entdo a soma da area total da funcédo é dada pela expressao:

D e b = Fle)bx + F(e)B%, + -+ F ()%,
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Definicdo 2.2 (Integral definida como limite de somas de Riemann):
Sejam f uma func&o em [a,b] € L um nGmero real. Dizemos que Yi-, f(c;) Ax;
tende a L, quando max Ax; = 0, onde max Ax; representa a amplitude da particdo

de subintervalos, ou seja, 0 maior dos nimeros Ax;, entdo escrevemos:

n
lim OZf(Ci) Ax; = L
i=1

max Ax;

Se para todo € > 0 dado, existir § > 0 que s6 dependa de ¢ mas ndo particular

escolha dos c;, tal que:

Zf(ci)Axi —-LI<e

Para toda subdiviséo de [a, b], com méax Ax; < 6.

Tal nimero L, que quando existe é Unico, denomina-se integral de Riemann

de f em [a, b] e indica-se por f: f(x)dx . Entdo por definicéo,

max Ax;

b n
L;@@¢x= 1m1w2;f@gAm

Definicdo 2.3 (Continuidade): Uma funcéo f é continua em a se:
lim f(x) = f(a)
xX—a

Teorema 2.1 (A existéncia de integrais definidas): Uma funcdo continua é
integravel. Isto é, se uma funcdo f é continua em um intervalo [a,b], entdo sua

integral definida em [a, b] existe.

Teorema 2.2 (Teorema do valor extremo): Se f € continua em um intervalo
fechado [a, b], entéo f atinge tanto um valor maximo M como um valor minimo m em
[a,b]. Isto é, h&d numeros x, ex, em [a,b] tais que f(x;)=m,f(x;) =Mem <

f(x) £ M para qualquer valor de x em |[a, b].

O Teorema 2.1 garante que todas essas somas de Riemann convergem para

uma unica integral definida, quando a norma das particbes tende a zero e 0 nimero
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de subintervalos vai a infinito. Como resultado, podemos definir agora a area sob o

grafico de uma funcao integravel ndo negativa como o valor dessa integral definida.

Definicdo 2.4 (Area sob uma curva): Se y = f(x) for ndo negativa e
integravel em um intervalo fechado [a, b], entdo a area sob a curva y = f(x) em

[a, b] sera a integral de f de a até b:

A= f o

Exemplo 2.1: Seja f:[0,10] » R uma funcéo definida por f(x) = x2, mensure
a area da regido formada entre a funcdo e o eixo das abcissas para 2 <x <4

tomando 4 subintervalos iguais.

Resolucédo: Seja [2,4] o intervalo de interesse e 4 0o numero de particdes,

b— . 4—-2
| a', ou seja, % = 0,5. Dessa forma

cada subintervalo tera comprimento igual a ~

obtemos: x, = 2;x; = 2,5;x, = 3;x3 =3,5e x, = 4.

Tomemos c¢; = x; para todo i = 1,2,3 e 4. Realizando a soma inferior, temos:

D Fle) hri = Flro)dx + F)Ax + fO)Ax + f(x)bx
i=1

Sabemos que  f(xy) = (x0)? =22 =4;f(2,5) =6,25; f(3) =9e f(3,5) =
12,25; Com isso:

Zf(xl-) Ax; =(4-05)+(4-625)+(4-9)+ (4-12,25)

=1

4
Zf(xi) Ax; = 0,5- (4 + 6,25+ 9 + 12,25) = 15,75

=1

2.2 Teorema Fundamental do Calculo
Teorema 2.3 (Teorema Fundamental do Célculo, parte 1): Se f € continua
em [a,b], entdo F(x) = f;f(t)dt € continua em [a, b] e derivavel em (a,b), e sua

derivada é f(x):
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d X
P =2 | f©dt =@

Prova do teorema 2.3: Demonstramos a parte 1 do teorema fundamental
aplicando diretamente a definicdo de derivada a funcéo F(x), quando x e x + h estédo

em (a, b). Isso significa escrever a razéo incremental

F(x+h})l—F(x) )

e mostrar que o seu limite quando h — 0 € o numero f(x) para qualquer x em
(a,b). Entéo,

F h) —F 1 x+h x 1 x+h
F'(x) = }Lii% e })l ) = }Lii%ﬁua ftdt — fa f(t)dtl = }li_r)r(l)EL f(t)dt

De acordo com o teorema do valor médio para integrais definidas, o valor
antes do limite na ultima expressédo € um dos valores assumidos por f no intervalo

entre x e x + h. Ou seja, para um numero e nesse intervalo,

1 x+h
- rode=re©

Quando h — 0, x + h se aproxima de x, forcando ¢ a também se aproximar de

x (porque c fica entre x e x + h). Como f é continua em x, f(c) se aproxima de f(x):
lim f(c) = f(x)
Em resumo, temos:
1 x+h
P =lime | e =lim £ = £
Se x = a ou b, entdo o limite da Equacgédo 1 é interpretado como um limite

lateral com h —» 0% ou h - 07, respectivamente. Isso conclui a demonstracgéo.

Agora iremos a segunda parte do Teorema Fundamental do Calculo. Essa
parte descreve como calcular integrais definidas sem ter de calcular os limites de

somas de Riemann.

Teorema 2.4 (Teorema Fundamental do Célculo, parte 2): Se f € continua

em qualquer ponto de [a, b], € se F é qualquer primitiva de f em [a, b], entdo
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b
[ Fedx = F) - F@

a

Prova do teorema 2.4: A parte 1 do teorema fundamental nos diz que existe

uma primitiva de f, ou seja,

b
G(x) =f f)dt

Assim, se F for qualquer primitiva de f, entdo F(x) = G(x) + C para uma
constante C, sendo a < x < b. Uma vez que F e G sao continuas em [a, b], vemos
que F(x) = G(x) + C também se aplica quando x = a e x = b, considerando-se

os limites laterais. Calculando F(b) — F(a), temos

F(b) —F(a) =[G(b) + C] - [G(a) + C] = G(b) — G(a)

b a b b
F(b) — F(a) =] f(t)dt—j f(t)dt=j ft)dt—0 =f f(t)dt

O teorema diz que, para calcular a integral definida de f em um intervalo

[a, b], precisamos fazer apenas duas coisas:

e Determinar uma primitiva F de fe
. L b
e Calcular o numero F(b) — F(a), que é igual a fa f(x)dx.
Esse processo é muito mais facil do que usar o célculo da soma de Riemann.
O poder do teorema resulta da constatacdo de que a integral definida, que é
determinada por um processo complicado que envolve todos os valores da funcéo f

em [a, b], pode ser calculada quando conhecemos os valores de qualquer primitiva F

em apenas duas extremidades a e b.

Exemplo 2.2: Calcular a integral definida abaixo usando o teorema de

calculo, em vez de considerar os limites de somas de Riemann.

J G -)es

Resolucéao:



- [(4)3—%]—[(1)3—%] —[8+1] - [5] = 4

20
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3. INTERPOLACAO POLINOMIAL E INTEGRACAO NUMERICA
3.1 Interpolacdo numérica

Interpolar uma funcéo f(x) consiste em aproximar essa fun¢ao por uma outra
fungéo g(x), escolhida entre uma classe de fun¢des definida a priori. A fungéo g(x)
€ usada em substituicdo a funcéo f(x) (RUGGIERO, 1996).

Existem algumas situacfes onde a interpolagdo numeérica auxilia de uma

melhor forma:

a) Quando séo conhecidos somente os valores numéricos da fungédo para um
conjunto de pontos e é necessario calcular o valor da funcdo em um ponto
nao tabelado.

b) Quando a funcdo em estudo tem uma expresséao tal que operagcdes como
a diferenciacdo e a integracdo sdo dificeis (ou mesmo impossiveis) de

serem realizadas.

A aproximacao de funcdes por polinbmios € uma das ideias mais antigas da
Andlise Numérica e ainda uma das mais usadas. E bastante facil entender por que
razdo isso acontece. Os polinbmios sdo facilmente computaveis, suas derivadas e
integrais sdo novamente polinbmios, suas raizes podem ser encontradas com
relativa facilidade, etc (FRANCO, 2006). Um polinémio construido com o intuito de
aproximar uma funcdo €é denominado polinbmio interpolador, estes sé&o
fundamentais em diversos assuntos como, por exemplo, integragcdo numérica que

sera abordada na préxima secao.

Existem alguns métodos numéricos para a interpolacdo numérica, como:
Interpolagdo Quadratica, de Lagrange e Newton, todos encontram a mesma
aproximacédo para a fungcdo interpoladora f(x), devido essa justificativa como
destacando que o foco do trabalho é a integracdo numérica, s6 serd explicado o
meétodo dos polindbmios de Lagrange, que também € um meétodo numeérico, com iSso

apresentando um erro em comparacéo ao valor verdadeiro ou analitico.
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3.2 Polindmios de Lagrange

Joseph L. Lagrange, um dos primeiros matematicos a conseguir demonstrar o
Teorema do Valor Médio foi o criador do polindmio de Lagrange que é uma boa
maneira de se resolver problemas de interpolagdo polinomial. A ideia dele foi
desenvolver um polinbmio de grau cujo grafico passa por pontos dados (CHAPRA,
2008).

Nesta sec¢do serd mostrada como aproximar uma funcdo f(x) usando um

método de interpolacdo polinomial.

Definicdo 3.1 (Polinémio interpolador): (Considere a funcdo f(x) que esta
definida de x, até x,, ou seja, em (n + 1) pontos que sdo distintos em um certo
intervalo [a, b], considere tambémy; = f (x]) dessa forma a interpolacdo consiste

em encontrar uma funcao polinomial g(x) tal que:
9(xo) = f(x0) = ¥o
gx) = f(x) =y

g(xz) = f(x2) = ¥,

g(xn—l) = f(xn—l) = Yn-1
9(xn) = fxn) = ¥

Esta funcdo polinomial g(x) construida para aproximar a funcdo f(x) €&

denominada polinbmio interpolador.
O polinémio interpolador pode ser representado concisamente por:
n
P = YoLo () + 31 La () + o+ Yalin () = ) yili(3)
i=0

onde:
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Onde [] indica o “o produto de”. Por exemplo, a versao linear, ou seja, n = 1,

seria:

_ (x—xq) _ (x—=xp)
Lo(x) = (X0 — x4) ¢ L) = (1 = Xo)

Com isso:
Py(x) = yoLo(x)+ y1L,(x)

_ (x —xq1) (x = xo)
A =Y e oy T Y G —x)

E a versado do segundo grau seria:

(x —x1). (x — x3)

Lo(x) = (X0 — x1)- (X9 — X2)
(= x). (x —x3)
L) = (1 — x0). (1 — x2)
_ (x—xp). (x — x1)
L2(0) = (x3 — x0). (X2 — x1)
Com isso:
P, (x) = yoLo(x)+ y1L1 (x)+ y,L,(x)
_ (x —x1). (x — %) (x — x0). (x — x3) (x — x0). (x — x1)
P,(x) = yo

(X0 — x1). (X0 — X3) " (x1 — x0). (1 — x3) Y2 (22 — %0). (X2 — x1)

E assim sucessivamente. As func¢des Ly(x),L;(x) e L,(x) sdo chamadas de

funcdes de base de Lagrange.

Exemplo 3.1: Encontre um polinbmio que interpole os pontos da tabela
abaixo:

X 1 0 2
f(x) 4 1 1

Resolucéo: Pela forma de Lagrange, temos:
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P,(x) = yoLo(x)+ y1L,(x)+ y,L,(x), onde:

Lo(x) = x—xD).(x—x2) _ (x—0).(x—2) x®—2x
T o —xD.(o—x2) (-1-0).(-1-2) 3
L 2 ETR G ) = (D). (=2) ¥ ox—2
T — X —x)  (0—(—1).(0-2) -2
L= FTX0 O mx) | o (D). (=0 _xPtx

(Xz - X()). (XZ — Xl) B (Xz - (—1)). (Xz - 0) B 6

Assim, na forma de Lagrange:

x?% —2x x?—x—2 x*+x
PZ(X):4'< 3 >+1<_—2>+(—1)< 6 )

Agrupando os termos semelhantes, obtemos:

Py(x) =1 Lt x?
H(x) = 3x 3x

3.3 Integracdo numérica

Através das formas analiticas, ou seja, usando o Teorema Fundamental do
. P . . .. b .
Célculo, é possivel obter o valor exato de uma integral definida, fa f(x)dx, através

de uma formula F(x) para uma das primitivas de f(x) e calcular o numero F(b) —
F(a).

Um bom exemplo de quando € preciso utilizar métodos numéricos na
obtencdo de resultados na integracdo se da quando queremos calcular a area de

uma superficie de revolucéo.

Definicdo 3.2 (Superficie de revolugcdo): uma superficie de revolucao é
formada quando uma curva é girada em torno de uma reta. Essa superficie é a
fronteira lateral de um sélido de revolugdo. Temos que a area S da superficie de

revolucéo é dada por:

S = fb2n-f(x)\/1 + [f'(x)]?dx

Podemos perceber que dependendo da fungéo f(x) essa area se torna dificil

de encontrar, pela impossibilidade de se obter uma primitiva.
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Mais um exemplo é encontrado no caso em que ha a necessidade de se
trabalhar com dados experimentais. Nesta situacdo, ndo ha fungbes matematicas
que descrevem um determinado fenémeno fisico, mas apenas tabelas de dados que
devem ser integrados para se analisar o problema. O tratamento é feito,

essencialmente, de forma numérica.

Os exemplos apresentados ilustram a necessidade de conhecermos métodos
numericos para o calculo de integrais definidas. A funcdo a ser integrada estara

tipicamente em uma das trés formas:

i. Uma funcdo no continuo simples tal como um polinbmio, uma
exponencial ou uma funcéo trigopnométrica;
i. Uma funcdo no continuo complicada que é dificil ou impossivel de
derivar ou integrar diretamente;
iii.  Uma funcdo tabulada em que valores de x e f(x) sdo dados em varios
pontos discretos, como em geral € o caso com dados experimentais ou

de campo.

No primeiro caso, a derivada ou integral de uma fungcdo simples pode ser
calculada analiticamente usando-se o Célculo. Para o segundo caso, as solucbes
analiticas sdo frequentemente ndo praticas e, em alguns casos, impossiveis de
obter. Nesses casos, bem como no terceiro caso, de dados discretos, devem ser

empregados métodos aproximados.

A integracdo numérica € uma técnica de aproximacao de uma integral usando
métodos numéricos. O Calculo Numérico de uma integral, também chamado de
quadratura, € a area da computacdo numeérica que serve para aproximacao de uma
solugdo de uma integral definida. Christoph W. Ueberhuber foi uns dos primeiros a
usar o nome quadratura. Existe uma vasta gama de métodos disponiveis para
integragcdo numeérica, umas das técnicas mais utilizadas, também considerada mais
completa sdo as formulas de Newton-Cotes, que também sdo conhecidas como

férmulas de quadratura numérica.

Os métodos de quadratura abordados neste capitulo serdo baseados nos

polinémios interpoladores de Lagrange vistos na secao anterior.
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3.4 F6rmulas de Newton — Cotes

As formulas de Newton-Cotes sdo 0s esquemas mais comuns de integracao
numérica. Elas sdo baseadas na estratégia de substituir uma funcdo complicada ou

dados tabulados por uma funcéo aproximada simples que seja facil de integrar:

| = fbf(x)dx ~ ben(x)dx

Em que f,,(x) é um polinémio da forma:
@) =ag+ax+ -+ a,_1x" 1+ a,x™
Em que n é o grau do polinémio.

As férmulas de Newton-Cotes sdo uma familia bem util e direta para os
métodos de Integracdo Numeérica, e sdo classificadas em abertas e fechadas.

Definicéo 3.3 (Férmulas fechadas de Newton-Cotes): A formula fechada de
Newton-Cotes de (n + 1) pontos usa nés x; = x, + ih, parai = 0,1,...,n em que x, =
a,x,=beh= @. E denominada fechada porque as extremidades do intervalo

fechado [a, b] s&@o incluidas como nds, como na préxima figura.

Figura 2 — Método Newton — Cotes do tipo fechado graficamente.

A

fx)

»X

Fonte — Adaptado de RUGGIERO (1996).
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As formulas abertas de Newton Cotes ndo incluem as extremidades de [a, b]
de integracdo, porém a funcdo integrada y = f (x), ndo é avaliada em ambas
extremidades do intervalo, mas em pontos proximos. Utilizamos quando a funcgéo
integrada apresenta descontinuidades nos extremos do intervalo de integracdo. As

férmulas de Newton Cotes tém utilidade na analise de integrais improprias.

No decorrer deste trabalho seré@o utilizadas somente as férmulas de Newton-
Cotes fechadas (Regra do Trapézio e as Regras de Simpson) devido a suas
facilidades de interpretacdo e aplicacdo das formulas. Estas permitem calcular, por
aproximacdo, uma integral definida substituindo a funcdo a ser integrada pelo
polindbmio interpolador de Gregory-Newton (CAMPOS, 2010).

3.4.1 Regra do trapézio

A regra do trapézio € um método muito utilizado para estimar a area abaixo
de uma curva. Sabemos que esta area é calculada através da integracdo, desse
modo a regra do trapézio fornece uma maneira de estimar integrais. Ela funciona
dividindo a area sob uma curva em varios trapézios, pois sabemos como calcular a
area de um trapézio. Devido a forma como os trapézios seguem a curva, eles dao
uma estimativa do valor da area muito melhor que os retangulos usados por

Riemann.
A figura abaixo mostra a aproximacao pelo método dos trapézios da area sob
a curva da funcao f(x).

Figura 3 — Descrigdo gréafica da regra do trapézio.

»

f(x)

f(x,)

fixo)

A/

a=Xx, b = x,

Fonte — RUGGIERO (1996).
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Definicdo 3.4 (Regra do trapézio): A ideia desse procedimento € substituir a

funcéo f a integrar em [a, b] pelo polinbmio interpolador de Lagrange de graun = 1,

X -
nos pontos, x, = aex; = b, tome h =1T, onde nesse caso n=1 (n é o

nuamero de subdivisdes do intervalo [xy, x,], ou seja, definir a regra do trapézio na
aproximacao f: f(x)dx.

Com isso, temos:

P1(x)=3’o((;0_—_xx11))+3’1% eh=x; —x

(x—x1) (x—%o)

+
n 1w

Lbf(x)dx = j:l

0

P (x) =y, , substituindo temos:

(x—x1) (x — xp)
Yoo TN m

X1 X1
=—%f [x—xl]dx++%f [x — xoldx
X0 X0

Usando o método da substituicdo para encontrar as integrais, temos:

- X X

_ Yo (x — x1)* 14_& (x —x0)*]"
h 2 h 2

- X0 X0

_ o[ Cro—x)?]  yi |1 — x0)?
n| 2 n| 2

Como (xy — x1)? = (x; — x4)?, temos:

Yo (1 —x0)2]  yi[Cx1 —x0)?] (x5 — x0)? (h)?
"Rz TRz T Oety) = 0ot
Com isso:
b h
[ redx =2 o+
a

Esta é a regra dos trapézios simples.
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Exemplo 3.2: Calcular fl > dx pela regra do trapézio simples.

Resolucéo:

h_b—a_3—1_2

=—=—-=
Considerando x, = 1 e x; = 3, temos:
1
fe) =fM)=1=1
1
f(x)=fQ3) = 3 = 0,333333333

Com isso temos que a aproximacao da integral pela regra do trapézio simples

31 2
f ;dx mo* (1+0,333333333) = 1,1116
1

Como estamos tratando de um método numérico, sempre trabalharemos com

um valor aproximado.

3.4.1.1 Trapézio repetido

Definicdo 3.5 (Regrado trapézio repetido): A ideia desse procedimento é

dividir o intervalo [a,b] em n subintervalos de mesmo espacamento h =(b;—a) e

aplicar a cada subintervalo [x;,x;.,] para todo i = 0,1,2,...,n —1 a férmula simples
da regra do trapézio ja encontrada, ou seja, divide-se a funcdo f(x) em n partes
iguais, assim aplicando a regra do trapézio repetidamente. Dai a férmula composta

consiste numa maneira de obter aproximagdes com menor erro.

A figura 4 mostra a aproximacao pelo método dos trapézios repetidos com n

subintervalos da &rea sob a curva da fungéo f(x).
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Figura 4 — Aproximacéo de f(x) usando a regra do trapézio repetido

)

3
_><
3¢
ux
FS
>
o
x
&
*
~
>
@
>y

Fonte — RUGGIERO (1996).

Para isso faz-se necessario encontrar a aproximagdo para cada subintervalo,
aplica-se a regra do trapézio para o primeiro subintervalo [x,,x;], para o segundo
[x1, x,] € assim até [x,_q, x,]. Percebe-se entdo que o final do primeiro subintervalo
€ o inicio do segundo, isso vai se repetindo ao decorrer todos os subintervalos, ou
seja, o final do subintervalo anterior é o inicio do subintervalo seguinte, os Unicos
que ndo vao se repetir sdo as extremidades x; e x,,. Com isso, a férmula do método

do trapézio repetido fica:

b h h h
| feodx =3 0oty 45 0n k3 + s Gua + )
a

b h n-—1
[ reodx=2tn+2 i)
a i=1

.3.4.1.2 Erro de truncamento na regra do trapézio

De acordo com Chapra (2008), quando empregamos a integral sob um
segmento de reta para aproximar a integral sob a curva, obviamente incorremos em
um erro que pode ser substancial. Uma estimativa para o erro de truncamento local
de uma Unica aplicagédo da regra do trapézio simples é:

1 3
By = —Zmax|f" ()b —a)
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em que x estd em algum ponto do intervalo entre a e b. A Equacao indica que, se a
funcdo que esta sendo integrada for linear, a regra dos trapézios sera exata. Caso
contrario, para fungdes com derivadas de segunda ordem e de ordem superior ndo-
nulas (isto €, com curvatura), pode ocorrer algum erro. Toda a deducdo dessa
equacdo € avancada e estd demonstrada no livro Métodos numéricos para

engenharia do autor Chapra (2008).

Um erro para a aplicagdo da regra do trapézio repetido pode ser obtido pela

soma dos erros individuais em cada segmento, o que da:

b— 3
A Zlf”( I

em que f''(x;) é a segunda derivada em um ponto x; localizado no segmento i.

Esse resultado pode ser simplificado por uma estimativa do valor médio da segunda
derivada no intervalo todo. Portanto, a equacdo do erro para a regra do trapézio

repetido pode ser reescrita como:

(b—a)

E,=——
a 12n3

max|f" (x)|

Logo, se o numero de segmentos for dobrado, o erro de truncamento sera
dividido por quatro. Toda a deducdo dessa equacao € avancada e estd demonstrada
no livro Métodos numéricos para engenharia do autor Chapra (2008).

31
Exemplo 3.3: Calcular fl ;dx pela regra do trapézio repetido com n = 6,

12, 24, 36, 72 e 144 subdivisoes.
Resolucdo: O algoritmo para a resolugcdo do problema se encontra nos
anexos. Abaixo se encontra a tabela com os valores aproximados da integral com as

devidas subdivisdes.

n Valor Integral Erro
6 1,1067 0,037037
12 1,1007 0,009259
24 1,0991 0,002314
36 1,0987 0,000578
72 1,098669 0,000257
144 1,098626 0,000064
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Percebe-se que com o aumento do numero de subintervalos o valor da

integral vai ficando cada vez mais proximo do real e o erro diminuindo.

3.4.2 Regra de 1/3 de Simpson

A Regra 1/3 de Simpson é um método numeérico que também €& usado para
encontrar ff f(x)dx, aproximando o valor dessa integral definida de f(x), mas

diferentemente da regra do trapézio, Simpson usa polindmios quadraticos, ou seja,
arcos parabdlicos, que podem apresentar melhores aproximacdes em relacdo a

regra do trapézio.

Definicdo 3.6 (Regra de 1/3 de Simpson): De inicio usa a férmula de
Lagrange para estabelecer a férmula de integracdo resultante da aproximacédo de
f(x) por um polinbmio de grau 2. Seja P,(x) o polinbmio que interpola f(x) nos
pontos x, =a, x; =xo+hex, =xy+2h=>b em que h= bz;a, como mostrado na

figura 5.

Figura 5 — Descrigdo grafica da regra de 1/3 de Simpson.

Ya f(x)

P(x)

> X
a=Xy X1 bzXZ

Fonte — Adaptado de RUGGIERO (1996).

Assim teremos que f;f(x)dx ~ f; P,(x)dx, onde P,(x) é da seguinte forma,
como ja foi mostrado anteriormente:
(x —x1). (x — x3) (x = x0). (x — x3) (x = x0). (x — x1)
Xo — X1)- (Xo — X2) ! (%1 — x0)- (x4 — x2) Y2 (x2 — x0)- (X2 — x1)

P, (x) =)’0(
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Onde yo = f(X0), Y1 = f(x1) e y2 = f(x2).
Sabemos que a = xy,e b = xy + 2h, com isso podemos reescrever da

seguinte forma:

Xo+2h
P,(x)dx =
j‘xo+2h (x —x7).(x — x3) (x — xg). (x — x3) (x — x0). (x — x1)
0
x (

Xo — X1). (Xg — X2) " (1 — x0). (x1 — x3) Y2 (2 — x0). (X2 — x1)

dx

0

. X—X X—X . ,
Considerando z = ~ 0 = - % com isso P,(x) sera:
1=%o

(x—(_xo+h))(x—(x0+2h))+ -Z(x—(x0+2h))

P,(2) =y, n on Y1 1
(x — x0) (x = (xo + 1))
HECT h

P(2) = ¥ (%+ 1) (@C_—_Zzu 1) oy ,Z<<x:hxo) . 2>

+3’2§<@_1>

— z
P@=yo (~z+ D (5 +1) 4y 2(-2+ D +y, Pz~ 1)

Modificando os limites de integracao, pois foi realizado a mudanca de variavel,

assim conseguindo encontrar o valor da integral, temos que:

x_xo
7 =

—>dx =dz-h

XxX=xy—2z=0 e x=xy+2h -z=2

Logo:

Xo+2h 2
J Pz(x)dx =f Pz(Z)hdZ
X0 0
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Com isso conseguimos encontrar a integral:

2 2 —z z
_](-)Pz(z)hdz=j (yo-(—z+1) (7+1)+y1-z(—z+2)+y2- (E)-(z—l))hdz

)

z3 372 z3 N 23 z2\]?
=h-|yg'|————+2z|+y," —?-FZ + vy, - 5 7
0

O valor da integral seré:
2 z? 3z " z2
j Yol —5+1 )ty (=2 +22) +y,- >
0

NN

2 2

6 4
8 12 8 8 4
=helo (=g +2) o (m3+4) 4 (5-3)

:h.[yo.(%>+y1'(§)+y2'G)]

Logo:
b Xo+2h 2 h

[ reod= [ P = | Pudhdz =5 Tyo+ 4y, + 72)
a X0 0

Esta € a equacao que representa a regra del/3 de Simpson simples.

31
Exemplo 3.4: Calcular fl > dx pela regra 1/3 de Simpson simples.

Resolucéao:

Considerando x, =1,x; =2 e x, = 3, temos:

fl) = f@) =7 =1

fo) = (@) =5=05

flx) =f(3) = % = 0,333333333

Com isso temos que a aproximacao da integral pela regra do trapézio simples
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31 1
f ;dx ~ 3 * (14 (4%0,5)+0,333333333) = 1,1111
1

3.4.2.1 Regra De 1/3 de Simpson Repetida

Do mesmo modo como no caso da regra do trapézio, a regra de Simpson
pode ser melhorada dividindo-se o intervalo de integracdo em diversos segmentos

de mesmo comprimento, como mostra a figura 6.

Figura 6 — Aproximacédo de f(x) usando a regra do trapézio repetido.

™
A

> X

a=xp X2 Xoi2 Xoj1 Xoj b=x,

Fonte — Adaptado de RUGGIERO (1996).

Definicdo 3.7 (Regra De 1/3 de Simpson Repetida): A integral total pode ser

representada como:

X2 X4 Xn
I =J Pz(x)dx+J P,(x)dx + +j P,(x)dx
Xo x

2 Xn-2

Substituindo cada integral individual pela regra 1/3 de Simpson, obtemos:

h h h
I=§’[J’o+4)’1 +3’2]+§'[)’2+4y3 +3’4]+"'+§'[Yn—2+43’n—1 + Yl

h
I = 3 [Vo+4(y1 ty3+ -+ Yn-1) + 2002+ ya+ -+ Yn_2) + ¥l

n n
5-1

b h 2
[= [ foodx =3+ 4 Y vas | +[ 2 ot |+
a i=1

=1
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Observe que, como ilustrado na Figura 6, deve ser utilizado um numero par
de segmentos (subintervalos) para implementar o método. Além disso, 0s
coeficientes “4” e “2” na Equacgdo anterior poderiam, a principio, parecer peculiares.
Entretanto, eles seguem naturalmente da regra 1/3 de Simpson. Os pontos impares
representam o termo médio para cada aplicacdo e, portanto, levam o peso 4. Os
pontos pares sdo comuns a aplicacbes adjacentes e, entdo, sao contados duas
vezes. As extremidades néo se repetem ao decorrer da regra.

3.4.2.2 Erro de truncamento na regra de 1/3 de Simpson

De acordo com Chapra (2008) é possivel mostrar que a aplicacéo da regra

1/3 de Simpson simples para um Unico segmento tem um erro de truncamento de:

-

E,=———
t 2880

max|f® (x)|

em que x é algum ponto no intervalo entre a e b. Logo, a regra 1/3 de Simpson €&
mais acurada do que a regra do trapézio. Em vez de ser proporcional a terceira
derivada, o erro é proporcional & quarta derivada. Isso ocorre porque o coeficiente
do termo de terceiro grau se anula durante a integracao do polinémio interpolador.
Consequentemente, a regra 1/3 de Simpson é acurada até terceira ordem, mesmo
sendo baseada em apenas trés pontos. Em outras palavras, ela fornece resultados
exatos para polindmios cubicos, mesmo tendo sido deduzida a partir de uma
pardbola. Toda a deducédo dessa equacdo é avancada e esta demonstrada no livro

Métodos numéricos para engenharia do autor Chapra (2008).

Uma estimativa de erro para a aplicacdo da regra de Simpson repetida é
obtida da mesma maneira que para a regra trapezoidal, somando-se 0s erros
individuais para os segmentos e fazendo a média da derivada, resultando em:

(b —a)®

E, = Wmax|fi”(x)|

em que max|fi”(x)| € 0 maximo valor da quarta derivada da funcéo f(x).

Toda a deducdo dessa equacao € avancada e esta demonstrada no livro Métodos
numericos para engenharia do autor Chapra (2008).
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Exemplo 3.5: Calcular fl > dx pela regra de 1/3 de Simpson repetido com n

=6, 12, 24, 36, 72 e 144 subdivisdes.
Resolucdo: O algoritmo para a resolugdo do problema se encontra nos
anexos. Abaixo se encontra o quadro com os valores aproximados da integral com

as devidas subdivisoes e erro de truncamento.

n | Valor Integral Erro

6 1,0989 0,00329218
12 1,098636 0,00020576
24 1,098614 | 0,00001286
36 1,098613 0,00000254
72 | 1,09861231 | 0,00000016
144 | 1,09861229 | 0,00000001

Percebe-se que com o aumento do numero de subintervalos o valor da
integral vai ficando cada vez mais proximo do real e o erro diminuindo, fato que

acontece também com a regra do trapézio.
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4. APLICAGOES DE INTEGRAGCAO NUMERICA EM EXEMPLOS PRATICOS EM
DIFERENTES ENGENHARIAS

Nos capitulos anteriores conhecemos um pouco da histéria das integrais, 0s
métodos de aproximagdo numérica e como implementa-los para resolver uma
integral definida num intervalo.

Nesse capitulo, vamos apresentar trés aplicacdes praticas de integracao
numeérica em diferentes engenharias, que em muitos casos podem ocorrer integrais
cujo resultado, ou ndo é possivel por ser extremamente dificil de obter por meios
analiticos ou por meio de dados (tabelas). Dessa forma, iremos aproximar a solucéo
com meétodos numeéricos vistos no capitulo anterior. Os algoritmos usados nas
resolucdes das integrais deste capitulo se encontram nos anexos, foi utilizada a
linguagem de programagdo PYTHON na construgédo de todos eles por ser um

software livre e de facil acesso.

CASO | - Um estudo em engenharia de transporte exige o calculo do numero total de
carros que passa por uma intersec¢cdo em um periodo de 24h. Um individuo visita a
interseccdo em diversos instantes durante o dia e conta o numero de carros que
passam pela interseccdo em um minuto. Utilize os dados resumidos na Tabela
abaixo para obter uma estimativa do numero total de carros que passam pela

interseccédo por dia.

Tempo Taxa Tempo Taxa Tempo Taxa
00:00 2 08:00 11 17:00 20
01:00 2 09:00 8 18:00 10
02:00 0 10:00 4 19:00 8
03:00 2 11:00 11 20:00 10
04:00 6 12:00 12 21:00 12
05:00 7 13:00 8 22:00 8
06:00 23 14:00 6 23:00 7
07:00 14 15:00 7 24:00 3

16:00 26

Resolucédo: Primeiramente percebe-se que esse tipo de caso ndo é definido por

uma funcao f(x), com isso nao € possivel uma resolucdo pelas teorias dos calculos
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diferencias e integrais, ou seja, métodos analiticos. Portanto, € conveniente
empregar abordagens numéricas de Newton-Cotes como a Regra do Trapézio e a
Regra de 1/3 de Simpson para esse problema, com trés subdivisdes (6, 12 e 24),
assim realizando um comparativo entre os dois métodos e buscando o melhor

resultado.

Como nao tem definida uma funcdo f(x) que representa esses dados, nédo
sera possivel calcular o erro de truncamento que o método pode apresentar, pois €
preciso para encontrar as suas derivadas como é mostrado nas secdes 3.4.1.2 e
3.4.2.2. Visto que estamos trabalhando com métodos numéricos, esses valores séo

aproximados.

Para gerar a tarifa média em unidades de carro/min, a integral a ser calculada

junto com as unidades é:

2 carro
[** taxa ( . ) dt
0 min

24 horas

taxa média =

Com isso, de inicio foi encontrado a estimativa da integral, na unidade de
carros.h/min, logo ap6s esse valor foi dividido por 24 horas, assim encontrando a
taxa média de carros/min, por fim foi multiplicado por 1440 min, resultando na taxa

média por dia.

A figura 7 apresenta o grafico também feito em Python da variacdo das taxas
de carros que passam pela interseccdo em um minuto de cada hora estudada no
dia.
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Figura 7 — Variacé@o das taxas de carros que passam pela intersec¢cdo em um minuto de cada
hora estudada no dia com n = 24.

25 A

20

15 -

10 -

Taxa de carros que passam pela interseccao em um minuto

1] 5 10 15 20 25
Tempo

Fonte — Autoria Propria

Utilizando as rotinas em Python que se encontram nos anexos das paginas 53
e 54, conseguiu-se encontrar as solugcbes para as subdivisbes informadas

anteriormente, como mostrado nas tabelas 1 e 2.

Tabela 1- Regra do Trapézio

Taxa média de carros

n
por dia
6 16200
12 14220
24 13470

Fonte — Autoria Propria



41

Tabela 2 — Regra de 1/3 de Simpson

Taxa média de carros

por dia
6 15280
12 13560
24 13220

Fonte — Autoria Prépria

Podemos entéo afirmar que o valor da taxa média de carros por dia sera
maior que 13220 e menor que 13470. Foi utilizado a aproximacdo com n = 24,
pois com essa subdivisdo o valor aproximado da integral acabou passando por

todos os 25 pontos (x = 0 até x = 24).

Observando e comparando os valores obtidos através dos métodos
numeéricos notar que os valores estdo convergindo para um valor préximo a
partir gue o numero de subdivisdes foi aumentando, no caso n = 24. Para esse
tipo de caso ndao temos como afirmar qual o0 método melhor pois ndo temos
como encontrar o erro de truncamento que cada método numérico esta
apresentando em cada subdivisdo, mas pela teoria, vemos que o método de
1/3 de Simpson converge 0s seus resultados com o erro menor do que o
método do trapézio, isso pode ser visto nos exemplos 3.3 e 3.5, analisando

cada subdivisao.

Por fim, para a rotina em Python foi preciso alimentar o programa com
os valores de a = 0,b = 24 e os valores de n. Com isso pode-se encontrar o
valor de h e modificando os valores de x e y a partir do valor de n, encontrou as

aproximacgoes.

CASO 1l - A velocidade para cima de um foguete pode ser calculada

seguindo a formula:

=i () ot
v—unmo_qt g

em gue v é a velocidade para cima, u é a velocidade relativa ao foguete na qual
o fluido é expelido, mp € a massa inicial do foguete no instante t = 0, g € a taxa
de consumo de combustivel e g € a aceleracdo para baixo da gravidade
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(suposta constante e igual a 9,8 m/s?). Se u = 1800 m/s, mp = 160000 kg e q =
2500 kg/s, use as regras de integracdo numeérica para determinar quao alto o

foguete ira voar em 30 s.

Resolucdo: A distancia em metros percorrida pelo foguete é igual a integral da

velocidade, ou seja:

I = tfvtdt
ft ®

i
Onde, t; € o tempo inicial, ou seja, t; = 0 s pois parte do repouso e tf 0

tempo final, ¢ = 30 s. Logo a integral sera:

tr my
I = j (uln(—)—gt)dt
ti mo - qt

Substituindo os valores, temos:

30 160000
I= j (18001n( )—-98t)dt
0

160000 — 2500t

30 64
I = 18001 ( ) — 9.8t) dt
L ( "ea—t

Podemos observar que a integral acima ndo tem solugéo analitica, visto

que uma fungéo do tipo f(x) = In (ﬁ) € uma funcdo cuja primitiva nao

pode ser expressa como uma combinacéo finita de funcdes elementares, dessa
forma usaremos os métodos numéricos para encontrar uma aproximacao para
o valor da integral, assim podendo ter uma estimativa da distancia do foguete

no tempo de 30 s.

Para descobrir os erros maximos que as aproximacgdes vao ter usando
0s métodos numéricos, precisamos encontrar a v''(t) para o método do

trapézio e a v'?(t) para o método de 1/3 de Simpson.

Com isso temos que as derivadas sao:

64
64—t

v(t) = 18001n< > — 9.8t
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Primeira derivada:

v'(t) = % —9.8
Segunda derivada:
v = (6288 2)2
Terceira derivada:
L) = 3600
(64 —t)3
Quarta derivada:
o (E) = 10800
(64 — t)*

Apos encontrar as derivadas foram escolhidos arbitrariamente pelo autor
as subdivisdes com o intuito de comparar os dois métodos, analisando os erros
méaximos que cada um vai ter em uma determinada subdivisdo e também
encontrar um menor erro de truncamento para a resolugdo do problema. Os
valores de n séo, n = 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384, 768 e 1536. Esses valores,
junto com os extremos (ja determinados) sdo essenciais para o0 programa,

assim descobrindo o valor da amplitude h.

As rotinas para a realizacao desse caso se encontram nos anexos das
paginas 55, 56 e 57, um outro fato € que os valores de n podem ser qualquer
valor, mas caso esses valores sejam bem altos (na casa de milhdes), é
necessario um maior tempo para 0 computador rodar 0 programa, para 0s
valores de n adotados no caso, o computador levou menos de 1 segundo para
entregar os resultados pedidos. A seguir se encontram as tabelas para a regra

do trapézio e 1/3 de Simpson com os seus devidos erros maximos.

Tabela 3 — Regra do Trapézio

n Distancia (m) Erro de Truncamento
6 10.931,2526 97,3183
12 10.892,5402 24,3295




24
48
96
192
384
768
1.536

10.882,8504
10.880,4272
10.879,8213
10.879,6698
10.879,6320
10.879,6225
10.879,6201

6,0823

1,5205

0,3801
0,09503
0,02375
0,00593
0,00148

Fonte — Autoria Prépria

Tabela 4 — Regra de 1/3 de Simpson

Distancia (m)

Erro de Truncamento

12
24
48
96
192
384
768
1.536

10.879,8809

10.879,6361

10.879,6204
10.879,61947086
10.879,61940902
10.879,61940515
10.879,61940491

10.879,6194048982
10.879,6194048972

0,84185
0,05261
0,00328
0,00020
0,00001285
0,00000080
0,00000005
0,0000000031
0,0000000002

Fonte — Autoria Prépria
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Podemos entdo tomar o valor da distancia do foguete no tempo de 30 s

como aproximadamente 10.879,6194048972 m.

Observando e comparando os valores obtidos através dos métodos

numeéricos podemos perceber que o melhor método para aplicar em integrais

desse tipo € o0 método de Simpson, pois com apenas 48 subintervalos ja nos

concedeu um resultado melhor que o método do trapézio com 1536

subintervalos. Vemos que a partir do momento que o numero de subintervalos

vai dobrando o erro de truncamento vai ficando cada vez menor, até que no

método de 1/3 de Simpson o erro se encontra na casa de 271° Um outro fato

percebido é que o valor maximo tanto para a v'’(t) e v™¥(t) sera quando o t =

30s, sendo v"”(30) = 1.5571 e v (30) = 0.0081, isso independentemente do

valor de n.
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Como estamos tratando de um exemplo que pode ser real na
engenharia, esse erro de truncamento tem que ser cada vez menor para a
realizacdo de simulagbes numéricas, assim chegando em valores aproximados

aceitaveis e com isso nao colocando todo o projeto em risco.

Foi realizado um gréafico a partir da funcao v(t) informado no caso I,
para esse gréfico foi pego um valor de n = 12. A figura 8 mostra como a funcéo

v(t) esta se comportando.

Figura 8 — Comportamento da velocidade em relacdo ao tempo a partir da funcéo v(t).

800 -

600 -
@
E
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S 400 -
v
[=]
g

200 A

0 -

0 5 10 15 20 25 30
Tempo (s)
Fonte — Autoria Propria
CASO Il - Se a distribuicdo de um fluido escoando por um tubo for conhecida,

como mostrado na figura 9:

Figura 9 — Distribuicdo de um fluido escoando por um tubo.
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Fonte — CHAPRA (2008).
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A vazéo Q (isto é, o volume de agua passando pelo tubo por unidade de
tempo) pode ser calculada por: Q = [vdA, em que v é a velocidade e A é a
area da secdo transversal do tubo. Sabendo que para um tubo circular temos,

A = nir? e dA = 2nrdr. Portanto:

Q = j; v(2nr)dr

Em que r € a distancia radial medida a partir do centro do tubo. Se a

distribuicdo de velocidade for dada por:

1

.

v=2<1——)6
1o

Em que r, € o raio total, encontre o valor de Q paraum ry, = 3 cm.

Resolucao: Para resolver a solucdo dessa integral pelos métodos analiticos
precisa-se de um bom conhecimento do calculo integral e diferencial, pois a
resolucdo analiticamente é considera dificil por ter que aplicar 0 método da
substituicdo. Portanto, é conveniente empregar abordagens numéricas como a
regra de Simpson e a regra do trapézio para esse problema. Logo, substituindo

os valores na equacéao da integral, temos:

A=

Q = fogz (1 —g) rr)dr

1

Q = j: (331)3 (4mr)dr

Para esse caso, foi escolhido arbitrariamente pelo autor sendo, n = 2, 8,
32, 128, 512, 2.048, 8.192, 32.768, 131.072 e 524.288. Como ja mostrado no
exemplo passado, a partir que o valor de n aumenta o valor da integral sera

mais préximo do verdadeiro, por isso foram escolhidos valores altos.

Um gréfico para representar a integral foi plotado na linguagem de
Python, assim podendo verificar como a fungdo se comporta, como mostra a

figura 10.
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Figura 10 — Comportamento da funcdo Q(r) comn = 32.

20

15 4

10 +

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Fonte — Autoria Propria

Como pode ser visto, a forma da fungéo indica que devemos usar uma
segmentacao fina para obter uma boa precisédo. As rotinas para esse caso se
encontram nos anexos, paginas 58 e 59. Aqui estdo os resultados do uso de

uma variedade de segmentos.

Tabela 5 — Regra do Trapézio

n Vazao (L/h)
2 25,1895
8 40,9621
32 44,0008
128 44,5954
512 44,7128
2.048 44,7360
8.192 44,7406
32.768 44,7415
131.072 44,7417
524.288 44,7418

Fonte — Autoria Propria
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Tabela 6 — Regra de 1/3 de Simpson

n Vazéo (L/h)
33,5860
8 42,5616
32 44,3109
128 44,6564
512 44,7248
2.048 44,7384
8.192 44,7411
32.768 44,7416
131.072 44,7417
524.288 44,7418

Fonte — Autoria Propria

Portanto, o resultado para 4 algarismos significativos pode ser
considerado 44.7418 L/h.

Percebe-se que o método de 1/3 de Simpson mais uma vez entrega
resultados melhores quando o nimero de subdiviséo é baixo, mas a partir que
o valor de n vai crescendo os dois métodos tendem para o mesmo valor com 4
casas decimais, que para esse tipo de estudo na préatica é considerado com

uma 6tima eficiéncia.



49

5. CONSIDERACOES FINAIS

O Caélculo Integral € um ramo da matematica que € aplicado em varios
problemas da vida cotidiana, através dos métodos numéricos podemos
encontrar solu¢cdes aproximadas para esses problemas. Percebeu que através
dos casos estudados que os métodos analiticos ndo ajudariam a solucionar os
problemas, logo, a maneira mais pratica para a solucdo desses casos foi a
utilizacdo dos métodos numeéricos, com a ajuda de uma linguagem de
programacao, que para esse trabalho foi Python, assim resultando em
aproximacoes ideais e coerentes para integrais definidas.

Como o objetivo principal do trabalho é o desenvolvimento de algoritmos
para resolucdo de integrais, foram apresentados alguns dos métodos
computacionais mais utilizados para encontrar estas solugbes, onde os
resultados foram obtidos com boas aproximacfes e apresentando um erro de
truncamento. A linguagem em Python foi escolhida por ser uma linguagem de
facil acesso, entendimento e livre, assim facilitando o uso e o entendimento do

trabalho.

Fica clara a importancia de conhecer, estudar e compreender o assunto
de integracdo numérica e alguns métodos numeéricos. Como ja mencionado, 0s
métodos numeéricos apresentam aproximacgdes, mas como apresentam um erro
de truncamento, podemos utiliza-los de forma coerente sem nenhum receio de
estar cometendo erros graves, conforme mostrado em alguns exemplos e

principalmente no caso II.

A partir do caso lll, nota-se como a linguagem de programacdo completa
a resolucdo dos métodos numericos, visto que € impossivel fazer a mao para
valores de n altos, enquanto a rotina nos fornece uma resposta com menos de

1 segundo.

Analisando as férmulas simples e repetida e as expressdes dos erros
dos métodos estudados (Trapézio e 1/3 de Simpson), nota-se que quanto mais
subdividir o intervalo, melhor sera o resultado, ou seja, menor o erro. Um outro

fato analisado é que a regra de 1/3 de Simpson repetida se mostra com melhor
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precisao, por fazer aproximacfes de uma funcdo do segundo grau a cada trés
pontos.

As aplicacdes aqui apresentadas sdo utilizadas em muitos ramos, um

deles é a engenharia e podem agucar no leitor o interesse pelo conteudo.
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ANEXO A — ROTINAS REALIZADAS NA LINGUAGEM PYTHON PARA A
RESOLUCAO DE EXEMPLOS GERAIS (EXEMPLOS 1 E 2)

METODO DO TRAPEZIO

import numpy as np

#informe os dados
1

3

6

(b - a)/n

f= = T o B 1

#informe a funcédo
def f(x):
y = 1/x
return y

X = np.arange(a, b + 0.00000001, h)
print ('Os valores de x sdo: %s' %x)
y = £(x)

print('Os valores de y sédo: %s' %y)

m = len(x)

soma = 0

for i in range (1, m - 1):
soma = soma + y[i]

print('"'")
atl = (h/2)*(y[0] + 2*soma + y[n])
print ('O valor da integral é: %.8f' %atl)

print('"')
#Funcdo da segunda derivada
def df (x):

dy = 2/ (x*x*x)

return dy

y2 = df (x)

print('Os valores de y na fungcdo da segunda derivada séao:
%s' %y2)

maximo = max (abs (y2))

print ('O maximo valor absoluto é: %.4f' %$maximo)

print('"')

#Erro de truncamento

ER = (((b - a)**3)/(12*n*n) ) *maximo

print ('O erro de truncamento é: %.4f' %ER)



METODO DE 1/3 DE SIMPSON

import numpy as np
from math import ceil

#informe os dados

a=1
b=3
n==o
h= (b - a)/n
#informe a funcédo
def f£(x):
y = 1/x
return y
x = np.arange(a , (b + 0.000001), h)
print ('Os valores de x sdo: %s' %x)
y = £(x)

print('Os valores de y sdo: %s' %y)

m = len(x)
somai = 0
somap = 0

for i in range (1, m - 1):
if i % == 1:
somai somai + y[i]

elif (i $ 2 == 0) and (i '= n):
somap = somap + y[i]

print('"'")
atl = (h/3)*(y[0] + 4*somai + 2*somap + y[n])
print ('O valor da integral é: %.4f' %atl)

print('"')
#Funcdo da segunda derivada
def fd(x):
dy = 24/ (x*x*x*x*x)
return dy
y2 = f£d(x)
print('Os valores de y na funcdo da quarta derivada sé&o:
%s' %y2)
maximo = max (abs (y2))
print ('O maximo valor absoluto é: %.4f' %$maximo)

print('"')

#Erro de truncamento

ER = (((b - a)**5)/(180*n*n*n*n) ) *maximo
print ('O erro de truncamento é: %.8f' %ER)
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ANEXO B — ROTINAS REALIZADAS NA LINGUAGEM PYTHON PARA O
CASO |

METODO DO TRAPEZIO

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

print('-=' *5, 'Regra do Trapézio - Caso I', '=-' *5)
listay = []

#informe os dados

a=20

b = 24

n = 24

h= (b - a)/n

#valores da tabela

listax = np.arange (0, 25, 1)

listay = [2, 2, 0, 2, 6, 7, 23, 14, 11, 8, 4, 11, 12, 8, 6,
7, 26, 20, 10, 8, 10, 12, 8, 7, 3]

#Método
soma = 0
for i in range (1, n):
soma = soma + listay[i]

print('"'")

atl = (h/2)*(listay[0] + 2*soma + listay[n])

print('A estimativa da integral é: %.4f carros.h/min' %atl)
taxamedia = atl/24

print ('O valor da taxa média é: %.4f carros/min'
$taxamedia)

tmpordia = taxamedia * 1440

print ('O valor da taxa média por dia é: %.4f carros/dia’
$tmpordia)

#Construcdo do Grafico

plt.figure()

plt.xlabel ('Tempo')

plt.ylabel ('Taxa de carros que passam pela intersecgdo em
um minuto')

plt.grid()

plt.plot(listax, listay, 'b')

plt.plot(listax, listay, 'ro')

plt.show()
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METODO DE 1/3 DE SIMPSON

print('-=' *5, 'Regra de 1/3 de Simpson - Caso I', '=-' *5)
listay = []

#informe os dados
a=20

b =24

n = 24

h= (b - a)/n
Emax = 0.001

#valores da tabela
listay = [2, 2, 0, 2, 6, 7, 23, 14, 11, 8, 4, 11, 12, 8, 6,
7, 26, 20, 10, 8, 10, 12, 8, 7, 3]

#Método
somai = 0
somap = 0
for i in range (1, n):
if i $ 2 ==
somai = somai + listay[i]
elif (1 $ 2 == 0) and (i !'= n):
somap = somap + listay[i]

print('"')

atl = (h/3)*(listay[0] + 4*somai + 2*somap + listay[n])
print ('A estimativa da integral é: %.4f carros.h/min' %atl)
taxamedia = atl/24

print ('O valor da taxa média é: %.4f carros/min’
$taxamedia)

tmpordia = taxamedia * 1440

print ('O valor da taxa média por dia é: %.4f carros/dia'
$tmpordia)



56

ANEXO C - ROTINAS REALIZADAS NA LINGUAGEM PYTHON PARA O
CASO Il

METODO DO TRAPEZIO

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

rint('-=' *5, 'Regra do Trapézio - Caso II', '=-' *5)
P g P
print('"')

#informe os dados

a=20

b = 30

n = 1536

h= (b - a)/n
Emax = 0.1

#informe a funcédo

def £ (x):
y = (1800*np.log(160000/(160000-2500*x))) - 9.8*x
return y

#Método
X = np.arange(a, b + 0.00000001, h)
print('Os valores de x sdo: %s' %x)
y = £(x)
print('Os valores de y sdo: %$s' %y)

m = len(x)

soma = 0

for i in range (1, m - 1):
soma = soma + y[i]

print('"')

atl = (h/2)*(y[0] + 2*soma + y[n])

print ('O valor da integral é: %.8f' %atl)
print('"')

#Funcdo da segunda derivada
def df (x):
dy = 1800/ ((-x+64) **2)
return dy

y2 = df (x)
print('Os valores de y na funcdo da segunda derivada sédo:
$s' %y2)

maximo = max (abs (y2))
print ('O maximo valor absoluto é: %.4f' %maximo)



print('"')

#Erro de truncamento

ER = (((b - a)**3)/(12*n*n)) *maximo

print ('O erro de truncamento é: %.40f' %ER)

#Construcdo do Grafico
plt.figure()

plt.xlabel ('Tempo (s)')
plt.ylabel ('Velocidade (m/s)')
plt.grid()

plt.plot(x, y, 'b')
plt.plot(x, y, 'ro')
plt.show()

METODO DE 1/3 DE SIMPSON

import numpy as np

print('-=' *5, 'Regra de 1/3 de Simpson - Caso II',6 '=-'
*5)
print('"'")

#informe os dados
0

30

1536

(b - a)/n

{= = B o BN 1

#informe a funcéo

def f£(x):
y = (1800*np.log(160000/(160000-2500*x))) - 9.8*x
return y

#Método
x = np.arange(a, b + 0.00000001, h)
print ('Os valores de x sdo: %s' %x)
y = £(x)
print('Os valores de y sdo: %$s' %y)

m = len(x)
somai = 0
somap = 0

for i in range (1, m - 1):
if i $ 2 ==1:
somai somai + y[i]

elif (i $ 2 == 0) and (i '= n):
= somap + y[i]



print('"')

atl = (h/3)*(y[0] + 4*somai + 2*somap + y[n])
print ('O valor da integral é: %.10f' %atl)
print('"')

#$Funcdo da quarta derivada
def df (x):
dy = 10800/ ((-x+64) **4)
return dy

y2 = df (x)
print('Os valores de y na funcdo da quarta derivada sédo:
%s' %y2)

maximo = max (abs (y2))
print ('O maximo valor absoluto é: %.4f' %$maximo)
print('")

#Erro de truncamento
ER = (((b - a)**5)/(180*n*n*n*n)) *maximo
print ('O erro de truncamento é: %$.10f' %ER)
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ANEXO D — ROTINAS REALIZADAS NA LINGUAGEM PYTHON PARA O

CASO Il

METODO DO TRAPEZIO

import numpy as np
from math import pi
import matplotlib.pyplot as plt

print('-=' *5, 'Regra do Trapézio - Caso III',
print('"')

#informe os dados

a=20

b=3

n = 524288

h= (b - a)/n

#informe a funcédo

def £ (x):
y = (4%pi*x)* ((1-(x/3))**(1/6))
return y

#Método
X = np.arange(a, b + 0.00000001, h)
print('Os valores de x sdo: %s' %x)
y = £(x)
print('Os valores de y sdo: %$s' %y)

m = len(x)

soma = 0

for i in range (1, m - 1):
soma = soma + y[i]

print('"')

atl = (h/2)*(y[0] + 2*soma + y[n])

print ('O valor da integral é: %.8f' %atl)
print('"')

#Construcdo do Grafico
plt.figure()
plt.grid()

plt.plot(x, y, 'b'")
plt.plot(x, y, 'ro')
plt.show ()

*5)



METODO DE 1/3 DE SIMPSON

import numpy as np
from math import pi

print('-=' *5, 'Regra de 1/3 de Simpson - Caso III', '=
*5)
print('"')

#informe os dados
=0

=3

= 5242888

= (b - a)/n

B o

#informe a funcédo

def f£(x):
y = (4*pi*x)* ((1-(x/3))**(1/6))
return y

#Método
X = np.arange(a, b + 0.00000001, h)
print('Os valores de x sdo: %s' %x)
y = £(x)
print('Os valores de y sdo: %s' %y)

m = len(x)
somai = 0
somap = 0
for i in range (1, m
if i $ 2 == 1:
i = somai + y[i]
elif (i $ 2 == 0) and (i '= n):
= somap + y[i]

1):

print('"')
atl = (h/3)*(y[0] + 4*somai + 2*somap + y[n])
print ('O valor da integral é: %$.10f' %atl)
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