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RESUMO

Nesse trabalho apresentamos um estudo sobre alguns tépicos da Anélise Funcional. Abor-
damos conceitos e resultados importantes envolvendo os Operadores Lineares Limitados.
No entanto, focando nossa atencao a uma classe especial de operadores, a saber, os ope-
radores lineares compactos entre espacos normados. O objetivo central é fazer um estudo
introdutério sobre a teoria espectral dos operadores compactos e compreender a simi-
laridade das propriedades espectrais de tais operadores com a teoria de autovalores e
autovetores em espagos de dimensao finita. Metodologicamente, trata-se de uma pesquisa

de cunho exploratorio e bibliografico.

Palavras-chave: andlise funcional. operadores compactos. teoria espectral.



ABSTRACT

This article will briefly introduce a study concerning some features related to Funcional
Analysis. It will be covered important concepts and results dealing with Limited Linear
Operators. Nevertheless, we intend to focus on a special grouping of operators, namely,
compact operators among normed spaces. The main aim is to produce an introductory
study concerning the spectral theory of compact operators as well as to comprehend
similarities of spectral properties of such operators along with the theory of eigenvalues
and eigenvectors within finite-dimensional spaces. Methodologically, this research assumes

a exploratory as well as bibliographical character.

Keywords: functional analysis. compact operators. spectral theory.
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1 INTRODUCAO

A Anélise Funcional fornece elementos de grande importancia na matematica, nela en-
contramos a Teoria dos Espacos Vetoriais Normados e dos Operadores Lineares Continuos
nesses espacos. A sua teoria estd presente em diversas areas da Matematica Pura e Apli-
cada, onde podemos destacar seu uso nas Equacgoes Diferenciais Ordindrias e Equacoes
Diferenciais Parciais, com aplicabilidade em outras areas do conhecimento.

Na Analise Funcional, alguns conceitos relacionados a Algebra Linear e a Anélise Ma-
tematica sao vistos num contexto mais amplo, considerando nao apenas espagos vetoriais
de dimensao finita, mas dando maior énfase aos Espagos Vetoriais de Dimensao Infinita.
Nesses espacos, introduz-se a partir de uma norma, uma nog¢ao abstrata de comprimento
de um vetor e de distancia entre vetores, o que torna o espaco vetorial um espaco to-
polodgico, e, como consequéncia, as nogoes de limite, continuidade, compacidade e outras,
ficam estabelecidas.

Dentre os conceitos da Algebra Linear, que sao estudados de maneira mais geral na
Analise Funcional, destacam-se os autovalores e autovetores de operadores lineares. Se
T:V — V é um operador linear no espaco vetorial V' de dimensao finitae I : V — V é

o operador identidade, sabe-se que:
A é autovalor de T' <> Ker(T — M) # {0} < T — Al nao é bijetora.

Portanto, os autovalores de T' sao os escalares \ tais que T'— Al nao é invertivel. O
conjunto de todos os autovalores de T" é chamado de espectro de T e, todos os outros
valores de A\ sao chamados de valores regulares. Em outras palavras, A é regular se, e
somente se, o operador T'— AI é invertivel. O operador (7' - AI)~! é, entao, automatica-
mente limitado, como qualquer operador em espacos de dimensao finita. No entanto, para
espagos vetoriais de dimensao infinita esse argumento nao é vélido e requer uma anélise
adequada para obtencao dos autovalores. Essa analise nos leva ao conceito de espectro
de um operador linear. O espectro é uma generalizacao do conjunto de autovalores de
operadores lineares.

Desenvolvida a partir do século XX, a Teoria Espectral teve como pioneiros ma-
tematicos como Hilbert, Riesz, Hellinger e Neumann. Trata-se do estudo de certos ope-
radores inversos, suas propriedades gerais e suas relagoes com os operadores originais.
Esté diretamente relacionada a problemas de resolucao de algumas classes de equagoes,
aproximacoes de problemas nao lineares por versoes lineares, entre outras aplicagoes. Por
exemplo, a investigacao de problemas de valores de fronteira por Sturm e Lioville e a fa-
mosa teoria de Fredholm das equagoes integrais foram importantes para o desenvolvimento
deste ramo.

Nosso objetivo é fazer um estudo introdutorio sobre a teoria espectral de operadores



lineares limitados T : V' — V em espagos normados com énfase a uma classe de operadores
que ¢é de grande interesse pratico, os operadores compactos.

Operadores lineares compactos sao muito importantes nas aplicagoes, pois por exem-
plo, constituem uma importante ferramenta na teoria de equagoes integrais. Suas proprie-
dades tém grande semelhanca com as de operadores lineares em dimensao finita. Faremos
o estudo dos operadores lineares compactos, abordando os principais conceitos, resultados
e suas propriedades espectrais.

O trabalho estd organizado em quatro capitulos: O primeiro é esta Introducao, o
segundo capitulo apresenta a teoria basica essencial para a compreensao do tema princi-
pal, a saber, conjuntos compactos, operadores lineares limitados e funcionais lineares. O
Capitulo 3 sera dedicado ao estudo dos operadores lineares compactos em espagos norma-
dos. Por fim, no Capitulo 4, apresentamos a teoria espectral dos operadores compactos.

Para um bom entendimento do texto é importante que o leitor tenha um conheci-
mento prévio dos seguintes conceitos associados a espagos métricos: conjunto aberto e
fechado, sequéncias, funcoes continuas, espacos vetoriais normados e espacgos de Banach.
Referéncias importantes que poderao ser utilizadas para este fim sao Domingues (1982),
Lima (2012) e Lima (2009).
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2 CONTEUDO PRELIMINAR

Esse capitulo vai abordar contetidos que servirao como base para uma melhor compre-
ensao do leitor para o tema principal. As demonstracoes serao omitidas, porém podem
ser facilmente encontradas nas referéncias Kreyszig (1989), Botelho e Pellegrino (2012)
e Oliveira (2010).

2.1 Compacidade e dimensao finita

Algumas propriedades de espagos e subespacos normados de dimensao finita estao

relacionadas com o conceito de compacidade. Para tal, sera utilizado a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 2.1 (Compacidade). Um espago métrico X é dito compacto se toda sequéncia
em X tem uma subsequéncia convergente. Um subconjunto M de X é dito compacto se
M é compacto considerado como um subespaco de X, isto é, se toda sequéncia em M

tem uma subsequéncia convergente cujo limite é um elemento de M.

Uma propriedade geral de conjuntos compactos é apresentada a seguir.
Lema 2.1. Um subconjunto compacto M de um espaco métrico € fechado e limitado.

Deve ser observado que a reciproca desse lema nao é valida:
Observacao 2.1. Dado o famoso espago de sequéncia de Hilbert (2 (este espago foi

introduzido e estudado por D. Hilbert (1912)) com a métrica definida por

d(l‘,y): Z|5j—77j|2>para xayEF'
\l j=1

e vamos pegar uma sequéncia (e,) em [2, onde e, = (J,;), no qual seu enésimo termo é 1
e todos os outros termos ¢é igual a 0. Logo |e,| =1, assim a sequéncia é limitada. Seus
termos constituem um conjunto de pontos que é fechado porque nao tem ponto de
acumulacao. O fato de nao ter ponto de acumulagao garante que esse conjunto de

pontos nao é compacto.
[ ]

O préximo teorema aborda o conceito de compacidade em espacos normados de di-

mensao finita.

Teorema 2.1. Em um espaco normado de dimensao finita X, qualquer subconjunto M c

X € compacto, se e somente, se M € fechado e limitado.
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Logo, do Teorema 2.1, se obtém que em qualquer espaco normado de dimensao finita
os subconjuntos compactos sao precisamente os subconjuntos fechados e limitados, entao
usualmente tal propriedade é utilizada para definir compacidade quando o espaco possui

dimensao finita.

Lema 2.2 (F. Riesz). Sejam Y e Z subespagos de um espa¢o normado X (de qualquer
dimensao), e suponha que Y € fechado e é um subconjunto proprio de Z, entao para cada

nimero real 0 € (0, 1) existe z € Z tal que

lzl=1 e lz-yl26, VyeY.

Pelo Teorema 2.1, em qualquer espago normado de dimensao finita uma bola unitaria

fechada é compacta. Aplicando o Lema de Riesz é possivel provar a seguinte propriedade.

Teorema 2.2. Se um espago normado X tem a propriedade de que a bola fechada M =

{x e X;|z| <1} € compacta, entio X € de dimensdo finita.

Apresentamos a seguir uma propriedade importante sobre aplicagdes continuas, na

qual conjunto compacto vai ter sua imagem compacta.

Teorema 2.3. Sejam X e Y espacos métricos e T : X — Y uma aplica¢ao continua. Se

M € um subconjunto compacto de X entao T(M) cY € compacto.

A partir do Teorema 2.3, concluimos que a seguinte propriedade, bem conhecida do

calculo para funcoes continuas, é valida para espacos métricos.

Corolario 2.1. Se X € um espaco métrico, entao toda aplicagcdo continua T de um

subconjunto compacto M ¢ X em R assume um mdzimo e um minimo em pontos de M.

2.2 Operadores lineares

Os operadores lineares, para depois se aprofunda mais em uma classe especial especial,

que é operadores compactos entre espagos normados. Assim, segue a definigao.

Definigao 2.2 (Operador Linear). Um operador linear 7' é uma fungao tal que

(i) O dominio ©(T") de T é um espaco vetorial e a imagem R(T") estd em um espago

vetorial sobre o mesmo o corpo K.

(ii) Para todo x, y e ®(T') e escalar o € K

T(z+y) Tx+ Ty,
T(ax) = oTx. (2.1)
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Por definigao, o nicleo de T denotado por M(T") (ou Ker(T)) é dado por ker(T") =
{x e D(T):Tx =0}.

Podemos observar que (2.1) é equivalente a

T(ax+By)=aTx+ Ty, Ya,fe K e Vo eD(T). (2.2)

Em (2.1), fazendo a = 0 obtém-se a seguinte igualdade:

T0=0. (2.3)
Vamos agora considerar alguns exemplos basicos de operadores lineares.

Exemplo 2.1. Considere o espaco Cla, b] = {f : [a, )] — R; f é continua}, munida da

métrica

d(xv y) = Htlétl]X|;E(t) _y(t)|7 parax, y € C[CL, b]

O operador T': Ca, b] — CJa, b] dado por

Tx(t) = fatx(T)dT, t € [a, b],

é linear em Ca, b]. De fato, se x1, x5 € C[a, b] e «, € R, temos

T(axy + Bxs)

/(;t[ole(T) + PBao(T)]dT
ltaxl(T)dT+Ltﬁx2(T)dT

a/txl(T)dT+Bft$2(T)dT
aTxy + fTxs. (2.4)

¢

Exemplo 2.2. O produto escalar em R com um fator fixo define um operador linear
T, : R3 — R dado por

Thr =x-a=&aq +&an + E3as,

onde x = (&1, &, &3) € R3 e a = (a1, ag, ag) € R3 é fixo.

Para ver que T, é um operador linear basta verificar que para z; = (&1, &, &3), 22 =



(o1, @2, p3) € R3 e f e K, temos

TQI1+TQI‘2 r1-a+xy9-a

= §1aq + & + §303 + Q1 + Patig + 303

= a1(€1 + 301) +052(£2 + ‘;02) +O‘3(€3 +S03)

= a(ry +x3)

= TQ(SEl +.§C2).

Ty(Br1) = (Br1)-a = (B&)ar+ (BE)as + (BEs)as

A imagem e ntcleo dos operadores lineares sao espacos vetoriais.

Teorema 2.4. Seja T um operador linear. Entao:
(a) A imagem R(T) € um espago vetorial.
(b) O nicleo N(T) é um espago vetorial.

(c) Se dim®D(T) =n < oo, entdo dimR(T) < n.

B(&ran + s + E3a3) = B(w1 - a) = BTox.

13

Uma aplicacao T : ®(T') — Y é dita ser injetiva se pontos diferentes no dominio tém

imagens diferentes, ou seja, se para quaisquer x1, x5 € (7T, tem-se:

X1+ To = Tx1 * TZ'Q,

equivalentemente,

Ty =Txy = x1=1xo.
Neste caso, existe a aplicacao

TH:R(T) — D(T)

Y > Xo (y0=T$o)

(2.7)

que aplica todo yo € R(T') em xg € D(T) no qual T'zg = yo. A aplicagao T~ é chamada

de inversa de T'.
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Figura 1 — Aplicacao inversa

Fonte: Erwin Kreyszig (1989, p 87)

De (2.7), obtemos
T 'Tx=x para todo z € D(T)

TT y =y para todo y € R(T).

Agora, analisando o caso de operadores lineares em espacos vetoriais, o inverso de um
operador linear existe se, e somente se, o niicleo do operador consiste apenas no vetor

nulo.

Teorema 2.5. Sejam X, Y espacos vetoriais sobre o mesmo corpo. Seja T : X (T) — Y

um operador linear com dominio D(T) c X e imagem R(T) c Y. Entdo:
(a) O inverso T=1:R(T) — D(T) existe se, e somente se,

Tr=0 =2z=0.

(b) Caso exista, T=' é um operador linear.
(c) Se dim®D(T)=n<oo e T existe, entdo dimR(T) = dimD(T).

Vamos ter uma férmula bastante 1til para o inverso da composta de operadores line-

ares.

Lema 2.3. Sejam T : X — Y e S:Y — Z operadores lineares bijetivos, onde X, Y, Z
sao espagos vetoriais. Entao, o inverso (ST)™': Z — X do produto (composi¢ao) ST

existe, e

(ST) ' =757,
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A Figura 2 resume a ideia de como séria o lema 2.3.

Figura 2 — Produto inverso

ST

(ST) 1

Fonte: Erwin Kreyszig (1989, p 89)

2.3 Operadores lineares limitados e continuos

Agora, apresentamos o conjunto de operadores em espacos normados, aonde abor-
dara resultados impostantes que auxiliaram no desenvolvimento do alguns resultados dos

capitulos 3 e 4.

Definigao 2.3 (Operador linear limitado). Sejam X e Y espagos normados e T: T (D) ¢
X — Y um operador linear, onde ©(7") ¢ X. Diz-se que o operador 7' é limitado se

existe ¢ € R tal que para todo z € ©(T), tem-se:
[T < cf =] (2.8)

¢

Em (2.8) o lado esquerdo e o direito pertencem a R. Além disso, um operador linear
limitado aplica conjuntos limitados em D(T") sobre conjuntos limitados em Y. Por isso a

utilizagao do termo ”operador limitado”.
De (2.8), obtemos

—— <c. (z #0)

Diante disso, ¢ é maior cota superior do conjunto S = { |72 xe®D(T), x + 0}, e portanto,

S possui supremo. Assim, definimos

17 = sup 1221

e el
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em que |7 serda chamada de norma do operador 7. Vale ressaltar da definigdo que se
D(T) = {0}, obtemos que |T| = ¢|0]| = 0. Para este caso, T' =0 pois 70 = 0.
Da definicao de supremo, temos

IZ2l gy, (Vo eD - {0}),

I~

logo,
|7z < [ T]]=-

Nessa direcao, temos o seguinte lema.

Lema 2.1. Dado um operador linear limitado, conforme a Definicao 2.3. Entao:

(a) Uma formula alternativa para a norma de T' €
ITN=" sup |Tx]. (2.9)
e(T)lall=1

(b) A norma definida por (2.9) satisfaz as condigcées de uma norma no espago vetorial

dos operadores lineares limitados T : D(T) c X < Y. Ou seja,

(N1) |T]20

(N2) |T|=0 —=T=0

(N3) |oT| = |7

(N4) |T+S| <[] +]5]

Agora, apresentaremos alguns resultados de operadores lineares.

Teorema 2.6. Se um espaco normado X é de dimensao finita, entao todo operador linear

em X € limitado.

Teorema 2.7. Seja T : ©(T) — Y um operador linear, onde D(T) c X e X, Y sao
espacos normados. Entao:

(a) T é continuo se, e somente se, T é limitado,

(b) Se T € continuo em um unico ponto, entdo € continuo.
Corolario 2.2. Seja T um operador linear limitado. Entao:

(a) Dado x,, x € D(T), se x, — x implica que Tx, — Tx.

(b) O niicleo N(T) € fechado.
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Uma aplicacao continua T : X — Y tem a propriedade de que, para todo conjunto
aberto em Y, a imagem inversa é um conjunto aberto em X. Isto nao implica que T
aplique conjuntos abertos de X em conjuntos abertos de Y. Por exemplo, a aplicacao

T:R — R dado por T'(t) —> sint ¢é continua, mas aplica (0, 27) em [-1, 1].

Teorema 2.8. Sejam X e Y espaco de Banach. Um operador linear limitado T de X
emY ¢ uma aplicagdao aberta. Portanto, se T ¢ bijetivo, entao T—1 € continuo, e assim,

limitado.

2.4 Funcionais lineares

Um funcional é um operador cuja imagem esta contida em R ou em C. Aparecem com
frequéncia e sao usadas notagoes especiais. Denotamos funcionais por letras mintsculas

f, g, h, ...; 0odominio de f por D(f), a imagem por R(f) e o valor de f em um x € D(f)
por f(x).

Definicao 2.4 (Funcional linear). Um funcional linear f ¢ um operador linear com

dominio em um espago vetorial X e imagem no corpo escalar K de X. Assim,
f : Q(f) - K7
em que K=R se X éreal e K=C se X é complexo.
¢

Definicao 2.5 (Funcional linear limitado). Um funcional linear limitado f é um operador
linear limitado com imagem no corpo escalar do espaco normado X em que se encontra

o dominio ®(f). Assim, existe um nimero real ¢ tal que para todo o z € D(f),

|f ()] < cll].
Além disso, a norma de f é
I1= sup L (2.10)
sencry |7
z#0
ou
If1= sup |f(2)].
zeD(T)
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De (2.10), tem-se

[F (@) <[]

Teorema 2.9. Um funcional linear f com dominio D(f) em um espa¢o normado €

continuo se, e somente se, f for limitado.

Dados X e Y espacos normados, em que ambos podem ser real ou complexo, define-se

o conjunto B(X,Y') que consiste de todos os operadores lineares limitados de X em Y.

Sabendo que se Y é um espago Banach, entao B(X, Y') é um espaco Banach, obtém-se

uma consequéncia em relagao ao espaco dual X’ de X, que é definido da seguinte forma.

Definigao 2.6 (Espaco dual X’). Seja X um espago normado. Entao o conjunto de todos

os funcionais lineares limitados em X, é chamado de espago dual de X e é denotado por
X'.

¢
Da definicao 2.6, X constitui um espago normado, com norma definida por
|f ()]
|f1l = sup = sup |f(z)]. (2.11)
zreX ||$|| reX
x#0 [lz||=1

Teorema 2.10. O espaco dual X' de um espago normado X é um espaco de Banach (se

X € ou nao).

O resultado a seguir apresenta as convergéncias de uma sequéncia de operadores (T,) c

B(X,Y) em espagos normados.

Definigao 2.7 (Convergéncia de sequéncias de operadores). Sejam X e Y espacos nor-

mados. Uma sequéncia (7},) de operadores T,, € B(X, Y") é dito ser:
(1) uniformemente convergente se (7},) converge na norma em B(X,Y'),
(2) fortemente convergente se (7,,x) converge fortemente em Y para cada z € X,
(3) fracamente convergente se (T,,x) converge fracamente em Y para cada z € X.
Em férmulas isto significa que hd um operador T': X — Y tal que
(1) 1T, -T] —0

(2) |Thx-Tz| —0 para todo x € X,



3) |f(T)x - f(Tx)|| — 0 para todo x € X e todo feY’.

Respectivamente, o operador T' é chamado de limite uniforme, forte e fraco de (7},).
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3 OPERADORES LINEARES COMPACTOS EM ESPACOS
NORMADOS

Neste capitulo vamos abordar o que sao operadores lineares compacto em espacos

normados e, logo apos, apresentamos alguns resultados essenciais.

Defini¢ao 3.1 (Operador linear compacto). Sejam X e Y espag¢os normados. Um ope-
rador T': X — Y € chamado de operador linear compacto (ou o operador linear comple-

tamente continuo) se T' € linear e se, para cada subconjunto limitado M de X, a imagem

T (M) é relativamente compacto, ou seja, o fecho T(M) é compacto.

A teoria de equacoes integrais da forma

b
(T-X)x(s) =y(s) onde Tx(s)-= f k(s, t)x(t)dt, (3.1)
originou a teoria dos operadores lineares compactos, em que A € C é um parametro, y e k

sao fungoes dadas (submetidas a certas condigoes) e z é uma fungao desconhecida.

D. Hilbert (1912) descobriu um resultado essencial sobre a resolucao de (3.1) (“Teo-
rema de Fredhom”), que ela nao depende da representacao integral de 7', mas apenas do

fato de T' seja um operador linear compacto.

No lema a seguir, veremos que um operador linear compacto é continuo, mas a reci-

proca nao é verdadeira.

Lema 3.1. Sejam X e Y espagos normados. Entao:

(a) Todo operador linear compacto T : X — Y € limitado, portanto continuo.

(b) Se dim X = oo, 0 operador identidade [ : X — X (que é continuo) nao é compacto.

Demonstragao:

(a) Seja U ={z e X;|z|=1} a bola unitaria, que é limitada. Como 7" é compacto, T'(U)

¢ compacto e limitado.Logo, pelo Lema 2.1, temos

sup || Tz < oo.
lfl=1

Assim, T é limitado, e consequentemente, pelo Teorema 2.7(a), T' é continuo.

20
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(b) Seja M = {x € X;||z|< 1} a bola unitaria fechada, que é limitada. Como dim X = oo,

M nao pode ser compacto. Entao, I(M) = M = M nao é relativamente compacto.
]

Da definicao de conjuntos compactos, obtemos a seguinte caracterizacao:

Teorema 3.1. Se X e Y sdo espacos normados e T : X — Y € um operador linear,
entao T é compacto se, e somente se, ele aplica toda sequéncia limitada (x,) em X em

uma sequéncia (Tx,) emY que tem uma subsequéncia convergente.

Demonstragao: Sendo T compacto e (x,) limitada, obtemos que o fecho de (Tx,) em
Y é compacto e, usando a Defini¢ao 2.1, isto implica que (7T'z,) contém uma subsequéncia
convergente.

Para a reciproca, vamos considerar que toda sequéncia limitada (z,) ¢ X contém uma
subsequéncia (z,, ) na qual (T'z,, ) converge em Y. Sejam B ¢ X um subconjunto limitado
e (y,) uma sequéncia qualquer em T'(B). Logo, vy, = Tz,, para alguns z, € B, e (z,)
é limitada, porque B é limitado. Assim, (7T'x,) contém uma subsequéncia convergente.

Entao, T'(B) é compacto pela Definicao 2.1, pela arbitrariedade de (y,). Portanto, da

Definicao 3.1, segue-se que T' é compacto .
]

Usando o Teorema 3.1, obtemos que a soma 7T} + 75 de dois operadores lineares com-
pactos T; : X — Y é compacto. Além disso, a7} é compacto, onde o é qualquer escalar.
Implicando que o conjunto de todos os operadores lineares compactos de X para Y é um
espaco vetorial.

No caso de dimensao finita, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Sejam X e Y espagos normados e T : X — Y um operador linear.

Entao:

(a) Se T é limitado e dim T (X) < o0, 0 operador T € compacto.

(b) Se dim X < oo, 0 operador T € compacto.
Demonstragao:

(a) Seja (x,) uma sequéncia limitada qualquer em X. Assim, usando o fato de que T'
é um operador linear limitado temos a desigualdade [Tz, ||<|T||||zx]|, obtendo que
(Tx,) é limitada. Como dimT'(X) < oo, temos (T'x,) relativamente compacto pelo
Teorema 2.1. Assim, (T'z,) tem uma subsequéncia convergente. Pela arbitrariedade

de (x,) em X, obtemos, pelo Teorema 3.1, que o operador T' é compacto.
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(b) Usando o fato que dim X < oo obtemos que 7' é limitado (Teorema 2.6). Agora,
usando o Teorema 2.4 (b), obtemos que dim7'(X) < dim X. Portanto, pela parte

(a), T é compacto.
m

O teorema a seguir estabelece as condigoes nas quais o limite de uma sequéncia de
operadores lineares compactos é compacto. Pode-se provar a compacidade de um ope-
rador dado, exibindo-o como o limite uniforme de uma sequéncia de operadores lineares

compactos.

Teorema 3.3. Seja (T,,) uma sequéncia de operadores lineares compactos T; : X — Y
com (i=1,--,n) e X um espago normado para e Y espago de Banach. Se (T,) converge

uniformemente para um operador T, entdo o operador limite T' € compacto.

Demonstragao: Sejam T; compacto e (z,) ¢ X limitada. Logo obtemos uma sub-
sequéncia (x1,,,) tal que (T'zy ,,) é de Cauchy. De maneira andloga, (1, ,,) vai ter uma
subsequéncia (x2,,,) no qual (T'zy ,,) é de Cauchy. Assim, iremos aplicar esse processo de
forma continua até obter uma “sequéncia diagonal” (y,,) = (@, ) sendo subsequéncia de
(z,,) tal que, para todo n € N fixo, a sequéncia (T, ym )men € de Cauchy. (x,,) é limitada,
ou seja, |z,|< ¢ para todo m. Consequentemente, |y.,|< ¢ para todo m. Seja € > 0, logo
existe p € N tal que |T' - T,|< ¢/3c. Desde que (Tpym)men ¢ Cauchy, existe um N € N tal

que

19 .
”prj_prk”< 3 (4, k> N)

Para j, k> N, obtemos

1Ty =Tyl = 1Ty = Tpy; + Toys = Toye + Toye — Ty
< NTy; = Toysll+ 1Ty = Toyel+1Toyr — Tyl
= (T =Tp)y; |+ Tpy; = Tyl +1 (T, = Tyl
13
< T -Tyly; ||+§+||Tp =T |lye
g 9 13
< —Cc+-+—c=©c.
3c 3 3¢

Entao (Ty,,) é de Cauchy e converge, pois Y é um espaco de Banach, ou seja, é completo.
Uma vez que (y,,) é uma subsequéncia da sequéncia limitada arbitraria (x,,), do Teorema

3.1 segue o resultado.
]

A convergéncia forte |T,,x — T'z||— 0 nao é suficiente para garantir que 7' seja com-

pacto. De fato, vamos considerar T, : [?> — [2, definindo T,,x = (&, -+, &, 0, 0, +++), com
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= (&;) € 2. Como T, é linear e limitado, do Teorema 3.2 (a) obtemos que T, é compacto.
Porém, T,,x — x = Iz, sendo dim[? = oo, do Lema 3.1 (b) segue-se que I nao é compacto.
No exemplo a seguir usamos o Teorema 3.3 para provar a compacidade de um operador.

Exemplo 3.1. O operador T : 1> — [? definido por

T(&, &2, 88 -y &ny -0) = (51,622633 ,%,)

¢ compacto.

Solugao: Seja x = (§;) €12, logo y = (§;/j) € 2. Definindo T, : {2 — [? por

tem-se que 7T, é linear e limitado, do Teorema 3.2(a) obtemos que também é compacto.

Assim,

2

To—T 212= (T =T Hzl?> = e S G G o G
7o~ TalP= [T -T)al? = g &, o, 2ot Smb g Sm2

- % kb

]%-:i—lj ’
=l
< 2
N n+12j;1|€]| (n+1)2

Tomando o supremo sobre todo x € [? com |z| = 1, temos

1
1T =T, —.
n+1

Portanto, T,, — T, e T' é compacto pelo Teorema 3.3.

¢

E possivel a partir de uma sequéncia fracamente covergente, obter uma sequéncia

fortemente convergentes, usando o seguinte teorema.

Teorema 3.4. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um operador linear
compacto. Suponha que (z,) em X € fracamente convergente, digamos, x, —> x. Entdo

(Tx,) € fortemente convergente em Y e tem o limite y=Tx.

Demonstragao: Sejam y, =Tz, e y=Tx. A prova serd realizada em duas etapas,

primeiro sera mostrado que
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Yn — Y. (3.2)

E depois

Considere g um funcional linear limitado qualquer em Y e defina o funcional f em X,

tal que

f(z)=9(Tz) zeX.

Como T é compacto, entao f é linear e limitado, assim

[F () =g(T2) <[l gl T =< g TN =]

Por hipétese, z, —> z, o que implica f(z,) — f(z), porém temos que, g(Tx,) —

g(Tx), isto é, g(yn) — g(y). Como g foi arbitrério, (3.2) esta provado.

Supondo que (3.3) nao é vélido, (y,) tem uma subsequéncia (y,, ) tal que

Yms, = yl2m,

para alguns 1 > 0. Como por hipdtese (z,) é fracamente convergente , (z,) é limitada
(ver Kreyszig (1989) p. 258), assim (z,,) ¢ limitada. Como T" é compacto, temos, do
Teorema 3.1, que (T'z,,) tem uma subsequéncia convergente (7;). Seja y; —> ¥, logo,

w

9; — . De (3.2) segue-se que § =y. Portanto,

lg; -y|l—0  porém  |g;-y[|>n>0,

o que é uma contradigao, provando (3.3).
]

No proximo resultado veremos que dado um operador linear compacto e um operador

linear limitado, a composicao ¢ um operador linear compacto.

Lema 3.2. Seja T': X — X um operador linear compacto e S : X — X um operador

linear limitado em um espaco normado X. Entao, T'S e ST sao compactos.

Demonstracao: Seja B ¢ X um conjunto limitado qualquer e usando a hipotese de S
ser um operador limitado, entao S(B) é um conjunto limitado, como T" é compacto,

segue que o conjunto T(S(B)) = T'S(B) é relativamente compacto.
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Agora, seja (r,) ¢ X uma sequéncia limitada qualquer. Do Teorema 3.1, T'x,, tem uma
subsequéncia convergente T'(x,, ) e assim, ST'(z,, ) converge. Decorrente do Teorema 3.1

que ST é compacto.
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4 TEORIA ESPECTRAL DOS OPERADORES COMPACTOS

Neste capitulo sera usado espagos vetoriais de dimensao infinita esse aonde sera usado
o conceito de espectro de um operador linear em espacgos normados e, logo apds, apresen-

tamos algumas propriedades espectrais dos operadores compactos.
4.1 Teoria espectral dos operadores lineares em espacos normados

Seja X # {0} um espago normado complexo e T : ®(T) — X um operador linear com

dominio D(7T) ¢ X. Associamos a T' o seguinte operador

Ty=T - A, (4.1)

em que A é um nimero complexo e I é o operador identidade em D (7). O inverso de T)

(caso exista) é denotado por Ry(T") (ou simplesmente R)), ou seja,
Ry(T) =Ty =(T-\I)", (4.2)

que serd chamado de operador resolvente de T ou resolvente de 7. Do Teorema (2.5)

obtém-se que Ry(7") é um operador linear.
Esse nome é adequado, pois o resolvente de T" ajuda a resolver a equacao Thx =y. De

fato, x = Ty'y = RA\(T)y desde que R, (T') exista.

As propriedades de T) e Ry dependem de ) e a teoria espectral se preocupa com essas
propriedades. Buscamos saber para quais A € C, R, existe, é limitado, e possui dominio

denso em X, para citar apenas alguns aspectos.

Para compreender melhor 7', T e R, sera necessario a seguinte definicao.

Definigao 4.1. (Valor regular, conjunto resolvente e espectro) Seja X # {0} um espago
complexo normado e T : D(T) — X um operador linear com dominio ®(T) c X. um

valor reqular A de T é um niumero complezxo tal que

(R1) R\(T) eziste;

(R2) R\(T) € limitado;

(R3) RA(T) esta definido em um conjunto que é denso em X.

e O conjunto resolvente p(T) de T € o conjunto de todos os valores requlares A de T.
Seu complemento o(T) = C - p(T) no plano complexo C, é chamado de espectro de

T eum Aeo(T) é chamado de valor espectral de o(T').
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e O espectro pontual ou espectro discreto 0,(T) € o conjunto tal que Rx\(T") nao eziste.

Um X eo,(T) é chamado de autovalor de T.

e O espectro continuo de o.(T) € o conjunto dos X € o(T') tais que R\(T) existe e

satisfaz (R3) mas nao (R2), ou seja, R\(T') € ilimitado.

e O espectro residual para o,.(T) € o conjunto dos A € o(T) tais que R\(T) eziste (e

pode ser limitado ou ndo) mas nao satisfaz (R3), ou seja, o dominio de Ry\(T') nao

¢ denso em X.

Um fato a ser notado da Defini¢ao 4.1 é que alguns dos conjuntos podem ser vazios.

Por exemplo, 0.(T) = 0,(T") = @ no caso de X ser de dimensao finita.

Para auxiliar e organizar melhor as informacoes da Definicao 4.1, apresentamos a

seguinte a tabela:

Tabela 1.1: Tabela resumindo a Defini¢cao 4.1.

Satisfeito Nao satisfeito A pertence a

(R1) (R2) (R3) p(T)
(R1) op(T)

(R1) (R3) (R2) o.(T)
(R1) (R3) o (T)

Fonte: Erwin Kreyszig (1989, p 89)

E notdvel que os quatro conjuntos na tabela sao disjuntos e sua uniao é todo o plano

complexo:

@)
[

p(T)uo(T)
p(TYuo,(TYuo(T)uvo(T).

Do Teorema 2.5 obtemos que Ry (7)) : R(Ty) — D(T)) existe, se e somente, se Thz =0

implica x = 0, ou seja, o niucleo de Ty é {0}. Assim, se Thx = (T'= A\l )x = 0 para algum

z # 0, Ry(T) nado existe e, entdo, A € 0,(T"), por definigao, isto é, A é um autovalor

de T. O vetor x é entao chamado um autovetor de T correspondente ao valor A. O

subespago de ®(T') consistindo do vetor nulo e todos os autovetores de T' corresponden-

tes a um autovalor A de T' é chamado de autoespaco de T correspondente esse autovalor \.
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Se X é de dimensao infinita, entao 1" pode ter valores espectrais que nao sao autova-

lores, como apresentado no exemplo a seguir.

Exemplo 4.1. No espaco X = [? definimos um operador linear T": [? — [2 por T'(&1, &, ) =
(0, &1, &2, -++), com (&) € [2. Vejamos que 0 € 0,.(T).

Solugao: T é limitado e |T||= 1, pois

o0
172]?= 3 16 ==
j=1

Temos que T'x = 0 implica z = 0, ou seja, A =0 nao é um autovalor. Mas, vejamos que
A =0 é um valor espectral. De fato, o operador Ro(T) =T7!:T(X) — X existe e é o

operador dado por

T7H&, &, ) = (&, &, ).

Além disso, T'(X) é o subespago de Y que consiste de todos Y = (1;) com r; = 0, assim
T(X) nao é denso em X, entao Ry(7T) nao satisfaz (R3).

¢

Se T': X — X é limitado e linear e X é completo, e se para algum A o resolvente

R, (T) existe e é definido em todo o espaco X, entao para aquele \ o resolvente é limitado.

Lema 4.1. Seja X um espaco de Banach complexo, T : X — X um operador linear
limitado, e A € p(T). Entio, Rx\(T) estd definido em todo o espagco X e é limitado.

Demonstracao: Ver Kreyszig (1989) p. 373.

Agora sera apresentado uma propriedade bésica dos autovetores.

Teorema 4.1 (Independéncia Linear). Os autovetores 1, -+, x,, correspondentes a dife-
rentes autovalores Ay, ---, A, de um operador linear T' em um espaco vetorial X constituem

um conjunto linearmente independente.

Demonstragao: Inicialmente, supondo que {z1, ---, x,,} é linearmente dependente
obtemos que existe x,, que pode ser escrito como uma combinagao linear de seus

antecessores, da seguinte maneira,
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Ty =011+ + Q1 Tpp—1, (43)
e tal que {xy, -+, T—1} é linearmente independente. Em (4.3) serd aplicado T'— \,,,1 em
ambos os lados, logo
m—1
(T =MDz = > (T =Apl)z;
j=1

—_

= ij()\j_)\m)«rj-

1

3

<.
1l

O lado esquerdo vai ser 0 pois x,, é um autovetor correspondente A,,. Sabendo que os

vetores a direita formam um conjunto linearmente independente, tem-se que

ozj()\j—)\m):O = aj:() (j:lj ...’m_l)’

pois deve-se ao fato de \; = \,,, # 0. Assim, por (4.3), z,, = 0 e isto é uma contradigao

pois z,, é um autovetor e, portanto, demonstrando o teorema.
[ ]

4.2 Propriedades espectrais de operadores lineares compactos em espacgos

normados

A teoria espectral de operadores lineares compactos por ser entendida como uma ge-
neralizacao da teoria de autovalores de matrizes finitas. Nesta se¢ao, apresentamos alguns

resultados essenciais da teoria.

Teorema 4.2. O conjunto dos autovalores de um operador linear compacto T : X — X

em um espaco normado X € enumerdvel, e o unico ponto de acumulacao possivel é X = 0.

Demonstracao: A ideia para realizar essa demonstracao é mostrar que para todo k > 0
real o conjunto dos A € 0,(T") tal que |A| > k ¢é finito. Entao, fazendo por contradicao,
suponha que existe kg > 0 e uma sequéncia (\,) de infinitos autovalores distintos tais que
|An| > ko. Decorre da definigao de autovalores, que existem x,, # 0 tais que Tx, = Ax,,.
Porém, o conjunto de todos os x/ s é linearmente independente pelo Teorema 4.1. Seja

M,, = span{xy, -+, x,}. Cada elemento de M, tem uma representacao unica, da forma

T =02+ +a,x,, com z e M,.
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Aplicando T - A\, I, temos que:

(T- D)x = Tx-\,Ix
= agTxy++a,Tx, —og Aoy — - — ap Ay
= ATt ATy — UARTL — = O AT
= 0[1()\1—/\n)$1 +"'+Ozn_1(/\n_1—/\n)$n_1.
Assim,
(T - D)x e M, 4 para todo x € M, (4.4)

Usando que os conjuntos M) s sdo fechados. Pelo Lema de Riesz (Lema 2.2) existe

uma sequéncia (y,) tal que

1
Yn € M, lynl=1 e |yn—z|> 5 Pbara todo x € M,,_;. (4.5)

Para finalizar, vamos provar que

1
”Tyn - T'ym”2 ikOa (n > m) (46)

assim, como ko > 0, (T'y,) nao tem subsequéncia convergente, que é uma contradicao,

pois T' é compacto e (y,,) é limitado. Para obter (4.6), observe que

Tyn - Tym = /\nyn - )‘nyn + Tyn - Tym

/\nyn - ()\nyn - Tyn + Tym)
= )\nyn -

com,
=Y =Ty + Ty (4.7)
Seja que m < n. Logo m < n-1 < n. Usando o fato de y,, € M,, ¢ M, =
span{xy, -+, Tp_1} € Txj = N\jx;, entdo Ty, € M,,_;. Além disso, por (4.4)
)‘nyn - Tyn = _(Tyn - )\nyn) = _(T - )‘n[)yn € Mn—l'

Desse modo, T € M,,_;. Nesse caso x = \;'x € M,_1, e de (4.5)

- 1 1
1Ty = Tymll=IAnyn = Z[= [Malllyn — 2[|2 §|)‘n| 2 iko- (4'8)

Provando (4.6). Portanto, a suposi¢ao que existem infinitos autovalores satisfazendo

|An| > ko para algum ko > 0 ¢ falso, concluindo a demonstragao.
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Em outras palavras, esse teorema mostra que se um operador linear compacto em
um espaco normado tiver infinitos autovalores, podemos organiza-los em uma sequéncia

convergente para zero.

Teorema 4.3. Seja T : X — X um operador linear compacto em um espag¢o normado
X. Entao, para cada X 0 o nicleo N(Ty\) de T\ =T - X\ € de dimensdo finita.

Demonstragao: Sejam M a bola fechada e unitéria em N (7)) e (z,) c M.
Consequentemente, (z,) é limitado, ou seja, ||x,[< 1, do Teorema 3.1, (T'z,,) tem a

subsequéncia convergente (7'z,, ). Como z,, pertence ao nucleo de T}, entao

T, =Tz, - \x, =0=Tx, = \z,.

Como por hipétese A # 0, temos que z,, = A"1T'z,,. Dessa construcao, (z,, ) = (A 1Tz,,)
é convergente. O limite estd em M pois é fechado. Da definicao de compactos, M é
compacto, pois () foi arbitrario. Portanto, conclui-se que dim N (T') < oo, pois provamos

que a bola unitdria em N (T') é compacta.

[ ]
Corolario 4.1. Nas hipdteses do Teorema 4.3,temos
dimN(TY) < o0 n=1,2 ... (4.9)
e
{0} = N(TY) c N(T\) c N(T%) c - (4.10)

Demonstragao: Usando, o desenvolvimento binomial, segue que

T = (T = A"
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Agora, rescrevemos da seguinte forma

T =W - pul, p==(=A)",
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em que W =TS5=STe

Usando o fato de que T' é limitado, temos que S é limitado e também T é compacto
por hipdtese, assim, aplicando o Lema (3.2), temos que W é compacto. Portanto, do
Teorema (4.3), segue a veracidade de (4.9).

Como T), ¢ linear, tem-se que 730 = 0, dai T}z = 0 implica T{*'z = 0, provando (4.10).

Seja um operador linear compacto T e A\ # 0 qualquer, e consideremos as imagens
dos operadores Ty, T3, -+~ O nicleo de um operador linear limitado é sempre fechado,
porém, nao necessariamente a imagem ¢ fechada. Mas, se T' é compacto, entao T\ tem
uma imagem fechada para cada X # 0, isso decorre para Ty, T}, -+, como seréd provado no

teorema e corolario a seguir.

Teorema 4.4. Seja T : X — X um operador linear compacto em um espag¢o normado
X. Entao para cada X\ #0 a imagem de Ty =T = A\ € fechado.

Demonstragao: A ideia para demonstrar esse teorema é assumir que a imagem 7'(X)
nao ¢é fechado, assim chegando em uma contradicao, porém ¢é um processo extenso, por

isso sera divido em trés etapas, da seguinte forma:

(a) Seja y no fécho de T)(X) mas que nao estd em T)(X) e uma sequéncia (Thz,)
convergindo para y. Vai ser verificado que z,, ¢ N(T'), porém N(T) contém uma

sequéncia (z,), na qual |z, - 2z,|< 20,, com ¢, sendo a distancia de x, a N (T).
(b) Fazendo a, =|z, - z,||, serd provado que a,, — oo.
(¢) Por fim, definindo w,, = a,;'(x, - 2,), chegaremos a uma contradi¢ao.
Vamos as provas destes itens.
(a) Suponha que Ty(X), nao é fechado. Assim, existe y € Ty(X), tal que y ¢ Th(X) e
uma sequéncia (x,) € X, tal que
Yn = Than, — y. (4.11)

Sabe-se que 0 € T (X), pois Th\(X) é um espaco vetorial. Como y ¢ T\(X), temos

que y # 0, entao, y, # 0 e x, ¢ N(T)) para todo n suficientemente grande. Sem



(b)

33

perda de generalidade, podemos assumir que isso vale para todo n. Uma vez que

N(T),) é fechado, a distancia de z,, para N'(Ty) dada por d,, é positiva,

op= inf |z, -z|> 0.
zeN (Ty)

Aplicando a defini¢ao de {nfimo, existe uma sequéncia (z,) em N(T)), tal que

an =)y = 2n||< 26,. (4.12)

Agora vamos demonstrar que

an, = ||y — 2| —> o0 (n — o). (4.13)

Para isso, supondo que tal fato ndo ocorra, temos que (z, — z,) tem uma sub-
sequéncia limitada. Da hipdtese que T' é compacto, segue-se que (T(z, — z,)) tem

uma subsequéncia convergente. Como A # 0, temos

Ty = T-A
M = T-T,
I = XYT-T))

Usando Tz, =0, pois z, € N(T)) obtemos

Tn=z2n=L(rn—2,) = —(T-=-T)\)(xn-2n)

| = >~

= —[T(xn-20) = To(xn = 2,)]

[T(zn— 2) — Thy]

> = >

De (4.11) e do fato de (T(x, — z,)) ter uma subsequéncia convergente. Segue-se

(z,, - z,) tem uma subsequéncia convergente, ou seja, T, — z,, —> v. Da hipdtese

k

que T é compacto, temos que Ty é continuo, logo

To(xp, — 2n, ) — Tho.

Porém, de (4.11) e sabendo que z, € N(T'), obtemos

T)\(xnk - an) = T)\xnk - Y,
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Desses dois ultimos limites, conclui-se que Thv = y. Implicando que y € T, mas é
um absurdo, pois y ¢ T\(X). Portanto (4.13) é valido.

Defina

1
Wy = — (T, = 2n). (4.14)
an

Consequentemente, |w,| = 1. Agora utilizando os fatos que a,, — oo, Tyz, =0 e

(T\x,) converge, obtemos

1 1
T)\wn = _T)\(xn - Zn) = _T)\-Tn — 0. (415)

n aTL
Seja I = \"1(T = T)), como definido anteriormente, obtemos

1 1
w, = Iw, = X(T—T,\)wn: X(Twn—T,\wn). (4.16)

Uma vez que T' é compacto e (w,) é limitado, entdao (Tw,) tem uma subsequéncia
convergente. Usando (4.15), (Thw,,) converge. De (4.16), obtemos uma subsequéncia
convergente, ou seja,

Wy, —> W. (4.17)

Junto com (4.15), implica que Thw = 0 ou seja, w € N (T). Como z, € N (T)), temos

Up = 2 + aqw € N(TY). (4.18)

Assim, pela definicao de d,, que a distancia de x,, a u,, satisfaz:

27 = tnl| > 65

De (4.12), (4.14) e (4.18), segue que

On < |lon =
= flzn - (zn + anw)]
= [[(zn - z0) - anw]
= |anw, —ayw||
= anflwn —w]

< 20, |w, —w)|.
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Lembrando que 9,, > 0,

O

<N -0l = £ < Jwn - wl
Wy, — W — < |w,, —w]|.
2, 9

Mas isso contradiz (4.17), finalizando a demonstragao do teorema.

Corolario 4.2. Sob as hipdtese do Teorema 4.4 a imagem de T} € fechada para cada
n=0,1,2,--. Além disso,

X=THX)o2T\(X)>T}X)>

Demonstragao: Usando o fato de T{' = W — ul ser compacto, como foi visto no
Corolério 4.1, e usando o Teorema 4.4 a primeira afirmacao segue. Por inducao,

conclui-se a segunda afirmacgao. De fato,

TO(X) = I(X) = X 2 Ta(X).

Supondo que T371(X) > T*(X) € valido, entao aplicando T, obtemos

Tr(X) > T (X).
|

Teorema 4.5. Seja T : X — X um operador linear compacto em um espago normado

X, e seja A+ 0. Entdo existe um menor inteiro n =r (dependendo de \) tal que

N(T3) = N(T) = N(T32) = - (4.19)

T(X) = T3 (X) = T3 (X) = - (4.20)

E ser>0, as sequintes inclusées sao proprias:

N(TY) e N(Th) c - c N(TY) (4.21)
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THX)2Th(X) 2 2T5(X) (4.22)
Demonstracao: Ver Kreyszig (1989) na p. 431.

A caracterizacao do espectro de um operador linear compacto num espaco de Banach

¢ uma consequéncia do teorema acima.

Teorema 4.6. Seja T : X — X wum operador linear compacto em um espaco de Banach

X. Entao, todo valor espectral AN+ 0 de T (se existir) é um autovalor de T

Demonstragao: Para N (7)) # {0}, entdao A é um autovalor de 7. Suponha que
N(Ty) ={0}, com X # 0. Consequentemente, Thx = 0 implica que z =0 e
T :T(X) — X existe. Como

{0} =N(I) = N(T}) = N(T3),

temos que r = 0 pelo Teorema 4.5 e, assim, X = TY(X) = T2 (X). Logo, T ¢ bijetivo, T5*

é limitado pelo Teorema 2.8, pois X é completo. Portanto, pela definicao A € p(T).
m

Observagao 4.1. Agora, serd analisado o que ocorre quando A\ = 0 com o operador
compacto T : X — X em um espago normado complexo X. Se dim X < oo, entao T' tem
representagoes por matrizes e 0 pode ou nao pertencer a o(71") = 0,(7T'), ou seja, podemos
ter 0 ¢ o(7T), e assim, 0 € p(7"). Para o caso de dim X = oo, entdo 0 € o(7T") de fato, pois
se 0 € p(T) entao TT-' = I séria compacto o que nao ocorre e

0eo,(T), 0eo(T) 0€o.(T)
sao possiveis.

Do Teorema 4.5, obtemos uma representacao de X como a soma direta de dois su-

bespacos fechados, como pode ser visto a seguir:

Teorema 4.7. Sejam X, T, XA er como no Teorema 4.5. Entao X pode ser representado

na forma

X =N(T) @ T} (X). (4.23)

Demonstracao: Serd utilizada a seguinte notacao N,, = N(T}") e R, = T{(X). Dado

x € X qualquer.
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Seja z = T{z, assim z € R,. Do Teorema 4.5, R, = Ry,, consequentemente, z € Ry,

com z = T¢"xy para alguns z; € X. Fazendo zo = T x4, tem-se, zy € R, dai

Tixo =Ty (T5w1) =T 2y = 2 = TY .
Assim
Tixg-Tie=0= T (xq—x) =0.

Entao, x —xg e N,, e

x=(r—1x0)+ 0 (z -9 e Ny, 20 €R,). (4.24)

Para provar a unicidade, vamos supor que existe

13:(27—570)+.%0 (l’-i?oENT,.%OE%T).
Seja vy = xg — Tg € R,, pois R, ¢ um espaco vetorial. Dai vy = T{v para alguns v € X.
Porém
Vo=To—To=T—x+x0-T0=(x—-T0) - (x—1x0) €N,

e Tivy = 0. Como,

2r,, _ T _7r —
mostrando que v € Ny, = N,. Obtemos

vp=T5v=0

ou seja,

370—5302(]:).1’0:5}0.

Provando a unicidade da representacao. Disto e de (4.24) segue o resultado.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Com o desenvolvimento desse trabalho é possivel compreender varios resultados impor-
tantes, dentre os quais pode-se destacar os conceitos ensinados em Algebra Linear que sao
apresentados de maneira mais geral em Andlise Funcional, principalmente os autovalores
e autovetores de operadores lineares, presentes na teoria espectral.

Realizamos, através de uma pesquisa bibliografica, um estudo introdutoério sobre a
teoria espectral de operadores lineares limitados T': X — X em espacos normados, com
énfase aos operadores compactos. Para isto, abordamos resultados sobre espacos métricos,
espagos vetoriais normados, especialmente os espacos de Banach. Vimos propriedades dos
operadores lineares continuos e dos funcionais lineares.

Foi possivel notar que os operadores lineares compactos possuem propriedades seme-
lhantes as de operadores lineares em dimensao finita.

O conhecimento adquirido neste trabalho promoveu uma importante complementacao
na minha formacao matematica como aluno, pude ter uma visao geral dos principais con-
ceitos e resultados da Anélise Funcional, além de desenvolver a habilidade em demonstrar

alguns tipos especiais de resultados matemaéticos.
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