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INTRODUZINDO DIMENSOES EXTRAS EM MODELOS BIDIMENSIONAIS DA
MATERIA CONDENSADA

INTRODUCING EXTRA DIMENSIONS IN CONDENSED MATTER BIDIMENSIONAL
MODELS

Mateus Ryan Carmo Costa *
RESUMO

Modelos de dimensdes extras sdo populares certas em areas da fisica como as de
altas energias. Sendo hoje uma forma comum para a tentativa de criacdo de uma
teoria unificada. Porém, estes conceitos nao ficam restritos a este ramo especifico
desta ciéncia. Veremos como € possivel introduzir a teoria geral de Kaluza-Klein em
modelos bidimensionais da Matéria condensada, mais especificamente, o estudo do
comportamento de particulas sem massa ao viajar em torno de defeitos topologicos
na superficie de alétropos do carbono (grafeno e fulereno). Onde na adigdo de uma
dimensao extra a descrigao, é possivel resolver a equagao de Dirac para estes siste-
mas e obter uma fase geométrica correspondente a mudancga de estado da particula.

Palavras-Chave: Kaluza-Klein. Fase geométrica. Grafeno. Fulereno.
ABSTRACT

Extra-dimensional models are popular in certain areas of physics such as high energy.
Today it is a common way to try to create a unified theory. However, these concepts
are not restricted to this specific branch of this science. We will see how it is possible to
introduce the general theory of Kaluza-Klein in two-dimensional models of condensed
matter, more specifically, the study of the behavior of massless particles when traveling
around topological defects on the surface of carbon allotropes (graphene and fullerene).
Where by adding an extra dimension to the description, it is possible to solve the Dirac
equation for these systems and obtain a geometric phase corresponding to the change
of state of the particle.

Keywords: Kaluza-Klein. Geometric Phase. Grafene; Fullerene.

*Estudante de Graduacgao em Fisica; Universidade Estadual da Paraiba; Patos, PB;
e-mail: mateus.costa@aluno.uepb.edu.br



1 INTRODUGAO

Do século passado aos dias atuais a fisica teve grandes avancos, da construgao
de areas completamente novas, ao refinamento das teorias classicas, porém, o santo
Graal desta ciéncia se manteve o mesmo desde a formulagao da teoria da relatividade
e da mecanica quantica, uma teoria unificada. A unificagao diz respeito a duas ca-
racteristicas principais: a unido dos escopos da mecanica quantica e da relatividade
geral, e uma descrigdo conjunta das forgas fundamentais da natureza. Foi iniciada
entdo uma verdadeira busca Arturiana pela teoria de tudo, com diversas hipoteses e
modelos propostos. Dentre eles, um dos primeiros foi o de Kaluza-Klein, com uma
ideia de unido das for¢as fundamentais inovadora para época, o uso de dimensdes ex-
tras para a unificagao do eletromagnetismo e a gravidade além de uma generalizagéo
entre conceitos de relatividade e mecanica quantica (DUFF,1994).

O uso de dimensdes extras € uma pratica controversa do ponto de vista experi-
mental apesar de comum em teorias fisicas, no campo de altas energias, as teorias de
cordas sdo uma das proposicdes modernas para unificacdo. Esta utiliza do conceito de
dimensdes adicionais para propor um universo composto em sua base por filamentos
de energia, cordas, que formam a realidade por meio de modos normais de oscilagao
(BEDFORD,2011). A controvérsia esta na praticidade da experimentagdo para com-
provacao de tal hipotese, a teoria base propde que além das quatro dimensdes em
que a relatividade geral ja atua, existem ainda sete outras dimensdes espaciais extras.
Acredita-se que as cordas s6 seriam observadas na escala do comprimento de Planck
(=~ 1073 m). O que implica em escalas energéticas ainda hoje inviaveis para verificagdo
(ou ndo) desses modelos.

Contudo, em sistemas onde a escala de energia é reduzida, e as condigbes de
contorno podem ser bem definidas, tais como as condi¢cdes usuais de sistemas pes-
quisados pela a area da matéria condensada, modelos de dimensdes extras podem
ser aplicados como ferramentas Uteis para a descricdo de diversos fendbmenos.

Um do que podemos chamar de ramos modernos da matéria condensada € o estudo
ostensivo das fases geométricas e suas diversas manifestagdes em sistemas quénti-
cos. Ela é definida como uma fase adicional na fungdo de onda, e ganha o nome de
geomeétrica pela caracteristica da dependéncia unica em um valor o que parametriza
a caracteristica do sistema que a causou (BERRY, 1984).

V=@ () = [0 (H] 2 ¥ da M

Esta fase aparece em diversas ocasides em sistemas quanticos. Exemplos ge-
rais sdo mudancgas adiabaticas no sistema, onde o« € o parametro que reflete esta
mudanca (GRIFFTHIS,2004). No efeito Aharonov—Bohm a prépria fase se manifesta
como consequéncia do potencial vetor magnético em que a particula esta submetida:
d(a) = 4 [ A(a)-dd (AHARONOV,1959;BERRY,1984). Mais especificamente na matéria
condensada a fase aparece na dindmica de varios tipos de férmions nas proximidades
dos defeitos na rede (TIWARI,2009).

A pesquisa dos materiais criados por estruturas cristalinas de carbono tem movido
boa parte dos esfor¢cos da area, suas caracteristicas unicas e possibilidades de apli-
cagao ostensiva na engenharia s&do o que motiva a tentativa de compreenséao de seus



comportamentos (IIJIMA,2002; KATNELSON,2007;WOLF,2014). A descri¢ao de tais
materiais em esséncia podem envolver defeitos topoldgicos, onde os mais diversos
modelos séo utilizados para isto, incluindo como ja dito anteriormente o uso de fases
geométricas, como por exemplo o uso de fases de Berry para a descrigdo de desloca-
mentos no grafeno (MESAROS,2009).

O grafeno é a primeira estrutura cristalina bidimensional ja encontrada (KATNEL-
SON,2007), e tem algumas particularidades em seu comportamento, suaves deforma-
¢des no grafeno geram campos de gauge com descrigao similar a campos eletromag-
néticos. De forma que a descrigdo destes campos pode ser assimilada a de campos
unificados utilizando um modelo de agregacéao de forgas fundamentais (BAKKE,2012).
O modelo de Kaluza-Klein é proposto como ndo s6 uma descricdo possivel para tal
caracteristica do grafeno como também para outra forma cristalina do carbono como
sera visto posteriormente, sendo uma forma realizavel para a descricdo de sistemas
bidimensionais com defeitos topoldgicos.

Veremos como dinamicas quase-estaticas de férmions de Dirac neste modelo recu-
peram o conceito de fases geomeétricas e resultados promissores com aplicagbes em
portas l6gicas da computagdo quantica holonémica.

2 KALUZA-KLEIN E O MODELO DE DIMENSOES EXTRAS

A unificagao da gravitacao e da forgca eletromagnética possivelmente deve passar
por uma teoria unificada de campos escalares que tanto obedecem as leis da relati-
vidade geral; tais como a equagéao de curvatura, quanto as equagdes de Maxwell do
eletromagnetismo. Do ponto de vista classico, as equagdes que definem a dindmica
dessas forgas fundamentais sdo quase idénticas, dadas as proporgdes e fontes, elas
tém o mesmo comportamento. Porém, o que torna a gravidade especial € de que sua
caracteristica originaria € a mesma que determina a inércia dos objetos ao serem atrai-
dos por seu campo. A simples presenca da massa na lei de gravitagdo universal faz
com que campos gravitacionais possam ser representados como entes geométricos
seguindo o principio da equivaléncia de Einstein.

Kaluza (2018) e Klein (1926) propuseram uma solugao para a unificagéo por meio da
proposi¢cao de uma dimensao extra do tipo espago com uma condigao de compactagao,
a periodicidade da dimensé&o extra. De forma que um elemento de linha infinitesimal
na presenga de um campo de escalar Abeliano ¢ seria descrito por Bakke (2012) e
anteriormente por Duff (1994):

dS? = g, dxtdz” + ¢*(dy + A, dx")? 2)

Os indicies em grego implicam nas mesmas quatro dimensdes usuais do espaco
tempo de Minkowski, o termo 4, € o potencial vetor eletromagnético, enquanto a coor-
denada y se refere a dimenséo extra. Nestas condi¢des, a variedade topoldgica v do
espaco formado pelas 5 dimensdes é descrita pelo produto das quatro dimensdes usu-
ais com a extra: M = M, x S*. Tendo a assinatura: (-,+,+,+,+) (DuFF,1994). Vemos que
o elemento de linha proposto apresenta um termo de deformacao extra comparado ao
usual descrito pela relatividade geral, provendo assim tanto a equagéao de geodésica
quanto a equacao de forga de Lorentz.



A generalizagao para um campo B, ndo-Abeliano para este elemento de linha se-
gundo (?) € dada por:

dS? = g, dx*dz” + (dy + kB, dz")? (3)

Onde « é conhecida como constante de Kaluza. Este termo pode obviamente sofrer
alteracdes usuais a transformacdes de coordenadas e escolha de sistemas com menos
dimensdes espaciais.

Figura 1 - Representacao do espago formado por M, x S*.

ﬂ’jﬂ:’/

351

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

A condigao de compactacao faz com que a quinta dimenséao (Variedade s') tenha
um aspecto circular e um raio L, por esta caracteristica e a visualizagado do espaco
formado pelo produto entre as variedades, muitas vezes esta condicdo de compacta-
¢ao é referenciada como "Condigéao cilindrica”(SHIFMAN,2009). Sob esta condicéo,
qualquer campo escalar possui da propriedade da periodicidade em torno da dimen-
séo y, de forma que: ¢(z,,y) = ¢(x,,y + 2rL), assim como na realidade, a métrica
deste espaco e potenciais vetores eletromagnéticos, etc. Este atributo faz com que
estas entidades fisicas possam ser expandidas em serie de Fourier em torno de y
(BAKKE,2012;DUFF,1994;SHIFMAN,2009).

ily

g(x,my) = Z g/wl(xu)e L3
1=0,+1,2...

Sruy) = X dizn)eT;

Au(ajuay) - Z Aul<xu)€“Ty (4)
1=0,+1,2...

Recuperamos entédo os entes quadri-dimensionais como modos destas series. Fa-
tores como os campos escalares ¢, (z,) formam uma torre de infinitos valores, comu-
mente conhecidos como espectros de Kaluza-Klein ou torres de Kaluza-Klein (SHIF-
MAN,2009).

Tragando um paralelo com a Teoria quantica de campos (TQC) podemos expressar
a equacao de onda para um campo escalar neste modelo de dimensdes extras.
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(04 + L)u(a) = (32 + L) du(z,) = 0 (5)

Assim como esperado, para 0 modo zero (¢,), esta equacado de onda representa
objetos sem massa (graviton, féton e dilaton). Mas para modos diferentes de zero, a
massa das particulas é definida por: m; = 4, ou seja, é definida pelo raio da dimensao
periodica e os coeficientes da torre de KK (SHIFMAN,2009). O mesmo resultado pode
ser obtido ao calcular a acédo de Einstein-Hilbert.

Sob certas condigdes (particulas de spin-2), ndo s6 a massa pode ser definida em
torno dos coeficientes das torres de KK como também a carga elétrica, que é definida
por: ¢, = Y2 Assim, o modelo de Kaluza-Klein ndo s pode ser solugédo das equa-
¢des de campo de Einstein, como também resolver as equagdes de Maxwell. A quinta
dimensao compactada extrai as fontes de ambas as for¢cas fundamentais da natureza,
sendo a primeira forma de unificagao vista na fisica. Com estas relagbes de massa e
cargas elétricas, os numeros sugerem que o raio da quinta dimensao esta na escala
de Plank, em torno de 10-%° metros. O que explica o porque ndo podemos notar sua
existéncia nas experimentacgdes corriqueiras (DUFF,1994).

As torres de KK por si s6 podem se provar um desafio, qualquer tentativa de reduzir
seu espectro a um numero finito gera inconsisténcias (DUFF,1989), dai vem a neces-
sidade de teorias modernas como a teoria das cordas, ou super cordas, que mostram
um comportamento mais acretivo, principalmente no que diz respeito a modelos de
altas energias.

Porem, no geral, o que a teoria de Kaluza-Klein, nos mostra que em um modelo
penta dimensional com a condicdo cilindrica de compactacao para a dimensao extra,
€ operacionalmente indistinguivel do modelo usual de quatro dimensdes (DUFF,1994).
Assim, pode ser integrado a diversos sistemas fisicos como solugao particular de pro-
blemas multidimensionais.

3 DEFEITOS TOPOLOGICOS E FASES DE SISTEMAS BIDIMENSIONAIS

Como ja foi mencionado, boa parte dos esfor¢cos atuais no estudo das estruturas
cristalinas formadas pelo carbono passa pela descricdo do comportamento de espi-
nores que realizam um transporte paralelo em torno de defeitos topolégicos nestas
estruturas. O resultado, é que a fungdo de onda que os descreve sofre uma mudanca
de fase, ganha uma fase geométrica similar a descrita pela equacéo (1).

O grafeno é uma estrutura bidimensional que tem seus atomos organizados em
formato de colmeia. Hexagonos ligados em uma estrutura de tamanho indefinido em
um mesmo plano (BAKKE,2012). O fulereno por sua vez é um poliedro formado por
doze anéis pentagonais e treze hexagonais de carbono (CAVALCANTE,2021). Devido
suas estruturas atdbmicas, ambas as estruturas tem seu Hamiltoniano dominado pelos
pontos de Fermi (ou pontos-K). Que sdo nhomeados K, e K_.

Uma das técnicas de introducéo a defeitos topoldgicos nestas moléculas é a cha-
mada "Cortar e Colar”, que consiste remover uma das trelicas dos hexagonos no caso
do grafeno e a recolocar em um dos seus vizinhos, formando um heptagono. Esta
técnica é conhecida como processo de Volterra (KELMAN,1977), e o defeito gerado
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na estrutura é chamado de declinagcdo (BAKKE,2012). Este defeito topoldgico pode
ser explicado por dois campos de gauge ficticios:

wydrt = —Zo* (6)
$wu 6
fAde“ = 57Y (7)

A equacéo (6) que descreve o primeiro campo w,,, esta relacionada ao deficit an-
gular dos cones formados quando o espinor viaja paralelamente ao defeito (WEIN-
BERG,2004), o termo o> € a matriz de Pauli dos spins. Esta equacgao define as propri-
edades elasticas da declinagao.

Ja na equacao (7), que representa um campo nao-abeliano 4,, temos a represen-
tacdo do fluxo do spin-K, a juncdo dos dois pontos de Fermi, o termo ¥ € a matriz
padrao de Pauli para os pontos-K do espinor (BAKKE,2012). Especificamente no fu-
lereno, esta caracteristica descreve a indugdo de um campo de gauge devido a um
monopolo magnético ficticio no centro da molécula (CAVALCANTE,2021).

Apesar da descrigdo da segunda equagao ser possivel utilizando outras aborda-
gens (GONZALES,1993), existem esfor¢os para a criagdo de uma abordagem que
utiliza o modelo de dimensdes extras de Kaluza e Klein para definir a transigao de
fase, utilizando uma abordagem geomeétrica para determinar o segundo fluxo quéntico
da equacao (7).

3.1 Descrigao para o Grafeno

O transporte paralelo de um espinor no defeito de uma folha de grafeno produ-
zido pelo processo de Volterra é analogo ao efeito Aharonov—Bohm. De forma que
€ possivel realizar uma descricdo geométrica deste efeito. Uma solugao utilizando o
modelo de Kaluza-Klein é utilizar transformag¢des de gauge na métrica descrita por (3),
de forma que para este problema em especifico, descrevemos uma unidade de linha
como (BAKKE,2012):

ds* = —dt* + dp® + n*p*de? + (dy + "2 pdyp)? (8)

Onde 5 esta relacionado com o deficit ou excesso do angulo correspondente ao setor
angular do defeito, e no 0 numero de se¢des que podem ser removidas ou inseridas
na camada de grafeno pelo processo de Volterra. Este deficit causado pela declinagao
em uma camada unica de grafeno pode ser facilmente calculado por: =1 — 22,

Para estudar a dindmica de particulas sem massa no grafeno € necessario usar uma
abordagem similar a particulas em um espaco tempo curvo na TQC. Logo, é preciso
tragar um tensor de métrica e desenvolver a equacgao de Dirac para este sistema. O
tensor de métrico é definido por:

G () = e (x)eb ()b (9)
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Sendo ¢ (z) e e’ (z) conhecidos como tetradas. Que sdo tensores que conectam os
espacgos no principio de equivaléncia. Os indices com letras gregas sao referentes as
coordenadas espago-temporais (1 = t, p, p,y) € 0s indicies em latim aos referenciais lo-
cais (a = 0,1,2,3). n, POr sua vez € o usual tensor de Minkowski. Também sao definidas
as coordenadas 0%; 6° = dt, 0" = dp, 62 = npde, 6 = dy + "2 pdyp. Logo:

10 0 O 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0
en(r) = ;o el(x) = ) (10)
0 0 np O 0 O " 0
0 1 22 1 0 1 -2 |

Portanto as coordenadas em ¢ podem ser ser descritas por: §° = e (z)dz,..
Usando a derivada covariante do principio de gauge, equacgao de Dirac pode ser
descrita em um termo geral:

iV [0 + Swpan(@) St = 0 (1)

Onde Y% = i[y%,4%], as matrizes de Dirac obedecem a relagdo: {y%,~} = —25,
pertencem ao referencial local, e correspondem as matrizes padroes do espacgo tempo
de Minkowski. Segundo Gusynin (GUSYNIN,2007) é possivel construir matrizes de
Dirac 2 x 2 com as matrizes de Pauli r* e ¢ que atuam nos pontos de Fermi, como as
matrizes a seguir:

Vi =—iT’®0" = oo ) > = 0 (12)

Esta representagdo das matrizes de Dirac € chamada de Weyl ou quiral.
Uma vez que o termo w,,, Obedece a estrutura da equagéo de Maurer-Cartan (MA-
CIAS,1991;NAKAHARA,2018):

dh* + wd AG* =0 (13)

Podemos ent&o obter as componentes n&o nulas da primeira forma de w:

W = —wy = —wy(x) = ndy:;
Wy = —wz = —w3(r) = —Sdy (14)

Assim, é possivel escrever a equacgao de Dirac para a dindamica de particulas sem
massa na folha de grafeno:
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00v - 1 ( 0 YoV . 2ng OV
ny ot + vy (8_p+ >\P+Z np Op fy 2572 Oy

38‘1’

+iY Gy — 1570 =0 (15)

A funcdo de onda ¥ tem o mesmo formato da primeira equagao de (1), de forma
que a escrevemos como: ¥ = ¢’ ¥°, Uma vez que estamos trabalhando com o modelo
de dimensdes extras, também é possivel expandir ¥° em torno de y assim como as
equacdes (4), adicionando apenas 2r ao termo da exponencial, sendo assim, obtemos
a seguinte forma reduzida da equacéo (15):

ov; ovy | .2 0w
70T + iy T i Tk 2 — AU =0 (16)

Os dois ultimos (que possuem o termo de massa %) termos sé&o referentes a par-
ticulas massivas dos modos diferentes de zero no modelo de KK, como a intencao é
o estudo de férmions sem massa, estes termos podem ser ignorados fazendo I = o.
Ou seja, sendo (¢, p,¢) = ¥P(t p,¢), cOm a descricdo desta equacdo de Dirac, utili-
zando o fator de fase de Dirac, e a fase geométrica de Aharonov-Anandan (PESH-
KIN,1999;PESHKIN,1995), obtemos o seguinte termo para a fase geométrica deste
sistema:

= eyl 9 =m (1 1) pna (17)

O termo Y- € a matriz geradora de rotagéo do espinor de Dirac no plano ¢p em torno
do cone de declinagdo. Ja a matriz 3 é a matriz de rotagdo no plano formado pela
componente radial e a dimensao extra.

3.2 Descrigao para o Fulereno

A descricdo do fulereno em um modelo de dimensdes extras compartilha toda a
metodologia para o desenvolvimento da descricao do grafeno. A ideia do defeito de
declinagao permanece, e técnica de descrever seu comportamento via equacao de Di-
rac também. A principal diferenga entre o modelo de dimensdes, no grafeno, é utilizada
as coordenadas polares p e ¢ para o0 modelo de dimensdes (2+1). O problema do fule-
reno continua sendo bidimensional, porém, serdo utilizadas as coordenadas esféricas
¢ e 6. De forma que a métrica de Kaluza-Klein (3) é descrita como:

ds® = VdetQ — R%d0* — n? R? sin® 0dp? — (dy + "2 Rsin0dyp)?  (18)

Para manter a mesma relag&o ¢° = ¢ (xz)dz,, sS40 mudados os coeficientes ¢ (19) do
tensor de métrica:
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Vi 0 0 0 v 0 0 0
0 R 0 0 0 L 0 0

ee) = o ol A= (19)
0 0 77R S111 0 0 W 0
0 1 =PERsing 1 0 1 —g—;; 1

As componentes ndo nulas de g pela relagdo de Maurer-Cartan sao

1 2 . 1 _ .3 _
W () = w3y () = —ncost;  wys(r) = w (x) = =" cos  (20)

Novamente, com todos estes termos e as mesmas matrizes quirais citadas podemos
escrever a equagao de Dirac para o comportamento de férmions sem massa neste
sistema. Assim como utilizar as mesmas técnicas das equacoes (1) e (4) para reduzir
a equagao de Dirac para a seguinte forma:

’Y Gwz cot@ 2 oYy
Vf +ZR (89 + )w +7’nRsm9 Do

Vemos novamente os ultimos termos como massivos segundo o modelo de dimen-
sbes extras, o processo para obter a fase geométrica € basicamente o mesmo, de
forma que a descrevemos como:

U= <"C2i9 5 —na 008922) d
= mncosfS° —3m(1 —n)cosf 32 (22)

Este resultado é extremamente similar ao obtido para o grafeno, porém ainda é pos-
sivel simplificar as fung¢des trigonométricas presentes nele. Levando em conta que a
dimenséao do defeito topoldgico p = R € muito menor que o raio da molécula, podemos
utilizar a seguinte aproximagéo: cosf = /1 — £, ~ 1. Assim retornamos a forma de fase
de Aharonov-Anandan:

Y = e >2°% —3mwi(1—n) 22¢? (23)

Cavalcante (2021) também mostra como é possivel a partir deste resultado de fase,
sob certas condi¢cdes de energia e temperatura, podemos descrever a fase como uma
matriz de holonomia, que pode ser utilizada na engenharia de portdes quanticos para
computadores desta categoria. Varias sao as tentativas de utilizacdo de fases geomé-
tricas para este proposito (PACHOS,2001;VEDRAL,2003). A descri¢ao para o fulereno
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por meio de dimensdes extras demonstra mais um dos candidatos a criacado de portdes
quanticos.

4 CONSIDERAGOES FINAIS

Modelos de dimensbes extras sdo extremamente populares na fisica de altas ener-
gias, entretanto, sua utilizagado na matéria condensada vem se estabelecendo aos pou-
cos. Foi demonstrado que tal ferramental pode ser utilizado na descricdo da mixtura
dos pontos de Fermi das formas cristalinas do carbono, grafeno e fulereno, onde o
modo zero da torre de Kaluza-Klein pode fornecer uma descrigao apropriada a mu-
danca de fase sofrida pelas funcbes de onda ao serem transportados em torno de
defeitos topoldgicos. Se feito adiabaticamente, as fases encontradas neste modelo
correspondem a fase de Aharonov-Anandan.

Além destes aspectos, a implementacdo do modelo de dimensdes extras ao fule-
reno abre a discussao sobre a implementacdo de portdes quanticos com base nos
defeitos topoldgicos deste sélido. Apesar da dificuldade de implementagao, a criagao
da matriz de Holonomia com uma aproximacgao razoavel possibilita tal debate.

Como um todo, o ferramental de dimensdes extras se mostra eficiente e plenamente
utilizavel para a descrigao de defeitos em sélidos, é possivel que no futuro hajam ainda
mais aplicagcdes em diferentes estruturas, portando um conceito de altas energias para
um campo mais vasto de aplicacgoes.
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