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CONSTRUCOES NOTAVEIS EM DESENHO GEOMETRICO
NOTABLE CONSTRUCTIONS IN GEOMETRIC DESIGN

Emanoel Marcilio de Abrantes Gadelha Silva’
José Ginaldo de Souza Farias™

RESUMO

O presente trabalho vem com o intuito de acentuar o estudo sobre as construgcoes
geomeétricas realizadas no papel através de instrumentos basicos, como: compasso,
régua e esquadros. Sabendo da importancia didatica que os mesmos possuem no
ensino de matematica, tanto na compreensédo quanto na evolugdo do conhecimento
na disciplina, € proposto, neste artigo, um apanhado de conhecimentos em geometria
na area descrita mais acima. Utilizando como referéncia o tedrico Lucas Maken e o
renomado gebmetra Eduardo Wagner, esse artigo se torna util para estudantes da
matematica pura que procuram por um material sintético das construgdes
geomeétricas. Inicialmente, é retratado a histéria da geometria e seus tragos iniciais no
desenho geométrico até a criagcao dos utensilios que hoje subsidiam a feitura das
construgdes e dao sentido a todo o estudo da geometria. Algumas construgdes, apds
isso, s&o realizadas para o desenvolvimento da geometria. Desde a construgao de
retas perpendiculares até expressdes algébricas com radicais s&o exploradas.

Palavras-chave: Geometria. Constru¢cbes Geométricas. Desenho Geométrico.

ABSTRACT

This work aims to enhance the study about geometric constructions, done in paper,
using basic instruments such as compasses, rulers and squares. Being aware of its
didactic importance in the teaching of mathematics, both in understanding and in the
discipline's evolution knowledge, this article proposes an overview of geometry's
knowledge on the area described above. Using as a reference the theorist Lucas
Maken and the renowned geometer Eduardo Wagner, this article will be useful for
students of pure mathematics, who are looking for a synthetic material for geometric
constructions. Initially, the history of geometry is portrayed and its initial traces in
geometric design, until the creation of the tools that currently subsidise the drawing of
constructions and give meaning to the entire study of geometry. Some constructions,
after that, are carried out for the development of geometry. From the construction of
perpendicular lines until algebraic expressions with radicals are explored.

Keywords: Geometry. Geometric Constructions. Geometric draw.

“Discente do curso de Licenciatura em Matematica pela Universidade Estadual da Paraiba - UEPB.
“*Docente do curso de Licenciatura em Matemética pela Universidade Estadual da Paraiba — UEPB.



1. INTRODUCAO

O presente artigo tem como pressuposto fundamentar e apropriar de um dos
ramos mais importantes da matematica, a Geometria. Mais do que um auxilio para
fundamentar o estudo teérico, a geometria proporciona experiéncia, desenvolve de
uma maneira mais eficaz o raciocinio, a capacidade e o espirito critico, além da
autonomia para investigacéo das atividades desenvolvidas.

Entender o processo da construcdo desde do inicio dos primeiros tracos até as
demonstracdes de proposicdes mateméaticas é um dos objetivos de conhecimento do
Desenho Geométrico, area da Geometria Matematica. Dessa forma, procuramos
mostrar algumas constru¢des notaveis, bem como suas justificativas que dao sentido
a pratica, aléem de algumas expressdes algébricas. A continuidade do estudo nesse
campo da matemética € primordial para preservacao dessa ciéncia no processo de
ensino-aprendizagem nos estudantes da graduacdo em matematica, assim como
também nos estudantes do ensino médio.

A area matematica como componente curricular deve ser discutido em uma
concepgao que consiga transpor agdes coletivas e individualizadas. Uma concepgao
gue possa ser explorada em todas as suas diferentes dimensdes e transformada pelos
educandos, buscando fornecer subsidios que facilitem a interpretacao e articulagédo
do desenho geomeétrico.

A matemética enquanto componente curricular deve participar de todo o
processo que envolve a dinamica escolar, os complexos e incertos contextos
histéricos, culturais, sociais e econémicos. O principal objetivo deste material, no que
tange ao ensino-aprendizagem, € procurar contribuir para a aquisicdo e
aprimoramento de conhecimentos e habilidades geométricas. Nessa perspectiva um
ensino que promulgue a autonomia e a formacéo da cidadania. E importante que os
conhecimentos ndo se configurem em apenas um grande nimero de informacdes. Se
faz necessario a busca de novas metodologias a serem desenvolvidas no meio
educacional.

Para a aplicacdo do proposto nesse projeto, foi preciso um apanhado de
conhecimentos de autores especificos da area mateméatica. O grande renomado
desse campo é Wagner (2000), um matematico que se dedicou a estudar as
construcdes dos desenhos geométricos.

Alguns trabalhos académicos dos mais variados escritores também foram
analisados a fim de enriquecer este artigo. Gomes (2017), Oliveira (2015) e Yamada
(2008) trazem em seus estudos, conhecimentos importantes também sobre o
contetido que ajudam a desenvolver o raciocinio geométrico no desenho.

E seguindo uma sequéncia légica, com todos os ideais desses autores acima
descritos, que o artigo pretende desenvolver a tematica, com as principais abordagens
das construgcdes geométricas basicas. Como forma de significar o conhecimento da
geometria e introduzi-los no estudo dos alunos, nada tdo importante como conhecer
primeiramente sua historia.

A historia da Matematica, a partir da época dos pitagoricos (século V a.C.), teve
uma consideravel ressignificacdo diante da ideia de grandeza ser sé relacionada com
nameros. Foi a partir da época de Euclides (século 11l a.C.) que essa nova percepgao
teve inicio: as grandezas passaram a ser associadas a segmentos de reta; onde a
algebra tem ideia e sentido de geometria, onde “resolver’ seria inusitadamente
“construir”.

O referido Euclides viveu por volta do século 11l a.C. e, segundo historiadores
da ciéncia, ocupou uma posicao equivalente a chefia do Departamento de Matematica



da Universidade de Alexandria, no Egito. A principal contribuicdo de Euclides foi sua
obra Elementos, onde estavam estabelecidos os fundamentos do que viria a ser
chamado de Geometria Euclidiana.

Ha 13 livros que fazem parte dessa obra. Em seu primeiro livro, é enunciado 5
postulados e esses serviram apenas para concretizar as constru¢cdes com régua e
compasso. Muito antes da formulacdo dos postulados, na antiguidade, essas
construcdes ja existiam, e com elas, a matemética pdde se enriquecer mais ainda.

No tempo de Euclides, a matematica era bem menos desenvolvida, comparada
a gue temos hoje: 0s nimeros negativos ndo existiam, nem mesmo o conjunto dos
reais; o conjunto dos racionais era tratado apenas como o quociente de dois numeros
naturais, a forma como os gregos empregavam. Na Geometria Euclidiana, é possivel
aplicar as operacdes basicas em segmentos dados a fim de se construir novos
segmentos, ou seja, aplicar a algebra na geometria. Tal benfeito, formulado por
Euclides, apesar de poder comparar dois objetos, ndo é capaz de diferir, em nimeros,
0s mesmos dois objetos; ndo é possivel dizer o “quanto” é a diferenca. Mas, com a
possibilidade da aplicacdo das operacfes, da para entender que algumas estruturas
algébricas podem fornecer um modelo adequado para a Geometria Euclidiana
(GOMES, 2017).

Assim, havia muitos problemas geométricos pendentes que puderam-se achar
resolucdes para eles; entre esses estdo os conhecidos problemas sobre construcdes
geométricas com régua e compasso da antiguidade.

Com esses instrumentos euclidianos, podemos obter objetos geométricos pela
aplicacao repetida de qualquer uma das seguintes constru¢des: Tracar uma reta
passando por dois pontos dados; tracar um circulo com centro em um determinado
ponto e com um determinado raio; determinar o ponto de intersecc¢éo de duas retas;
determinar o ponto de interseccdo de um circulo e uma reta e determinar o ponto de
interseccédo de dois circulos.

Para inicio das construcdes, a feitura de retas paralelas e retas perpendiculares
sao as primeiras iniciativas desse processo, seguido da constru¢do da mediatriz, da
bissetriz, do arco capaz, do transporte de um angulo, da divisdo de um segmento em
partes iguais, do tracado das tangentes de um circulo.

No terceiro tdpico deste material, algumas expressdes algébricas sdao

trabalhadas afinco, como a 42 proporcional, a\/ﬁ, Ja? + b?%, a média geométrica, o
segmento aureo, e, por ultimo, a soma e a diferenca de dois segmentos.

2. ALGUMAS CONSTRUCOES ELEMENTARES
2.1. Retas paralelas e perpendiculares

Para a construcao de uma reta perpendicular a uma outra, sendo aretar e um
ponto P ja dado, deve ser tracado um circulo de centro em P, de forma que forme dois
pontos (A e B) em r. Fixando uma ponta do compasso em A e depois em B, deve ser
tracado circunferéncias de mesmo raio, de modo que uma das duas interseccdes seja
definida (ponto C). Assim, a reta PC é a perpendicular a r. Isso porque PA = PB e CA
= CB, areta PC é mediatriz de AB e, portanto, perpendicular a AB.



Figura 1 — Tracado da perpendicular de r por P.

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Para a construcédo de uma reta paralela a uma outra, sendo a reta s e o ponto
Q ja dado, deve ser tracada trés circunferéncias de mesmo raio: o primeiro em centro
em Q, marcando o ponto M em s; 0 segundo em M, marcando o ponto N também em
s; e o terceiro em N, determinando o ponto O sobre a primeira circunferéncia. Assim,
a reta QO € a paralela a s, j& que QMNO ¢ o losango e, portanto, seus lados QO e
MN séo paralelos.

Figura 2 — Tragado da paralela de s por Q.

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

2.2. Mediatriz
Como bem definido, uma mediatriz de um certo segmento AB dado, é
justamente a reta perpendicular formada por todos os pontos que equidistam dos
extremos do segmento e que contém o ponto médio de AB. Para sua construcao, é
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necessario a feitura de duas circunferéncias, cada um em um extremo do segmento,
e gue sejam com o mesmo raio. Com isso, sera notado dois pontos de intersec¢ao
entre os circulos. A reta que contém esses pontos forma a mediatriz de AB. E a
justificativa é dada pelo losango AEBD formado, ja que suas diagonais sao
perpendiculares e se interceptam no ponto central.

Figura 3 - Tracado da mediatriz de AB.

el =N

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

2.3. Bissetriz

A bissetriz de um angulo AOC é justamente a semirreta OM onde divide o
angulo original em dois outros iguais: AOM e COM. Para sua construcdo, é preciso
tracar, no angulo dado - AOC, um circulo de centro O, em que 0s pontos G e F sejam
demarcados em A e C, respectivamente, como ilustra a figura 4. Com a ponta do
compasso em G e depois em F, traca-se duas circunferéncias de mesmo raio a fim de
gue uma das intersec¢des delas, M, seja conhecida. Assim, a semirreta OM é a
bissetriz do angulo dado.

Figura 4 — Marcacao da bissetriz de um angulo.

}M’/

2 G

0]

Fonte: elaborada pelo autor (2022)



11

Sua explicacao parte dos triangulos OMG e OMF serem congruentes, pelo caso
LLL, que consequentemente, GOM = FOM.

2.4. Arco Capaz
Haja dois pontos, A e B sobre um circulo. Para todo ponto M sobre um dos
arcos, o angulo AMB = 8 é constante. Este arco chama-se arco capaz do angulo 6
sobre o segmento AB (figura 5). Um observador, portanto, que se mova sobre este
arco, consegue ver o segmento AB sempre sob mesmo angulo. Naturalmente que se
um ponto N pertence ao outro arco, o angulo ANB é também constante e igual a 180°
- 0.

Figura 5 - O arco AMB é o arco capaz do angulo 6 sobre o segmento AB.

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

E ainda interessante notar que se M € qualquer ponto do circulo de diametro
AB, o0 angulo AMB é reto e, portanto, cada semicirculo é também chamado de arco
capaz de 90° sobre AB. Observa-se nas seguintes ilustragoes.

Figura 6 — Duas formas de notar que AMB é o arco capaz de 90° sobre AB.

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

E preciso, antes de construir o arco capaz de um angulo, saber como se
transporta um angulo de um lugar para outro. Suponhamos entédo que um angulo 6 de
vértice V é dado e que desejamos construir um angulo BAX = 8 sendo dada a semi-
reta AB (figura 7).
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Figura 7 — Transporte de um angulo dado.

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

O procedimento é tracar um circulo qualquer de centro V, determinando o0s
pontos C e D nos lados do angulo 6 e um circulo de mesmo raio com centro em A
determinando D' em AB. Em seguida, com raio DC, tracamos um circulo de centro D'
para determinar C' sobre o primeiro circulo. E claro que, com essa construcao,
teremos C’AD’ = CAD = 8.

Agora podemos construir 0 arco capaz de um angulo. Dado o segmento AB
(figura 8), tracamos a sua mediatriz e o angulo BAX = 6 (dado). A perpendicular a AX
tracada por A encontra a mediatriz de AB em O, centro do arco capaz. O arco de
centro O e extremidades A e B situado em semiplano oposto a X (semiplanos relativos
a AB) é o arco capaz do angulo 8 sobre AB. Para justificar a construcdo observe que
se C é o ponto médio de AB, entdo e se BAX = 0, teremos CAO =90°-0, AOC=6e
AOB = 20. Portanto, como a medida do angulo inscrito é a metade da medida do
angulo central correspondente teremos para qualquer ponto M do arco construido,
ANIB = 6.

Figura 8 — Arco capaz construido

Fonte: elaborada pelo autor (2022)
2.5. Divisdo de um segmento em partes iguais

Dividir um segmento AB, por exemplo, em 5 partes iguais, € simples. Tragcamos
uma semirreta qualquer AX (figura 9) e sobre ela construimos, com 0 compasso, 0s
segmentos iguais AA1, A1A2, A2As3, AsA4 e AsAs. As paralelas a AsB tracadas pelos
pontos A1, Az, Az e A4, determinardo no segmento AB os pontos P1, P2, Pz e P4 que o
dividirdo em 5 partes iguais.
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Figura 9 — Dividindo um segmento em 5 partes iguais.

A Py P, Ps P, B

Fonte: elaborada pelo autor (2022)
2.6. Tracado das tangentes a um circulo

A tangente, passando por um ponto P de um circulo € justamente a
perpendicular do raio do circulo (que passa por P). A construcao dela é automatica
através de retas paralelas e perpendiculares (figura 10 a esquerda). Quando o ponto
C é exterior ao circulo, € preciso ter conhecimento primeiramente de um ponto de
tangéncia (R ou S, figura 10 a direita). Se O é o centro do circulo e Q é um dos pontos
de tangéncia entdo o angulo PQO é reto. Logo, Q pertence a um arco capaz de 90°
sobre PO. Determinamos entéo o ponto médio de PO e tracamos o circulo de diametro
PO que determinara sobre o circulo dado os pontos de tangéncia procurados Q e R.

Figura 10 — A esquerda quando o ponto P é pertencente a circunferéncia. A direita, quando é
exterior.

e 4 \\\ /
/ |

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

2.7. Exemplo: Dado um segmento AB, construir um quadrado ABCD.

Conhecendo o segmento AB, tracamos uma perpendicular a AB que passe por
A, por exemplo. Mas, para isso, € preciso prolongar o segmento e marcar 0S pontos
C e D antes e depois de A, com a mesma distancia a A. Abrimos o compasso com
uma abertura maior que a metade de CA ou AD e marca a interseccdo dos arcos.
Agora a reta que passa por essa interseccao e por A € a perpendicular de AB.
Prolongando essa reta, podemos continuar com o préximo passo.
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Com a mesma abertura AB, posicionamos a ponta seca do compasso em A e
a de grafite em B, em direcdo a esquerda, mancando o ponto E na perpendicular
construida recentemente.

Com a mesma abertura e centralizado em E, construimos um arco. Centrado
em B, construimos outro arco. A interseccao forma o ultimo vértice do quadrado. Agora
€ sO unir os vertices através de segmentos e o quadrado esta formado com lado de
mesmo comprimento de AB (figura 11).

A razéao dos lados serem congruentes € pelo fato de ser usado o mesmo raio
do circulo imaginado neles.

Figura 11 — Construcéo do quadrado ABCD.

G D

m
g

Bl
m

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

3. ALGUMAS EXPRESSOES ALGEBRICAS

Neste espaco, dedicaremos um pouco a construir férmulas, quando a solucao
de um problema ndo nos ocorre através dos recursos dados, ou seja, 0os problemas
de construcdo serdo encarados de uma forma completamente diferente. Assim,
tentaremos exprimir um segmento desconhecido como uma incognita em funcéo dos
elementos conhecidos, obtendo uma “formula”. Vejamos alguns exemplos,
comecando pela 4° proporcional.

3.1. A 42proporcional
Dizemos que o segmento x é a 4° proporcional entre os segmentos a, b e ¢
guando:

a
b x
Esta relacdo é equivalente a ax = bc que quando usando o Teorema de Tales
podemos obter uma outra construcdo. Sobre um &angulo qualquer de vértice O
tomemos sobre um lado OA = a e AC =c e sobre o outro lado OB = b (figura 12).
Tracando por C uma paralela a AB, obtemos D na semirreta OB. Entdo, BD =

X € a solucéo da equacéo e ele tem a seguinte dimensao:
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Figura 12 — A 42 proporcional.

O a A C C

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

3.2. a*+b?

Estas expressbes sao automaticamente conhecidas por estudantes de
geometria no ensino médio, pois lembra muito o Teorema de Pitdgoras, ao calcular a
hipotenusa de um tridngulo retangulo, quando a e b sdo segmentos do poligono.

Quando os quadrados dos segmentos € uma soma, € sinal que o valor a
descobrir, x, € justamente e hipotenusa. Quando é uma diferenca, o valor de x € um
dos catetos e a € a hipotenusa. Ou seja, essas expressdes sao identificadas por
tridngulos retédngulos, que podem ser facilmente feitos com os instrumentos basicos
da geometria: régua e compasso.

Figura 13 - A esquerda: quando a operacéo da relacdo é uma soma. A direita: quando é uma
subtracao.

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

3.3. avn,com n natural

As expressdes do tipo /a? + b2 + c2+ ... , através do procedimento anterior,
podem ser construidos facilmente. Consideremos, por exemplo, o problema de
construir a diagonal de um paralelepipedo retangulo de dimensdes a, b e c. Sabemos
gue o comprimento dessa diagonal é dado por

x =+ a®+ b2+ c?
Fazendo m = va? + b? e em seguida X = vm? + ¢? determinamos x como
mostrado na figura 14.
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Figura 14 — x graficamente representado através de a, b e c

B=90°

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Dado um segmento a, podemos obter todos 0s segmentos da sequéncia av/2,
av/3, a4, ... pela 6bvia construcéo da figura 15.

Figura 15 — Medidas de aVn a partir de n
a . a

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Mas esses passos podem ser encurtados quando n € um numero grande.
Exponhamos o seguinte caso.

Construcédo do segmento av41 a partir de a dado.
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Figura 16 — Construcao de aV41

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Ao identificar que a soma de 16 (4?) +25 (5°) resulta em 41, a construgdo se
dara através de um triangulo retangulo de catetos 4a e 5a.

3.4. A média geométrica

Dados dois segmentos a e b, definimos a sua média aritmética por

a+b
m = >
e a sua média geométrica por
g =Vab

A construgéo da primeira é elementar e a da segunda pode ser feita utilizando-
se as conhecidas relacées do triangulo retangulo: h? = mn ou b? = am (figura 17).

Figura 17 — Triangulo retdngulo das seguintes expressfes: h2 = mn ou b2 = am

m —l n

4
|

a
Fonte: elaborada pelo autor (2022)

A primeira relagdo significa que a altura relativa a hipotenusa é média
geométrica entre as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa e a segunda significa
gue um cateto é média geométrica entre a hipotenusa e sua projecao sobre ela.

As construcdes da média geométrica de dois segmentos dados sdo mostradas
na figura 18. O leitor pode ainda reparar que quando os dois segmentos séo “grandes”
em relacdo ao espaco disponivel, deve-se preferir a segunda construcao.
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Figura 18 — Construcdo da média geométrica.

b

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

3.5. O segmento aureo

Tomemos um segmento AB e um ponto C no seu interior dividindo-o em duas
partes com a seguinte propriedade: a razdo entre a menor parte e a maior parte é
igual a razao entre a maior parte e o segmento total, ou seja,

CB AC
AC AB
Figura 19 — Medidas de segmentos que satisfazem a propriedade.
A 8 B
@ @ @

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

O segmento AC com essa propriedade é chamado de segmento aureo interno
de AB. Fazendo AB = a obtemos:
V5 -1
AC =a- >

Se imaginarmos num segmento AB, um ponto D exterior a AB com a mesma
propriedade enunciada anteriormente,

BD AB
AB AD
Figura 20 — Segmentos que satisfazem a propriedade.
A B L
O o O

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

O segmento AD com essa propriedade € chamado de segmento aureo externo
de AB. Fazendo AB = a obtemos:

V5 +1
AD =a- >
Se multiplicarmos AC por AD, obtemos:
V5—-1  V5+1
AC-AD = a- S = a? = AB?

ou seja, AB é média geométrica entre AC e AD.
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Para fazer essa construcdo, desenhamos o segmento AB = a e um circulo de
centro O e raio % tangente em B a reta AB (figura 21). A reta AO corta o circuloem C
e D, com C e D seguindo as mesmas relacdes anteriormente definidas.

Figura 21 — Segmentos aureos de AB: AC e AD.

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

36. at+bea->b

Até agora nao trabalhamos com o segmento unitério, ou seja, construir um
seguimento que valha 1 unidade. Também a soma de segmentos ae b, a+ b, e a
diferenca, a — b, (se a > b) foram utilizadas sem uma defini¢cdo explicita. Mas, isto pode
ser feito de forma natural.

Tomemos AB = a. O circulo de centro B e raio b determina na reta contida em
AB um ponto C tal que B esteja entre A e C (figura 22). Definimos entdo a + b = AC.

Se b < a, o circulo de centro B e raio b determina na reta AB um ponto D entre A e B.
Definimos entdo a - b = AD.

Figura 22 — Soma e diferenca entre a e b.

4

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Para n natural definimos facilmente os significados de na, % e o Teorema de
Pitagoras da sentido & expressdo av/n, como visto no item 5.3.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Apds uma andlise da histéria da geometria, juntamente com o estudo das
construcdes geomeétrica, € perceptivel a importancia desse assunto aos estudantes
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matematicos. H4 a necessidade da continuacdo desse estudo sem a possibilidade de
sua desisténcia ou omissado. Sequencias didaticas desenvolvidas por professores,
através dessas construgcdes, enriqueceria 0 ensino e significaria mais ainda para o
alunato, sendo essa uma proposta valida para a continuac&o do estudo dos desenhos
geomeétricos.

A Geometria € uma das areas da matematica que mais se transparece em
nosso redor; ela estd presente em muitos aspectos, como na natureza, na arte, nas
profissdes, nas constru¢cées humanas. Ela € uma das mais antigas da Matematica,
utilizada desde o surgimento das civiliza¢cdes e acompanha-nos até hoje no nosso
cotidiano, seja de modo perceptivel ou néo.

Assim, se faz mais que necessario 0 resgate a esse assunto. Evitar o
esquecimento dessa area é crucial para o seu mantimento e, estudos como esse, faz
com que o conteudo seja propagado.
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