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RESUMO

Este trabalho objetiva realizar a demonstracdo do teorema fundamental dos
homomorfismos para anéis, teorema esse que, relaciona um tipo especifico de homomorfismo
(isomorfismo) com o com nucleo de uma funcdo homomorfica, ideais e anéis quocientes,
matematicamente nos deparamos com: Se f : A —» B um homomorfismo de anéis. Entéo,
A/ker(f) = Im (f). Além da prova do teorema, serdo ilustrados resultados e aplicacdes
inerentes a ele. Dessa forma, para ter um entendimento mais claro, foi feito um estudo
aprofundado referente aos conceitos basicos da teoria dos anéis, destacando os principais
topicos desse trabalho, a nogcdo de homomorfismos, ideais e anéis quocientes.

Palavras-chave: Teoria dos anéis. Homomorfismo de anéis. Ideais. Anéis quocientes.



ABSTRACT

This paper aims to demonstrate the fundamental theorem of homomorphisms for rings,
a theorem that relates a specific type of homomorphism (isomorphism) to the kernel of a
homomorphic function, ideals and quotient rings, mathematically we have: if f : A - B aring
homomorphism. Then, A/ker(f) =~ Im (f). Besides the proof of the theorem, results and
applications inherent to it will be illustrated. Thus, to have a clearer understanding, a thorough
study was made concerning the basic concepts of the theory of rings, highlighting the main
topics of this work, the notion of homomorphisms, ideals and quotient rings.

Keywords: Ring theory. Homomorphism of rings. Ideals. Quotient rings.



1. INTRODUCAO

Historicamente a algebra abstrata € marcada pelas diversas e distintas personalidades
que contribuiram para a sua construcdo, destacaremos nomes como Adolf Fraenkel (1891 —
1965), Richard Dedekind (1831 — 1916), David Hilbert (1862 — 1945) e Emmy Noether (1882
— 1935). O conceito de anel ja era conhecido e utilizado por volta do século XIX, nos
trabalhos de Teoria dos nimeros de Richard Dedekind e Leopoldo Kroneker (1823 — 1891),
no entanto o termo utilizado para esse conceito era ordem. Em 1897 o termo anel foi

introduzido pelo matematico David Hilbert, mas ainda era utilizado na de teoria dos niameros.

No ano de 1914 surgiu a primeira definicdo abstrata de anel pelo matematico Adolf
Fraenkel num artigo denominado On zero divisors and the decomposition of rings, no jour.
fur die Reine und Angew. Math, além da abrangéncia do conceito de anel, ele d& vérios
exemplos, como inteiros modulos n, sistemas de nameros hipercomplexos, matrizes e inteiros

p-adicos.

Segundo Milies, a definicdo de anel segundo Adolf é muito semelhante a atual, ele
considera um sistema com duas operacgdes, chamado soma e produto, e estipula que a soma
entre 0s elementos seja associativa, que exista um elemento neutro e um elemento simétrico
nesse sistema, em relacdo ao produto deve haver a associatividade e distributividade em
relacdo a soma, além disso, ele inclui a existéncia de um elemento unidade. A comutatividade

da soma ndo esta dentre os axiomas, ela é demonstrada a partir deles.

Outro nome que dedicou sua vida a construcdo da algebra foi a alemd@ Amalie Emmy
Noether foi umas das principais responsaveis pelo avango da teoria dos aneis, em seu artigo
intitulado Ideal Theory in Rings de 1921 Noether prova que cada ideal em um anel é
finitamente gerado se, e somente se, a condicdo de inclusdo em cadeia ascendente € satisfeita,
anos depois, em 1927, no artigo Abstract Study of Ideal Theory in Algebraic Number and
Function filds ela caracteriza os anéis comutativos nos quais todo ideal € um produto Unico de
ideais primos. Tais anéis sdo conhecidos atualmente como Dominios de Dedekind, nos dois
artigos Noether traz uma generalizacdo dos trabalhos que Dedekind realizou para o anel dos

nameros algébricos.

O desenvolvimento desse trabalho se encontra nos capitulos 2 e 3. No segundo

capitulo deste trabalho sera mostrado a construcdo da estrutura algébrica munida de duas



operacOes (adicdo e multiplicacdo) que obedece a uma série de propriedades, definiremos e
mostraremos exemplos dessa estrutura, assim como propriedades fundamentais para
caracterizé-las. Abordaremos 0s tipos mais importantes de anéis comutativos com unidade e o

que diferencia cada um deles, como dominios de integridade, corpos e anéis quocientes.

Veremos também estruturas familiares que sdo exemplos classicos de anéis, como o
conjunto dos numeros inteiros, racionais, reais e complexos além de conhecer a natureza de
anéis contidos em outros anéis (subanel). Esse Gltimo conceito é de suma importancia para
esse trabalho, pois a partir dele iremos conhecer a definicdo de ideal, subanel de extrema

importancia para o desenvolvimento do terceiro capitulo.

No terceiro capitulo vamos estudar mais profundamente as func¢des que relacionam os
anéis, tendo como foco principal a demonstracdo do Teorema Fundamental dos
Homomorfismos de aneéis, esse teorema é responsavel por garantir que existe um isomorfismo
entre um anel quocientado por um nucleo de uma funcdo homomorfica e a imagem dessa
funcédo. Esse resultado relaciona tipos de anéis e subanéis de extrema relevancia no estudo da
algebra, além de gerar resultados significativos. Por fim, serd& mostrado as consideracGes

finais desse trabalho.



2. ANEIS

No estudo da &lgebra abstrata, comumente nos deparamos com determinadas estruturas
dotadas de caracteristicas que despertam a curiosidade e o interesse de muitos matematicos no
decorrer dos anos. Pode-se citar como exemplo o Anel, estrutura que é munida de duas
operacOes especificas (ndo necessariamente usuais) onde obedecem a uma série de
propriedades elementares. Nesse capitulo serd mostrado diversos tipos de anéis e alguns

cenarios encontrados nessas estruturas, tais como, teoremas, proposicdes e corolarios.

2.1. Definicéo e exemplos

Definicdo 2.1 Um conjunto A, ndo vazio, munido de duas operacdes, adicdo (+) e

multiplicacéo (-) chamam-se Anel (4, +, -) quando:

. a+b+c)=(@+b)+c Va,b,ce€ A (Associatividade da adicdo);
II. a+b=b+a, Vabe A (Comutatividade da adi¢io);
. 30,€A4; 0,4+ a=a, Vace A (Elemento neutro da adigdo);
IV. 3(—a)€A;(—a)+a= 04 Va €A (Elemento simétrico ou inverso aditivo);
V. a-(b-c)=C(a-b)-c, Va,b,c € A (Associatividade da multiplicacéo);
VI. a-(b+c)=ab+ac=ac+a'b, Vabc€A (Distributividade da

multiplicacdo em relacéo a adicao).

No decorrer desse trabalho, ao se referir a um anel (4, +, -) este sera indicado apenas por
A, desde que ndo haja nenhuma duvida inerente as operacGes nele contidas. Além disso,
muitas vezes o produto a - b € A sera representado por ab. Quando ndo houver davidas em
relacdo ao elemento neutro da adicdo do anel A, este sera indicado por 0, ou apenas por 0, de
modo que a + (—a) = 04. Ademais, dados a,b € A a soma a + (—b) serd representada por

a— b,ouseja, a+ (—b) =a—b.

No estudo de teoria dos anéis é possivel observar algumas estruturas com caracteristicas

que definem sua identidade, temos:

Defini¢éo 2.2 Um anel (4, +, -) diz-se comutativo se a multiplicagdo em A for comutativa, ou

seja,
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a*b=b-a, Vab € 4;

Definigdo 2.3 Um anel (A, +, -) chama-se anel com unidade quando existe um elemento

neutro da multiplicagdo em A, isto é,
Jde €eA;ae=ea=a, Va €A

O elemento e é chamado unidade do anel (1,). Em alguns casos a unidade do anel é
representada por 1, no entanto, deve-se ficar atento que essa representacdo nédo significa, a

principio, o nimero inteiro 1.

Exemplo 2.1 Para exemplificar estruturas algébricas que sdo anéis comutativos com unidade,
pode-se tomar 0s conjuntos dos nimeros inteiros (Z, +,-), racionais (Q, +,-), reais (R, +,-)e
complexos (C, +,-), munidos das operacdes de soma e produto usuais. Pode-se afirmar que o

ndmero inteiro 1 € a unidade destes anéis.
Exemplo 2.2 Dada a estrutura algébrica A = {04}, observe que:
0A+0A=0A e OA'0A=0A

Percebe-se que 04 além de ser o elemento neutro da adicdo é também a unidade do anel A, ou
seja, 1, = 04. Esse é o Unico caso em que isso ocorre. A estrutura A = {0,} é chamada anel

trivial.

Exemplo 2.3 O conjunto Z,, = {0, 1, ...,n — 1}, sendo n € N, com suas operacdes de adigdo e

multiplicacdo é um anel comutativo com unidade 1.

Exemplo 2.4 Seja F = R® o conjunto de todas as funcdes f : R — R. Onde para cada x € R

tem-se:

fF+P@=fC)+ gx) e (@) =Ffx)gk)
E um anel comutativo com unidade. Veja que,

I.  Aadicéo é associativa:
[f+ @+ M) =f)+(@+hk)
= f() + (9 + h(x)
=(f(x) +g)) + hx)
= +9)x) +gx)
=+ +MW]®. Vf.g.h€F
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Il.  Aadigdo é claramente comutativa, pois F tem dominio e imagem nos reais.
I1l.  Aadicdo possui elemento neutro, nesse caso, sera a fungéo nula:

F+0@=f)+ 0x)=fx)+ 0=f(x).VfEF

Comiisso, 0 = 0.

IV.  Aadigdo possui elemento oposto:
f + CN@W=f)+ (-f@) = f() ~ f(x)
=0.VfEF

Observe que a soma dos elementos opostos é 0, que € o zero do anel F logo, (—f(x)) éo

elemento simétrico de F = RR,

V. A multiplicagdo € associativa:
[f - (g- W) = fx)-(g-h)(x)
= f()- (g(x) - h(x))
= (f(x)-g(x) - h(x)
=(f-9)x)g)
=[(f-9)MIx). VfgheF
VI. A multiplicacdo é distributiva em relagéo a adicdo:
[f - (g + M]x) = f(x)- (g +h)x)
= f() - [g(x) + h(x)]
= [f(x) - gl + [f(x) - h(x)]
=9+ (-
=[(f-9+ D). Yfgh€eF
VII. A multiplicacdo em F é claramente comutativa, pelo mesmo motivo que a adi¢éo.
VIIl. A unidade do anel F = RR, neste caso serd a funcdo constante 1(15 = 1), visto que
lr(x) EFelp(x) =1Vx ER:
(f 1)) =f() 1) = f(x) - 1= f(x)

Portanto, (F, +,") € um anel comutativo com unidade.
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2.2. Propriedades elementares de um anel

Serdo mostradas algumas propriedades de um anel A, que sdo consequéncias imediatas
das propriedades de suas operacdes, sendo assim, elementares. Essas, auxiliaram no processo

de diversas demonstragGes no decorrer deste trabalho.

Teorema 2.1 Seja A um anel. Ent&o, para quaisquer a, b € A,

()] 04-a=a-04 =0,
(  a-(=b)=(—a)-b=-(a-b).
)y (-a)-(=b)=a-b.

Demonstragdo: (I) Sabemos que 0, +04, =04, com isso, pela distributividade da

multiplicacdo em relacdo a adigdo de A, temos
OA'a=(0A+0A)'a=0A'a+0A'a (10)

Sabendo que A é um anel, entdo - (0,4 - a) € A de tal formaque - (04-a) + 04 - a = 0,.

Diante disso, adicionando - (0,4 - @) a ambos 0s membros da igualdade (1.0), temos
_(OA'a)‘l‘OA'a:_(OA'a)‘l‘OA'a‘l‘OA'a

OA:0A+0A'a

Da mesma forma prova-se que a - 04 = 0,.
(11) Pela propriedade (I) temos
a-(-b)+a-b=a-(-b+b)=a-0,=0, dai,
a-(—=b)+a-b=0,
a-(=b)=—(a-b) (1.1)
Por outro lado,
(—a)b +ab=(—a+a)-b=0,-b =0, da,

(—a)-b +ab =0,



13

(—a) - b = —(ab) (1.2)
Com isso, pelas igualdades (1.1) e (1.2) chega-se a conclusio que,
a-(=b) = (—a) b = —(ab)
(111) Pela propriedade (I1) sabe-se que,
(—a) - (=b) = (=(a- b)) = (=a) - (=b) + ((—a) - b)

=(=a) (=b+b)

= (=a)- 04

—0,

Logo, é evidente que, (—a) - (=b) + (—(a- b)) = 0, e assim, (—a) - (—=b) = a - b.

Definicéo 2.4 (Poténcia de um Anel). Sejam A um anel e n € N dado a € A, define-se a

poténcia a™ da seguinte forma:

Se 0 anel A tem unidade 1,, entdo define-se a™ paran € N U {0} por

14 sen = 1.
a =
a™”

‘a sen > 1.

Pela definicdo de poténcia de um anel, valem as seguintes propriedades:
I a® - gm = gntm

I. (@™ ™ = a™™,
Demonstracédo (1): Seré utilizado inducdo sobre m:

Para m = 1 temos,
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— an+1—1 ‘a = a(n+1)—1a

Por definicdo, temos que

a(n+1)—1a = gq"tl

Agora suponha que a propriedade é valida para m = k, logo
a-ak =a"** (H.1)

Agora vamos demostrar que a propriedade é valida param = k + 1, temos

n k+1

a“-a

Vamos reescrever ak+1 como sendo a**V-1 - g com isso,

at-akt1-1 .g=q"-ak-qa
— n. ky. | 1
= (a™-a*)-a pela(H.l.)",

= qhtk -

— a[n+(k+1)]—1 ‘a

= q"t (k+1)

Portanto, o resultado é valido para m + 1 e consequentemente, a™ - a™ = a™*™ para

quaisquer m,n € N.
Demonstracédo (11): De maneira andloga a (1), também sera utilizado inducéo sobre m:
Param = 1 temos,
(a™)*
vamos reescrever (a™) como sendo (a™) 171 - a", isto é,
(@)= (@)1 1 -q"
= (a™)°-a"

=1-aq"!

1 (H.1.) significa Hipdtese de Inducéo.



15

- an-l

Vamos supor que a proposicao é valida para m = k, com isso temos que,
(a™®) * = a™k (H.l.)
Vamos provar que a proposicdo é valida para m = k + 1, temos,
(an) k+1
Se reescrevermos (a™) ¥** como sendo (a™) ¥*1~1 - g™ ficaremos com,
(a™) k+1 — (a™) k+1-1, gn
— (an) k+0 a™
= (a™) ¥ - a™, pela (H.l.) temos,
= a™* - a™, por (1) tém-se que,
— an-k+n
— an(k+1)
Portanto, o resultado é valido para m + 1 e por conseguinte, (a™) ™ = a™™ para quaisquer
m,n € N.
E de facil entendimento que no anel dos nameros inteiros (Z, +, ),

(a+b)? = a’?+2ab +b? Vab € L (1.3)

Isto é valido pelo fato de Z ser um anel comutativo. No entanto, em um anel A nao

comutativo, coma, b € A,
(a+b)>=(a+b) (a+b)
=a-(a+b)+b-(a+b)
=a’ +ab + ba + b?,
Ou seja,
(a +b)? = a? + ab + ba + b? (1.4)

A igualdades (1.3) e (1.4) sdo formas simples e analogas de calcular (a + b)? , porém esta

Gltima é para um anel ndo comutativo.
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Exemplo 2.5 Seja A um anel tal que x? = x para todo x € A, vamos mostrar que A é

comutativo.

Solucéo: Sabendo que paracadax € A, asoma x + x também pertence a 4, logo, por

hipotese, x + x = (x + x)?, veja que,
x+x=(x+x)?

=((x+x) (x+x)

=x2+x%+x%+x?

=x+x+x+x,
entdo

X+x=x+x+x+x
Agora somando —x € A duas vezes a ambos os lados da igualdade temos,
x+(x)+x+(—x)=(-x)+x+(—x)+x+x+x
0 =x+x
Ou seja,
x=—x (1.5)
Agora vamos considerar x e y elementos quaisquer do anel A. Como x + y € A, temos,
x+y=(x+y)?

=@@x+y)-(x+y)

=x-(x+y)+y-(x+y)

=x*+xy+yx+y?
Onde temos

x+y=x%>+xy+yx+y? (1.6)

Somando —x,—y € A em ambos os lados da igualdade (1.6), teremos,

)+ (=) +x+y=(x)+(—y) +x*+xy + yx + y?
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04 =xy+yx
Ou seja,
Xy = —yx = yx
De acordo com (1.5). Portanto, xy = yx, isto é A € um anel comutativo.
Se (4,+, ) éumanel, e dadosn,m € Zea,b € A, valem as seguintes propriedades:

a. (m+n)ra=m-a+n-a.
b. m-(n-a) = (mn)-a.
c. (m-a)-(n-b)=_(mn)- (ab).

d (-m)ra=m-(—a) =—-(m-a).

2.2.1. Caracteristica de um anel

Sera mostrado um tipo de propriedade algébrica que constata um tipo de comportamento

da unidade de um anel com relagdo a soma do mesmo anel.

Definicéo 2.5 Seja A um anel. Se existe n € N tal que
n-a-= OAI Vae A,

Entdo o menor nimero natural? que satisfaz essa condico é chamado caracteristica de A. Se
nao existir tal nUmero que satisfaca a igualdade acima, entao diz-se que A € de caracteristica

zero.
Indica-se a caracteristica m de um anel A por car(4),
m = car(4)

Exemplo 2.6 Considere A como sendo qualquer um dos seguintes anéis: Z, Q, R e C. Entdo a

car(A) = 0. Veja que se considerarmos a = 1, temos
n'l=n+0 VneN

Isto significa que ndo existe m € N tal que

2 Tal nimero existe, em conformidade com o Principio da Boa Ordenacio (PBO).
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m-a=0, Vac€A.

Pode ser um tanto quanto trabalhoso determinar a caracteristica de um anel A, a menos que a
car(A) = 0, ja que seria necessario examinar todo elemento a € A. No entanto, 0 proximo
teorema ird mostrar que se A tem unidade, entdo basta examinar apenas 0 caso em que a =
1,.

Teorema 2.2 Seja A um anel com unidade 1,. Sen- 1, # 04 para todon € N, entdo A tem
caracteristica zero. Além disso, sen -1, = 04 para algum n € N, entdo 0 menor nimero m €

N satisfazendo a condicéo
m:- 1= OA
¢ a caracteristica de A.

Demonstragao: Suponha que n-1, # 04 paratodo n € N. Logo, ndo podemostern-a = 0,4
para todo a € A. Assim, por definicdo car(A) = 0. Agora, se n-1, = 0, paraalgumn € N,

entdo, para qualquer a € A, temos
n-a=a+a+--+a (n parcelas)
=a'1+a-1,+--+a-1,
=a - (1y+1+-+1y
=a-(n- 1A)
=a-0y
= 0,.

O que conclui a demonstracao.

2.3. Subanéis

Estudaremos agora o conceito de subanel, estrutura algébrica muito especifica contida em
um anel que, por sua vez, herda as caracteristicas do conjunto que o contém, sendo assim, sera

possivel gerar novos anéis a partir de anéis ja conhecidos.
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Definicdo 2.6 Sejam A um anel e B um subconjunto ndo vazio de A. Diz-se que B é subanel
de A quando B juntamente com as operacbes de adicdo e multiplicacdo induzidas de A, é

também um anel.

Exemplo 2.7 Para um anel qualquer 4, B, = {0,} e B, = A séo claramente subanéis de A.

Sao os subanéis triviais.

Exemplo 2.8 Sen € Z é um subanel de Z, que por sua vez é um subanel de Q. De modo

geral, temos a seguinte cadeia de subangéis
nZcZcQcRcC

Exemplo 2.9 Dado n € N, segue que M, (Z) € um subanel de M,(Q). Temos também a

cadeia de subanéis

My (Z) € Mp(Q) € My (R) € M, (O).

Até agora foi mostrado alguns exemplos de subanéis, no entanto, antes de dar continuidade
veremos um resultado que estabelece um critério que verifica quando um subconjunto nédo

vazio B é um subanel de um anel A.

Teorema 2.3 Sejam A um anel e B um subconjunto ndo vazio de A. Entdo, B é um subanel de

A se, e somente se,
a—b€EB e ab€eB
para quaisquer a,b € B.

Demonstracdo: (=) Vamos supor que B € um subanel de A, com isso, (B,+) é um grupo
abeliano e, por isso, a—b € B Va,b € B. Ainda por hipétese, ab € B para quaisquer
a,b € B.

(<) Agora vamos supor que a — b € B e ab € B para quaisquer a, b € B. Com isso, (B, +) é
um grupo abeliano. Por outro lado, sabendo que ab € B e B c A, entdo as propriedades
associativa e distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo em A sdo validas em B.

Portanto, (B, +, -) € um anel e consequentemente, B é um subanel de A.
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Exemplo 2.10 Sejam A = M,(Q) e B o subconjunto de A dado por

B={(g g):a,b EQ}#(Z).

Dados x,y € B, digamos

Sendo a4, a,, b;, b, € Q, temos

X—y= (a1 E 42 blgbz) EB e xy= (a10a2 b10bz) € B.

Portanto, B é subanel de A.

Exemplo 2.11 Sejam F o anel de todas as funcdes de Rem R e
B={feF:f(1)=0}

Veja que,

F+E9))O=F-9O)=f1)-g(1)=0-0=0.

Logo, f — g € B para quaisquer f, g € B. Considerando ainda estes elementos, temos que
-9 =f1-9g(1)=0-0=0,
isto é, f - g € B, de maneia que B é um subanel de F.

Proposicédo 2.1 Se B,e B, sdo subanéis de um anel 4, entdo B, N B, também é um subanel de
A.

Demonstracdo: Como 04 € B, e 0, € B,, segue que B; N B, # @. Por isso, se a,b € B; N

B,, entédo
a,beB, e abe€EB,
de modo que,
a—b€eB, e ab€B,,
a—beB, e ab€B,,

ja que B; e B, sdo subanéis. Desse modo,
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a_bEBlnBz e abEBlnBz,

portanto, B; N B, é um subanel de A.

Proposicdo 2.2 Sejam A um anel e {B;};c, uma colecdo de subanéis de A. Entdo a ﬂie,\ B, é
um subanel de A.

Demonstracdo: Analogamente a proposicdo anterior,

a, b e ﬂ Bi )
iEA

entdo, sabe-se que,
a,b €EB; Vi EA.
Sabendo que B; é uma colegéo de subanéis, entdo sabemos que
a—b€eEB, e ab€eB;,

com isso,

a—beﬂ B; e a-beﬂ B; .
iEA iEA

Portanto, [1,., B; é um subanel de A.

2.4. Dominios

Antes de adentrar de fato no tema, reflita sobre a seguinte questdo: é possivel que um
produto entre dois elementos ndo nulos de um conjunto seja nulo? Se for considerado dois
nameros reais como fatores, entdo isso € impossivel, mas se considerarmos outros conjuntos

como M, (R) teremos uma situacao contraria. Com isso, obtemos a seguinte definicéo:

Definigdo 2.7 Sejam A um anel e a € A,a # 04. Diz-se que a é um divisor de zero quando

existe b € A, b # 04, de modo que
a-b=0, ou b-a =0,

Exemplo 2.12 Parao anel A = M,(R), temos
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(6 oG 0= o=
Portanto,
=5 o
é um divisor de zero. De moto geral, para cada nimero real a # 0,
6 o) =G o

Com isso, temos que M, (RR) possui infinitos divisores de zero.

Definicdo 2.8 Um anel comutativo com unidade e sem divisores de zero chama-se dominio®.

Equivalentemente, D é um dominio quando dados a, b € D,
ab=0p=>a=0p ou b=0g.

Exemplo 2.13 Os aneis (Z,+,"), (Q, +,), (R,+,") e (C, +,-) séo todos exemplos classicos de

dominios.

Exemplo 2.14 O anel A = M,(R) ndo é um dominio, pois ndo é comutativo e possui

divisores de zero (visto no exemplo 2.12).

Exemplo 2.15 No anel A = Zg,a = 2 é um divisor de zero, ja que 2-4 = 0. Da mesma

forma que b = 4 e c = 6 também séo.
Teorema 2.4 O anel Z,, é um dominio se, e somente se, n € primo.

Demonstracdo: (=) Suponha a principio que Z, € um dominio. Se n ndo é primo, entdo
existema,b € Ntalque 1 < a,b <nen = a-b. Sabendo que 7 = 0 em Z,, entdo,

0O=a=a-b
mas, a = 0 e b # 0, com isso, a é um divisor proprio de Z,, no entanto, isso contradiz a fato

de Z,, ser um dominio. Logo, n é necessariamente primo.

(<) Agora suponha que n é primo. Dados @, b € Z, tais que a-b =0, isto é,a-b =0,

temos que,

% Ou dominio de integridade ou dominio integral.
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a*b =0 (modn),

ou seja, n|ab e com isso, n|a oun|b ja que n é primo. Em termos de classe de equivaléncia

isso significa que @ = 0 ou b = 0, ou seja, Z,, € um dominio.

Proposicdo 2.3 Um anel D comutativo com unidade é um dominio se, e somente se, todo

elemento ndo nulo a € D é regular em relacao a multiplicacéo, ou seja, dados b,c € D,
ab=ac>b=c

Demonstracdo: (=) Supondo que D é um dominio, tomemos a,b,c € D com a # 0.

Temos que,
ab=ac=>ab—ac=0=>alb—c)=0
como a # 0 e D é um dominio, entdo b — ¢ = 0, com isso b = c. Portanto a é regular.

(<) Sejama,b € D com ab = 0. Se a e b sdo diferentes de zero, entdo como a - b = 0 e por

hipGtese a é regular segue que

a-b=0=a-0=>b=0,
iSso € contrario ao fato de b ser diferente de zero, logo, isso implica que D € um dominio.
Proposicéo 2.4 A caracteristica de um dominio D é zero ou € um namero primo.

Demonstracdo: Seja D um dominio de caracteristica diferente de zero. Consideremos, pois
car(D) = p e mostraremos que p é primo. Vamos supor que p é composto, logo existem

n,m € N tais que,
p=n-m,coml1<n m<p.
Assim, naturalmente n- 1, # 0, em -1, # 0p. Contudo, de acordo com o teorema 2.1,
(n-1p)(m-1p) = (mm) -1, =p- 1, = 0p.

Ou seja, n-1, e m- 1, sdo divisores de zero de D, o que é uma contradi¢do. Portanto, p € um

ndmero primo.

Definicdo 2.9 Sejam D um dominio e S um subconjunto ndo vazio de D. Diz-se que S é um
subdominio de D quando com as operacOes de adi¢cdo e multiplicagdo induzidas de D, S

também é um dominio.
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2.5. Corpos

Neste topico seré abordado um tipo de anel muito especial, ele é comutativo com unidade
e cada elemento ndo nulo que pertence a ele possui inverso multiplicativo, a esses elementos
da-se 0 nome de inversiveis. Observe que em Z temos 1 e — 1 como elementos inversiveis,
pois, 1-1=1¢e (—-1)-(—1) =1, no entanto esses sdo 0s Unicos elementos em Z que
possuem tal caracteristica. Assim, 0s anéis cujos elementos ndo nulos sdo inversiveis sao

nomeados corpos.

Definicdo 2.10 Um anel K, comutativo com unidade, ¢ denominado corpo quando todo
elemento ndo nulo de K tem inverso multiplicativo. Ou seja, dado a € K, a # Ok, existe b €

K tal que
a'ble

A definicdo acima nos revela que em um corpo K sempre é possivel estabelecer uma
divisdo por qualquer elemento ndo nulo. Logo o conjunto K* dos elementos ndo nulos de K €

um corpo com isso,
U.(K) = K".
Além disso, se for desconsiderada a comutatividade no anel K dizemos que ele é um anel de
divisao.
Exemplo 2.16 Os anéis (Q, +,-), (R, +,") e (C, +,-) séo exemplos classicos de corpos.

Exemplo 2.17 O anel F = {f: R — R} é comutativo e possui unidade, no entanto, ndo é um

corpo pois U,(F) # F*. Veja que, dada a funcdo f € F, sendo que,

_(2sex #0,
f(x)_{OSex=0.

Considere g € F uma funcdo tal que f - g = 1, entéo
(f-9)(0)=1£(0)=1
ou seja,

f(0)-g(0)=1=0-g(0) = 1.
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Observe que obtemos uma contradicdo ao nos deparar com a igualdade 0 = 1, logo, f ndo €

invertivel e consequentemente ndo € um corpo.
Teorema 2.5 Todo corpo K é um dominio.

Demonstracdo: Sabendo que K é um anel comutativo com unidade, vamos mostrar que K
ndo possui divisores de zero. Sejam a, b € K tais que a - b = 0. Vamos supor que a # 0,
logo existe a=! € K de modo que a-a~! = 1. Agora, multiplicando a~* na igualdade a -

b = 0 temos,
al-(a-b)=a1:-0, =0k
istoé, (al-a)b=0g =1 b=0x = b =0g.
Veja que no produto a - b = 0, um dos fatores € igual a zero (b = 0) logo K é um dominio.
Teorema 2.6 Todo dominio finito € um corpo.

Demonstracdo: Para realizar a demonstracdo desse teorema vamos utilizar o seguinte
resultado®: seja A um conjunto finito ndo vazio. Entdo, toda funcdo f:A — A injetora é
também bijetora. Tendo isso em mente, seja D um dominio formado de n elementos vamos
mostrar que todo elemento ndo nulo de D possui inverso multiplicativo. Seja a € D com a #
0, considere a seguinte funcao

f: D->D

a; = a-a;.

Se a; e a; € D, sdo tais que f(a;) = f(a;) entdo a - a; = a - a;, sendo assim, a; = a;, ja que
D é um dominio. Com isso, f é injetora e pelo resultado dito acima, f € bijetora. Isso significa
que existe a; € D tal que f(a;) = 1p, isto é, existe a; € D em que

ara; =1p.
Isso implica que a tem inverso multiplicativo e como a é diferente de zero entdo conclui-se

que D é um corpo.

Proposicdo 2.5 Z,é um corpo se, e somente se n é primo.

4 Resultado de teoria dos conjuntos, é o teorema 1.7 do primeiro capitulo do livro Algebra abstrata para
licenciatura de Vandemberg Lopes Vieira.
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Demonstracdo: ja sabemos que se Z,, € um corpo entdo Z,, € um dominio (teorema 2.5) com
isso, pelo teorema 2.4 n € primo. Reciprocamente, se n é primo, entdo também pelo teorema

2.4 7Z, é dominio, como Z,, é finito segue do teorema 2.6 que Z,, € um corpo.
Se K € um corpo e a,b € K, com b # 0 entdo podemos transformar o produto a -

b~ € K em %, ou seja,

a
h-1l — ~
a-b A

Chamamos de quociente de a por b. Existem algumas propriedades relacionadas a quocientes

em um corpo K, essas, sao analogas as do corpo Q:
Propriedade (1) ; = - & ad = bc
Prova: Se ab™! = cd ™! segue que,
ad = (ab~'b)d = (ab1)bd
= (cd™V)bd
= c(d~d)b
= bc.

Por outro lado,

a

5= ab ' =a(dd )bt
=ad(d 'h™1)
=bc(d b1
= c(bb~1)d"?

=cd?!

c
d

Propriedade (I1) %ig adbjbc.

Prova:



__ac

Propriedade (I11) %-g .

Prova:

Propriedade (1V) %+ —7a = 0y

Prova:

Propriedade (V): Se a # 0y, entdo % :

Prova:

c
+ 3= ab 1+ cd™t

S Q

=a(dd )b~ * + c(bb™1)d?
=ad(d™*h™!) £ bc(b™'d™1)

_ad+bc
" bd — bd

ad + bc
bd

€ _ -1 -1
7 = (@b™) - (cd™)

SIS

= (ac) - (b™1d™)

_ ac
" bd

= 1K'

Q=

QT

a. — b—l . b -1
5 g = (@) (ba™)
= (aa™) - (bb™")

:1K'1K

27
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== 1K'

Defini¢do 2.11 Sejam K um corpo e F um subconjunto ndo vazio de K. Dizemos que F € um
subcorpo de K quando com as operagdes de adicdo e multiplicacdo induzidas de K, F

também é um corpo.

Se F é um subcorpo de K, pode-se dizer que K € uma extensdo de F. Uma vez que F é
subcorpo de K entdo 1, = 1. Existe um critério que mostra quando um subconjunto nao

vazio de um corpo € uma extensdo desse corpo.

Proposi¢do 2.6 Um subconjunto ndo vazio F de um corpo K é subcorpo de K se, e somente

se, para todos a,b € F,
a—b€eF e a-b'eF, parab=0.

Demonstracéo: Se F é¢ um subcorpo de K, entdo por definicdo F é também um corpo e, por
IS0, para quaisquer a,b € F, temos que,a—b =a + (—b) € Fea-b € F. N&o obstante,

seb#0,tem-se b~ € F.Comisso,a-b~! € F.

Reciprocamente, sejam a, b € F, por hipotese,a+ b =a— (—b) € Fea-b € F. Ademais,
seb =+ 0,segue que a-b =a(b~!)"! € F. Em particular, se a # 0, entdo a-a™! = 14 € F.

Observe que, F tem propriedades de corpo, como F c K entdo F é subcorpo de K.

2.6. Homomorfismo de anéis

O principal objetivo desse topico € mostrar e exemplificar funcBes entre anéis, sabendo
gue anéis ndo sdo conjuntos comuns é importante ressaltar que tais funcdes preservam as

operacgdes inerentes aos anéis, a essas fungbes da-se o nome de homomorfismo.

Definigdo 2.12 Sejam A e B anéis. Uma funcéo f : A — B é chamada de homomorfismo de

A em B quando é valido que:

@ fa+b)=f(a)+f(b), VabceA
(b) f(a-b) = f(a) f(b), VabEA.
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Vale ressaltar que em (a) a adi¢do do lado esquerdo da igualdade diz respeito a adi¢do do
anel A, ja o lado direito refere-se a adicdo do anel B. Tais relagdes funcionam de maneira
analoga para a multiplicacdo, expressa em (b). Além disso, se um homomorfismo é uma
funcdo injetora, o chamamos de homomorfismo injetor. Caso a fungdo f seja sobrejetora,
entdo teremos um homomorfismo sobrejetor. Mas se f for bijetora chegamos ao conceito de
isomorfismo (abordado no tépico 2.6.2). Para um melhor entendimento do conceito de

homomorfismo, observe a figura 2.1.

Figura 2.1: Homomorfismo de A em B

A

T/
-

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Se f: A - B é um homomorfismo, ent&o as seguintes propriedades sdo imediatas para f:
1. f(0,) = 0p;
2. f(—a)=—f(a), Vac€A4
3. fla—b)=f(a)—f(b), VabceA.
Demonstracéo:
1. f(04) =f(04+0,) = f(04) + f(0,) = f(0,) = Op;
2. fla+f(-a)=fla—a)=f(04) =05 = f(-a) = —f(a);
3. fla=b)=f(a+(-b) =f(a)+f(-b)=f(a)—f(b), YabeA
Exemplo 2.18 Para quaisquer A e B, afungdo f : A —» B dada por f(a) = 0g, Va € A, éum

homomorfismo, nomeado de homomorfismo trivial.

Exemplo 2.19 Seja A um anel qualquer. Entdo, a funcdo f : A — A dada por f(a) = a, para

todo a € A é chamado homomorfismo identidade.
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Exemplo 2.20 Dada a funcéo f : Z — 2Z definida por f(x) = 2x, Vx € Z e dados x,y € Z
ja sabemos que f(x +y) = f(x) + f(y). Porém,

fx-y)=2xy e f(x):f(y) =2x"2y = 4xy.

Assim, temos que f(x-y) # f(x) - f(y), a ndo ser quando x =0 ou y = 0. Portanto, a

funcéo f : Z — 27Z ndo é um homomorfismo.

Exemplo 2.21 Sejam os anéis A = C e B = M,(R), considere a funcdo f : C - M,(R),
definida por

f(a+bi)=(g _ab), Va+bi€C

Vamos mostrar que f € um homomorfismo.

Solucdo: Sejam x = a + bi e y = c + di elementos quaisquer de A. Temos que x +y =
(a+c)+ (b + d)i de modo que,

=G5 )

_(a —b c —d
- (b a )+ (d I8 )
= fl)+ f().

Por outro lado, temos que x - y = (ac — bd) + (ad + bc)i, segue que

.y _ (ac—bd —(ad + bc)
flx Y)_(ad+bc ac — bd )

-G G )
=fx)-f().
Portanto, f € um homomorfismo.
Proposi¢do 2.7 Sejam A, e A, anéis, e f : A; — A, um homomorfismo, entdo vale que,

(@) Se B ésubanel de A;, entdo f(B) é subanel de A,. Em particular, Im(f) é subanel
de A,.
(b) Se f é uma funcédo sobrejetorae A, é comutativo, entdo A, é comutativo.

(c) Se f € uma funcdo sobrejetora e existe 1, , entdo A, temunidadee 1,, = f(1A1).
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Demonstracdo: (a) Por hipdtese B é subanel, logo f(B) + @, agora, sejam a,b € f(B)
digamosque a = f(x) e b = f(y), emque x,y € B. Logo,

a—=b=fx)-fl)=fx—-y) e f(B),

j4 que f € homomorfismo e x — y € B. Analogamente, temos a - b € f(B), por isso, f(B) é
subanel de A,. Em particular, como A; é subanel de si préprio, entdo Im(f) = f(A4,) é

subanel de A,.

(b) Dados c,d € A,, elementos quaisquer, como f é sobrejetora existem a, b € A, tal que,

fa)=ce f(b)=d.

Mas como f : A; —» A, é um homomorfismo entdo, sabemos que f(a-b) = f(a) - f(b).

Com isso, vale que,
crd=f(@-fb)=fla-b)=fb-a)=f(b)-f(a) =d-c €A,.

Sendo assim, chegamos que A, € comutativo.

(c) Seja b um elemento qualquer de A,. Como f é sobrejetivo, existe a € A; de modo que
f(a) = b, logo,

b'f(lAl):f(a)'f(lAl):f(a'lAl):f(a):b-

Similarmente, f(1,,) - b = b. Assim, A, tem unidade e 1,, = f(14,).

2.6.1 Ndcleo de um homomorfismo

O ndcleo de um homomorfismo é um dos subconjuntos de anéis mais especiais. Quando
existe um homomorfismo entre 0s anéis, A e B por exemplo, cada elemento de um
subconjunto de A tem como imagem o zero do anel B. A esse subconjunto da-se o nome de

nacleo (ou Kernel).
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Definicdo 2.13 Sejam A e B ane¢is e f : A - B um homomorfismo. O subconjunto de A

definido por

ker(f) ={x € A: f(x) = 05}
é chamado nucleo o homomorfismo.

Observe que ker(f) sempre é um conjunto ndo vazio, pois 0, € ker(f), dado que
f(0,) = 0p para qualquer que seja 0 homomorfismo de f.

Figura 2.2: Nucleo de um homomorfismo

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.
Exemplo 2.22 Pelo exemplo 2.21 sabemos que fungéo f : C —» M,(R), definida por

fla+bi)=(¢ _ab), Va+bieC,

€ um homomorfismo. Agora, dado x = a + bi € C, temos
x € ker(f) & f(x) = 0p,
isto é, se, e somente se,
a —by_(0 O
(b a ) B (0 0)'

de onde obtemos que x = 0. Sendo assim, ker(f) = {0}.
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Proposicao 2.8 Um homomorfismo de anéis f : A — B é injetivo se, e somente se, ker(f) =
{04}

Demonstracdo: Se f ¢ um homomorfismo injetivo e x € ker(f), entdo f(x) = 05. Como
f(0,4) = 0g, temos que f(x) = f(04). Com isso, por hipdtese, x = 0,, logo ker(f) = {0,}.
Reciprocamente, sejam x,, x, € A tais que f(x;) = f(x;). Assim, f(x;) — f(x;) = 0g, OU
seja, f(x; — x,) = 0g. Porisso, x; — x, € ker(f), isto é, x; — x, = 04. Logo, x; = x, €, por

isso, f € injetivo.

2.6.2 Isomorfismo de anéis

Agora estudaremos 0s homomorfismos bijetores, nesse caso, se existir uma bijecdo entre
dois anéis, isso implica que as propriedades séo validas para um se, e somente se, for valida

para o outro.

Definicdo 2.14 Sejam A e B anéis. Chama-se isomorfismo um homomorfismo f : A - B
quando a funcdo f é bijetora. Particularmente, um isomorfismo f: A - A & dito um

automorfismo de A.
O conjunto dos automorfismos de um anel A é indicado por,
Aut(A) ={f : A > A; f é autmorfismo}.

Como foi dito anteriormente, um isomorfismo € um tipo particular de homomorfismo
(quando a funcéo f € bijetora) com isso, todas as propriedades de homomorfismo séo validas

para um isomorfismo.

Se a funcdo f : A —» B é um isomorfismo, entdo vale que, f~1: A - B é também um
isomorfismo, nesse caso dizemos que esses anéis sdo isomorfos (existe um isomorfismo entre

eles), e representamos por
A = B.

Diferentemente de um homomorfismo g : A = B, um isomorfismo f : A — B conserva

todas as propriedades do anel A, sendo assim, é possivel considerar os anéis A e B como
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sendo 0s mesmos. Sendo assim, cada elemento a € A € identificado via o isomorfismo f, com

0 elemento f(a) € B. Simbolicamente temos,

a o f(a).

Isto significa que o elemento a é visto como se fosse igual ao elemento f(a), de modo
que esses elementos tém as mesmas propriedades algébricas. Além disso, existe uma relagdo
de equivaléncia entre um isomorfismo de anéis, ou seja, dados 4,, A, e A3 anéis quaisquer

temos,

1. Ay = A;.
2. SeA; = A,, entdo A, = A;.
3. SeA; =A,eA, = A;,entdo A; = A;.

Exemplo 2.23 A funcéo f : C = M, (R) definida por

f(a+bi)=(z _ab), YV a+bi€C,

é um homomorfismo, com ker(f) = {0}. Com isso, pela proposi¢do 2.8 f é injetivo. Logo,
C = Im(f).

2.7 ldeais

Apesar de ser estudado na algebra moderna, os ideais foram ferramentas que auxiliaram
no estudo da teoria dos numeros. A nocéao de ideal foi introduzida ainda no século XIX pelo

matematico Richard Dedekind.

Definicédo 2.15 Seja A um anel. Um subconjunto nédo vazio de I de A € chamado de ideal de A

quando as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
a—bel, Vabce€l
ax €I, Va€el e VxeA.

Existe subanel I de A que satisfaz ax € I paratodo a € I e x € A, no entanto, ndo satisfaz

a condicdo xa € I, ou vice-versa, para casos como esse ha a seguinte definicao:
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Definicdo 2.16 Um subconjunto ndo vazio I de um anel A chama-se ideal a esquerda (a

direita) de A quando séo satisfeitas:

@x—-yel, Vxy€el
(b)axel(xael), YaeAe VxElL

A expressdo xa € I se refere a condicdo do ideal a direita. De modo geral, um subanel I
de um anel A é um ideal se, e somente se, I é um ideal a esquerda e a direita de A

simultaneamente.

Exemplo 2.24 Para qualquer que seja 0 anel A, I; = {04} e I, = A sdo ideais de A. A estes

da-se o nome de ideais triviais.

Exemplo 2.25 Considere o anel A = R® (comutativo) de todas as fungbes f : R — R. Dado
a €ER, sejal = {f € A;f(a) = 0}. E imediato verificar que f — g € I para quaisquer que

sejam f, g € I. Agora, dado h € A,
(f-h)(a) = f(a) - h(a) = 0+ h(a) =0,
ouseja, f - h € 1. Logo, I é um ideal de A.

Exemplo 2.26 Sabemos que Z é subanel de Q. No entanto, Z ndo é ideal a direita e nem a

esquerda de Q. Note que,
1h €7, %e@,masl-%ez e %-1@2.

Exemplo 2.27 Se f : A - B € um homomorfismo de anéis, entdo ker(f) é um ideal de A. De

fato, dados x, y € ker(f), temos
fx—y)=fx)—f(y) =05 — 05 =05 = x —y € ker(f),
agora para a € 4,
fla-x)=f(@)-f(x) =f(a) 0p =05 = a-x € ker(f).
Da mesma forma que x - a € ker(f). Logo, ker(f) ¢ ideal de A.

Sabendo que I é um ideal de A, entdo é evidente que —a €l ea+ b €l paratodoa,b €

1, ja que I é subanel de A.

Proposi¢do 2.9 Sejam A um subanel comutativo com unidade e I um ideal de A. Seu € A é

invertivele u € I, entdo I = A.
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Demonstragdo: Tomando um elemento qualquer a € A, podemos escrevé-lo na forma
a=a-1(1é a unidade de A). Sabendo que u é invertivel, existe u~! € A de maneira que

1=u"t-u"t Logo,
a=a'l=alu-uV)=((@-uw- ul

Como I é um ideal, temos que au € I e dai, a = (a-u)u~! € I. Com isso, provamos que

Acl,ecomol c 4,entdo ] = A.

2.7.1 Dominios de ideais principais

Seja A um anel comutativo. Considere os elementos fixos ay,..,a, € A e I um

subconjunto de A construido a partir desses elementos:
[={x;-a;+ +x,"a,: x; €A, vi=1,..,n}

Vamos mostrar que I é um ideal de A. Primeiramente, note que I € ndo vazio, ja que

0=0-a; +--+0-a, € 1. Agora considere os elementos x,y € I, onde
X=x1'ag++xpra, €ey=y,-a, +-+y, ay,
veja que
x—y=@;—y)ar++ G —y)an €]
e, sea €A,
ax = (axy)-ay + -+ (ax,) - a, € 1.

Portanto, I é um ideal de A, chamado ideal gerado por a4, ..., a,,. Podemos indicar esse ideal

por {a, ..., a,), isto é,
(ag, ,ap) ={x;-a;++x,-a,: x; €A, Vi=1,..,n}
Em particular, se a € A chamamos de ideal principal gerado por a o ideal
I={a)={x-a:x €A}
E comum indicar o ideal I = {a) por a - A.

Definigdo 2.17 Um dominio D é chamado de dominio de ideais principais ou dominio

principal (DIP) quando todos os ideais de D s&o principais.
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Teorema 2.7 Z € um dominio de ideais principais.

Demonstracdo: Seja I um ideal de Z. Se I = {0}, entdo I = (0), de modo que I é principal.
Agora suponha que I # (0). Logo existe a € I, a # 0 e como I é ideal, —a € I. Com isso,
pode-se garantir que existem em I elementos que sdo estritamente positivos. Portanto, o

conjunto {x € I : x > 0} é ndo vazio. Com isso, vamos considerar
b =min{x € : x > 0}.
Vamos mostrar que I = (b). Dado x € I, pelo algoritmo da divisdo existem r, q € Z tais que
x=bg+r, com 0<r<h.
Logo,
r=x—bq€l,

pois x,bq € I como b € o menor elemento positivo de I e 0 <r < b, entdo devemos ter
r = 0. Dai, x = bq, ou seja, x € (b). Isso quer dizer que I c (b), e como (b) c I, pois b € I
(b =1-b), entdo I = (b), sendo assim, Z é um DIP.

Teorema 2.8 Seja K um anel comutativo com unidade. Entdo K € um corpo se, e somente se,

0S Unicos ideais de K sdo os triviais.

Demonstracdo: Primeiramente vamos supor que K € um corpo e tomemos um ideal I de K tal
que I # {0}. Com isso, existe a € I, com a # 0. Como K é um corpo, entdo a e invertivel, e

pela proposicdo 3.1, pode-se concluir que I = K.

Reciprocamente, seja a € K com a # 0. Logo i ideal I = {(a) é tal que I # {0}. Com isso,

temos por hipotese que I = K. Como 1 € K, existe x € K com
1 =ax.

Logo, a € invertivel, e como a é ndo nulo e arbitréario de K, conclui-se que K € um corpo.

2.7.2 Operacdes com ideais

Vamos considerar os ideais I € /] de um anel comutativo A. Vamos mostrar que a

interseccdo entre esses dois ideais de A é um ideal de A.
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Sabendo que I e J sdo ideais de A entdo, 04, €I e 04 €], daiINJ +# @. Com isso, dados
x,yeEIN], temosquex,y €Elex,y €J.Logox —y €I nJ. Agora, sejaa € A e I, ] ideais
de A entdo, I e ] sdo ideais de ax € [ eax € J. Logo, ax € I nJ e portanto, I N J é ideal de
A.

Alem disso, se (I;) e, € uma familia de ideais de A, entdo

N

AEA

é também um ideal de A. Agora vamos mostrar que a soma entre os ideais I; € I,, indicada por

I, + I,, definida por
11+12 ={X1+XZ: x1 Ell e xZ Elz}
€ um ideal.

E certo que, 0, €1;, 0, € I, e0, = 0, + 0,4, entdo0, € I, + I,, ou seja, I; + I, # @. Assim,

sejam x,y € I, + I,, digamos que
xX=x1tx; e y=y t+y,,
emquex; -y, €1, ex,-y, €1,.Logo,
x—y=@;—y)+ @, —y) €L+ 1,
Jaque,x;, —y, €l ex,—y, €1,. Agora, se a € A, entdo
ax = a(x; +x,) =ax, +ax, €, + 1,

desde que ax, € I; e ax, € I,. Portanto, I; + I, € um ideal de A, chamado de ideal soma de

I, e I,. Observe que
Lch+Il, e LLcl +1,.

pois se x€l, e yel,, entio x =x+0, €+, e y=04+y€l; +1,. Além disso,

I + 1 =1, para qualquer ideal I de um anel A.

Na proposicdo a seguir sera usado os termos maior e menor (itens | e 1), estes, se referem a

inclusdo dos conjuntos.
Proposicédo 2.10 Sejam A um anel comutativo e I; e I, ideais de A. Ent&o,

I. I, NI, éomaiorideal de A contidoem I, e em [,.
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Il. I, +1, éomenorideal de A que contémI; e I,.

. I, +1, =1, se, e somente se, I, C I;.

Demonstracdo: (I) Consideremos um ideal J de A tal que JcI, e Jcl,. Assim,
claramente, J < I, N I,. Note que em relacdo a esta inclusdo foi usado resultados sobre

Teoria dos Conjuntos.

(1) Seja J um ideal de A, emquel; c Jel, c J.Logo,sex =x; +x, €I, +1,, comx; €

I, e x,€l,,entdo x; € J e x, € J. Desse modo, x € J,isto é, I, + I, c J.
(111) Suponha que I; + I, = I;. Com isso, dado x € I,,
x=0,+xel+L=L=>x€l,=>1I,cCl,.
Reciprocamente, vamos supor que I, c I;. Por isso, se x = x; + x, € I; + I,, entdo
x=x1+x, €L +1; =1.
Porisso, I; + I, c I;,ecomo I; c I, + I,, seque que I; + I, = 1.

Definicéo 2.18 Sejam I, e I, ideais de um anel comutativo A. Define-se o produto I, - I, de I;

e I, como o conjunto constituido por todos os elementos (somas) da forma
X1Y1+ XY+t XnYn X €L ey €Dy,

Parai=1,2,..,n.0useja, paracadan € N,

n

L1, =[le-yl- 1 x; €L e yi €Ly,

i=1
E claro que sendo A comutativo, entdo I, - I, = I, - I,.
Teorema 2.9 Sejam I,, I, e I ideais de um anel comutativo A. Entao,

Q) ;L) I;=1,-(,-13). (oproduto de ideais é associativo)
@nL-U,+1)=1-1,+1-1; (oprodutode ideais é distributivo sobre a adi¢éo)

Demonstracédo: (1) Veja que,

n
(11 : 12) I3 = z W;Z;,
i=1
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onde temos que w; € I; - I, ou seja, w; = Y7L, x;y;, onde x; € I, , y; € I, € z; € I3, com

iSso,

n m

n
2 wi= Q| Qx|
i=1

i=1 \j=1

= Zn: i(xi}’izi)
i=1 \j=1

= Z i x; (ViZi)
¢ =

n
i=1 1

m

=in Z(Yizi) .

n
i=1 j=1

Por definicdo, X7, (y;z;) = I, * I3, logo temos,

Zn:xi i()’izi) =1 (I L3).
j=1

i=1

(2) Considere,

m

x = in%' €l -, +13),

i=1

por definicdo, x; €I, e y; €I, + 13, ou seja, y; =a; + b;, em que a; €I, e b; € I;. Por

isso, para cada i,
xyi = xi(a; + b)) = x;a; + x;b;,
portanto,

m m
x = z Xiyi = Z(xiai + x;b;)

i=1 i=1
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m

xlal+lebl 611'12+11'I3,

i=1

I
gt

ou SEja, 11 ' (12 + 13) = 11 ' 12 + 11 ' 13.
Para a outra inclusdo, tomemos y € I, - I, + I; - I5. Logo,

m n
Y=inyl'+zxizi:
. -

=1 =

Emaquex; €1, y; €1, e z; € I;. Como x;y; = x;(y; + 0), x;z; = x;(0 + z;) e, além disso,
0€l,e0€l; entdo y € uma soma de produtos da forma x; - (y; + z;), comx; €I, y; €

I, e z; € I;. Portanto, y € I - (I, + I3). Com isso, conclui-se que
11.(12+I3) =11.12+11'I3'

2.7.3 ldeais primos e maximais

Nesta secdo abordaremos o estudo de dois importantes subanéis, os ideais primos e 0s
ideais maximais. Veremos exemplos desses dois ideais, assim como teoremas e proposicdes
inerentes a cada um, além disso, veremos proposi¢cdes que estabelecem relacdes entre estes

dois ideais.

2.7.3.1 ldeais primos

Definigdo 2.19 Sejam A um anel comutativo e P um ideal de 4, em que P # A. Diz-se que P é
um ideal primo quando toda vez que ab € P, coma,b € A, entdoa € P ou b € P. Isto €,
dados a, b € A,

abe€P =>a€P ou beP.

Exemplo 2.28 Temos que I = {0} € um ideal primo. De fato, dados a, b € Z tais que ab € I.

Entdo, ab = 0, de modo que,a =0 €1 oub =0 € I, pois Z é um dominio.

Exemplo 2.29 Podemos afirmar que 6Z ndo é um ideal primo. De fato, 2-3 = 6 € 6Z. No

entanto, note que 2 ¢ 67Z assim como 3 & 67Z.

A seguinte proposicao ird generalizar o tipo dos ideais primos do anel Z.
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Proposicéo 2.11 Se p € Z é um inteiro primo, entdo pZ é um ideal primo.

Demonstracdo: Considere ab € Z. Entdo p|lab. Como por hip6tese p € um inteiro primo,

temos que p|a ou p|b. Com isso, temos que a € pZ ou b € pZ.

2.7.3.2. ldeais maximais

Definigdo 2.20 Sejam A um anel comutativo e M um ideal de A, em que M # A. Diz-se que M
é um ideal maximal quando o0s Unicos ideais de A que conttm M sdo M e A.

Equivalentemente, M é maximal quando para todo ideal ;J de A tal que
McJ
tem-se que J = A.
Exemplo 2.30 Note que {0} & 2Z # Z, com isso, o ideal {0} em Z n&o é maximal.

Proposicdo 2.12 Seja A um anel comutativo com unidade. Entdo todo ideal maximal de A é

primo.

Demonstracdo: Consideremos M um ideal maximal de A e sejam a, b € A tais que ab € M.

VVamos mostrar que a € M ou b € M. Suponha que a # M e tomemos o seguinte ideal soma
I ={a)+ M.

Vejaquel #= M, poisa € I. Assim, M < I e sendo M maximal, entdo por definicdo, I = A. Como

1€ A= (a)+ M, existem x € Aey € M tais que
l=x-a+y.
Multiplicando ambos os lados dessa ultima igualdade por b, temos
b = x(ab) + by.
Como por hipo6tese ab € M, e y € M, conclui-se que b € M. Portanto, M é primo.

Teorema 2.10 Se D é um dominio de ideais principais, entdo todo ideal primo nao nulo de D

€ maximal.

Demonstracdo: Seja P um ideal primo ndo nulo de D, e suponhamos que exista um ideal 7

de D tal que P < J. Como D é um DIP, entdo
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P={a) e J=(b), com ab € D.
Além disso, P c J e a € P (poisa = 1-a) implicam que a € J, ou seja,
a=b-c, (3.4)
para algum ¢ € D. Assim, b - ¢ € P, e como P é primo,
beP ou ceP.

Seb € P,entdo b = a -y, paraalgum y, € D, de modo que, paratodox € J,x =b-y, €D,

temos

x=b-y,=a-(y; y,) €P.

Isso implica que J < P, ou seja, P = J. Para a outra parte, se c € P, entdoc = a - d, para

algum d € D. Desse modo, usando a igualdade em (3.4), segue que
a=b-c=b-(a-d).
Assim
a=0 ou b-d=1,

Ja que D é um dominio. Como por hipdtese P # {0}, entdo a # 0. Por isso, b - d = 1, ou seja,

b € invertivel e, portanto J = A.

Teorema 2.11 Seja K um anel comutativo com unidade. Entdo, K € um corpo se, e somente

se, 0S Unicos ideais de K sao os triviais.

Demonstracdo: Suponha que K seja um corpo e consideremos I um ideal de K, em que
I # {0}. Vamos mostrar que I = K. Para tanto, tomemos a € I, com a # 0. Como K é um

corpo existe € K tal que

a-a’l=1.
Mas1=a-a"! € K, pois a € I portanto, I = K.
Reciprocamente, vamos supor que 0s Unicos ideais de K sejam os triviais. Para mostrar que K
€ um corpo, é necessario provar que todo elemento ndo nulo de K tem inverso multiplicativo.
Para cada a € K, a # 0, consideremos o ideal principal I = (a). Como,a =a-1entdoa € I

e, por isso, I # {0}. Logo, por hipdtese, I = {(a) = K. Por outro lado, existe b € K de modo

que
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1=a-b,

pois 1 € K, 0 que mostra que a € invertivel. Portanto K é um corpo.

2.8. Anéis quocientes

Sejam A um anel e I um ideal de A, vamos agora definir a relagdo “ = (mod I)” sobre o anel

A. Dado x,y € A, temos
x=y(modl) ©®x—yE€l
Vamos mostrar que essa relagéo é de equivaléncia demonstrando as seguintes propriedades:

i.  Reflexividade: x = x (mod I).

De fato, seja x € A, temos que x = x (mod I) entdo x —x = 04 € I.

ii.  Simetria: Se x = y (mod I) entdo y = x (mod I).

Sabemos que, por hipotese x — y € I, assim como
—(x—y)el=>—-x+y=y—x€l,
Ou seja, y = x (mod ).

iii.  Transitividade: Dados x,y e z€A. Se x=y(modI) e y =2z (modI) entdo
x = z (mod I).
De fato, sex =y (modl)ey =z (modI)entdo (x —y) el e (y—z) €l. Como [
é fechado para a soma, temos que,
x—y)+(x—2)€l,

ou seja, (x — z) € I. Portanto, x = z (mod I).

Agora vamos indicar a classe de equivaléncia de x segundo a relacdo x = y (mod I). Temos

que,
x={y€eAd:y=x(modI)}
Veja que

yeExeoy=x(modl) @ y=x+a,
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para algum a € I, logo,
x={x+a:a€l}

Chamaremos de conjunto quociente do anel A o conjunto denotado por A/ 7 que é dado pela

relagdo “= (mod I)”. Portanto,
A/ ={x+1:x €4}

O teorema a seguir nos ajudara a definir duas operagdes (soma e produto) sobre o conjunto

4/,, com o intuido de torng-lo um anel.

Teorema 2.12 Sejam A um anel e I um ideal de A, e tomemos x;,x,,y;,y, €EA. Se

X, = x, (mod 1) ey, =y, (mod]I), entdo

@ x1+yi=x+y; ou (xy+y)+I=0(+y,)+1

(B) X" y1=%x-y, ou xi-y;+I1=2x-y,+1
Demonstracéo: (a) Por hipotese, sabe-se que
X1 =xxyta; e Yy =Y;ta
com a4, a, € I. Somando as igualdades acima membro a membro, temos
X1ty =x+y, +(ay +ay)
Como a, + a, € I, segue que

(X +y1) — (2 +y,) €1 © (x1 +y,1) = (x2 +y,)(mod I)

S Xty =X+ ),
(b) Da hipotese temos que
X1 =Xpta; e Y=Yy, tay
Multiplicando as igualdades acima membro a membro, temos
xp0y1 = (0 +a) (2 +az)
= X2y, + X0y + a,y, + aa,.

Como I é um ideal e a4, a, € I entdo x,y, + x,a, + a,y, + a,a, € I. Portanto,

X1y = (y)(mod 1) & X7y, = X5 y;.
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Teorema 2.13 Sejam A um anel e I um ideal de A. Entéo,

+: A/IXA/I N A/I e . A/IXA/I 5 A/I

(xy) » x+y=x+y (xy) » X'y
definem duas operacGes de adicdo e multiplicacdo sobre A/I- Além disso, (A/I,+, ) é um
anel, chamado anel quociente de A por .

Demonstracdo: Primeiramente vamos mostrar que o0s resultados das operagGes néo
dependem dos representantes de classes. Veja que, Se xq,x,,V,,V, EAeX; =X, ey, = Y5,

entéio x, = x, (mod ) e y; =y, (mod I), entdo pelo teorema 2.12, temos

X1+y1=xtYy, € X1y =X3Y,.

Agora veremos que A/ | satisfaz as propriedades de anel. Sejam x,y, z € 4,

N x+@ +2)=x+@+2)=x+@y+2)=x+y)+z=Cx+y)+z2=((x+y)+7Z,

Ou seja, a soma é associativa,

ix+y=x+y=y+x=y+x. Asomaé comutativa;

iii) Note que a classe O satisfaz x + 0 =x + 0 = x V x € 4, logo 0 = 04 é 0 elemento neutro

dasomaem4/;

iv) Para todo x € 4, ¥ + (—x) = x + (—x) = 0. Logo o0 conjunto quociente possui elemento

simétrico;

V) x(G-D=x-G2)=x-@2)=&yz=&y)z=(Xy) Z, ou seja, 0
produto € associativo;

Vi ¥ G+D)=2-GFD=x G+t =@ N+x D= N+x =27+
X - z, isto €, a multiplicacdo é distributiva sobre a soma;
vilx-y =x-y =y x =¥y -x, amultiplicacdo também é comutativa;

viii) x-1=x-1 = x, logo 1 é a unidade do anel A/I' alémdisso, x + I =1 © x € I.

Portanto (4/;,+, ) é um anel comutativo com unidade.
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Exemplo 2.31 Para cadan € N, (n) = nZ é um ideal de Z. Como a relagdo de congruéncia

=

mddulo n sobre Z coincide com a relagdo “ = (mod (n)) >, entdo
2/ 7 ={01,..,n—1}

Teorema 2.14 Sejam A um anel comutativo com unidade e M um ideal de A. Entdo M €

maximal se, e somente se, A/M € um corpo.

Demonstracao: Vamos supor inicialmente que M é maximal, com isso vamos supor que todo

elemento ndo nulo de a € A/M é invertivel (note que A/M é comutativo com unidade). Seja
ae A/M, coma # 0, e tomemos o ideal J = (a). Assim, M + J é um ideal de A que contém

M. Além disso, sendo @ # 0, entdo a & M, pois de acordo com o teorema 2.13,
a=M S a€eM.

Comoa=a-1ejJcJ+ M, segue que J+ M + M. Por isso, M sendo maximal e

M c J + M, concluimos que
J+M=A.
Com isso, existem x € J e y € M tais que
1l=x+y,
pois 1 € A. Mas x € J implica que x = a - b, para algum b € A. Portanto,
1=ab+y=ab+0=ab,
desde que y € M. A igualdade 1 = ab nos diz que a é invertivel e, por isso, A/M é corpo.

Reciprocamente, tomemos um ideal (J de A tal que M & J. Logo existe a € J com a #= M, de

modo que @ # 0. Como A/M € um corpo, existe b € A/M tal que
a-b=1 © ab=1(mod M) & ab=1+m,,
comm, € M, isto é,
1 =ab —m,.

Como a € J, entdo ab € J. Também, m, € M implica quem, € J, poisM c J. Logo 1 € J,

ou seja, J = A.
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Teorema 2.15 Sejam A um anel comutativo com unidade e P um ideal de A. Entéo P é primo

se, e somente se, 4/p, & um dominio.

Demonstracdo: Suponha que P é um ideal primo de A e sejam a,EeA/P tais que

a-b=a-b=0,ouseja, ab € P. Como P é primo,
a€P ou bEeP,
ou seja, @ = 0 ou b = 0. Portanto, 4/, é um dominio.
Reciprocamente, sejam a, b € A séo tais que ab € P. Logo, em A/P,
ab=0 = a-b=0 > a=0 ou b=0,

ja que A/P € um dominio. Assim, a € P ou b € P. Com isso, concluimos que P € primo.
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3. TEOREMA FUNDAMENTAL DOS HOMOMORFISMOS DE ANEIS

O principal tema desse capitulo, e desse trabalho de modo geral, € mostrar e demonstrar
que um anel A quocientado por um nucleo de uma fungdo homomérfica é isomorfo a imagem

dessa funcéo. A partir desse teorema iremos abordar alguns exemplos e aplicages.

Teorema 3.1 (Fundamental dos Homomorfismos). Seja f : A — B um homomorfismo de
anéis. Entao,

A ~
/ker(f) = Im (f).
Demonstracdo: Inicialmente vamos definir uma funcéo ¢ : A/ker(f) - Im(f), e mostrar

que esta bem definida:
2 A/ker(f) - Im(f)

x + ker(f) -~ f(x).

De fato, se X,y € A/ker(f) sdo tais que X, = y, entdo

x =y (modKker(f)),
ou seja, x =y + a, sendo a € ker(f). Assim, f(a) = 05, de modo que
p(x) =fx) = fy+a)

=fM+f(a

=f

= o).
Portanto, ¢ esta bem definida. Agora vamos mostrar que a funcéo € bijetora. Veja que

pD =@ =>f)=fQ)=>f)-f) =fx—-y) =0z

Logo, x — y € ker(f), isto &, x = y + a para algum a € ker(f). Com isso,

X=y+a=y+a=y,
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ja que a=0. Dessa forma, ¢ € injetora. Veja que ¢ é sobrejetora, pois dado

y € Im(f), entdo y = f(x) parax € A, logo
¢ (x +ker(f)) = f(x) = y.

Para finalizar veremos que a funcéo ¢ é um homomorfismo. Dados X,y € A/ker(f)’ temos

pEX+y)=9pk+y)
=flx+y)
=fx)+f)

=@ (X)) +¢ ()

p(-y)=¢ &Y
=f(x-y)
=fC)-f()
=9 @) -9 ().

Portanto ¢ é um homomorfismo. Concluimos que ¢ € um isomorfismo, isto &, A/ker(f) ~
Im (f).
Exemplo 3.1 A fungdo f: Z — Z, dada por f(a) = a é claramente um homomorfismo

sobrejetor, chama-se homomorfismo canénico. Vamos mostrar que Z/nZ é isomorfo a Z,,.
Solucéo: Considere a funcéo
Y: Z/ nz Ly
xX+nZ - X

Sem muitas dificuldades vemos que y esta bem definida. Assim, dados x + nZ e y + nZ

elementos quaisquer de Z/nZ' temos

y[(x+nZ)+ (x+nZ) = y((x+y)+nZ)

Il
=
+

<

Il
x|
+

<
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= y(x+nZ)+y(y+nZ)

Y [(x +nZ) - (y + nZ)] = y(xy + nZ)

=Xy

Il
x|

"y
=y(x+nZ) -y (y+nZ)

Logo, y € um homomorfismo. Agora, dado X € Z, com x € Z, € claro que x + nZ € Z/nZ e

y(x + nZ) = x, ou seja, y é sobrejetora. Por fim,

y(x+nZ)=y(y+nZ) ©x=y < x=y+kn,paraalgumk € Z.

Por isso,
x+nZ=(y+kn) + nZ
= (y + nZ) + (kn + nZ)
=y +nZ.
isto é,

x +nZ =y + nk.

Ja que kn + nZ = nZ e nZ é o zero do anel Z/nZ' Isso mostra que y € injetora e, com isso,

concluimos que Z/nZ é isomorfo a Z,,.

Exemplo 3.2 Vamos considerar o anel

A ={(g Z) ta,b € ]R} c M,(R)

e seja I 0 seguinte ideal de A

1={(g g):beIR{}.

Vamos mostrar que A/ 1 € isomorfo ao corpo dos numeros reais.

Solucgao: Claramente A é subanel de M,(R). Tomando agora



zz{(g CCZ)EA, com c,dE]R}

e sendo x, y € I tais que

x=(0 bl) e y=(0 bz), com by, by,c,d €R,

0 0 0 0
implica que
<r=G -6 %)
=(8 blgbz)el,
e

e 96
=(0 Cbl)el.

0 O

Logo, I € um ideal de A. Agora vamos descrever os elementos do anel A/]. Dado

(g Z) €4,

temos que

Sabendo que

entéo

Ademais, para a, b € R,

se, e somente se,

52
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6 -G »=(%" 2t
isto é, se, e somente se, a — b = 0, de modo que a = b. Logo,

A/I={(g 2)+I:aE]R}.

Agora vamos verificar que a funcdo f : A — R dada, para qualquer

x=(g 2)EA

por
fx) =a,

€ um homomorfismo, pois dados x,, x, € A tais que

_ (a1 b, _ (a2 bz)
n=(5 o) ¢ ==(T o)

entao
O +x) =f ((“1 0o f;))
=a, +a;
= f(x1) + f(x2)
e

fQxgxp) = f((a16a2 21 ZZ))

=4a;- a;

= f(x1) - f(x2).

Com isso, vemos que f € um homomorfismo que € claramente sobrejetor. Para finalizar, dado

xz(g Z)EA,

entdo

x€ker(f) © fx) =0 a=0.
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Logo,

ker(f) = {(g 2) EA:DbE ]R}

=1.
Portanto, pelo primeiro teorema do homomorfismo temos que

M (Z)
Exemplo 3.3 Mostrar que m ~ M,(Zy).

Solucéo: Dada a fungéo,

w : My(Z) —  My(Zy)
(a b) - (a 15)
c d ¢ d
veja que,

Im(w) = {w (CCL Z);a, b,c,d € Z}

ou seja,
Im(w) = {(C_f Il), ab,c,de Zn}
Cc
= My (Zy,).

Mostraremos que w é um homomorfismo. Dados, (al bl) , (a2 bz) € M, (Z) temos que
1 dq c; dy

a, b1> (az b2> _ (a1+a2 b1+b2)
w((cl d, + c, d, - c,+c, dy+d,

_(ay+ay; by+by
c;+c, di+d,

a;+a; b +b,
a+c6 di+d,

(@ B, (% B
€1 dq C; by
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_ a, b1) (az bz)
=w (C1 d, + w ¢, dy)

w <(a1 b1> . (az bz)) —w ((a1a2 + bic;) (a1b, + b1d2))
1 dq c; dy (cia; +dicy)  (c1by +dydy)

_ <(a1a2 +bic;) (aby + b1d2)>
(cia; + dicz) (c1by + didy)

_(@ b\ (@ b,
& di) \& b,
_ a; b1)_ (az bz)
_w(c1 dq @ c; dy)
Logo, w é um homomorfismo. Agora veja que
_{(a b (a b)z(ﬁ 6)}
o ={ (¢ ema: (¢ 5)=(§ J)
Temos que,

g>=>a,13,c‘,ci= 0

—
o QI
Qo
N
Il
—
Ol Ol

< a,b,c,d € nZ

logo, ker(w) = M, (nZ). Portanto, pelo teorema fundamental do homomorfismo de anéis,

My(Z)
Mz(nZ) - MZ(Zn)-

Corolario 3.1 (2° Teorema do isomorfismo) Sejam B um subanel de um anel A e I um ideal

de A. Entao,

B ~ B+1
/Bﬂl_ /I

Demonstracdo: Notemos que dados b, +iy,b, +i, € B+ 1 com b,,b, €EB e i, i, €1

temos que

(bl + ll)(bz + lz) = b1b2 + bliz + ilbz + iliZ € B + I
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(b1+i1)_(b2+i2)=b1_b2+i1_i2 EBH+1I.

Sendo assim, B + 1 & um subanel de A e[ um ideal de Ase,x,y €l eb+i € B +1, onde
b € B, i €1,entdo

x—y€el

(b+i)x=bx+ix €1.

Portanto, I é um ideal de B + 1. Agora, se x,y € BN I, com isso, tanto x, y pertence ao
subanel B do anel A e dai resulta que x — y € B, quanto x,y pertence a I, donde segue que

x—y€el.Comox—y€eBe x—yE€lentdo
x—y€EBNI

Sejama e Bex € BNnl,temosquex € Bex € [ o que implicaque ax € B, eax € I, jaque

por hipdtese I € um ideal. Consequentemente,
ax EBNI.
Logo, B N1 é um ideal de B. Agora considere a funcéo
f: B - B+ I/I
x B x+Il=x
Dados x,y € B + I, temos

fx+y)=x+y=x+y=f)+fQ)

f-y)=xy=x-y=f0) fQ).

Com isso, f ¢ um homomorfismo. Por outro lado, se ¥ € B "‘I/I, entdo x = x + 1, com

x=b+a,emqueb € Bea €. Logo,
x=Mb+a)+1

=b+D+@+]1)
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=b+]1,

pois a + I = I. Portanto f(b) = x e, assim, f € sobrejetiva. Assim, segue que

Blkercry = P

Para finalizar, dado x € B, entdo sendo I o zero do anel quociente B + I/I, temos
xeker(f)efx)=Ilox+I1=1,
ou seja,
x€ker(f)exel e xeBoxeBNI.

Portanto, ker(f) = B n I. Consequentemente,

B ~ B+1
/BnI - +/I'

Corolario 3.2 (3° Teorema do Isomorfismo) Sejam J e I ideais de um anel A onde J c I.

Entao,

Demonstracao: Vamos definir a fungéo:
fe4 Jg A/
at+J — a4+l

observe que f € um homomorfismo sobrejetor, pois dadoa + I € A/I e sabendo que J c I,

entdo existe a + J tal que f(a + J) = a + I. Agora, dados a, + J, a, + J, temos
fllag+ D+ (a+PD)=(a,+a) +J
=(a;+a,) +1
=(a,+D+ (ay +1)

=fla;+J) + f(az +J)

flla; + 3)-(ag +J) = (a1a,) + J



= (a1a,) +1

=(a;+D+(a, +1)

=flar+ P - flaa+ )
logo, f € um homomorfismo. Para finalizar, seja

at+Jeker(f) o fla+J)=a+1=1
pois,a+I={a+x;x€l}={0+x; x €I}, comisso, a € I.
Dai,
ker(f) = {a+J;aEI}=I/J.

Portanto,

58
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4. CONCLUSAO

Esse Trabalho foi elaborado com o intuito de mostrar a importancia do estudo da algebra
abstrata e sua vasta aplicacdo na matematica. Além disso, foi visto que algebra pode
facilmente manter relagdes com algumas areas, como Teoria do Numeros e Analise por

exemplo, a fim de esclarecer e fundamentar a natureza de diversas estruturas.

A algebra é uma area onde a abstracdo € predominante, pensando nisso, este trabalho tem
como finalidade explicar de maneira objetiva e descomplicada, o conceito da estrutura anel e
a construcdo de seus mais importantes subconjuntos, tendo um propésito ainda maior,
compreender o teorema fundamental dos homomorfismos de anéis, com o auxilio de
exemplificagdes para facilitar ainda mais o entendimento dessa relevante area da matematica

superior.
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