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“Geometria é a arte do raciocinio correto de
figuras desenhadas incorretamente.”

Henri Poincaré



RESUMO

O presente trabalho consiste em um estudo envolvendo a Geometria Diferencial de curvas
e superficies, nos seus aspectos mais elementares. Baseados nas referéncias [I] e [2], mos-
traremos que toda superficie regular compacta admite ao menos um ponto eliptico, isto é,
sempre possuird ao menos um ponto em que a curvatura Gaussiana é estritamente posi-
tiva. Além disso, como ilustracao desse fato, mostraremos que todo ponto de uma esfera é
eliptico. A metodologia empregada neste trabalho consiste em uma revisao da literatura
matematica que versa sobre tais conhecimentos. A forma como decidimos apresentar o
tema foi iniciando com alguns conceitos topoldgicos do espaco euclidiano, por conseguinte,
abordamos algumas nogoes basicas de continuidade e diferenciabilidade e finalizando com

a nocao de curvas diferenciaveis e suas propriedades.

Palavras-chave: Geometria diferencial. Superficies regulares. Superficies compactas.



ABSTRACT

The present work consists of a study involving the Differential Geometry of curves and
surfaces, in its most elementary aspects. Based on references [I] and [2], we will show that
every compact regular surface admits at least one elliptical point, that is, it will always
have at least one point where the Gaussian curvature is strictly positive. Furthermore,
as an illustration of this fact, we will show that every point on a sphere is elliptical.
The methodology used in this work consists of a review of the mathematical literature
that deals with such knowledge. The way we decided to present the topic was starting
with some topological concepts of Euclidean space, therefore, we approached some basic
notions of continuity and differentiability and ending with the notion of differentiable

curves and their properties.

Keywords: Differential geometry. Regular surfaces. Compact surfaces.
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1 INTRODUCAO

A geometria diferencial classica se concentra basicamente ao estudo das propri-
edades de curvas e superficies. Nesse estudo, se destaca as superficies regulares: que
sao objetos que estao imersos sobre o espaco euclidiano, por exemplo, esfera, elipsoide,
paraboloide, plano, entre outros. Esses objetos matematicos tém sido amplamente estu-
dados de duas perspectivas: de forma intrinseca, que esta ligado apenas aos coeficientes
da primeira forma fundamental, ou seja, se faz geometria sobre essas superficies sem fazer
referéncia ao espaco ou ambiente que elas estao colocadas, e também de forma extrinseca,

que faz referéncia a suas propriedades levando em consideragao o espago euclidiano.

Ao longo do trabalho, iremos lidar apenas com superficies regulares orientéveis, ou
seja, superficies que admitem um campo diferenciavel de vetores normais e unitarios, em
que denotaremos por N, onde a escolha de tal campo serd chamada de uma orientacao
dessa superficie. Com isso, sendo S uma superficie com orientagao N, damos origem a um
operador auto-adjunto dN, em que definimos a curvatura Gaussiana de S em p, denotada
por K(p) e definida por

K(p) = det(dN,).

Por meio da curvatura Gaussiana, podemos caracterizar todos os pontos de uma
superficie regular orientével qualquer, os pontos de uma superficie podem ser: elipticos,
hiperbolicos, parabdlicos e planares. Vale ressaltar que a classificagao da curvatura nao

depende da orientagao escolhida para superficie S.

Considerando p um ponto eliptico de uma superficie S, tem-se que a curvatura
Gaussiana K (p) sera positiva. Nosso objetivo nesse trabalho sera mostrar que toda su-
perficie compacta (limitada e fechada em R?) tem ao menos um ponto eliptico. A esfera
S%(r) de raio r ¢ um exemplo de uma superficie compacta em que todos os seus pontos
sao elipticos (ver Exemplo [5.5).

Ademais, este trabalho é apresentado em cinco capitulos, faremos uma pequena
descricao sobre cada um: no Capitulo 2 apresentamos alguns resultados fundamentais
para nosso objetivo principal. Inicia-se com defini¢oes e exemplos de algumas nocgoes to-
poldgicas, como bolas e esferas, conjuntos abertos, fechados, compactos, homeomorfismos
e difeomorfismos. No Capitulo 3 veremos os conceitos bésicos de geometria diferencial,
comegando com curvas parametrizadas diferenciaveis e finalizando com a Base de Frenet
e suas formulas. No Capitulo 4 abordaremos as superficies regulares, Aplicacao de Gauss
e a Segunda Forma Fundamental. Na sequéncia, tem-se o Capitulo 5, onde mostraremos

a prova da Existéncia de Pontos Elipticos em Superficies compactas e finalizaremos com
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a comprovacao de que todos os pontos de uma esfera sao elipticos. Por fim, no Capitulo

6, serao deixadas as consideragoes finais.
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2 NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo serao apresentados varios resultados fundamentais para assuntos fu-
turos deste trabalho. Primeiramente veremos algumas nogoes topologicas e finalizaremos
com os conceitos de homeomorfismos e difeomorfismos. Caso o leitor queira verificar as
demonstragoes e se aprofundar mais nos resultados que serao apresentados nesse capitulo,

recomendamos a leitura de [4] e []].

2.1 Nocgoes topolédgicas

2.1.1 Bolas e esferas

Definicao 2.1. Seja a € R” e r > 0 ntumero real. Entao, tem-se:

e Bola aberta de centro a e raio r

B(a,r) ={x e R";||lx —a|| < r}

e Bola fechada de centro a e raio r

Bla,r] ={z e R"; ||z —a| <7}

e Esfera de centro a e raio r

Sla,r] ={z e R"; ||z —a] = r}

Observagao 2.2. Bla,r| = B(a,r) U S|a,r].

Observagao 2.3. A esfera unitaria (raio de comprimento igual a 1 e centro na origem)

do R™ é denotada por S"~! e dada por
St = {z e R |Jzf| = 1}.
Em R3, a esfera unitaria sera

§? = {z e R% x| = 1}.

Definicao 2.4. Um conjunto X C R" é limitado quando existir ntimeros reais a e r > 0,
tal que
X C Bla,r].
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Observacao 2.5. Toda bola Bla,r] é limitada.

2.1.2  Conjunto aberto

Definicao 2.6. Seja a € X C R". Dizemos que a é um ponto interior a X se existir

algum r > 0, tal que
B(a,r) C X.
Observagao 2.7. O conjunto de todos os pontos interiores a X seré denotado por int.X.

Exemplo 2.8. Seja X = {(a,b) € R* b > 0}. Todo ponto do conjunto X ¢ interior. De
fato, pois basta tomar 0 < r < b.

Definigao 2.9. Um conjunto A sera dito aberto quando A = intA, isto é, se todos os

seus pontos forem pontos interiores.

Exemplo 2.10. A bola aberta B(a,r) é um conjunto aberto. De fato, seja b € B(a,r),
entao temos que ||b — a|| < r. Agora, considere 0 < 6 < r — ||b — al|, e seja a bola aberta
B(b,§). Queremos mostrar que B(b,0) C B(a,r). Seja x € B(b,0), entdo ||b — x| < 0.

Agora, note que
la —zf| <fla = bl + b — || <lla=bl[+6 <la—b]+r— a0
ou seja, |la —z|| <.

2.1.3 Sequéncias em R"

Definicao 2.11. Uma sequéncia em R" é uma funcao

z : N—=R"

k —— x,

com T = (T, Ty, -y Tk, )5 Th, € Ry 1€ {1,...,n}.

Sejam z;, € R" e a € R™. O limy_, Tr = a se, e somente se, para todo € > 0 existe

ko € N, tal que k > ko implica ||z, — al| < g, ou seja, Vk > ko = x € B(a,¢).

Teorema 2.12. Sejam z, € R" e a € R". z, = (xp,,...,Tx,) converge para a =

(ay,as, ..., a,) se, e somente se,

lim xy, = ay, im zy, = ag, ..., lim z3, = a,.
k—oo k—o0 k—oc0
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2.1.4 Conjunto fechado

Definicao 2.13. Sejam a € R" e X C R". Dizemos que a é um ponto aderente a X se

existir x,, em X tal que z, — a. O conjunto de pontos aderentes a X sera denotado por
X (fecho de X).

Definicao 2.14. X é dito um conjunto fechado quando X = X.
Observagao 2.15. Se a € X, entao a é aderente a X.

Teorema 2.16. Um ponto a € X se, e somente se, toda bola B(a,r) N X # @.

Demonstracdo. Se a € X, entdo existe z, € X tal que 2, — a, para todo r > 0 e existe
ko € N tal que k > ky. Logo, ||z —al| < r, assim zy € B(a,r), ou seja, B(a,r) N X # &.
Agora, se existe z, € X, entdo z, — a, logo, a € X. [ |

Definigao 2.17. Seja a € R" e X C R™. A distancia do ponto a até X sera:

d(a, X) = inf{||z —a|;x € X}

Observacao 2.18. d(a,x) = limg_, ||z — all.

Definicao 2.19. Seja a € R" e X C R". Dizemos que a é ponto de acumulacao de X se
para todo r > 0 tal que B(a,r) contém pontos de X — {a}.

Observagao 2.20. Seja X’ = {conjunto dos pontos de acumulagao de X}. Se a ¢ X',

entdo a é dito ponto isolado, isto &, existe r > 0, tal que B(a,r) N X = {a}.
Teorema 2.21. Seja a € X C R". Sao equivalentes:

1. a é ponto de acumulacao;

2. a ¢ limite de uma sequéncia z, € X — {a};

3. Toda bola de centro a tem uma infinidade de pontos de X.

2.1.5 Fronteira ou bordo

Defini¢ao 2.22. A fronteira (ou bordo) de um conjunto X C R" é o conjunto 90X, onde

0X =X NR\ X

Observagao 2.23. a € 0X se, e somente se, toda bola aberta de centro a contém pontos
de X e pontos de X¢. a € 0X se, e somente se, para todo 7 > 0, B(a,r) N X # @ e
B(a,7r)N X # @.
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Observagao 2.24. 90X é um conjunto fechado.
Observacao 2.25. R” = intX U intX% U 0X.

Observagao 2.26. A é aberto se, e somente se, 0AN A = @. F é fechado se, e somente
se, OF C F.

Exemplo 2.27. 0B[a,r] = Bla,r] "R\ Bla,r] = Bla,r] N (R"\ B(a,r)) = Sla,r],
portanto, a esfera é um conjunto fechado.

2.1.6 Conjuntos compactos

Definicao 2.28. Um conjunto K C R™ é compacto quando for limitado e fechado.
Exemplo 2.29. Bla,r] e Sla,r] sdo conjuntos compactos.

Exemplo 2.30. Z" é um conjunto fechado, mas nao é limitado, logo, nao é compacto.

2.1.7 Cobertura

Definicao 2.31. Uma familia C de conjuntos C) cuja reuniao contém um conjunto X
¢ chamada cobertura de X. A condigao X C |J,., C) significa que, para cada z € X,
deve existir (pelo menos) um A € L tal que x € C. Uma cobertura ¢ dita aberta quando
todos os conjuntos C) sdo abertos. Quando L = {\,...,\,} é um conjunto finito, diz-
se que X C C), U..UC,, éuma cobertura finita. Se L' C L & tal que ainda se tem
X C Uyep Cv, diz-se que C" = (Cy)ners ¢ uma subcobertura de C.

Teorema 2.32. (Borel-Lebergue) Seja K C R™ compacto e A, conjuntos abertos, com

A € L. Toda cobertura de K admite subcobertura finita, ou seja,

KCA UAU...UA,.

2.2 Aplicagoes continuas

Definicao 2.33. Sejam X C R" e uma aplicagao

f: X—=>R"
z— f(x) = (fi(x), f2(x), .., ful2)),

onde f; : X - R;v=1,...,n.

Uma aplicacao f : X — R™ é continua em a € X, se:

Ve>0,30 >0,z € X, ||z —al]| <0=|f(z) — fla)] <e. (2.1)
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Equivalente a ({2.1)), temos:

VB(f(a),e), existe B(a,d) tal que f(B(a,d) N X) C B(f(a),e).

Observacao 2.34. f : X — R™ é continua se, e somente se, para todo aberto A C R",
f7Y(A) é aberto em X.

Observacgao 2.35. f : X — R" é continua se, e somente se, as funcoes-coordenadas

fi, f2, ... fn, s@0 continuas.
Exemplo 2.36. A aplicacao

f : R—R?

x — (sen(z), cos(x))
é continua. De fato, defina
fi:R—R e forR—R
x — sen(x) x — cos(x)
sao fungoes continuas, segue pela observagao que f: R — R? ¢ continua.
2.3 Homeomorfismos

Os homeomorfismos sao aplicagoes que preservam estruturas topoldgicas dos con-

juntos.

Definicao 2.37. Sejam X C R" e Y C R™. Dizemos que a bije¢ao f : X — Y é um

homeomorfismo se f e f~! forem continuas.

Observagao 2.38. Se f : X — Y for um homeomorfismo, entao os conjuntos X e Y sao

ditos homeomorfos.
Exemplo 2.39. As bolas B(0,1) e B(a,r) sao homeomorfas. De fato, defina as fungoes
f:B(0,1) — B(a,r) e g: B(a,r) — B(0,1)
1
T ar+a yr— —(y —a).
r
Observe que f e g sao continuas, e mais, g = f~ !, pois

) = glar+a) =1 (ar+a) ~a) = o ) = T =z

fat) = £ (30 -a)) = (Fo-0) r+a=y—ara=y.
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Logo, B(0,1) e B(a,r) sao homeomorfas.
Observacao 2.40. Quaisquer bolas abertas no R™ sao homeomorfas
Exemplo 2.41. A aplicagao

f : [0,2m) = S!
0 — (cos(f),sen(h))

nao ¢ um homeomorfismo. Note que S' é um conjunto compacto, ja o intervalo [0, 27)
nao é compacto. Logo, f nao é homeomorfismo.
2.4 Aplicacgoes diferenciaveis

Definigao 2.42. Seja U um conjunto aberto, com U C R". Dizemos que f: U — R™ ¢
diferenciavel em x € U, se existir uma transformacao linear 7' : R®™ — R™ e uma aplicagao
r =r(h) tal que

flx+h)— flx)=T,+r(h) e }Lim —= =0.

Exemplo 2.43. Seja

f @ R"=R
Temos entao
fle+h)—fl@) = llz+h)*—|=?

= (r+hx+h)—(z,2)

= (@) + 2(z, h) + (h, h) — (z7]

= 2w, h) + |[n]*.
Sendo r(h) = ||h||?, temos
h h|
tim ) i IR i i = 0.
h—0

h—0 ||h|| h—0 W

Com isso, podemos concluir que f é diferencidvel.
2.5 Difeomorfismo

Definicao 2.44. Sejam X e Y conjuntos abertos, com X C R" e Y C R™. Uma
aplicacao f : X — Y é um difeomorfismo se f for bijetiva, onde f e f~' : Y — X forem

diferenciaveis.
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Observagao 2.45. Se f : X — Y for um difeomorfismo, entao para todo a € X temos

que f'(a) : R" — R™ sera um isomorfismo (em particular, m = n).

Exemplo 2.46. Seja

f: R=>R
s

Para que f seja um difeomorfismo, f e f~' devem ser diferenciéveis. Como f~'(y) = ¥/,

e f~! nao é diferenciavel na origem, podemos concluir que f nao é um difeomorfismo.

Definicao 2.47. Seja U um conjunto aberto com U C R™. f : U — R"™ é um difeo-
morfismo local se para todo x € U existem abertos V C U e W C R” tais que x € V e
f(z) € W, onde f‘v : V. — W & um difeomorfismo.

Teorema 2.48. (Teorema da aplicagao inversa) Seja U um conjunto aberto com
UCR"e f:U — R" diferenciavel. Suponha que para todo a € U, f'(a) : R — R"
seja isomorfismo, entao vai existir V', um conjunto aberto, com V' C U, onde a € V e
f(V) =W aberto e f‘v : V' — W é um difeomorfismo.

Exemplo 2.49. Seja
f : R* = R?
(2, y) = (e” cos(y), e” sen(y)).
f €& um difeomorfismo local. De fato, defina fi(z,y) = e cos(y) e fa(z,y) = e*sen(y),

on  oh e?cos(y) —e”sen(y)
Jp(x,y) = (% %) = ( .

5 Oy e’sen(y) e*cos(y)

temos

Agora, note que
det(Jy(z,y)) = €**(cos*(y) + sen’(y)) = €** # 0,V(z,y) € R%.

Isso implica que f'(x,y) : R* — R? ¢ isomorfismo. Pelo teorema da aplicagao inversa, f
é um difeomorfismo local.
Exemplo 2.50. Seja U um conjunto aberto, com U C R?, f : U — R? diferenciavel. Se
(a,b) € U e g—i(x,y) # 0, entao
¢ : U—R?
(z,y) — (z, f(z,9)).
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¢ um difeomorfismo local. Note que

1 0
Jo(z,y) = <8f af

5 (®y) 5 (@)

) = det(Jy(x,y)) = g—jyc(:c,y) # 0.

Como det(J,(z,y)) # 0, temos que ¢'(x,y) : R? — R? ¢ isomorfismo. Dai, pelo teorema

da aplicacao inversa, ¢ ¢ um difeomorfismo local.
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3 CURVAS PARAMETRIZADAS

Neste capitulo veremos alguns conceitos basicos de geometria diferencial, come-
¢ando com curvas parametrizadas diferencidveis, sendo elas regulares, simples e planas,
passando por mudancas de paradmetros e parametrizacao pelo comprimento de arco e fina-
lizando com a Base de Frenet e suas formulas. Os resultados apresentados nesse capitulo

podem ser vistos com mais detalhes em [I], [2] e [3].
3.1 Curvas parametrizadas diferenciaveis em R? e em R3
3.1.1 Curvas Parametrizadas Diferenciéveis

Definigao 3.1. Uma curva parametrizada diferencidvel no R? é uma aplicacao

a : I — R?
a(t) — (x(t),y(1)),
de classe C*°, definida num intervalo aberto I C R, com t € I. Ou seja, suas fungoes
coordenadas x,y : I — R tém derivadas de todas as ordens. Dizemos que t é o pardmetro

da curva, a(l) é o trago de av e o/(t) = (2'(t),y'(t)) é o vetor tangente a a em t € I. Em

R? a definicdo ¢ similar, mudando somente a quantidade de coordenadas.
Exemplo 3.2. A curva a : R — R? «(t) = (rcost,rsent), com r > 0, ¢ uma curva
parametrizada diferenciavel, pois suas fungoes coordenadas

t—rcost e t—rsent

tém derivada de todas as ordens para todo t em R. O trago de o é um circulo de centro

na origem e raio r, ja o/(t) = (—rsent,rcost) é o vetor tangente a o em t € R.

Figura 3.1 — Circulo «a(t) = (rcost,rsent)

Y
p ()

Fonte: Adaptado de Delgado e Frensel, 2017.
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Exemplo 3.3. A curva 8: R — R3, 3(t) = (acost,asent,bt), com a > 0e b+ 0, ¢ uma

curva parametrizada diferenciavel, pois suas func¢oes coordenadas
t+— acost,t— asent e t v+ bt

tém derivadas de todas as ordens para todo ¢t € R. O traco de § é uma hélice circular.

p'(t) = (—asent,acost,b) é o vetor tangente a f em t € R.

Figura 3.2 — Hélice Circular

z

p'(t)

)
T

Fonte: Adaptado de Delgado e Frensel, 2017.

3.1.2 Curvas Parametrizadas Diferenciaveis Regulares

Definigao 3.4. Uma curva parametrizada diferenciavel o : I — R?(ou o : [ — R3?) ¢
dita regular em t = ty € I quando o'(tg) # 0. Um ponto singular de o & um valor do
parametro ¢ tal que o/(t) = 0. Dizemos que a é uma curva parametrizada diferencidvel

reqular se « for regular em todos os pontos t € I, ou seja, se o/(t) # 0, para todo ¢ € I.

Exemplo 3.5. Note que a : R — R? a(t) = (rcost,rsent), comr > 0e 8 : R — R3
B(t) = (acost,asent,bt), com a > 0 e b # 0 sdo exemplos de curvas parametrizadas
diferenciaveis regulares. De fato, ja vimos nos exemplos anteriores que elas sao cur-
vas parametrizadas diferenciaveis. Lembrando que o/(t) = (—rsent,rcost) e /() =
(—asent,acost,b) para todo t € R e observando que as fungdes t — cost e t — sent
nunca se anulam simultaneamente, segue que o/(t) # (0,0) e §'(t) # (0,0,0) para todo

t € R, ou seja, a e [ sao regulares.

Exemplo 3.6. A curva parametrizada
7R REA() = (8,87)

¢ diferenciavel, pois suas funcoes coordenadas t +— t3 e t — t? possuem derivadas de todas
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as ordens para todo ¢ € R. Enquanto, v nao ¢é regular, pois v/(t) = (3t2,2t) = (0,0) para
t =0. Isto é £ = 0 é um ponto singular de 7.

Figura 3.3 — Curva com bico

y A

SR

Fonte: Adaptado de Delgado e Frensel, 2017.

3.1.3 Reta Tangente

Definigao 3.7. Se uma curva parametrizada diferenciavel a : I — R? (ou a : [ — R?)
for regular em ¢t = t, € I (ou seja, o (t) # 0), definimos a reta tangente a o em t, como

sendo a reta 7y, que passa por a(ty), na dire¢do do vetor tangente o'(ty). Ou seja,

ry, = {a(to) + 7 (to)|T € R}.

Figura 3.4 — Reta tangente a pardbola
Y i,

a’(to),

o(to)

Fonte: Adaptado de Delgado e Frensel, 2017.

Exemplo 3.8. Vamos determinar a equacao da reta tangente a curva parametrizada
diferenciavel regular 8 : R — R3, 3(t) = (acost,asent,bt), com a > 0 e b # 0 em
t = . Temos: §'(t) = (—asent,acost,b) para todo t € R, 5(7) = (acosm,asenm,br) =

(—a,0,bm) e f'(r) = (—asenm,acosm,b) = (0,—a,b). Logo a reta tangente a S em t = 7
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rr ={(—a,0,bm) + 7(0,—a,b)|T € R} = {(—a, —ar,br + b7)|T € R}.

Figura 3.5 — Reta tangente a hélice circular

z

Y

X

Fonte: Adaptado de Delgado e Frensel, 2017.

3.1.4 Curvas Parametrizadas Diferenciaveis Simples

Definigao 3.9. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R? (ou o : [ — R3) ¢
dita simples se a aplicagao « € injetora, ou seja, se t1 # ty entdo a(ty) # a(ts), t1,t2 € L
Intuitivamente, numa curva parametrizada diferencidvel simples «, cada um dos pontos

do seu trago (/) é percorrido uma tnica vez.

Exemplo 3.10. As curvas parametrizadas diferencidveis 8 : R — R?, §(t) = (acost,
asent,bt), coma > 0eb # 0evy: R — R? ~(t) = (t1*) sao exemplos de curvas
simples. J4, a curva parametrizada diferenciavel o : R — R?, a(t) = (rcost,rsent), com

r > 0 ndo é uma curva simples, pois ela é periddica, com periodo 27. (Por exemplo,
a(2km) = a(0) = (,0),Vk € Z).

3.1.5 Curvas Parametrizadas Diferencidveis Planas

Definigao 3.11. Uma curva parametrizada diferenciavel o : I — R3 é dita plana se existe

um plano 7 de R? tal que a(l) C 7.

Exemplo 3.12. A curva parametrizada diferenciavel A : R — R, \(t) = (rcost,rsent,0),
com r > 0, ¢ um exemplo de curva plana, cujo trago é um circulo de centro (0, 0,0), raio
r, contido no plano z = 0. Entretanto, a curva parametrizada diferencidvel 5 : R — R3,

B(t) = (acost,asent,bt), com a >0 e b # 0, ndo ¢ uma curva plana.
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Figura 3.6 — Circulo contido no plano z =0

v4

d ;

T

Fonte: Adaptado de Delgado e Frensel, 2017.

Figura 3.7 — Curva nao plana

z

Y
z

Fonte: Adaptado de Delgado e Frensel, 2017.

3.2 Mudanga de parametros e orientacao de curvas
3.2.1 Mudanca de Parametros

Exemplo 3.13. Considere as seguintes curvas parametrizadas regulares:
a1 R — R ay(t) = (2cost, 2sent) e fBi: R — R2 Bi(s) = (2 cos (g), 2sen(§>>.

Note que, Vs € R, Bi(s) = (2cos(5),2sen (5)) = ai(5). Logo a e B tem o mesmo trago.
Porém,
o) (t) = (—2sent,2cost),Vt € R;

/() = L(—2sen (5) 2008 (5)) = Lo (2
1(s) = 2( ZSen(Q),Qcos(2)) = 2a1(2),‘v’s c R.



26

Figura 3.8 — Curva Circular Parametrizada

yl

a1(0) = (0,2)

p1(0) = (0,2)

(2,0) = a1(0) = £1(0)

Fonte: Adaptado de Delgado e Frensel, 2017.

Proposigao 3.1. Sejam I, J C R intervalos abertos, a : I — R? (ou a : [ — R?) uma
curva diferenciavel regular e A : J — I uma funcao diferenciavel de classe C*° tal que
h(J) =1 e I'(s) # 0, para todo s € J. Entao a aplicagao 8 : J — R? (ou 8: J — R3),
definida por § = a o h, é uma curva diferenciavel regular que tem o mesmo traco de .

é chamada reparametrizacao de o por h. h é chamada mudanca de parametro.
Figura 3.9 — Diagrama da Mudanca de Parametros

y 4

gJ 3 B(s) = a(h(s))

SR

el

Fonte: Adaptado de Delgado e Frensel, 2017.

Observacao 3.14. A mudanca de parametro h : J — I é um difeomorfismo de classe C'*°.

Observagao 3.15. Se § for uma parametrizacao de « por h : J — I, isto é, f(s) =
(a0 h(s)) para todos s € J, entdao o serd uma reparametrizagao de 3 por h™' : [ — J,
pois (8o h™1)(t) = a(t) para todo t € I.
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3.2.2 Orientagao de curvas

Definicao 3.16. A orienta¢dao de uma curva regular o é o sentido de percurso do traco

de a.

Observacgao 3.17. Seja § = a o h uma reparametrizacao da curva «. Entao: e o tém
a mesma orientagao se h'(s) > 0 para todo s € J. [ e a tém orientagdes opostas se
h'(s) < 0 para todo s € J.

Voltemos ao exemplo |3.13}
ay i R — R? a(t) = (2cost,2sent) e [ : R — R? Bi(s) = (2cos (g),2sen(§)).

Tomando h : R — R, h(s) = 5, note que i ¢ um difeomorfismo de classe C*°. Além disso,

para todo s € R, W/(s) =1 > 0e Bi(s) = aq = (£) = au(h(s)) = (a1 0 h)(s). Logo, B ¢

uma reparametrizacao de oy, que tem a mesma orientagao de «;.

Exemplo 3.18. Considere as seguintes curvas diferenciaveis regulares:
a:R—R? at) = (t,2t);

B:R—=R?*B(s)=(—25+1,—4s+2).

Note que h: R — R, h(s) = —2s+ 1 é um difeomorfismo de classe C*°. Além disso, para
todo s € R, h'(s) = —2<0e f(s) =a(—2s+1) = a(h(s)) = (oo h)(s). Logo, B é uma

reparametrizacao de «, que tem orientagao oposta a «.

Figura 3.10 — Curvas Parametrizadas com orientagoes opostas

A A

Fonte: Adaptado de Delgado e Frensel, 2017.;
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3.3 Comprimento de Arco e Parametrizacao pelo comprimento de arco
3.3.1 Comprimento de Arco

Definigao 3.19. Sejam I C R um intervalo aberto e « : I — R*(ou a : I — R3) uma

curva diferenciavel regular. A funcao s: I — R, dada por

S(t) = / o/ (7)dr

é denominada func¢do comprimento de arco da curva «, a partir de £y, onde ty € I.

Figura 3.11 — Funcao comprimento de arco

o a(to)

a(t)

AT

A
J
t
Fonte: Adaptado de Delgado e Frensel, 2017.

Observagao 3.20. A funcdo comprimento de arco s : I — J, onde J = s(I), é um

difeomorfismo de classe C* sobre o intervalo aberto J.

3.3.2 Parametrizacao pelo comprimento de arco

Definigao 3.21. Seja o : I — R?(ou a : I — R3) uma curva diferenciavel regular.

Dizemos que « esta parametrizada pelo comprimento de arco (p.p.c.a.) se

t
/ lo/(7)lldr =t — t,
to

para todos tg,t € I,ty < t. Em outras palavras, o comprimento de arco da curva «, de %,

a t é igual ao comprimento do intervalo [to, t].

Proposigao 3.2. Uma curva regular a : I — R?(ou « : I — R?) esta parametrizada pelo

comprimento de arco se, e s0 se, ||d/(t)|| = 1, para todo t € I.

Exemplo 3.22. Considere a curva diferencidvel regular o : R — R?, dada por a(s) =
(rcos(2),rsen()), onde r > 0 ¢ uma constante. Temos que o/(s) = (—sen(£), cos(2)),
para todo s € R. Logo, ||a/(s)||* = (—sen(£))? + (cos(£))? = 1, para todo s € R. Por-
tanto, ||&/(s)|| = 1, para todo s € R. Segue da Proposi(;éo que « esta p.p.c.a.
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Proposigao 3.3. Sejam a : [ — R?*(ou a : I — R3) uma curva diferencidvel regular e
s: 1 — J,onde J = s(I), a fungdo comprimento de arco de «, a partir de ;. Entao,
existe a fungao inversa de s, denotada por h = s~!, definida no intervalo aberto J = s(I)
e f = a o h é uma reparametrizacao de «, onde [ esta parametrizada pelo comprimento

de arco.

Observacao 3.23. A aplicacao 8 da Proposicao [3.3| é dita uma reparametrizacio de «
pelo comprimento de arco. Note que esta reparametrizagao nao é tinica, pois depende da

funcao comprimento de arco que, por sua vez, depende de que t; foi fixado em 1.

Exemplo 3.24. Tomemos a curva regular o : R — R?% a(t) = (¢ cost,e'sent). Ela
¢ conhecida como espiral logaritmica. Vamos obter uma reparametrizacao de « pelo
comprimento de arco.

192 passo: Obtenhamos uma fun¢ao comprimento de arco de a. Para todo t € R, temos:
o/ (t) = (e’ cost — e'sent, e sent + €' cost) = e'(cost — sent,sent + cost)

llo/ (t)]|* = e**[(cost — sent)? + (sent + cost)?]
o/ (t)||* = e*[cos®t — 2costsent + sen®t + sen® ¢ + 2sent cost + cos® t]
[/ (B = 26% & [o/(8)] = Vet € R

Optamos por obter a fung¢ao comprimento de arco de «, a partir de ¢y = 0:

s(t) = /Ot o/ (7)||d7 = /Ot V2eTdr = \/2¢e7 ; =V2(e! —1),t eR

s(t) = V2! —V2,t € R.

29 passo: Obtenhamos h = s~!. Como
s(t) = V2! —V2,t € R,

temos

S(t) = \/§€t - \/§<:> \/iet = S(t) + \/§<:> et = —S(t)\j%\/i = t=1n <s(t) + \/§>

Note que
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pois s & continua e crescente, ja que s'(t) = v/2e! > 0, para todo t € R e

lim s(t) =—v2 e lim s(t) = 4o0.

t——o00 t—-+o0

32 passo: Obtenhamos = a o h. Para s € (—/2, +00), temos h(s) = In (”\/5) e

Bls) = alh(s))

() s (225)]. (225) s (2252))

Segue da Proposigao que a curva [ é uma reparametrizacao de o pelo compri-

mento de arco.
3.4 A Base de Frenet; Curvatura; Torgao; Formulas de Frenet
3.4.1 Curvatura

Seja o : I — R? uma curva regular p.p.c.a. A velocidade com que as retas tangentes

a o mudam de direcao ¢ denominada curvatura de «, precisamente temos:

Definicao 3.25. Seja o : I — R? uma curva regular p.p.c.a. A curvatura de o em s € I

é o numero real

k(s) = [la"(s)]
Exemplo 3.26. Seja a > 0 constante. Considere a curva regular:
3 s s
a:R =R a(s) = (acos (—),asen (—),0) ,s € R.
a a

O traco de a é um circulo com centro na origem, raio a, contido no plano zy. Para cada

s € R, temos:

a'(s) = (— sen (Z),cos (2),0) |’ (5)|)* = sen? (2) + cos® (2) +0%=1.

Logo, [|[&/(s)|| = 1, para todos € R, donde « esta p.p.c.a. Além disso, para todo s € R,

a’(s) = (—%cos (2),—ésen <§>,O) e (3)])? = % [cos.2 (2) + sen? (2)] = %

Logo, Vs € R, a curvatura de o em s é k(s) = || (s)]| = é

A proposigao a seguir caracteriza as retas como sendo as Unicas curvas regulares

com curvatura identicamente nula.

Proposigao 3.4. Seja a : [ — R? uma curva regular p.p.c.a. Entao o(/) ¢ um segmento

de reta se, e somente se k(s) = 0, para todo s € I.
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Demonstragao. (=) Se «(I) é um segmento de reta entao, temos «a(s) = Py + sv, s € I,
onde Py € R® e ¢ ¢ um vetor unitario de R? (pois « estd p.p.c.a.). Assim, para todo
sel,d/(s)=10ea"(s)=0. Logo, para todo s € I, k(s) = ||a"(s)| = 0.

(<) Suponhamos agora que k(s) = 0, ou seja, ||o”(s)|| = 0 para todo s € I. Logo,
a’(s) = 0e o/(s) = ¥, para todo s € I. Como « estd p.p.c.a., entao ||]| = 1, e com isso
temos a da forma «(s) = Py + st, para todo s € I, onde podemos finalmente concluir que

a(l) é um segmento de reta. |

3.4.2 A Base de Frenet

Observagao 3.27. Se a : I — R? ¢ uma curva regular p.p.c.a. entdo ||o/(s)|| = 1, para
todo s € I. Logo,
I/ (s)[|* = {e'(s),0/(s)) = 1, Vs € I
= d—(a'(s),o/(s)) =2(a"(s),0d/(s)) =0,Vs € I
s
= ("(s),d/(s)) =0,Vs € . = " (s) Ld/(s),Vs € I.

Portanto, nos pontos s € I onde k(s) # 0, isto é, a”(s) # 0, podemos definir um vetor

unitario na dire¢do de o’ (s).

Definigao 3.28. Sejam « : [ — R3 uma curva regular p.p.c.a. e so € I tal que k(sq) > 0.

O vetor

ﬁ(SQ) =

¢ denominado vetor normal a o em sg.
A reta normal a o em sy € I & a reta rz(sg) que passa por a(sp) na dire¢cdo do vetor
n(sg), ou seja,

r7(s0) = {a(s0) + T7i(s0)|T € R}.

Observacao 3.29. Denotando por (sg) = o/(sg), temos:

|£(s0)|| = 1, pois « esta p.p.c.a.,

Hﬁ(SO)H _ ||O/,<SO)H _ k’(So) -1

k(s0) k(s0)

(). o) = o), o) ) = sl (s, o) =0

Logo, t(sg) e 7i(sq) sdo vetores ortonormais e #'(sg) = a”(sq) = k(so) - 7i(s0), ou seja,

—

t,<80) = k’(So) : ﬁ(So).
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Figura 3.12 — Vetores ortonormais

a(sp)

F(S())

Fonte: Adaptado de Barbosa, 2021.

Observe que nos pontos s € I onde k(s) = 0, o vetor normal 7i(s) nao esta definido.
Para prosseguirmos com a analise local de curvas regulares p.p.c.a., devemos garantir a

existéncia desse vetor em cada s € I. Nesse sentido, temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.30. Dizemos que s € I é um ponto singular de ordem 1 se o/'(s) = 0. Os

pontos s € I onde o/(s) = 6, sao denominados pontos singulares de ordem 0.

Observacao 3.31. De agora em diante, s6 trabalharemos com curvas regulares p.p.c.a.,

sem pontos singulares de ordem 1.

A seguir, definimos um terceiro vetor que, juntamente com t e 72, formam uma base

ortonormal de R?3.

Definigao 3.32. Seja a : [ — R?® uma curva regular p.p.c.a. tal que k(s) > 0, para todo

s € 1. O vetor binormal a o« em s é

Observagao 3.33. Lembre que se @, € R3 sdo vetores nao nulos tais que @ nao é pa-
ralelo a ¥, entdo ¥ x UL, x L7 e ||u x ¥U|| = area do paralelogramo gerado por i e
7. Logo, para todo s € I, b(s)Li(s), b(s)Li(s) e ||b(s)|| ¢ igual a drea do paralelogramo

gerado por £(s) e 7i(s) =, ou seja, igual a area do quadrado de lado 1, que é 1.
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Figura 3.13 — Comprimento do vetor igual a area do paralelogramo

UXU
0l .
u U
= >

Fonte: Adaptado de Barbosa, 2021.

—

Para cada s € I, a base ortonormal {£(s), 7i(s), b(s)} ¢ denominada base (ou triedro)

de Frenet de a em s.

—

O plano que passa por «(s) e é paralelo aos vetores t(s) e 7i(s) ¢ denominado plano

osculador de o em s.

—

O plano que passa por a(s) e é paralelo aos vetores 7i(s) e b(s) ¢ denominado plano

normal a o em s.

— -

O plano que passa por a(s) e é paralelo aos vetores t(s) e b(s) ¢ denominado plano

retificante de o em s.

Figura 3.14 — Triedro de Frenet de o em s

Fonte: Delgado e Frensel, 2017.
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Observagio 3.34. Para cada s € I, o vetor §/(s) ¢ paralelo ao vetor 7(s).

Demonstracao. De fato, para cada s € I, temos:

b(s) = t(s) x 7i(s)

=b(s) = dii[f(s) x 7i(s)]
= #(s) xi(s) +t(s) x '(s)
= (k(s)fi(s)) x 7i(s) + t(s) x 7' (s) (segue da observacio 7)

Il
I o
+
~
—
V2]
N—
X
—~
V2]

Il
~
N
»
N~——
X
Sy
»

—,

Logo, para todo s € I, g’(s)J_t(s). Além disso, para todo s € I,
[B(s)l] = 1= (B(s). B(5)) = 1 = 2(5(5),b(s)) = 0 = (¥'(5). b(s)) = 0 = F'(s) Lb(s).
Dali, para todo s € I,

V(s)Li(s) e ¥'(s)Lb(s) = ¥'(s)L plano paralelo a (s) e b(s) =

= b'(s)L plano retificante de o em s =

= b/(s) paralelo & 7i(s) < b'(s) = 7(s)ii(s), com 7(s) € R.

3.4.3 Torcao

Definigao 3.35. Para cada s € I, o namero real 7(s) definido por
V(s) = 7(s)ii(s)
¢ denominado tor¢ao da curva a em s.

—

Observacgao 3.36. Note que 7(s) = (b/'(s),7(s)), Vs € I.
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Demonstracao. De fato,

Disso segue que, numa curva regular o p.p.c.a. sem pontos singulares de or-
dem 1, 7(s) pode ser positiva, negativa ou zero. Entretanto, k(s) > 0,Vs € I, pois
k(s) = || (s)|| > 0,¥s € I (a”(s) #0,Vs € I).

Observando que ||5/(s)|| mede a taxa de variagdo de b numa vizinhanga de s e b(s) L plano
osculador de v em s, logo |7(s)| = ||F/(s)|| mede o quio rapido a curva « se afasta, em

uma vizinhanca de s, do plano osculador de a em s.

Observagao 3.37. Seja a : I — R3 uma curva regular p.p.c.a. tal que k(s) > 0,Vs € I.
Uma vez que, para cada s € I, {i(s),(s),b(s)} ¢ uma base de R3, entdo podemos escrever

os vetores #'(s), 7 (s) e b'(s) como combinagdo linear de i(s),7i(s) e b(s) em s € 1.

Figura 3.15 — Vetores como combinacao linear

A




36

=11 (s) = 7(s) - (=0(5)) + k(s)(—t(s)) = ' (s) = —k(s)t(s) — 7(5)b(s),

onde usamos

Em suma:
Se a : I — R? é uma curva regular p.p.c.a. tal que k(s) > 0, para todo s € I, entao a
base de Frenet de o em s, definida por (s) = a/(s), 7i(s) = a]:(i‘;) e b(s) = t(s) x 7i(s)

satisfaz as equagoes

t(s) =k(s)-i(s) )
w(s) = —k(s)t(s) = 7(s)b(s)

Exemplo 3.38. Vamos obter, para cada s € R, a base de Frenet, a curvatura e a torcao

da curva regular p.p.c.a.

a(s)z(acos(;),asen( i ), bs ),SER,
Va? + b? Va2 +v2) Va?+b?

onde a, b € R sao constantes, a > 0.

Solugao: Para cada s € R, temos:
t(s) = d(s)
7 (o () o () )
= ——— | —asen | —— ),acos | ———),b |,
a? + b? a? + b? Va2 + b2

que é o vetor tangente a o em s. Agora, calculemos o modulo da derivada segunda de «

para encontrarmos a curvatura:

1 s S
! _ - o - . -
a’(s) = a2+b2( aCOS( a2+b2)’ asen( a2+b2)’0>
a S S
= —— — ), —— 1,0,
a? +b? (COS( a2+b2) Sen( a2+b2) )

o (s)]|? = @ [cos2 (;) + sen” (Lﬂ
(e + )2 a® + b? Va2 1 b2



Assim, a curvatura de @ em s é dada por

a

k(s) = llo" ()l = 545

Com esse valor, temos o vetor normal a o em s:

O que nos leva ao vetor binormal a o em s:

—

b(s) = it(s)x(s)

b

7 J k
a S a S
= VaZ+b2 Sen <\/a2+b2) VaZ+b2 cos (\/a2+b2> VaZ+b2
S S
cos { 7= sen ( o=z 0

1

e sua derivada

5’(5):; beos [ ———— ), bsen [ ————
a® + b2 a+0%)’ Va? + b?

que nos é util para calcularmos finalmente a torcao de o em s:

T(s) = (¥/(s),7i(s))

b 9 5 9 5
= —— —_— | + -
prRs [cos ( R bQ) sen 7

b
a? + b2’

b S - b S —
sen 7 — cos | ————
va?+ b2 <\/a2—l—b2> Va2 + b2 (\/a2~|—b2)

J+

s s
——— (bsen | — ), —bcos | — ),a |,
Va2 + b? < <\/a2+62> (\/a2+b2) )

)9)

+ 02}

a

—

—k

37
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4 SUPERFICIES REGULARES

Neste capitulo abordaremos um dos principais objetos da Geometria Diferencial,
a saber, as superficies regulares. Definiremos plano tangente, vetor normal, campo e
superficies orientaveis, e por fim a Aplicacao de Gauss e a Segunda Forma Fundamental.
Usaremos nesse capitulo, além das referéncias ja citadas, resultados de calculo que podem

ser vistos com maior riqueza de detalhes e demonstragoes em [9] e [10].
4.1 Superficies Regulares; Imagens inversas de valores regulares

Definicao 4.1. Um subconjunto S C R? ¢ uma superficie regular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V' de p em R? e uma aplicacao X : U — V' NS de um aberto U de
R? sobre VN S C R? tal que

1. X é diferenciavel. Isto significa que se escrevemos
X(uv U) = ([L’(U, U)’ y(“? U)? Z(U, U))’ (ua U) e,

as fungoes z(u,v), y(u, v), z(u, v) tém derivadas parciais continuas de todas as ordens

em U.

2. X é um homeomorfismo. Como X é continua pela condigao 1, isto significa que X

tem inversa X' : V NS — U que é continua.
3. (condigdo de regularidade) Para todo g € U, a diferencial dX, : R* — R3 & injetiva.

Proposicao 4.1. Se f : U — R ¢é uma funcao diferencidvel em um conjunto aberto U
de R? entdo o gréafico de f, isto ¢, o subconjunto de R* dado por (z,y, f(z,y)) para

(x,y) € U, é uma superficie regular.

Demonstracao. Basta mostrar que a aplicacdao X : U — R? dada por

X(u,v) = (u,v, f(u,v))

¢ uma parametrizacao do grafico, cuja vizinhanga coordenada cobre todos os pontos do
grafico. A condi¢ao 1 é verificada sem problemas, e a condi¢ao 3 também nao oferece
dificuldade, uma vez que d(z, z)/d(u,v) = 1. Finalmente, cada ponto (z,y, z) do grafico
¢ a imagem por X de um tunico ponto (u,v) = (z,y) € U. Consequentemente, X é
bijetiva, e como X! ¢ a restrigao ao grafico de f da projecao (continua) de R? sobre o

1

plano xy, X~ é continua, isto é

X' = Ol : R3 — R? O,z y,2) = (x,y).
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Definicao 4.2. Seja F' : U — R™ uma aplicagao diferenciavel definida no aberto U de
R"™. Dizemos que py € U ¢ um ponto critico de F' se a diferencial dF,, : R" — R™ nao ¢é
sobrejetora. Um ponto b € R™ é um wvalor critico de F' se existe um ponto critico py € U
tal que F(pg) = b. Um ponto a € R™ que nao é um valor critico de F' é chamado um

valor regular de F, isto &, dF, é sobrejetora para todo p € F~*(a).

Observagao 4.3. Pela propria definigao, se a ¢ F(U), entao a é um valor regular de F.

Observagao 4.4. A terminologia é evidentemente motivada pelo caso particular em que
f:U CR — R é&uma fungao real de uma variavel real. Um ponto xy € U é critico se
f'(xo) = 0, isto é, se a diferencial df,, leva todos os vetores em R no vetor nulo. Note que

qualquer ponto a ¢ f(U) é, trivialmente, um valor regular de f.

Figura 4.1 — Ponto criticode f : U CR — R

I dfxo(v)
c\%%?cRo (370) /
y = f(x)
dfz, (v) i
REGULAR (171)
w v, R
0 Zo N T T

Fonte: Adaptado de Carmo, 2005.

Se f: U C R* — R é uma funcao diferenciavel, entao df, aplicada ao vetor (1,0,0)

é obtida calculando-se o vetor tangente em f(p) a curva

r — f(x, %0, 20)-

Decorre dai que

0
4,(1,0.0) = 9 (o, 0. 20) = 1.
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e, analogamente, que
dfp<07 170) = fy7 dfp<0707 1) = fz-

Concluimos que a matriz de df, na base (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1) ¢ dada por

dfp = (fxa fy7 fz)

Note que nesse caso, dizer que df, nao ¢ sobrejetiva ¢ equivalente a dizer que f, = f, =
f. = 0 em p. Portanto, a € f(U) é um valor regular de f : U C R®* — R se e somente se

[z, fy e f. nao se anulam simultaneamente em qualquer ponto da imagem inversa

fHa)={(z,y.2) €U : f(z,y.2) = a}.

Observagao 4.5. Seja f : U C R® — R uma fungao diferencidvel. Entao df,(e1) = f.(p),
dfy(e2) = f,(p) e df,(es) = f.(p). Portanto, dizer que df, : R* — R nao equivale a dizer
que f(p) = fy(p) = f.(p) = 0. Logo, a € f(U) é um valor regular de f se, e so se, f,, f, e
f. nao se anulam simultaneamente em qualquer ponto do conjunto f~!(a) = {(z,vy,2) €

Ulf(x,y,z) = a}, chamado a pré-imagem ou imagem inversa do ponto a.

Teorema 4.6. (Teorema da Aplicagao Inversa) Sejam U C R™ um abertoe f: U —
R™ uma aplicagao de classe C* k > 1, tal que, num ponto py € V, df,, : R* — R™ ¢ um
isomorfismo linear. Entao existe um aberto V' C U tal que pg € V, W = f(V') é aberto e
f:V — W éum difeomorfismo de classe C*.

Proposicao 4.2. Se f : U — R € uma funcao diferencidvel definida no aberto U de R?

ea € f(U) é um valor reqular de f, entao f~'(a) é uma superficie reqular em R3.

Demonstragao. Seja py = (o, Yo, 20) um ponto de f~!(a). Como a é um valor regular de

f, temos que

Vf(po) = (fw(po)v fy(p0>7fz(p0)> 7£ (07070)'

Suponhamos que f,(py) # 0 e consideremos a aplicacio F : U — R3 dada por

Flx,y,z) = (x,y, [(2,9,2)).
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Como
1 0 0

dFy,, = 0 1 0 ,
fx(Po) fy(po) fz(po)

temos que det(dF,,) = f.(po) # 0. Logo, dF,, : R®> — R?® ¢ um isomorfismo. Pelo
Teorema da Aplicagao Inversa, existe um aberto V' C U tal que pg € V, W = F(V) é um
aberto de R*, com F(pg) = (zo,y0,a) € W, e FF: V — W ¢é um difeomorfismo de classe
Ce.

Entao F~': W — V, dada por

F_l(u,v,t) = (z(u,v,t),y(u,v,t), z(u,v,t)),
¢ diferenciavel e z(u,v,t) = u, y(u,v,t) = v, pois
(u,v,t) = Fo F_l(u,v,t) = (z(u,v,t),y(u,v,t), f(x(u,v,t),y(u,v,t), z(u,v,t))),

para todo u,v,t € W.
Afirmagao: F(f~'(a)NV)=Wn{(u,v,t)|t = a}.

Figura 4.2 — F diferenciavel
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Fonte: Delgado e Frensel, 2017.
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De fato, seja (u,v,a) € W N {(u,v,t)|t = a}. Entao existe (z,y,z) € V tal
que (u,v,a) = F(x,y,2) = (z,y, f(z,y,2)). Logo, f(x,y,z) = a, ou seja, (x,y,2) €
f~Ya) N V. Portanto, u,v,a) = F(x,y,2) € F(f~'(a) NV). Seja (x,y,2) € f(a)NV.
Assim, F(x,y,2) = (x,y,a) € WN{(u,v,t)|t = a}. Diminuindo V, se necessario, podemos
tomar W = (xg —e,20+¢) X (Yo —&,90 + &) X (a —e,a+¢), onde € > 0. Seja h:Uy — R

a fungao diferenciavel dada por h(z,y) = z(z,y,a), onde

Up = (170—571’0‘1‘5) X (yo—a,y0+€)-



42

Logo, f~'(a) NV ¢ o grafico da fungao h, pois

fHa)nV = FHWn{(z,y,t) € Rt = a}) = {F(z,y,0)|(z,y) € Uo}
= {(z,y, M@, y))|(2,y) € Up} = Graf(h).
Assim, f~!'(a) NV é um aberto de f~'(a) e a aplicagao X : Uy — f~'(a) NV, dada
por X (z,y) = (z,y, h(x,y)) é, pela proposigao 1.1, uma parametrizagao de f~!(a) em po.

Portanto, f~!(a) ¢ uma superficie regular, pois todo ponto p € f~'(a) pode ser coberto

por uma vizinhanga coordenada. [ |

Exemplo 4.7. O elipsoide

é uma superficie regular.

De fato, considere a funcao diferenciavel F : R® — R dada por

(37 - 370)2 (Z/ - Zyo)2 (Z - 20)2
F(z,y,2) = = + B + 2 1.
o 2o~ w) 2y —w) 2z 2)
T —Xo Y — Y £ =20
VF(r,y,z) = ( a2 ) b2 ’ 2 ) =(0,0,0)

se, e somente se, (z,y,2) = (o, Yo, 20)-
Logo, F~(0) = £ ¢ uma superficie regular, pois 0 ¢ um valor regular de F, uma vez que
o ponto critico de F, (g, %o, 20), nao pertence a F~*(0).

Em particular, £ é a esfera de centro (xg, yo, 20) € raio r > 0 quando a = b =c = .

Figura 4.3 — Elipsoide £

A2

Fonte: Delgado e Frensel, 2017.
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4.2 Plano Tangente

Definicao 4.8. Seja S C R? uma superficie regular e p € S. Dizemos que @ € R? é um
vetor tangente a S em p se existe uma curva parametrizada diferenciavel « : (—¢,e) — S
tal que a(0) = p e o/(0) = . Isto &, @ € R é um vetor tangente a S em p se @ é tangente

a alguma curva diferenciavel de S no ponto p.

Figura 4.4 — Plano tangente

p = all)

\u' = a'(0)

A\

Fonte: Lima, 2016.

Proposigao 4.3. Sejam S C R? uma superficie regular,pe Se X : U C R? - X(U) C S
uma parametrizacao de S em p, com X(q) = p, ¢ € U. Entao, o subespago vetorial de
dimensao 2

dX,(R?*) C R?

coincide com o conjunto de vetores tangentes a .S em p, ou seja,

dX,(R?) = {vetores tangentes a S em p = X(q)}.

Figura 4.5 — Representacao da curva diferencial

Fonte: Delgado e Frensel, 2017.
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Observacao 4.9. Segue da Proposicao anterior que o conjunto dos vetores tangentes
a S em p é um espago vetorial de dimensdo 2 e que o subespago vetorial dX,(R?) nao
depende da parametrizagao X : U C R? — X(U) C S, com X(q) = p,q € U, ou seja, se
Y :V CR? - Y (V) CS éoutra parametrizacao de S em p, com Y (r) = p, r € V, entdo

dY,(R*) = dX,(R?) = {vetores tangentes a S em p}.

Definigao 4.10. Seja S C R? uma superficie regular, com p € S. O plano tangente a S

em p € o plano que passa por p e esse plano é denotado por
T,S = dX,(R?),

onde X : U C R? —» X(U) C S é uma parametrizacao de S em p = X(q), g € U.

Observagao 4.11. Seja S C R? uma superficie regular, com p € S. Se X : U C R? —
X(U) C S é uma parametrizagao de S em p, com X (¢) = p, ¢ € U, como T,,S = dX q(R?),
segue que {X,(q), X,(q)} ¢ uma base de 7,5, denominada base de T,S associada a X.
Seja ¥ € T,S. Entao v = dX,(w), para algum @ € R?. Além disso,

o W= (wy,ws) = wi€] + wyé3, onde €1 = (1,0) e €3 = (0, 1).

o U= qu(w) = qu(wleE + w252) = wlqu(gl) + U)Qqu(@) = leu(Q) + w2Xv(Q)-

Figura 4.6 — Vetores tangentes as curvas

U=tp E}A’ ‘\:F'(";]

£
Bl q=(up,vp)

U

v=1p Xoulq)
S—x ()

g w

Fonte: Delgado e Frensel, 2017.

4.3 Vetor normal

Definicao 4.12. Sejam S C R? uma superficie regular e p € S. Dizemos que um vetor
17 € R® & normal a S em p se ele for ortogonal a T,9, isto &, se ele for ortogonal a todos
os vetores tangentes a .S em p.

Dado p € S, existe uma unica direcao normal a 7,,S. Segue que existe exatamente dois

vetores unitérios normais a S em p. Fixada uma parametrizagao X : U C R? — X(U) C S
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em p € S, podemos definir a escolha de um vetor normal unitario em cada p € X (U) por

X, X X,

N() = T
[, X

(@),

onde X (g) = p. A outra possibilidade ¢ —N(p).

Figura 4.7 — Vetor normal

X(q)=p Reta normal a
s em p

Fonte: Adaptado de Barbosa, 2021.

4.4 Superficies Orientaveis

A fim de introduzir apropriadamente o conceito de curvatura de superficies, faz-se
necessario considerar a nogao topolégica de orientabilidade, a qual pode ser introduzida de
diversas maneiras. Por estarmos lidando com superficies regulares, optaremos por aquela
que se utiliza do conceito de campo normal diferenciavel, conforme as defini¢oes que se

seguem.

Definigao 4.13. (Campos). Dada uma superficie regular S, chama-se campo em S, a

toda aplicacao f : S — R3. Um tal campo é dito:
e Unitdrio, se ||f(p)|| =1, Vp € S;
e Tangente, se f(p) € 1,5, Vp € S;
e Normal, se f(p) € T,S5*, Vp € S.

De modo geral, designa-se um campo normal unitario e diferenciavel numa super-
ficie S por N : S — R3.

Para todo ponto py de uma superficie regular S, existe uma vizinhanga aberta de
po em S, na qual pode-se definir um campo normal unitario e diferenciavel. Com efeito,
basta considerar uma parametrizacao de S em py, X : U C R? — X(U) C S, e definir
N : X(U) — R? por
Xu(X 7)) A Xo(X7H(p))

NG) = I T o) A KX
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Figura 4.8 — Campo normal

N(po)

Fonte: Lima, 2016.

Definigao 4.14. (Superficie Orientavel). Diz-se que uma superficie regular S é orientdvel,
quando nela pode-se definir um campo normal unitario e diferencidvel. Feita a escolha de
um tal campo, diz-se que o mesmo define uma orientag¢ao em S e que S esta orientada

pelo mesmo.
Segue das consideracoes que precedem a Defini¢ao anterior que:
e Toda superficie regular ¢ localmente orientével;

e Toda superficie regular, a qual pode ser coberta pela imagem de uma tnica para-

metrizacao, é orientavel.

Vejamos, nos exemplos seguintes, que as superficies regulares usuais sao orientaveis.

Exemplo 4.15. (Planos). Seja S = II(pg, w) o plano de R?® que contém o ponto py € R?
e & ortogonal ao vetor unitario w € R3. Claramente, S ¢ orientavel, pois a aplicacao

constante N(p) = w, p € S, € um campo normal unitéario e diferenciavel em S.

Exemplo 4.16. (Esferas). Dado um ponto p de uma esfera S de raio r > 0 e centro
¢, conforme constatamos anteriormente, 7,5 = p — ct. Logo, a aplicacio N : S — R3,
N(p) = ﬁ, define em S um campo normal unitario diferenciavel, donde se infere que
S é orientavel.

Verifiquemos agora que uma superficie regular conexa orientavel admite duas, e

somente duas, orientagoes distintas.

Proposicao 4.4. Sejam S uma superficie regular conexa e N, N, : S — R? campos

normais unitarios e diferenciaveis definidos em S. Entao, Ny = Ny ou N; = —Ns.

Demonstrag¢ao. Dado p € S, temos que Ni(p) = Na(p) ou Ni(p) = —Na(p), pois, ambos,
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Ni(p) e Na(p), sdo vetores unitarios e ortogonais a 7,S. Logo, S ¢ a unido dos conjuntos
A={pe S Np)=Np)} ¢ B={peS;N(p)=—-Na(p)}

Uma vez que N; e Ny sao aplicagoes continuas, tem-se que A e B sao fechados em S.

Assim, uma vez que S é convexa, devemos ter A=SeB=0ouA=0e B=2S5. |

4.5 Aplicagao de Gauss e Segunda Forma Fundamental

Sejam S uma superficie regular orientavel e N um campo normal unitario diferen-
ciavel definido em S. Assim, temos que ||[N(p)|| = 1, para todo p € S, isto é, N toma
valores na esfera unitaria S2. A aplicacao N : S — S? ¢é dita, entdo uma aplicagcdo nor-
mal de Gauss de S (note que, pela proposi¢ao anterior, toda superficie regular orientavel

admite duas aplicagoes de Gauss).

Observando-se que, para todo p € S, T,S = {N(p)*} = Tn()S?, temos que dN,
¢ um operador linear de 7,S. Constatemos na proposigao seguinte, que esse operador ¢

bastante especial.

Observacao 4.17. A é auto-adjunta se (Aw, wy) = (wy, Aws).

Figura 4.9 — dN, Autoadjunta

52

NoX

Fonte: O Autor, 2022

Observacao 4.18.
(i) (N oX)(u,v) = N(X(u,v));
(i) Xy =dX(e1) e X, = dX(ea);

_ N _ N
(iii) Ny =5 e Ny = 5.
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Proposicao 4.5. dN, : 1,5 — T'pS ¢ auto-adjunta.

Demonstragao. E suficiente mostrar que vale para uma base (vamos fazer para a base

{X., X,}), entdo, basta mostrar que:
(dNp(Xu), Xo) = (Xu, AN, (X))
Lembre que dN,(X,) = N, e dN,(X,) = N,. Logo,
(dNp(Xu), Xo) = (Nu, Xo).
Assim,

(N, X,) =0= (Ny, Xy) + (N, Xp,) = 0= (Ny, Xp) = —(N, X,0.).

Analogamente,
(Xuy N) = 0= (X, N) + (Xu, Ny) = 0= (Xy, No) = —(N, Xo).
Como pelo Teorema de Schwartz X, = X,,, segue
(Nu, Xo) = (Xu, No)
ou seja,

<de(Xu)’ X’U> - <X'UJ de(X’U)>

Considere uma superficie regular orientavel S com orientacao N. Conforme deixa-
remos claro adiante, faz-se conveniente considerarmos, para cada ponto p € S, o operador
—dN,, ao invés de dV,, o qual pela Proposicao ¢ auto-adjunto. Dai e do Teorema Es-
pectral, segue-se que —d N, ¢ diagonalizavel, isto &, existem reais k1 = k1 (p) < ka2 = ka(p)
(os autovalores de —dN,), e uma base ortonormal de 7,,S, {w;,ws}, a qual ¢ formada

pelos autovetores associados a ki e ko, isto é,

—dewl = k:lwl e — dew2 = k’gwg.

Os autovalores k; e ko sao chamados de curvaturas principais de S em p, enquanto

as diregoes determinadas por w; e wy sao chamadas de diregoes principais de S em p,
H(p) e K(p), sao definidas por

o K(p) = det(—dN,) = ki(p)k2(p);

e H(p) = jtrago(—dN,) = —kl(p);]”(p).
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Em particular, k;(p) e ko(p) sdo raizes do polindmio caracteristico de —dN,,
N = 2H (p)\ + K (p),

ou seja,

(p)

{lﬁ(p) = H(p) —/H*(p) - K
K(p)

ka(p) = H(p) + / H*(p) —

Note que H?(p) — K(p) = M > 0, donde

K(p) < H*(p) Vp € S.

Deve-se observar também que as curvaturas principais, k1(p) = k2(p), mudam de
sinal quando se troca a orientacao de S e, portanto, o mesmo ocorre com a curvatura

média, enquanto a curvatura gaussiana permanece invariante.

Os pontos p € S para os quais vale a igualdade H?(p) = K (p), isto ¢, que cumprem
ki1(p) = kao(p), s@o ditos umbilicos. Uma superficie regular orientével é dita totalmente

umbilica quando todos os seus pontos sao umbilicos.

Exemplo 4.19. (Planos). Consideremos o plano S = II(py, w) e a aplica¢gdo normal de
Gauss N : S — S?, N(p) = w, a qual, por ser constante, tem derivada identicamente
nula. Logo, com essa orientagao, tem-se que ki(p) = ko(p) = 0, para todo p € 5, isto é,

S é totalmente umbilica e suas curvaturas média e gaussiana sao identicamente nulas.

Antes de iniciarmos o capitulo em que focaremos no tema de nosso trabalho, temos
que definir os conceitos da segunda forma fundamental e secao normal, dois conceitos que

usaremos mais a frente e que podem ser vistos mais detalhadamente em [7].

Defini¢ao 4.20. (Segunda forma fundamental). Sejam S uma superficie regular orienté-
vel e N uma aplicagdo normal de Gauss de S. A sequnda forma fundamental de S num
ponto p € S, relativa & orientacao N, ¢ a forma quadratica de 7,5 determinada pelo
operador —dNN,, isto é,

I1,(w) = (=dNyw,w),w € T,S.

Definigao 4.21. (Segao Normal). Sejam p um ponto de uma superficie regular orientavel,
S, e N uma aplicacdo normal de Gauss definida em S. A secao mormal de S em p
determinada por um vetor unitario w € 7,5 ¢é a interse¢ao de S com o plano afim /1, +p,

em que /1, é o plano gerado por w e N(p).
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5 EXISTENCIA DE PONTO ELIPTICO EM SUPERFICIES
COMPACTAS.

Por meio da curvatura gaussiana, podemos fazer uma classificacao dos pontos de
uma superficie regular qualquer. Esse tipo de classificagao nos permite verificar o compor-
tamento de curvas em vizinhangas de um determinado ponto. No entanto, vamos apenas
atentar para a definicao de pontos elipticos, ou seja, pontos cuja curvatura gaussiana é
positiva, ou ainda, pontos em que as curvaturas principais tém sinais iguais, isto €, todas
as curvas passando pelo ponto tém seus vetores normais apontando para um mesmo lado

do plano tangente.
5.1 Classificacao dos pontos de uma superficie regular
Definicao 5.1. Um ponto de uma superficie S é chamado
1. Eliptico, se det(dN,) >0 (k> 0)
2. Hiperbdlico, se det(dN,) <0 (k < 0)
3. Parabdlico, se det(dN,) = 0,com dN,, # 0
4. Planar, se dN, =0 (k=0).
5.2 [Existéncia de ponto eliptico

A seguir, apresentaremos alguns resultados que serao de suma importancia para
provar o principal resultado deste trabalho, a saber, o Teorema que garante a exis-
téncia de pelo menos um ponto eliptico em toda superficie compacta, ou seja, a curvatura

gaussiana nesse ponto sera positiva.

Lema 5.2. Seja a : (a,b) — R? uma curva parametrizada regular plana. Se existe tg,
a < tp < b, tal que a distancia ||a(t)|| do trago de a & origem seja maxima em t(, entao a

curvatura k de « em tq satisfaz ||k(to)|| > —Ha(}f())H'

Demonstragao. Considere « : (a,b) — R p.p.c.a. Por hipotese, temos que
la(to) | = fla(E)]l,

para todo t € (a,b). Agora, considerando f(a,b) — R dada por:

f(t) = {a(t),a(t)) = [la(®)[*

temos

F(t) = 2({a”(1), (1)) + (o'(1), &'(1))), (5.1)
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pois,
f@) = {d(t),a(t)) + (alt), o (1))
= (d(t),a(t)) + {&/(t), a(t))
= 2(a’(t),a(t)),

f'(@) = 20"(t), a(t)) +2(c/ (1), /(1))
= 2((a”"(t), a(t)) + (1), a'(1)))-

Agora, como ty é ponto de méximo de f, teremos f”(t) < 0. Assim, de (5.1]), tem-se
(@”(to), ato)) + (& (to), &' (t0)) < O,
isto é,
(0" (t0), ato)) + [l (to)[|* < 0.
Ora, como ||/ (tp)]| = 1, temos

1 < —(a"(ty), alto)).

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

1 < (" (to), (o))
< la"(to)] - lalto) |

= k() - [le(to)

ou seja,

Lema 5.3. Seja C' uma curva plana contida no interior de um disco de raio r. Existe um

ponto p € C tal que a curvatura k de C em p satisfaz

1

” .

k| >
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Demonstragdo. Seja C' o trago de a : I — R? e D um disco de centro o = (0,0) € R? e

de raio r, onde contém a curva C. Dali,
la)l <, Vel

Diminuindo continuamente o raio de D através de circulos concéntricodl} de modo que, a
fronteira desse novo disco, por exemplo, o disco D’, toque a curva « : I — R pela primeira

vez no ponto p = a(ty). Observe:

Figura 5.1 — Curva entre discos

Fonte: O Autor, 2022.

Dai, segue que
@) < [la(to) || <7

Assim, pelo Lema (j5.2)), tem-se

1
la(to)

Logo, [k| >+ em p e C. |

[k (o)l = >

S|

Proposicao 5.1. Seja p € S um ponto eliptico de uma superficie S. Entao existe uma
vizinhanga V de p em S tal que todos os pontos de V estao do mesmo lado do plano
tangente 7,,S. Seja p € S um ponto hiperbolico. Entao em cada vizinhanca de p existem

pontos de ambos os lados de T,,S.

Demonstracao. Seja X (u,v) uma parametrizacao em p, com X (0,0) = p. A distancia d,

de um ponto ¢ = X (u, v) ao plano tangente 7,5 ¢ dada por (figura 5.2)

d = (X (u,v) — X(0,0), N(p)).

Dois circulos sdo concéntricos quando compartilham do mesmo centro.
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Figura 5.2 — Distancia d do ponto p ao plano tangente

Fonte: Carmo, 2005.

Como X (u,v) é diferenciavel, temos a formula de Taylor:

1
X(u,v) = X(0,0) + X u+ X,v+ §(quu2 4+ 2X ot + Xpv?) + R,

onde as derivadas sdo calculadas em (0,0) e o resto R satisfaz a condicio

lim ———
(uw)—(0,0) u2 + v2
Segue-se que

d = (X(u,v)— X(0,0), N(p))

= X N 2o, N@))uv + (X, N2} + R

1 1
= §(eu2 + 2fuv + gv®) + R = illp(w) + R,

onde w = X,u + X,v, R(R, N(p)), lim,_o(R/|w|?) = 0.

Em um ponto eliptico p, I1,(w) tem sinal fixo. Portanto, para todo (u,v) sufici-
entemente proximo a p, d tem o mesmo sinal que II,(w); isto ¢, todos os pontos (u,v)

estao do mesmo lado de T},S.

Para um ponto hiperbdlico p, em cada vizinhanga de p existem pontos (u,v) e
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(u,v) tais que II,(w/|w|) e II,(w/]w]) tém sinais opostos (aqui w = X,u + X,0); tais

pontos pertencem, portanto, a lados distintos de 7,5. [ |

Teorema 5.4 (Existéncia de ponto eliptico em superficies compactas). Qualquer super-

ficie compacta em R?, possui algum ponto eliptico.

Demonstracao. Considere S uma superficie compacta. Pela limitacao de S, existira um
ntmero real r > 0 tal que S C S?(r), ou seja, S encontra-se em alguma esfera de centro
zero e raio r. Assim, diminuindo continuamente o raio da esfera, de modo que, p seja o
ponto (ou os pontos) onde a esfera, com centro na origem e de raio rq, toca a superficie

S pela primeira vez.

Figura 5.3 — Superficie S contida pelas esferas de raio r e

Fonte: O Autor, 2022.

Sejam Cs e Cg2(,,) as segoes normais de S e S?(ry), respectivamente, isto &, Cs2(ry)

é um disco de raio r que contém Cy. Consequentemente, pelo Lema tem-se que

onde K ¢é a curvatura de Cs. Portanto, p nao pode ser parabdlico ou planar. Note que,
pela proposicao anterior, p nao pode ser um ponto hiperbélico, logo segue que p serd um

ponto eliptico. [ ]

Como exemplo imediato deste resultado, mostraremos que todos os pontos de uma

esfera, que é uma superficie compacta, tem apenas pontos elipticos.
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Figura 5.4 — Secoes normais de S e S?(ry)

Cs

Fonte: O Autor, 2022.

Exemplo 5.5. (Curvatura da esfera) Seja S?(r) a esfera de R® com raio r > 0. A

aplicacao normal de Gauss N, definida para todo z € S?(r) sera dada por:

N: S%r) — S?
v N(r)=12

Dai, para todo v € TS, segue que
v
dN, = -
() =

Assim, concluimos que K; = Ky = % para todo x € S%(r). Portanto, seja qual for o ponto

p da esfera sua curvatura sera positiva, ou seja,

1
== >0
.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Para entender este trabalho foi necessario estudar e relembrar varios temas vistos
durante o curso de graduacao em Matematica, como calculo diferencial e integral, analise
real, algebra linear e geometria analitica. O método de estudo, apresentado pelo orien-
tador, facilitou bastante o processo de aprendizagem. Encontros virtuais semanais, sobre
os temas iniciais de analise, calculo diferencial e integral e topologia, para que pudesse
ser criada uma maior maturidade no assunto, fizeram total diferenca. Foi necesséario bas-
tante empenho para entender os conceitos "bésicos"como curvas e suas propriedades para
avancarmos aos poucos em superficies. Acredito que o estudante de matematica ou areas
afins que queiram aprender mais sobre os assuntos apresentados nesse texto deveriam ter
como meta de leitura os livros e trabalhos citados nas referéncias. Admito que no inicio,
quando foi me apresentado o tema do trabalho, nao conseguia nem imaginar o que seria
um ponto eliptico de uma superficie compacta, hoje sou grato ao professor Geovane por
ter me apresentado tao belo resultado. Para finalizar, acreditamos que o objetivo central

foi alcancado.
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