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RESUMO

O estudo dos polinomios é imprescindivel para o ensino da matematica, uma vez que,
é possivel associar o seu aprendizado com varias coisas que acontecem no nosso dia a
dia, como por exemplo, relacionando com o estudo da geometria, podemos identificar
aplicagoes praticas. Tanto a BNCC como os PCN trazem em suas diretrizes a importancia
do ensino da matematica, em particular, dos polinomios, estando presente nas outras areas
de estudo, mesmo que indiretamente. Por isso, o objetivo desse trabalho é fazer um estudo
dos polindomios relacionando-o com a geometria, afim de poder observar como sua aplica-
bilidade pode ser interessante quando se pensa além da matematica abstrata, sendo uma
ferramenta muito importante para o aprendizado dos alunos. Esse trabalho justifica-se
pelo fato de abordar como o ensino pode ser mais simples com as ferramentas corretas,
uma vez que traz aplicagoes mostrando como elas podem facilitar o aprendizado dos po-
linomios. Metodologicamente trata-se de um trabalho de cunho qualitativo, exploratério e
bibliografico, sendo amparado pelas referéncias Boyer (1974), Dante (2016), Eves (2011),

entre outros.

Palavras-chave: Polinomios; Matematica; Geometria.



ABSTRACT

The study of polynomials is a fundamental example for the teaching of mathematics, since
it is possible to identify its learning with things that happen in our daily lives, such as,
relating to the study, we can identify practical applications. Both the BNCC and the
PCN, even if in their particular guidelines, of the polynomial, are present as attributions
of mathematics teaching, even if in other areas of commitment. Therefore, the objective
of this work is to make a study of polynomials relating it to geometry, in order to be
able to observe how its applicability can be interesting when thinking beyond abstract
mathematics, being a very important tool for student learning. This is justified by the
fact that it addresses how the simplest job can be with the right tools, since it brings
teaching applications as they can facilitate polynomial learning. Methodologically, it is a
qualitative, exploratory and bibliographic work, supported by the references Boyer (1974),
Dante (2016), Eves (2011), among others.

Keywords: Polynomials; Math; Geometry.
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1 INTRODUCAO

O estudo da matematica sempre foi um desafio para os professores, por ser uma dis-
ciplina que requer muita concentracao e atengao, por isso, é necessario que o professor
saiba utilizar meios para que o aluno consiga absorver a informagao que é dada na sala
de aula. Sua histdria traz uma carga de conhecimento muito grande, nomes importantes
fazem parte do seu histérico de conquistas e feitos que foram sendo adquiridos através de
mentes brilhantes que até hoje sdo conhecidas. A matematica foi evoluindo aos poucos,
até se tornar mais complexa e seus numeros se transformarem em letras e, consequente-
mente, seu alcance nao ter fim, pois ela é infinita e sua beleza estd nos nimeros e letras
que a abordam.

O objetivo desse trabalho é apresentar um estudo sobre a teoria dos polinomios e
destacar a sua aplicabilidade através de situacoes relacionadas a geometria.

A matematica estd presente no nosso dia a dia e nos outros componentes académicos,
vez ou outra serao utilizados os nimeros para algo, dessa maneira, a geometria pode
utilizar suas formas para demonstrar como esses calculos podem ser vistos de maneira

mais acessivel para o aprendizado.

A Matemadtica nao se restringe apenas a quantificacdo de fenomenos
deterministicos — contagem, medicao de objetos, grandezas — e das técnicas
de célculo com os numeros e com as grandezas, pois também estuda a
incerteza proveniente de fenémenos de cardter aleatério. A Matemética cria
sistemas abstratos, que organizam e inter-relacionam fenémenos do espaco,
do movimento, das formas e dos niimeros, associados ou nao a fenémenos do
mundo fisico. Esses sistemas contém ideias e objetos que sao fundamentais
para a compreensao de fendmenos, a construcao de representagoes significativas
e argumentagoes consistentes nos mais variados contextos.(BNCC, p. 267)
Esse trabalho justifica-se pela capacidade de elencar outras possibilidades nas quais a
matematica pode ser aplicada, ja que a utilizamos em diferentes areas. Segundo a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) e os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), é
importante o professor saber demonstrar como esse ensino pode ser aplicado em diferentes
situagoes do cotidiano do aluno, seja escolar ou social. O estudante passa por diferentes
mudancas todos os dias e muitas dessas coisas tem a matematica envolvida, nessa situacao,
é de extrema importancia que o docente saiba mediar o ensino dentro do que o alunado
vivencia no seu cotidiano, para que ele possa associar essa mudancas e novidades ao que
ele vé em sala de aula.
A geometria tem um papel muito importante no ensino dos polinomios, pois seu estudo
mesmo sendo completo se torna mais acessivel ao aprendizado quando pode ser associado
a imagens. Nesse trabalho traremos algumas aplicagoes que demonstram tal informagao.

A matematica com o tempo passou a contar com auxilio da tecnologia que possibilita
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seu uso através de softwares. Depois da pandemia do COVID-19, o uso de tecnologias
como auxilio didatico ficou ainda mais ativo, revelando a diversidade que seu uso pode
trazer, como por exemplo, o software Geogebra, que possibilitou ainda mais o aprendizado
dos polindmios por meio da geometria.

Este trabalho esta estruturado em cinco capitulos, sendo este da introdugao. Em
seguida, temos o capitulo 2 contendo o contexto historico sobre como a matematica é
baseada em papiros do antigo Egito. O terceiro capitulo aborda o ensino de polindomios,
o que diz a BNCC e os PCNs no contexto do ensino e desenvolvimento educacional, a
importancia de interligar a area de geometria e algebra e o uso de recursos tecnoldgicos
como ferramenta para o ensino e aprendizagem. O quarto capitulo é onde abordamos os
resultados e os principais conceitos sobre a teoria basica dos polinomios com exemplos e
graficos. Por fim, temos no capitulo 5 algumas aplicagoes para podermos apresentar os
resultados do contetido previamente abordado com imagens e interpretagoes no contexto

da geometria.
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2 CONTEXTO HISTORICO

Neste capitulo, vamos apresentar um breve histérico sobre a origem e os principais
matematicos que contribuiram para desenvolvimento do pensamento algébrico.

Uma parte do que se sabe historicamente sobre a matematica é baseado em dois gran-
des papiros: o Papiro de Rhind e o Papiro de Moscou. Encontrado no antigo Egito, o
papiro Rhind ou Ahmes foi comprado pelo arquedlogo escocés Rhind [l onde supostamente
teria sido descoberto nas ruinas de um antigo edificio de Tebas. Datado aproximadamente
no ano 1650 a.C., este papiro foi encontrado na forma de um manual contendo 85 proble-
mas em escrita hierdtica, pelo escriba Ahmes de um trabalho mais antigo. O Papiro foi

adquirido pelo British Museum, Museu Britanico de Londres.

Figura 2.1 — Uma parte do papiro Rhind (Museu Britanico de Londres).

Fonte:https: //www.matematica.br/historia/prhind.html, Acesso em: 20 de julho de 2022.

O papiro de Moscou também chamando de Golenischev em homenagem ao egiptélogo
e colecionador russo Abraao V.S. Golenishchev, foi datado aproximadamente no ano de
1850 a.C.; ele o comprou no Egito em 1893 e alguns anos depois, em 1917, o Museu de
Belas Artes de Moscou o adquiriu, nomeando-o como Papiro de Moscou.

Uma de suas curiosidades é que neste papiro foi encontrado uma forma de calculo do

volume do tronco de piramide de base quadrada.

! Alexander Henry Rhind (1833-1863) foi um arquedlogo escocés pioneiro — sua experiéncia em escavar
sitios pré-histdricos na Escécia tornou seu trabalho inovador no Egito.


https://www.matematica.br/historia/prhind.html
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Figura 2.2 — Problema 14 do papiro Moscou
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Fonte: Eves (2011, p. 86).

Esses papiros sao compostos por varios problemas e suas resolugoes. Foi através deles

que hoje conhecemos o ensino da matematica no Egito:

O conhecimento revelado nos papiros é quase todo pratico e o elemento principal
nas questoes eram calculos. Quando parecem entrar elementos tedricos, o
objetivo pode ter sido o de facilitar a técnica e nao a compreensao. Os papiros
de Ahmes e Moscou, nossas principais fontes de informagoes, podem ter sido
apenas manuais destinados a estudantes, mas indicam a dire¢ao e as tendéncias
no ensino de matemética no Egito. (BOYER, 1974, p.16).

Os papiros sao uma fonte priméria sobre a matematica egipcia antiga, em sua maioria
descreve os métodos de multiplicacao e divisao dos egipcios, o uso de fragoes unitarias,
emprega a regra da falsa posicao, entre outras aplicacoes na matematica e problemas
préaticos. EVES (2011, p.70)

O papiro de Ahmes ou Rhind, é um documento que marca a origem da &lgebra,
destacando como surgiu o polindmio na nossa histéria, ja que ele faz parte da algebra.
Os papiros possuiam contas matematicas que usavam como exemplos acontecimentos do
cotidiano, assim como as equacoes polinomiais, que mostram problemas matematicos
através de coisas do dia a dia.

A origem dos polindmios é bem antiga. O cédlculo de equagbes polinomiais era um
dos varios desafios que a algebra classica possuia; os primeiros registros existentes das
equacoes de primeiro e segundo grau foram expostas por Al-Khowarizmi, em suas obras
ele trouxe um significado para palavra algebra,“trocar os membros’no termo de uma
equacao.

Com o passar do tempo, outros mateméticos foram aparecendo, como: Girolamd]

2Girolamo Cardano(1501-1576) foi um matemaético, fisico e médico italiano, lembrado principalmente
por seu trabalho Ars Magna - tratado dedicado exclusivamente & algebra e publicado em 1545.
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Niccoldf| e Ludovico Ferrar{!] que deram inicio aos estudos sobre equagoes de terceiro e
quarto graus. Muitos deles trouxeram demonstracoes que sao de grande importancia até
hoje para matematica, como o aperfeicoamento de equagoes polinomiais de grau n, com o
n pertencendo ao conjunto dos niimeros naturais. Para encontrar o valor numérico de um
polinomio, sempre foi necessario apenas usar os métodos de operagoes simples - adicao,
subtracao, multiplicacao e divisao - claro que em cada uma das operacoes o processo para
saber o resultado sera diferente.

As equagoes polinomiais surgiram através da importancia de se ter resultados com
mais precisao em calculos, fazendo com que ela se aperfeicoasse cada vez mais.

No proximo capitulo abordamos a importancia e as diretrizes que norteiam o ensino

de polinomios no contexto atual.

3Niccolo Tartaglia (1500-1557) foi um matematico italiano que ficou famoso por sua solugao algébrica
de equagoes cubicas que acabou sendo publicada no Ars Magna de Cardan.

4Ludovico Ferrari(1522-1560) foi o mais famoso dos discipulos de Cardano, nasceu em Bologna, desco-
briu que a equagao de quarto grau poderia ser reduzida a equagoes ciibicas e um vez resolvida por raizes
quadréticas e cibicas.
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3 ENSINO DOS POLINOMIOS

Neste capitulo iremos abordar como podemos interligar o ensino de polinémios e a
geometria, mostrando a importancia de associar essas duas areas. Iremos compreender
o que diz a Base Nacional Comum Curricular(BNCC) e os Parametros Curriculares Na-
cionais(PCNs) em relac¢do ao ensino de polinomios. Vamos falar um pouco sobre uso de

recursos tecnologicos como auxilio didatico no ensino de Matematica.
3.1 Polindémios através da BNCC e PCNs

A Base Nacional Comum Curricular, como documento de carater normativo, busca
definir o conjunto de aprendizagens essenciais que o aluno deve desenvolver durante toda
a sua histéria académica na educacgao bésica; a matematica estd dentro das cinco areas
do conhecimento que assim como as outras areas busca com que o aluno va aprendendo
de acordo com o seu desenvolvimento cognitivo, o professor tem que levar o estudante
a associar os acontecimentos de sua vida com as representagoes matematicas — tabelas,
figuras e esquemas. Desde os anos iniciais do infantil, até os anos finais do Ensino Médio,
o aluno é levado a incluir a matemaética na sua vida aos poucos, fazendo aquela adequacao
com outras areas, por isso, com o passar do tempo, ele aprende, consolida o conhecimento
adquirido e amplia aquele conhecimento para tornar-se um ser humano dentro dos padroes

estabelecidos pela educagao.

No Ensino Fundamental, essa drea, por meio da articulacao de seus diversos
campos — Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade —,
precisa garantir que os alunos relacionem observagoes empiricas do mundo real
a representagoes (tabelas, figuras e esquemas) e associem essas representagoes
a uma atividade matemédtica (conceitos e propriedades), fazendo indugoes e
conjecturas. Assim, espera-se que eles desenvolvam a capacidade de identificar
oportunidades de utilizacao da matemadtica para resolver problemas, aplicando
conceitos, procedimentos e resultados para obter solugdes e interpreta-las
segundo os contextos das situagoes. (BNCC, p. 267).

Todo esse processo de aprendizagem fica muito dificil para o aluno se 0 mesmo nao
tiver uma cultura educacional de praticar sobre o que é aprendido em sala de aula, o
professor afim de deixar o contetido mais apto ao aprendizado, pode trazer assuntos que
possam ser mediados de maneira mais lidica, para que o alunado possa aprender com
menos dificuldade, uma vez que, nem todo aluno tem o desenvolvimento educacional
igual, fazendo com que seu aprendizado seja mais dificultoso.

Infelizmente nem todos os alunos conseguem firmar-se dentro desse mundo de mu-
dancas, fazendo com que sintam-se ressentidos e, consequentemente, junto com as modi-

ficagoes, vira a exigéncia de um nivel maior de aprendizado e esforco, ao qual o docente

deve ajudar o aluno a enfrentar para que nao haja a ruptura no processo de aprendizagem,
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por isso, é muito importante fortalecer a autonomia dos estudantes para deixd-los mais

seguros de si.

As mudancas proprias dessa fase da vida implicam a compreensao
do adolescente como sujeito em desenvolvimento, com singularidades e
formacoes identitarias e culturais préprias, que demandam praticas escolares
diferenciadas, capazes de contemplar suas necessidades e diferentes modos de
insergao social. (BNCC, p. 62).

Muito trouxe para a matematica o estudo dos polinomios para se saber sobre grande-
zas partindo do que nao se conhece; por isso que os polinomios misturam niimeros com
incognitas, para que através das incognitas essas grandezas que nao podem ser simples-
mente definidas possam ser encontradas, claro que o aprendizado em tal area nao é tao
facil como parece, mas existem recursos que podem facilitar esse aprendizado.

Os PCNs, assim como a BNCC, destacam que a matematica é essencial, nao sé na
area de exatas, mas ela também ¢ igualmente importante nas outras areas ajudando-as a
organizar, qualificar, ordenar, entre outras coisas nas quais essa disciplina ¢é indispensavel,
pois ao associar a matematica com outras areas pode-se ir muito além do que a realidade
descreve e da elaboracao especifica de modelos, no entanto, o professor deve buscar meios
especificos para que seus alunos aprendam, de maneira que eles nao absorvam demasi-
adamente, prejudicando seu aprendizado estudantil, é importante que o alunado tenha
um pensamento critico em torno do que é matematica e como essas grandezas que sao
transmitidas por ela podem ser aplicadas.

O papel da matematica de maneira geral é fazer com que o aluno tenha uma mente
aberta que o leve a pensar nao sé no que os célculos trazem, mas também na grandeza
de possibilidades que ela traz, fazendo com que o meio social em que esses estudantes
estao inseridos possa ser visto de maneira diferente, nao sé para aplicar nessa area, mas

também em outras areas do conhecimento.

Em seu papel formativo, a Matematica contribui para o desenvolvimento de
processos de pensamento e a aquisi¢ao de atitudes, cuja utilidade e alcance
transcendem o ambito da prépria Matematica, podendo formar no aluno a
capacidade de resolver problemas genuinos, gerando habitos de investigagao,
proporcionando confianca e desprendimento para analisar e enfrentar situagoes
novas, propiciando a formagao de uma visao ampla e cientifica da realidade,
a percepcao da beleza e da harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de

outras capacidades pessoais. (PCN, p. 40).

Umas das coisas que os PCNs mais falam é sobre a necessidade de unir o ensino da
matematica as praticas que sao vivenciadas diariamente pelo aluno, além da integracao
da matematica as outras areas do ensino como biologia, quimica entre outras; o Unico
problema é que para fazer esse tipo de interacao é necessario ter um conhecimento muito

avancado das duas areas afins e principalmente um dominio sobre as formulas necessarias
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em cada area. Os PCNs buscam trazer a solucao para probleméaticas através de metodo-
logias com o ensino padrao, o professor como mediador tem que saber associar o ensino
para o aluno conseguir construir o seu conhecimento através de problemas que possam
estimular seu lado critico e os levem a ter pensamentos racionais e facam com que esses
alunos cheguem a resolucao dos problemas e possam crescer dentro do seu aprendizado
formal. Além disso, os parametros buscam mostrar a importancia da historia para o
educando, uma vez que, seu contexto histérico é muito importante para saber sobre a
contribuicao daquela area dentro do aprendizado que esta sendo levado em sala de aula.

Sobre o ensino dos polinomios ou fungoes polinomiais muito se é falado sobre as fungoes
de primeiro e segundo grau, seu contexto histérico é de grande valia sobre grandes estudi-
osos que mudaram o rumo da matematica e trouxeram intimeras contribuicoes para area,
esse tipo de ensino é mais abordado nos anos finais de aprendizado do aluno, como prin-
cipal foco para que o estudante possa ter um conhecimento com graficos e seja aprovado
na prova no ENEM. A matematica é uma area muito dificil de ser interpretada, mas seu
estudo pode ficar mais acessivel com a associagao de areas que ela traz, por exemplo, a ge-
ometria pode contribuir para o aprendizado dos polinomios, uma vez que, pode-se usar as
formas geométricas para poder representar as grandezas através de graficos geométricos,
isso auxilia a achar os resultados das equacgoes polinomiais além de ajudar a ter varias
possibilidades de chegar a esses resultados.

A tecnologia tem sido muito importante para o desenvolvimento educacional, pois
proporciona ao professor trazer possibilidades lidicas de ensino que fogem do livro didatico
e deixam o alunado mais curioso sobre esse mundo de aprendizado que foge do padrao, por
isso foram criados softwares educacionais que oportuniza que o aluno possa desenvolver-se
em certa area. O software GeoGebra é um aplicativo de matematica dinamica que combina
conceitos de geometria e algebra em uma tnica interface grafica. Para o aprendizado dos
polinomios essa ferramenta auxilia o professor a ter uma aula mais interessante e propicia
um aprendizado amplo, dando aos alunos a chance de se aventurar em algo diferente do
que vé apenas em livros.

No capitulo seguinte apresentamos a teoria bésica dos polinomios, com os principais

conceitos e resultados.
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4 POLINOMIOS

Neste capitulo iremos abordar o contetido de polinémios com suas defini¢oes, notacoes
basicas, exemplos e principais resultados, os quais serao fundamentais para o desenvol-
vimento da teoria. O conteido abordado pode ser encontrado nas seguintes referéncias:
IEZZI (2013) e DANTE (2016).

4.1 Funcgao polinomial ou polinémio

E comum que em determinadas situagoes a compreensao e interpretagao de problemas
matematicos nos leve a formular expressoes e equacoes algébricas as quais nos ajudam a

resolver o problema. Para ilustrar isso considere a seguinte figura:

Figura 4.1 — Cubo

G

Rl

x+3

@

X+3

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

No cubo, temos arestas com medidas a = x + 3, e queremos determinar a expressao da
area e do volume deste cubo:

O volume do cubo ¢é dado por:
V=a=V=(x+3)3 = V=2a3+922+27x + 27.
A area do cubo é dado por:
A=6a> = A=6(x+3)? = A=6(22+62+9) = A=0622+36x+54.

Portanto, temos como volume, V = x3 + 922 + 27z + 27 ¢ a drea, A = 622 + 36x + 54
como solugoes do problema, essas expressoes sao chamadas de expressoes polinomiais

ou polinémios.

Defini¢ao 4.1. Dada uma sequéncia de niimeros complexos (ag, ai,as, ..., a,), conside-

remos a funcao p: C - C dada por:

T) = ap+ a & + asT? + azx® + - + a,a".
0 3
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A funcao p é denominada funcao polinomial ou polindmio associado a sequéncia
dada.

Os numeros (ag,ay,as,....,a,) sao denominados coeficientes e cada parte do po-
lindémio ag, a;x, asx?, -, a,x™ sdo chamados termos do polinémio p.

Uma func¢ao polinomial de um tnico termo é denominada fungao monomial ou

monomio.

Exemplo 4.1: Sao polindomios as seguintes fungoes.
o f(xr) =1+2x+8x%2-16a3, onde ag=1,a; =2,a3 =8 e ag = —16;
e h(x) =8-3x2-923, onde ag=8,a; =0,as = -3 e ag = -9;
e g(xr) =2+102° onde ap=2,a1 =az =az =as =0 e a5 = 10;

4.2 Valor numérico e raiz de um polinémio

Definigao 4.2. Dados um nimero complexo a e o polindmio p(z) = ag+ a1z + agx? + -+

a,x™, chama-se valor numérico de p em a a imagem de a pela funcao p, ou seja,
p(a) = ap + aja + axa® + - + a,a™.

Assim, por exemplo, se p(z) =4+ z + 22 + 423, temos:

o p(3)=4+3+32+4.33=124;

o p(-4)=4+(-4)+(-4)?+4.(-4)3 = -240;

o p(1+i)=4+(1+i)+(1+4)?+4.(1+4)3 =4+ 1+i+1+2i-1+4+12i-12-4i = -3+113;
Muitas vezes, para simplificar a notacao, escrevemos apenas

D = Qg+ 41X + ax? + -+ + a,x",

para simbolizar um polinomio p na varidvel z. Neste caso, p é o mesmo que p(x).
Em especifico, se a é um ntimero complexo e p é um polindémio tal que p(a) = 0,
dizemos que a é uma raiz ou um zero de p.

Por exemplo, o nimero 1 é raiz de p(z) = -1 — 2z + 222 + 3. De fato,

p(1) = —1-2(1) +2(1)2 + (1) = 0.
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4.3 Interpretacao geométrica

Se y = p(x) é uma funcao polinomial de coeficientes reais e variavel real z, podemos,
a cada par (z,y) da fungao, associar um ponto do plano cartesiano e, assim, obter o seu

grafico.
Exemplo 4.2: Gréafico de y =3z -1,z € R.

Solucao: Considerando que dois pontos distintos determinam uma reta, vamos atribuir

a x dois valores distintos e calcular os correspondentes valores de y = 3x — 1.

Tabela 4.1 — Tabela do grafico da funcao y =3z -1

z|y=3r-1
0 -1
1 2

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Tracando o grafico da funcao, temos.

Figura 4.2 — Grafico da funcao y =3x - 1,x e R.

Y

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Atribuindo z =1 e x = 0, obtemos, respectivamente, os pontos A = (1,2) e B = (0,-1)

e tragcamos a reta AB, que é precisamente o grafico da funcao dada.
Exemplo 4.3: Gréfico de y =22 +2x -8,z ¢ R.

Solucgao: O grafico desta funcao é uma parabola com a concavidade voltada para cima,

eixo de simetria vertical, vértice no ponto V tal que

2 _ —
o b_ 2 2 . - (2)2-4.1.(-8) _ 36 _

» = —_——_— = - _9
2 2(1) 2 4a A(1) 4
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Assim, o vértice dessa pardbola é o ponto: V = (-1,-9). Alem disso, calculando as

raizes pela férmula de Baskara, obtemos

y=x2+2x-8

“b+VA
2a
—2+4/22-4-1-(-8)
2

_—2i6
2

Logo,

r=-4ex"=2

Tabela 4.2 — Tabela do grafico da funcao y = 22 + 2z — 8

z | y=122+2x-8 | ponto
-4 0 T
2 0 T
-1 -9 V

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Tragando o grafico da fungao, temos.

Figura 4.3 — Gréfico da funcao y =22 + 2z - 8,z € R.

w
y

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
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Exemplo 4.4: Gréfico de y =23,z € R.

Solucao: Construindo a tabela, temos:

Tabela 4.3 — Tabela do grafico da funcao y = 23

x | y=123| ponto
2 8 C
1 1 B
0 0 E
-1 -1 A
-2 -8 D

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Tracando o grafico da funcao, temos.

Figura 4.4 — Gréfico da funcao y = 23, x € R.

C=(2 8)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Nestas condigbes, pesquisar as raizes reais de uma equagao polinomial p(z) = 0 é
localizar (quantos e onde) os pontos em que o grafico cartesiano da func¢ao y = p(z)
intercepta o eixo das abscissas (y = 0).

Assim, podemos considerar uma interpretacao geométrica baseada, em resumo, no

seguinte:
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i. Sinal de p(a) = sinal de p(b) = nimero par de raizes reais em ]a, b[

Figura 4.5 — Exemplo de nimero par de raizes.

Yi
Y (7] S
P@}|---- :
Pla) | - - -
P(b) - |
a r=r, b X
X
Vi
Y
P(b) a N & :
i r,o\ r,]
pap|-a ) \J T
P@)[--
x P(o)f-------mmmmmmooe :

Fonte: 1E7zz1 GELSON (2013 p.137).

ii. Sinal de p(a) # sinal de p(b) = ntmero impar de raizes reais em |a, b[.

Figura 4.6 — Exemplo de nimero impar de raizes.

P(a) --r\ PO ----m-mmm - f\

; f r :

@ r\—i b X al /}2 ry lla -;
0] . : P(@f-

Fonte: 1Ezz1 GELSON (2013 p.137).

4.4 Polinomio nulo

Dizemos que um polinomio p é nulo ou identicamente nulo quando p assume o

valor numeérico zero para todo x complexo. Em simbolos, temos:
p=0<p(z)=0,YreC.

Teorema 4.1. Um polinomio p € nulo se, e somente se, todos os coeficientes de p forem

nulos. Em simbolos, sendo p(x) = ag + a1x + asx? + -+ + a,x" temos:

p=0<ay=a,=as---=a,=0.

Demonstragao:

(<) E imediato que ag = aj = ay--- = a, = 0 acarreta:
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p(x)=0+0x+022+---+02"=0,Vz e C.

(=) Se p é nulo, entdo existem n + 1 nimeros complexos ag, a1, Qs, ..., ay,, distintos dois

a dois, que sao raizes de p, isto é:

_ 2 _
p(ap) = ap + a1 + azad + -+ + apaf =0
1) = ag+ a1 + s’ + -+ a,a” =0
1 1
_ 2 _
p(ag) = ag + ajan + agas + -+ a,al =0

p(an) =ag+ a10y, +CL2CU% +ota,alt = 0

Assim, estamos diante de um sistema linear homogéneo do tipo (n+1) x (n+1) cujas

incognitas sao ag,a,as, ..., a,. Como o determinante deste sistema é:

1 o al . al
1 o a? af
D=1 1 a%) 0% oy
1 Qi a2 an

nao nulo por tratar-se do determinante de uma matriz de Vandermonddl| cujos elementos
caracteristicos sao ag, aq, s, ..., o, todos distintos, o sistema tem uma tnica solucao, que

é a solugao trivial:

ap=a1 =0 =...=a, =0.
Exemplo 4.5: Determine os reais a,b,c de modo que f(x)=(a—-1)z3+ (4-b)x+ (c+3)
seja o polinémio nulo, ou seja f(z) = 0.

Solugao: Pelo teorema 4.1, vamos igualar os coeficientes da funcao a zero e encontrar os

valores de a,b e c:

a-1=0=>a=1
4-b=0=>b=4

c+3=0=c=-3

Substituindo os valores encontrados de a,b e ¢ na funcao, temos:

f(x)=(1-D2*+ (4 -4)z+(-3+3)
=0,(Vx e C).

¥ chamada matriz de Vandermonde, em referéncia a Alexandre-Théophile Vandermonde, que viveu
na Franga entre 1735 e 1796. Chamamos matriz de Vandermonde, ou das poténcias, toda matriz de
ordem n > 2, em que suas colunas sao poténcias de mesma base, com expoente inteiro, variando de 0 a
n—1 ou seja os elementos de cada coluna formam uma progressdo geométrica de primeiro termo igual a 1.
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4.5 PolinOmios idénticos

Dizemos que dois polinomios p e g sao iguais ou idénticos quando assumem valores

numéricos iguais para todo x complexo. Em simbolos, temos:

p=g < p(x) = g(z) Yo eC.

Teorema 4.2. Dois polinomios p e g sao iguais se, e somente se, 0s coeficientes de p e

g forem ordenadamente iquais. Em simbolos, considerando:

n
p(x) = ag+ a1 + asx? + -+ + a,a" = Zaiﬂﬁi

i=0
e
n .
g(x) = by +byx + by + -+ + bya™ = sz‘xl,
i=0
temos:

p=g<a=b, Vie{0,1,2,...,n}.

]
Demonstracgao: Para todo z € C, temos:
aizbiQCLi—bi:O
<~ (az—bl)xz =0
=g Z(a,—bl)f:(]
i=0
<Y ar' =) bir' =0
=0 =0
< Zaixi = szxz
=0 1=0
< p(x) = g(x)
]

Exemplo 4.6: Determine os valores de a, b, ¢, d de modo que os polinémios sejam

iguais. p(x) =ax®+bx?+cr+de q(x) =223+ 322 + bz + 2.

Solugao: Para que os polinomios sejam iguais, pelo teorema 4.2, devem ser de mesmo

grau e devem ter os coeficientes iguais. De fato:

p(r) =q(x)
ax’® +bx? +cx +d =223+ 322+ 5x + 2.

Com isso, podemos afirmar que:

a=2,b=3,c=5ed=2.
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4.6 Operagoes com polinémios
4.6.1 Adicao

Dados dois polinomios

n
p(x) = ag + a1 + agx?® + -+ + @™ = Zaix’,
i=0

g(x) = by + byx + byw? + - + bpa™ = ibixi,
i=0
chama-se soma de p com ¢ o polindomio
(p+9)(x) = (ap+by) + (a1 +b1)x + (ag +bo)x? + -+ + (a, + by)z",
isto é:

n

(p+9)(z) = Z(a,- +b;)a".

=0

Exemplo 4.7: Somar os polindomios p(z) = 22 +4x + 8 e g(x) = 423 + 222 + Tx + 5.

Solucgao: Vamos somar os coeficientes dos termos das fungoes que tem o mesmo expoente,
perceba que a fungao p(x) tem o maior expoente 2, e a funcao g(z) tem o maior expoente
3, assim iremos somar o coeficiente de 23 com 0, que é o coeficiente 3 do polindémio p(z),

logo:

(p+9)(x)=(0+4)2® + (1 +2)2® + (4+7)x + (8 +4)
=42% + 327 + 112 + 12.
Portanto, a soma das fungoes p(x) + g(z) é (p+g)(x) = 423 + 322 + 11z + 12.

Teorema 4.3. A operacao de adicdo define no conjunto P dos polinomios de coeficientes

complexos, uma estrutura de grupo comutativo, isto €, verifica as sequintes propriedades:

i. Propriedade associativa
ii. Propriedade comutativa
iii. Existéncia de elemento neutro

iv. Existéncia de inverso aditivo

Demonstragao: i. Propriedade associativa: f+ (g+h)=(f+9)+h,Vf,g,heP.

Fazendo:
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flx) =2 ai’ g(x) =) b, h(z) = ) cia
i=0 i=0 i=0

(F + (e m)(w) = Yda' e ((F +9) + )(x) = Y e,
temos:
di =a; + (bz + Ci) = (ai + bz) + C; = €, Vi€ {0, 1,2, 7’)’L}

ii. Propriedade comutativa: f+¢g=g+ f,Vf,g€ P.

Fazendo:
F@)= Y0t g(e) = Yoba's(F +9)(@) = Yoea e (g F)(w) = Y d”
temos:
ci=a;+b=b;+a;=d;, Vie{0,1,2,...,n}.

iii. Existéncia de elemento neutro: e, € P|f+e, = f,Vf e P.

Fazendo:
f(x) = 2aixi, eq(x) = iaixi e (f+eu)(x)= ioﬁla:’
temos:
fre=f<ebi=a;<a;+a;=a;,Vie{0,1,2,...,n}.
Logo, «; = 0,Vi € {0,1,2,...,n}, portanto ¢, (elemento neutro para adigao de

polinémios) é o polinémio nulo.
iv. Existéncia de inverso aditivo: Vf e P,3f € P|f + f = e,.

Fazendo:
f(z) = z e f(x) = z e (f+1)(x) = zb

temos:

f+f =e.=b=0ea+a;=0,Yi€{0,1,2,...,n} eentdo a, = —a;, Vi€ {0,1,2,...,n},

portanto:
n .
f'(x) = Z(—ozi)ycZ = —Q; — Q1 — Ay — ... — Q"
i=0

é o inverso aditivo de f, ou seja, é o polinomio que somado com f resulta o polindmio

nulo.
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4.6.2 Subtracao
Tendo em vista o Teorema 4.3, dados dois polinomios
f(x) =ag+ a1z +ax®+ ... + apx™ e g(x) = by + byx + box? + ... + by z™,
definimos diferenga entre f e g como o polindémio f—g= f+ (—g), isto é:
(f=9)(x)=(ag=bg) + (a1 —by)x + (as = ba)x® + ... + (a, — by)x™.
Exemplo 4.8: Calcular a diferenca entre f(z) =23+ 4z +8 e g(z) = 22 + 8z + 10.

Solucgao: Usando a definicao de diferenca de f e g, temos

(f-9)(x) = (2 + 42 +8) — (z* + 8z + 10)
=23 +4r+8-2%-8x - 10
=(1-0)2*+(0-1)z*+ (4-8)x + (8 - 10)

= —?—d4r-2.

4.6.3 Multiplicacao
Dados dois polinomios:
f(x)=ap+ a1z +ax?®+...+a,z" e g(x) = by + byx + byx? + ... + byz™,
o produto fg é o polinomio
h(x) = co+ 1 + Cox® + .. + Crpyp ™™,

cujo coeficiente ¢, pode ser assim obtido:
k
Ci = aobk + albk,l + ...+ akbo = Zaibk,i.
i=0
Notemos ainda que fg pode ser obtido multiplicando-se cada termo a;z* de f por cada
termo b;27 de g, segundo a regra (a;x?)-(b;jz?) = a;b;2"*7, e somando os resultados obtidos.

Exemplo 4.9: Multiplicar f(x) =423 + 322 + 2z por g(x) = 222 + 6z + 3.

Solugao: Observe que,

(fg)(x) = (42 + 32% + 22) (22* + 62 + 3)
= 423(22% + 62 + 3) + 32%(22% + 62 + 3) + 22(22% + 62 + 3)
= 827 + 242" + 122° + 62* + 182° + 927 + 42 + 122° + 6z

= 8x° + 30x* + 3423 + 2122 + 6.
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Propriedades da multiplicacao

Teorema 4.4. A operacao de multiplicagao em P (conjunto dos polindmios de coeficientes

complexos) verifica as sequintes propriedades:

i. Propriedade associativa f-(g-h)=(f-9)"h, Vf g helP.
ii. Propriedade comutativa f-g=g¢- f, Vf,geP.
iii. Existéncia do elemento neutro e, € P| f-e,, = f, VfeP.

iv. Propriedade distributiva f-(g+h)=f-g+ f-h, Vf,g,heP.

Demostragao: Ver MUNIZ (2016, p.35 e 36).
4.7 Grau

Definigao 4.3. Seja f = ag + a1 + asx? + ... + a,x™ um polinémio nao nulo. Chama-se
grau de f, e representa-se por df ou gr f o nimero natural n tal que a, # 0 e a; =0 para

7> n.

8f:n©{an¢0

a; =0,Yi>n

Assim, grau de um polinomio f é o indice do maior expoente cujo coeficiente é nao

nulo.
Exemplo 4.10: Identifique o grau dos polindmios a seguir.
flx)=3x>+2%-222-52+9 = 0f=5
g(x)=Tr?-2x+5 = Jf =2
Se o grau do polinomio f é n, entao a, é chamado coeficiente dominante de f. No
caso do coeficiente dominante a,, ser igual a 1, f é chamado polindmio unitario.

Grau da soma

Teorema 4.5. Se f+g sao polinomios nao nulos, entao o grau de f+g ¢ menor ou igual

ao maior dos niumeros Of e dg. Ou seja,
O(f +g) < méx {0f,9g}.

Demonstragao: Se f(x) = Zaixi, g(x) = ijxj, Of =m e dg =n, com m # n admi-
i=0 J=0
tamos, por exemplo, m > n. Assim, sendo ¢; = a; + b;, um coeficiente qualquer de f + g,

CO1mo:
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am*+0 a;=0;Vi>m
b,#0 0;=0;Vj>n

sendo m > n, dai

Cm = Qm + by =a,, +0=a,, #0, pois i >m >n.

ci=a1~+b,»=0+0=0,Vz'>m.
Portanto,

I(f+g)=m=méx {Jf,0g}.

Se admitirmos m = n, temos:

ci=ai+bi:0+0=0,Vi>m,

Cm = @ + by, pode ser nulo, entao:

I(f+g) <méax {0f,0g}.

Exemplo 4.11: Determine o grau dos polinomios e da sua soma.
flx)y=22+3x-2eg(x)=Tx-5.
Solugao: somando os polinomios f(z) e g(z), obtemos

(f+g)(x)=2*+(B+T)z+(-2-5),

=22+ 10x-7.

Portando o grau da soma dos polinomios é 2.

Sabemos que 0f =2 e dg =1, logo

I(f+g)=2=max {Jf,0g}.
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Grau do produto

Teorema 4.6. Se [ e g sao dois polinomios nao nulos, entao o grau de fg € igual a soma

dos graus de f e g. Ou seja,

d(fg)=0f +0g.

Demonstragao: Se

f(@) =Y aa', g(x) = Ybjad, 0f =m e dg =,
3=0

1=0

seja

Cr = aobk + albk_l + ...+ ak_lbl + CLkbo,

um coeficiente qualquer de (fg)(z). Temos, a,, # 0, b, #0, a; =0,Yi>m e b; =0,Vi > n,
dai,

Crman = Gy~ by £0, pois a,, 0 e b, £0
ck=0,Ye>m+n,poisk>m+n=>k>mek>n.

e entao:

A(fg)=m+n=090f+0g.

Exemplo 4.12: Calcule o produto dos polinémios e o seu grau.
f(x)=Ta5+8x3+5x e g(x) =22t +4x + 1
Solugao: multiplicar f(z) por g(z) obtemos

(fg)(x) =142° + 1627 + 102° + 2825 + 322* + 2022 + 72° + 823 + 5u,

=142° + 1627 + 2825 + 1725 + 322% + 823 + 2022 + 5.

Portando o grau do produto dos polinémios é 14.

Sabemos que 0 df =5 e 0 dg = 4, temos

O(f-g)=14=0f +dg.
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4.8 Divisao

Definigao 4.4. Dados dois polinomios f(dividendo) e g # 0 (divisor), dividir f por g é
determinar dois outros polinémios ¢ (quociente) e r (resto) de modo que se verifiquem

as duas condigoes seguintes.

)q-g+r=f;
ii) Or < dg (ou r =0, caso em que a divisdo é chamada exata).

Exemplo 4.13: Quando dividimos f(z) = z* + 322 + 22 + 2 por g(x) =22 + 2z + 4

obtemos ¢(x) =22 - 2x + 3 e r(z) = 4z - 10, que satisfazem as duas condigdes.

(i) qg+r=(22-22+3)(22+2z+4) + (4o -10) = 2* + 322 + 22+ 2 = f.
(ii) Or=1e dg =2 = 0r < dg.

Divisoes imediatas

H4 dois casos em que a divisao de f por g é imediata.
19 caso: O dividendo f é o polinomio nulo (f =0).
Neste caso, os polindmios ¢ = 0 e r = 0 satisfazem as condigoes (i) e (ii) da defini¢ao

de divisao, pois qg+r=0-g+0=0= f e r =0. Logo,
f=0=>¢=0er=0.

2?2 caso: O dividendo f nao é polinomio nulo, mas tem grau menor que o divisor g

(0f <0g).
Neste caso, os polinémios g = 0 e r = f satisfazem as condigoes (i) e (ii) da definigao

de divisao, pois qg+r=0-g+ f=f e Or =0f < dg. Logo,
0f <dg=qg=0er=f.
Existéncia e unicidade do quociente e do resto

Teorema 4.7. Dados os polinomios

[ = amX™ + A1 ™+ Qo™ 2+ -+ a1 + ag, (am #0)

g =0, 2" + by "+ by o™ 4+ by + by (b, #0)
existem um unico polinomio q e wm unico polindmio r tais que qg+7 = f e Or <dg(our

= 0).

Demostragao: Ver IEZZI1(2013, p.73).
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Método de Descartes

Este método, também conhecido por método dos coeficientes a determinar,
baseia-se nos seguintes fatos:
(1) g = 0f = g, o que é consequéncia da definigdo, pois:
qg+r=f=0(qg+r)=0f e como dr<dq=0(q-g+r)=0(q-g) =0q+0g=0f.
(2) Or < dg(ou r =0)
O método de Descartes é aplicado da seguinte forma:
i) calculam-se dq e Or;

ii) constroem-se os polinémios ¢ e r, deixando incégnitos os seus coeficientes;

iii) determinam-se os coeficientes impondo a igualdade qg + 1 = f.
Exemplo 4.14: Dividir f(x) = 2z* - 423 + 142 + 4 por 223 — 42?2 + 4z - 1.

Solugao: Veja que o grau do quociente ¢(x) da divisdo serd a diferenca entre o grau de

f(z) por g(x), com isso o quociente terd grau 1 e sera do tipo ax + b, isto é:
0g=4-3=1=¢g=ax+b, comaz0,
como o grau do resto ¢ menor que 3, entao ele serd igual ou menor que 2, logo o resto
seré da forma cx? + dx + e, isto é:
Or<3=0r<2=r=cr’+dx+e,
dai

(ax +b)(223 —4a? +4x - 1) + (ca? + dx + ) = 22* — 423 + 14z + 4.

Desenvolvendo, temos para todo x:

qg +7 = f = 2ax* - 4a2® + 4az’® — ax + 202 — 4bx? + 4bx — b+ (cx® + dw + €) = 20 — 423 + 147 + 4

= 2az" + (2b - 4a)2® + (4da —4b+c)z* + (4b—a+d)x + (e - b) = 22 — 423 + 14z + 4.

Entao, por igualdade de polinomios igualando os coeficientes referentes a cada expoente,

temos:

20=2=a-=1
2b-4a=-4=2b=-4+4(1)=0=b=0
da-4b+c=0=c=4(0)-4(1) =>c=-4
db-a+d=14=d=1-4(0)+14=>d=15

e-b=4=e=b+4d=>e=4

Substituindo os valores encontrados nos coeficientes de ¢ e r, obtemos
g=xer=-4x%+ 15z +4.

onde ¢ é o quociente e r é o resto do polinémio.
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Método da chave

A prova da existéncia de g e r citada na existéncia e unicidade do quociente e do resto
nos ensina como construir esses dois polinomios a partir de f e g. Vejamos por exemplo

como proceder se:
f=32° 624 +1323 - 922 + 11z -1 e g =22 -2x + 3.

19 grupo de operacoes

Formamos o primeiro termo de ¢ pela operagao %5 = 323 e construimos o primeiro
resto parcial r = f — (3x3)g = 423 = 922 + 112 — 1, que tem grau maior que Jg .
29 grupo de operagoes

Formamos o segundo termo de ¢ pela operacao %3 = 4x e construimos o segundo resto

2—x -1, que tem grau igual a Jg .

parcial ro =y - (42)g = —x

3? grupo de operacoes
Formamos o terceiro termo de ¢ pela operacao ‘m—f = —1 e construimos o terceiro resto

parcial r3 = r9 — (=1)g = 3x + 2, que tem grau menor que dg, encerrando, portanto, a

divisao.

Desta forma, obtemos: ¢ =322 +4x-1er=-3x+2.

A disposicao pratica dessas operacoes é a seguinte:

325 —6x4+1323-922+ 11z -1 |22-22+3

- 32° + 6% -923 ‘3x3+4x—1
423 - 922 + 11z

— 423 + 822 - 122

-2 -—z-1
2 -22+3
- 3x+2

Exemplo 4.15: Dividir f(x) =2z - 5z* + 323 + 22 - 5 por g(z) = 23 + 22 - 3z + 2.

Solugao:
22° — hat + 323 +2x —5‘x3+x2—33:+2
— 225 — 224 + 623 — 4x2 | 222 - 72+ 16

—Txt +923 —42?2 + 22

Tzt +7x3 - 2122 + 142

1623 — 2522 + 162 -5
— 1623 - 1622 + 482 — 32

— 4122 + 642 - 37

Logo,
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q=2x%2-Tr+16 e r = -41x? + 64z - 37.

Teorema 4.8 (Teorema do resto). O resto da divisao de wm polinémio f por x—a € igual

ao valor numérico de f em a.
Demonstracao: De acordo com a Definicao 4.4, temos:
q-(z-a)+r=f,

em que ¢ e r sao, respectivamente, o quociente e o resto. Como x —a tem grau 1, o resto
r ou ¢ nulo ou tem grau zero; portanto, r ¢ um polindomio constante.

Calculemos os valores dos polinomios da igualdade acima em a:

a(a)- (a-a)+r(a) = f(a).

——

0 r

Entao; como r é um polindmio constante, concluimos que

r=f(a) VxeC.
m

Exemplo 4.16: O resto da divisao de f = z* - 223 + 42 — 2 por por g = x — 2 igual a 6,

pois.

F(2)=(2)"-2(2)° +4(2) -2
- 16-16+8-2=6.

O resto da divisao de f = 2x® — 3z* + 62 — 4 por por g = x — 3 igual a 257, pois:

F(3)=2(3)>-3(3)" +6(3) -4
= 486 - 243 + 18 — 4 = 257.

Teorema 4.9 (D’Alembert). Um polindmio f € divisivel por = —a se, e somente se, a é

raiz de f.
Demonstracao: De acordo com o Teorema 4.8, temos r = f(a). Entao:
r=0<« f(a)=0<« aéraiz de f.
|

Teorema 4.10 (Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A.)). Todo polinémio p de grau

n > 1 admite ao menos uma raiz compleza.
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Demostragao: Ver SEELEY (1974, p. 445 a 448)
Exemplo 4.17: Verificar se f = 2% — 423 + 422 — 42 + 3 é divisivel por g =z - 3.

Solugao: temos que

f(3)=3"-4-33+4-3>-4-3+3
=81-4-27+4-9-12+3
=-3+3
= 0.

Como r = f(3) =0, entao f é divisivel por g.

Teorema 4.11 (Decomposicao). Todo polindmio p de grau n (n>1)
D= Apx™ + A1 X+ Ap_oX 2 4 -+ a1 + ag (a, #0)

pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:

p=ay(x-ri)(x-ro)(x-7r3)...(x-1p),

EM QUE T1,72,T3,...,Ty SA0 as raizes de p.

Com excecao da ordem dos fatores tal decomposicao é unica.

Demostragao: Ver IEZZ1(2013, p.106).

Exemplo 4.18: Fatorar o polinomio p = 223 + 822 + 2z — 12 = 0, sabendo que suas raizes

sao -3,-2 e 1.

Solucao: Pelo teorema 4.10, temos:
p=(x+3)(z+2)(z-1).

Geometricamente temos as raizes do polinomio:

Figura 4.7 — Raizes da funcao p = 223 + 822 + 2z - 12 = 0.

Y

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
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Dentre outros métodos usados nas operagoes com polinomios, temos também o al-
goritimo de Briot-Ruffini que é bastante prético na divisao de polinémios, resolvemos
destacar aqui alguns mais utilizados.

No capitulo seguinte apresentamos algumas aplicagoes de polinomios, e seus principais

resultados.
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5 APLICACOES

Neste capitulo, vamos resolver algumas aplicacoes envolvendo polinomios aplicados a
geometria, iremos usar software GeoGebra como recurso didatico no estudo das aplicagoes.

Existem diversas maneiras as quais os polinomios podem ser utilizados no cotidiano
de uma sociedade, uma vez que, sendo uma area da matematica pode ser usado em outros
seguimentos de maneiras diversas, como no mercado de agoes, prevendo os pregos e sua
variacao ao longo do tempo, podem ser usados na fisica para descrever a trajetoria de
um projétil, usados também para expressar conceitos como energia, inércia e diferenca

voltaica. Vamos ver a seguir algumas aplicagoes do nosso cotidiano:
Aplicacao 1:

Uma grande fabrica de materiais reciclaveis deseja produzir cestos em formato cilindrico
reto. Os cestos tem altura medindo 0,5 cm e foi gasto na sua produgao o valor de R$
4,00 /em?. Qual deve ser a func¢ao polinomial que representa o custo em fungao do raio
do cesto?

Solugao: Iremos calcular o custo C' do cesto em fungao de r, isto é C'(r)
A area total do cilindro corresponde ao dobro da area da base somando a drea lateral,

onde a area da base é dada por
Ay = mr2.
e em um cilindro reto, a area lateral é obtido por
A; =27rh.
Como foi gasto na sua producao R$4,00 por cm?, o custo é dado por

C(T’) = (2Ab + Al)4
= (8712 + 87rh).

Sabendo que a altura do cesto é 0,5cm, substituindo o valor h = 0,5¢m em C(r),

obtemos

C(r) = (8mr* +8nrh)
= (87r% + 871 - 0.5)

= 87mr? + 4mr.

Portanto, a funcao polinomial que representa o custo em func¢ao do raio do cesto é
C(r) =8nr? + 4mr.
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Aplicacao 2:

A trajetoria de uma bola feita por José da janela de seu apartamento para Pedro que
esta sobre um piso plano e horizontal do estacionamento, é parte de uma parabola com

eixo de simetria vertical. Como mostra a figura:

Figura 5.1 — Trajetéria de uma bola.

LO

O 0O
g

0C - bcC

5m

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Como mostra a Figura 5.1 ao ser arremessada, a bola se movimenta a uma distancia
de 5m desde o instante do lancamento até o momento em que ela atinge o solo. Apds
ser lancada, ela se movimenta a uma distancia de 1m até atingir a altura maxima, que é
de 32m em relacao ao piso do estacionamento, conforme a Figura 5.2. Quantos metros
acima do piso do estacionamento estava José quando foi lancada a bola?

Solucgao: Aplicando o problema no plano cartesiano temos:

Figura 5.2 — Representacao da trajetdria da bola.

Y (em metros)

X (em metros)

1 56

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Temos que a equacao da parabola é do tipo:
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y=a(z=5)(z+3),

pois as raizes da funcao dada sao -3 e 5. Como no problema diz que quando altura
maxima ¢é de 32m e o ponto em que a bola se movimentou foi de 1m, logo quando = =1
temos y = 32.

Substituindo os valores na equacao:

32=a(1-5)(1+3)
= a(1-5)(1+3)
=a(-4)(4)

=a(-16),
ou seja,
32
a=-—
16
=-2.

Com isso a equacao da trajetoria da bola fica:

y=(-2)(x-5)(z+3)
= (-2)(2% -2z - 15)
= 222 + 4z + 30.

Aplicando agora na equacao polinomial da trajetéria, no instante em que José arre-

messa a bola, ou seja o instante x = 0, temos:

y=-2(0)%+4(0) + 30
y = 30.

Portanto, José estava a 30m acima do piso do estacionamento quando langou a bola
para Pedro.

Perceba no grafico da pardbola com concavidade para baixo, ou seja com a < 0,(ver
Figura 5.3) os pontos C' e B que sao as raizes da equacdo, o ponto A é onde José estava
quando langou a bola para Pedro e por fim o ponto D que é o eixo de simetria vertical

da parabola.
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Figura 5.3 — Grafico da funcao f(z) = -2x% + 4z + 30.

Y D=(1,32)

SN SRS | A S S v

}'3 25 i’y s i) 05 0 05 15 2 25 3 3ls 4 a5 R X

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Aplicagao 3:

Os diretores de uma empresa de calgados decidiram construir um novo depdsito para
guardar suas mercadorias, pois a demanda das suas lojas estava em crescimento, o espaco
disponibilizado para a construgao tem formato retangular, como mostra a Figura 5.4.
Os diretores desejam saber quais devem ser as dimensoes do terreno para que a area

construida seja a maior possivel.

Figura 5.4 — Area do terreno.

500 - 2x

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Solugao: A area do terreno é dada por base vezes a altura, logo:

A=0bh
= (500 - 2x)x
= -22% + 500z.

Sabemos que toda funcao do segundo grau com a < 0 possui ponto de maximo,
ou seja, o ponto de maximo somente é possivel em fungoes com a concavidade voltada
para baixo, do mesmo modo ou seja, o ponto de minimo existe apenas para funcoes com
concavidade voltada para cima, toda funcao do segundo grau com a > 0 ird possuir um

ponto de minimo, apenas para concavidades voltadas para cima.
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A area méxima procurada é o valor méaximo da fun¢ao polinomial:
f(z) = -22% + 500.

A area assume o valor maximo no vértice da parabola, ou seja, quando:

b
"2
500
- 2(-2)
~ 500
T4
= 125.

Xy

Portanto, a area construida serd maxima se as dimensoes do terreno forem 125m e 250m.
O grafico da equacao f(x) = —222+500z, que tem sua concavidade voltada para baixo,
nos mostra os pontos A e B que sao a raizes da equacao e o ponto de maximo de 125m

da origem.

Figura 5.5 — Gréfico da funcao f(x) = -222+ 500z.

uuuuu

(125, 31250)

20000

10000

B = (250, 0)

0 0 20 40 60 20 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 §
(125, 0) X

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Aplicacao 4:

Um arquiteto foi contratado para construir uma piscina em um hotel da sua cidade,
ele desenhou em uma cartolina quadrada de lado 8a, o formato de uma caixa quadrada.
Foi retirado quadrados de lado 2z < a de cada canto do quadrado, como mostra a figura

abaixo.
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Figura 5.6 — Desenho na cartolina.

8a
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8a 23
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! 2x
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N
>

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Em outra cartolina o arquiteto construiu a maquete da piscina, onde foi dobrando as
abas restantes para formar uma caixa cuja base é um quadrado de lado L = 8a —4x e

altura h = 2z, como mostra a Figura 5.7. Qual deve ser o valor de x para que o volume

da caixa seja maximo?

Figura 5.7 — Maquete da piscina.

IZX

8a-4x

8a-4x

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Solucgao: Observe que o volume da caixa é dado por

V=L-L-h,
desta forma,
V =(8a—-4x)-(8a-4x) - 2x.

Vamos determinar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica [[] logo

Considerando os numeros 8a — 4z, 8a — 4z e 2x, as médias aritméticas e geométricas

sao dadas respectivamente por

!Sabemos que a média geométrica é menor ou igual a média aritmética, Disponivel em
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/media-geometrica.htm
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(8a —4x) + (8a —4x) + (8x)
3

e V4V = {/(8a - 4x)(8a - 47)(8z)

Assim, como v= (8a —4x - 8a — 4z - 2x), temos

(8a —4x) + (8a—4x) + (8z) 16a
3 -3

Por conseguinte, o valor maximo para o volume da caixa retangular ocorre quando

VAV = /(8a - 4x)(8a - 42) (8z) <

VAV = 199,
3
ou, quando
8a -4z = 8x,

Logo, o valor de x para que a piscina tenha volume maximo é

_2a
=3

X

substituindo esse valor de z em V' = (8a —4x)? - 2z, temos

8 4
V= (8a——a)2-—a.
3 3
Portanto, o volume da caixa

10240

v 27

Aplicagao 5:

Francisco possui um terreno no formato de um triangulo retangulo cujos catetos medem
40m e 50m (ver Figura 5.8). Ele pretende construir um galpao retangular em seu terreno.

Quais devem ser as dimensoes x e y do galpao para que sua area seja maxima.

Figura 5.8 — Terreno em formato de um triangulo.

-C
3

40m |

50 m

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Solugao: Aplicando o problema no plano cartesiano nos eixos x e ¥y, temos
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Figura 5.9 — Plano cartesiano do terreno.

D Cxy)

r E B X

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
A reta que contém o segmento AB, possui a equacao

40
= ——(z-50

ou A
Y= —ga:+40. (5.1)

Vamos encontrar os valores de x e y para que a area do galpao, dada por
A(z,y) = 2.y, (5.2)

seja a maior possivel. Para isso, considere o ponto C' de coordenadas (x,y), pertencente
ao segmento de reta AB, como mostra Figura 5.9, vamos substituir o valor de y de (5.1)

em (5.2) e encontrar a drea em funcao de z, ou seja,

A(x,y) = x(—%x +40),

4
= —gxz +40x.

A equacao representa uma parabola com concavidade voltada para baixo pois a = —% <0,

o maximo de A(z,y) é dado por
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Iremos substituir o valor de x = 25 para encontrarmos o valor de y em (5.1), ou seja

4
= —=25+40,
Y775
= 20.
Portanto, para z = 25m e y = 20m a area do galpao ¢ a maxima
A =500m2.
. , - 4
Usando o Geogebra vamos construir o grafico da funcao f(z) = —gxz +40x.

4
Figura 5.10 — Grafico da funcao f(x) = —ng +40x.

B = (25, 500)

100

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Com o Geogebra conseguimos determinar as raizes da funcao polinomial e seu ponto
de maximo, que ¢é a drea maxima que o galpao pode atingir.
Vimos que através das aplicagoes os polindmios podem ser demonstrados para os

alunos elencando a facilidade do aprendizado de um assunto jugado dificil torna-se facil.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho procurou destacar que a matematica, mais especificamente, a teoria
dos polindémios é muito importante nas nossas vidas. A BNCC e PCN trazem em suas
diretrizes a importancia que tal area tem na vida dos estudantes, principalmente nos
anos finais, quando o aprendizado estd mais focado nas equacoes do 12, 22, 39 e 49 grau,
principalmente elencando as dificuldades do aprendizado e como ele pode ser mediado de
forma mais acessivel quando é associado com outras ferramentas. O uso das aplicagoes
¢ muito importante, pois traz a geometria como meio de mostrar como esses polinémios
podem ser aplicados, facilitando o aprendizado do aluno.

Com este trabalho pudemos aprofundar o aprendizado sobre polinomios e como a
geometria pode ajudar no aprendizado desse assunto que no ensino basico é considerado
bastante dificil, além de aperfeicoar o conhecimento sobre aplicagoes e como fazé-las, afim
de mostrar que existe possibilidade de entendimento sem muitas dificuldades.

Elenquei também a importancia do uso das tecnologias na sala de aula, para que
o aluno consiga ver a matematica de uma maneira mais didatica, dando o exemplo do
software Geogebra, que tem ferramentas amplas para uma boa pratica que pode ser feita
junto com o livro didatico.

Neste trabalho, buscamos seguir o que a BNCC orienta sobre trabalhar com atividades
e situagoes em que o aluno estd inserido no dia a dia, para facilitar seu entendimento e

saber utilizar as ferramentas que lhe sao apresentadas de maneira correta.
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