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RESUMO

A proposta deste trabalho é apresentar um estudo sobre alguns topicos da Geometria
Analitica plana e analisar como esta teoria pode ser abordada nas provas do Exame
Nacional do Ensino Médio. A Geometria Analitica estuda os principais elementos
geométricos como, ponto e reta, por meio de um sistema de coordenadas, utilizando
expressodes algébricas. Trata-se de um contetdo fundamental da matematica e que
faz parte do curriculo do Ensino Médio. Dada sua importancia, seu estudo serve como
instrumento para outras areas do conhecimento, portanto, precisa estar conectada a
realidade. Contudo, ao ser trabalhada nas diversas etapas de escolarizacéo, a
geometria tem apresentado problemas, tanto no seu ensino quanto na sua
aprendizagem, um exemplo é a dificuldade de assimilacdo dos conceitos da
Geometria Analitica por parte dos estudantes do Ensino Médio. Neste sentido,
buscamos com este trabalho, através de uma pesquisa bibliogréfica, fazer uma
abordagem sobre o ensino da geometria plana e verificar como este contetudo t&o

importante esta sendo trabalhado nas provas do ENEM.

Palavras-Chave: geometria analitica plana; ensino; problemas abordados no ENEM.



ABSTRACT

The purpose of this work is to present a study on some topics of plane analytic
geometry and analyze how this theory can be approached in the tests of the National
High School Exam. Analytical geometry studies the main geometric elements such as
point and line, through a coordinate system, using algebraic expressions. It is a
fundamental content of mathematics and is part of the high school curriculum. Given
its importance, its study serves as an instrument for other areas of knowledge,
therefore, it needs to be connected to reality. However, when working in the different
stages of schooling, geometry has presented problems, both in its teaching and in its
learning, an example is the difficulty of assimilating the concepts of analytical geometry
by high school students. In this sense, we seek with this work, through a bibliographic
research, to make an approach on the teaching of plane geometry and to verify how
this important content is being worked on the ENEM tests.

Keywords: analytical geometry; teaching; problems examined in the ENEM.
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1 INTRODUCAO

A geometria € uma area da matematica de grande importancia sob o ponto de
vista de suas aplicacdes praticas, tanto na questao do desenvolvimento de diferentes
competéncias como também nas habilidades necessarias a formacdo de qualquer
individuo, sendo esta um mecanismo de compreensdao, descri¢cdo e inter-relacdo com
0 espaco em que vivemos, se fazendo presente em nosso cotidiano.

Segundo Silva et al. (2016), a producédo de conhecimentos em geometria, na
histéria da matemética, esta relacionada com as necessidades do homem para
resolver problemas do cotidiano e esta voltado para o estudo de questbes
relacionadas a forma, tamanho e posicéo relativa de figuras e com as propriedades
do espaco. De acordo com Kalleff (1994), foi da necessidade do homem em
compreender e descrever o meio ambiente, representando através de imagens, que
as figuras foram sendo conceitualizadas, adquirindo um significado matematico na
geometria.

A Geometria Analitica plana é uma das areas da matematica que estuda as
figuras da geometria plana usando expressdes algébricas, ou seja, as relacbes entre
0 ponto, a reta e a circunferéncia vao ser representadas por equacdes e pares
coordenados no plano cartesiano. A Geometria Analitica aparece normalmente nas
séries finais do Ensino Médio, com isso o aluno ja tem vivenciado durante todo o
processo de ensino a tradicional Geometria Euclidiana plana.

A BNCC (Base Nacional Comum Curricular) para o Ensino Médio orienta que
no estudo da Geometria Analitica os alunos devem representar geometricamente
funcdes polinomiais de 1° grau, interseccdo e posicéo de figuras utilizando o plano
cartesiano (BRASIL, 2018). Isso deve ocorrer a partir da resolugcéo de problemas, o
aluno deve reconhecer que a mesma situacdo pode ser resolvida de formas
diferentes.

O objetivo principal deste trabalho é entender como é trabalhada a Geometria
Analitica nas provas do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), trazendo questdes
recentes, pontuando aspectos relevantes sobre essa abordagem, e como objetivos
especificos: apresentar um breve histérico sobre a Geometria Analitica plana e o seu
ensino na educacao bésica; estudar alguns tépicos da Geometria Analitica e, por fim,

fazer um estudo sobre problemas abordados no ENEM. Para o desenvolvimento deste
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trabalho, realizou-se uma pesquisa bibliografica de carater exploratorio, utilizando-se
de técnicas de coleta. Realizou-se uma reviséo de literatura sistematica, pois permite
"ao investigador a cobertura de uma gama de fendmenos muito mais ampla do que
aquela que poderia pesquisar diretamente" (Gil, 2008, p.50).

Essa pesquisa justifica-se pelo fato da Geometria Analitica fazer parte da grade
curricular do 3° ano do Ensino Médio de todos os sistemas educacionais do pais, e
ser um conteutdo cobrado na prova ENEM, mecanismo esse utilizado para o discente
ingressar no ensino superior.

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos, incluindo este de introducao. No
Capitulo 2 fazemos uma abordagem sobre o ensino da Geometria Analitica plana e
no Capitulo 3 apresentamos o estudo de alguns tépicos desta teoria. No Capitulo 4
ilustramos e resolvemos alguns problemas recentes que fizeram parte do Exame
Nacional do Ensino Médio - ENEM. Por fim, no Capitulo 5 apresentamos as

consideracdes finais.
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2 ENSINO DA GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Dentre os grandes pensadores que surgiram no decorrer da historia, podemos
destacar René Descartes (1596 — 1650), filosofo e matematico francés, considerado
0 pai da Geometria Analitica, sua obra mais importante foi o livro “Discurso sobre o
método para raciocinar bem e procurar a verdade nas ciéncias”, publicado em 1637.
No contexto do que viria ser a Geometria Analitica, um dos apéndices deste livro foi
intitulado “A Geometria” (DANTE, 2013, p.92). Todavia, Descartes inicia “A Geometria”
indicando a utilizacdo das operacdes da aritmética aplicadas a geometria, pois
segundo ele, sdo necessarias e elementares para resolver 0s problemas geométricos.
Sobre isso, ele afirma:

Como toda a Aritmética consiste apenas em quatro ou cinco
operacgOes, a saber, adi¢cdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e a
extracdo das raizes [...] ndo temerei introduzir esses termos da
Aritmética na Geometria para me fazer compreender melhor.
(DESCARTES, 2009, p. 369-370).

Através do que foi exposto percebe-se a relacdo das operacfes da aritmética
com os célculos da geometria. Ademais, deve-se entender que o estudo da Geometria
Analitica possibilita a analise de propriedades e elementos geométricos por meio de
processos algébricos. Contudo, o discente do Ensino Médio a partir desse conteudo
tem a oportunidade de pensar algebricamente sobre os problemas geométricos ou
pensar geometricamente sobre problemas algébricos.

N&o se pode identificar de forma precisa a criacdo da Geometria Analitica e
tampouco quem a inventou, porém mudancas ocorreram até chegar a formatacao que
concebemos hoje. Em consonéncia, Freudenthal apud Fonseca (2009), destaca que

em relacdo a geometria:

[...] € uma das melhores oportunidades que existem para aprender
matematizar a realidade. E uma oportunidade de fazer descobertas
como muitos exemplos mostrardo. Com certeza, 0s numeros sao
também um dominio aberto as investigacdes, e pode-se aprender a
pensar através da realizacao de calculos, mas as descobertas feitas
pelos préprios olhos e mados sdo mais surpreendentes e convincentes.
Até que possa de algum modo ser dispensadas, as formas no espaco
sé0 um guia insubstituivel para a pesquisa e a descoberta (FONSECA,
2009, p. 92-93).

[...] Vale ressaltar que a Geometria Analitica é um campo fértil para
trabalhar com situacdes problema, pois possibilita o desenvolvimento
da capacidade de argumentar e construir demonstragdes, permitindo
ao aluno, desenvolver um raciocinio particular para compreender,
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descrever e representar o mundo em que vive de forma organizada.
Além disso, deve-se perceber que um mesmo problema matematico
pode ser abordado com diferentes instrumentos pedagogicos de
acordo com as suas caracteristicas (BRASIL, 2002).

O aluno normalmente tem bastante contato na educacdo béasica com a
geometria plana, contudo a Geometria Analitica € apresentada na série final do Ensino
Médio e tem entre suas caracteristicas a realizacdo de vinculacdes entre a Geometria
e a Algebra, pois, por exemplo, esta permite compreender as solu¢des de um sistema
linear de duas incognitas por meio de retas em um plano, ou, até mesmo, representar
por meio de uma equacao uma figura bidimensional ou tridimensional. Segundo Dante
(2013), o estudo da Geometria Analitica representa geometricamente para tornar
concretas as expressodes algébricas na maioria das vezes tdo abstratas.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) (BRASIL, 1998),
o estudo da Geometria Analitica ocorre por meio da representacdo das equacdes no
plano cartesiano, relacdo de interseccao e posicao relativa de figuras. Sobre isso, 0s
PCNs ainda pontuam:

A unidade Geometria Analitica tem como func¢éo tratar algebricamente
as propriedades e os elementos geométricos. O aluno do Ensino
Médio terd a oportunidade de conhecer essa forma de pensar que
transforma problemas geométricos na resolugdo de equagles,
sistemas ou inequagdes (BRASIL, 1998, p. 124).

Assim, a Geometria Analitica pode potencializar a compreensao da associacao
das representacfes geométricas com as propriedades algébricas, estabelecendo
conexdes entre elas.

A seguir apresentaremos alguns dos principais topicos da Geometria Analitica

plana.



13

3 TOPICOS DE GEOMETRIA ANALITICA PLANA

A Geometria Analitica plana tem grande incidéncia nas provas do ENEM, com
recorréncia em questdes que exigem o conhecimento desta area, sendo esta uma
parte importante do estudo da Matematica, apresentando varias aplicacdes a partir da
leitura do sistema cartesiano.

Neste capitulo, vamos estabelecer alguns dos principais conceitos e resultados da
Geometria Analitica plana, utilizando-se de definicdes, exemplos, propriedades e
representacfes graficas. Para apresentar o conteddo a seguir, tomamos como
referéncias os autores Dante (2013), Silva (2022) e Reis e Silva (1996). Serdo
abordados os seguintes topicos:

e Sistema de coordenadas cartesianas bidimensionais;

e Distancia entre dois pontos;

e Vetores no plano;

e Equacdes paramétricas da reta;

e Equacdes cartesianas da reta;

e Angulo entre retas;

e Distancia de um ponto a uma reta;

e Equacdes da circunferéncia.

3.1 Sistema de coordenadas cartesianas bidimensionais

A seguir apresentamos a construcao do sistema de coordenadas cartesianas
bidimensionais, também chamado plano cartesiano, sistemas de coordenadas
retangulares ou coordenadas ortogonais. Um ponto no plano pode ser representado
por um par ordenado (x,y). O plano cartesiano trata-se de um sistema constituido de
duas retas perpendiculares (reta horizontal chamada, eixo x e reta vertical chamada,
eixo y). O ponto de interseccdo € o ponto 0, denominado de origem do sistema. A
partir de um ponto P qualquer do plano podemos tracar uma unica paralela x’ a reta x
e uma Unica paralela y’ a reta y. Estas paralelas interceptam as retas x e vy,
respectivamente, nos pontos Px e Py . Seja x 0 numero correspondente ao ponto Px e
y correspondente a Py. Com isso a intersecdo destas paralelas € o ponto P e o par

(x,y) representa P (Figura 1).
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Figura 1: Plano cartesiano
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Exemplo 1: No plano cartesiano abaixo cada par ordenado estd associado a um

ponto. (Figura 2)

Figura 2: Pontos no plano cartesiano
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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A partir deste exemplo, devemos entender que no plano cartesiano acima cada
par ordenado (x,y) estd associado a um ponto, com iSso temos representados 0s
pontos A(2,5), B(5,2),C(—4,3),D(—1,—6) e E(3,—4).

Considerando o ponto A(2,5), dizemos que o numero 2 é a coordenada x ou a

abscissa do ponto 4, e o numero 5 € a coordenada y ou a ordenada do ponto A.

3.2 Distancia entre dois pontos

Segundo Gouveia (2022), a distancia entre dois pontos € a medida do
segmento de reta que 0s une, isto é, dados dois pontos, A e B, a distancia entre eles,
que sera indicada por d(4, B), € a medida do segmento de reta de extremidades A e
B. (Figura 3).

Exemplo 2: Considere os pontos A(1,1) e B(3,1) representados na Figura 3.

Figura 3: Distancia entre dois pontos

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Observe que a distancia entre os pontos A e B sera determinada da seguinte forma:

d(4,B)=3-1,

ou,
d(A,B) = 2.

No Exemplo 2, encontramos a distancia através da subtragéo das abcissas de
cada par ordenado (x, y). Porém, isso ocorre quando os pontos A e B estao alinhados
horizontalmente, se estiverem alinhados verticalmente subtraimos as ordenadas dos

pontos.
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Precisamos calcular a distancia quando os pontos estiverem em outra posicao,

como por exemplo, na diagonal. (Figura 4)

Figura 4: Distancia entre pontos no plano cartesiano

Fonte: DIAS, C. (2006).

Na Figura 4, temos um triangulo retangulo com catetos medindo 2 e 2, a outra
medida equivale a medida da hipotenusa, e corresponde a distancia entre os pontos
A e B. Logo, para encontrar a medida entre os pontos A e B, neste caso, podemos

usar o Teorema de Pitdgoras. Veja:

[d(4,B)]> = 22+ 22=d(A,B) = V8 = d(4,B) = 2V2.

De modo geral, para calcular a distancia entre dois pontos 4 = (x,,y,) € B =

(xp,y,) temos a formula a seguir:

d(A,B) = J(xg — X2+ vy — )%

Exemplo 3: Calcule a distancia entre os pontos A(3,5) e B(6,1).

Solucédo: Substituindo os valores das coordenadas na formula:

d(A,B) = J(xg —x)+ (v, —v,)"


https://matematicabasica.net/triangulo-retangulo/
https://matematicabasica.net/teorema-de-pitagoras/
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temos

d(A,B) =+(6—3)2+ (1 -5)2= 9+ 16,
logo,

d(4,B) = 5.
3.3 Vetores no plano

A teoria dos vetores no plano nédo é trabalhada na educacao basica. No entanto,
apresentamos a seguir alguns conceitos e propriedades elementares envolvendo
vetores, a fim de utilizarmos em algumas demonstragdes futuras.

Um vetor é determinado por um ponto inicial, que é a sua origem; por um ponto
final, a sua extremidade; por uma direcao, que € a direcdo da reta que passa pela sua
origem e sua extremidade; por um sentido de percurso (da origem para a extremidade)
e por um comprimento. Um vetor de origem A e extremidade B é denotado por AB.

Mas, o que diferencia um vetor de um segmento de reta? O que distingue um

vetor AB de um segmento de reta AB é que AB = BA, enquanto AB # BA .

Figura 5: Vetores geométricos
/ ( /') H
| \ G——

Fonte: DIAS, C. (2006)

Se o vetor u tem origem em A = (x4, y;) € extremidade em B = (x,,y,), entdo
o vetor U tem coordenadas (x,y), onde x = x, —x; €y =7y, —y;. Logo, um vetor no
plano cartesiano é um par de coordenadas (x,y) de niUmeros reais que segue 0 que

€ chamado de base canbnica do sistema cartesiano ortogonal. (Figura 6)
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Figura 6: Vetor com base canbnica

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Assim, o vetor no plano esta associado a um par ordenado (x,y) de numeros

reais e se representa por i = (x,y) que é a expressao analitica de u .

A férmula para calcular o modulo @ é da forma |u| = \/x? + yZ.

3.3.1 Operacdes com vetores e suas propriedades

Seu = (a,b)ew = (c,d), definimos a adi¢do dos vetores 1 e w, por:
Uu+w=(a+cbhb+d).
A adicao satisfaz as seguintes propriedades:
a) Comutativa: para todos os vetores i e w de R?,
Uu+w=w+1u.
b) Associativa: para todos os vetores i , v e w de R?,
U+@+w)=WU+D)+W.
c) Elemento Neutro: se 0= (0,0) é o vetor nulo em R?, ent&o para todo vetor u de
R?, tem-se:
0+1i=1u.

d) Elemento oposto: para todo vetor i em R tem-se o vetor —u tal que:
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u + (—u)=0.

Figura 7: Vetores opostos

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

A diferenca entre um vetor v = (a,b) e w = (¢, d) é dada pela adicéo de ¥ com

0 oposto de w, isto é,

v—w=(a—-cb—d).
3.3.2 Multiplicagdo de um vetor por um escalar

Ao multiplicarmos um vetor ¥ por um escalar a € R, o resultado € um novo vetor,
gue preserva a mesma direcdo, mas o médulo e o sentido podem ser alterados pelo

valor do escalar. Neste caso dizemos que o vetor av € paralelo a v.

Figura 8: Produto de um vetor por um escalara >0

) g 7__,-""

crl i <

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Sendo assim, o modulo do novo vetor € o que resulta da multiplicacdo do

maédulo do vetor ¥ pelo escalar.
lav| = |al||¥].

3.3.3 Produto escalar entre dois vetores

Sejau = (x4, y1) € U = (x4, y,) dois vetores, o produto escalar entre & e v tem

como resultado um numero real dado por

- >

U.V=%x1.X3 + Y1.Y3.

Além disso, vale a féormula,

—

u.v = |ul.|v|.cos(9),

em que 6 é o angulo formado entre os vetores U € v.

3.4 Equacdes Paramétricas da Reta

As equacdes paramétricas da reta sdo duas equacdes que representam a reta
utilizando uma incégnita. Segundo Dante (2016), as equacdes paramétricas sao
formas de representar retas por meio de um parametro, ou seja, uma variavel vai fazer
a ligacdo entre duas equacdes que foram obtidas da equacdo de uma mesma reta.
Assim, para entendermos melhor, seja um vetor ndo nulo v e um ponto A do plano.
Sabemos que existe uma Unica reta r com a direcdo de v e que contém o ponto A
(Figura 9).

Figura 9: Equagdes Paramétricas da Reta



21

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Agora se pegarmos 0 ponto A pertencente a r e o vetor ¥, somos capazes de

determinar qualquer ponto P dareta r. Para isto, usamos o fato que o vetor AP paralelo

a v, temos,

isso implica que,

Se A (x9,¥0),P(x,y) e v(a, b), entdo
(x - x0, ¥ -¥0) = t(a,b),
e esta equacgao equivale ao sistema de equacdes
X = x9 + at,
y = Yo + bt,

que sdo chamadas de equac¢fes paramétricas da reta r.

Exemplo 4: Determinar as equacfes paramétricas da reta que passa pelo ponto A =

(1,2) e é paralela ao vetor v = (—3,4).

Solucgéo: Pela definicédo, temos o ponto A = (x,,y,) € 0 vetor ¥ = (a, b), isso implica
gue as equacdes paramétricas sao,

x =1 — 3t,

y =2+ 4t.

Exemplo 5: Verificar se o ponto D = (2,0) pertence a reta r de equacdes paramétricas
x = 1+2t

y =2t

Solugéo: Substituindo x = 2 e y = 0, temos as seguintes equacoes:
2 =1+ 2t
0=0+ 2t
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Pela primeira equacdo, isolando t,temos quet = 12 e na segunda equagcdaoot = 0,

portanto como t € diferente nas duas equacdes o0 ponto D ndo pertence a reta r.

3.5 Equagéao cartesiana dareta

Para eliminarmos o parametro t das duas equacdes paramétricas vistas na
secao anterior, basta multiplicar a equacéo, x = x, + at por b e a equagao y = y, +

bt por a, logo encontramos as seguintes equacoes.

bx = bxy + bat (1)
ay = ay, + abt (2)
Subtraindo a equacéo (1) de (2), temos:

ay - bx = ay, — bx,.

Como vimos anteriormente, A e v estdo fixados, entdo podemos dizer que
ay, — bx, € igual a uma constante que chamaremos de c, logo obtemos a seguinte

equacao
ay — bx = c,
chamada de equacdo cartesiana da reta r.

Se dividirmos a equacao cartesiana da reta r por a com a # 0 , obtemos a

equacao reduzida da reta.

@ _bx _ ¢
a a a'
ou seja,

o
X
| a

b
Denotando, > = m e §= k, temos

y =mx + k.
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Observe a Figura 10, abaixo:

Figura 10: Angulo da reta r

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Sabemos que a tangente do angulo no triangulo retangulo é dada pelo cateto
oposto dividido pelo cateto adjacente, logo como mostra na Figura 10, tg6 =§ .0

valor de m define a declividade da reta r com o eixo das abscissas, e € chamado de
coeficiente angular da reta, se a reta r € paralela ao eixo das ordenadas, tem-se que

X = Xg.
Sabemos que a reta r tem uma equacao da forma
bx —ay=c
substituindoo A = b, B = —a e C = —c, obtemos a equacéao geral da reta

Ax+By+C =0.

Exemplo 6: Determine as equacgdes paramétricas e cartesiana da reta r definida pelos
pontos (1,6) e (3,8).

Solucao: Como as abscissas dos dois pontos séo diferentes, temos que a reta r ndo
é paralela ao eixo das ordenadas, logo sua equagédo é da forma y = mx + k, com m
diferente de 0. Entdo substituindo cada ponto na equagéo, obtemos um sistema de

duas variaveis.
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6=m+k (1)
8=3m+k (2
Multiplicando a equacéao (1) por -3, obtemos
—-18 = -3m — 3k
8=3m+k
Somando estas equacodes, obtemos
-10= -2k = k =5.
Substituindo o valor de k na equacéo (1)
6=m+5,
ou seja,
m=1.
Logo, a equacéo cartesiana é y = x + 5.

Agora para acharmos as equacgdes paramétricas, pegamos um ponto (x, yo)

como sendo o ponto (1,6) e calculamos a diferenga (3,8) - (1,6) = (2, 2).
Portanto as equacdes paramétricas sao:
x=1+12t

y=6+2t

3.6 Angulos entre retas

Sejam r e s duas retas que se interceptam em um ponto P, obliquas aos eixos

x € y, e ndo perpendiculares entre si. O angulo entre essas duas retas € calculado

mi—m;

pela férmula tane = | , onde m,; € o coeficiente angular da retar e m, € o

1+mym,

coeficiente angular da reta s. (Figura 11).

Figura 11: Angulos entre duas retas



25

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Exemplo 7: Determinar o angulo formado pelas retas y = 2x —5ey = —3x — 1.

1—My

Solucédo: Aplicando a formula tan e = |1Tm —| temos que
1112
mq = 2e my, = _3,
logo,
fan e = | 2-(=3)
M= Tr2.(=3)

0 que implica
tane =1.

Logo, e = 45°.

3.7 Distancia de um ponto a uma reta

Segundo Silva (2022), a distancia entre um ponto e uma reta € calculada unindo
0 préprio ponto a reta através de um segmento, que devera formar com a reta um
angulo reto (90°). Para estabelecer a distancia entre os dois necessitamos da equacéo

geral da reta e da coordenada do ponto (Figura 12).

Figura 12: Distancia de um ponto a uma reta
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v{a,b)

P (x4, ¥p)
A X

v

2(x,y)

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Seja P(x,,y,) um ponto e uma reta r com equacao geral ax + by + ¢ = 0, para
definirmos a distancia do ponto P a reta r, ilustrado na Figura 12, a partir desta reta

podemos tracar um vetor perpendicular a reta r no ponto Q, chamaremos esse vetor

v =(a,b),se 6 éoanguloentrev e QP, entdo

QP
lleP|”

QP

<U

CO0S 6 =

<U

Sabemos que 0 cose € 0 cateto adjacente que € a distancia d, dividido pela

hipotenusa, entédo segue que:

a__ |vop
(24 oF|

QP [v].|QP

<U

<

Cancelando o |ﬁ| dos dois lados da igualdade, obtemos

4 574l
2]
Ou seja,
d = [(a,b).(xo—x,y0=Y)I
va?+b? )
Assim,

(axg—ax+byg—by)|

d=

Como Q(x,y) pertence ar, temos que ax + by + ¢ = 0 isso implica que ¢ = —ax —

by. Entdo, a formula da distancia de um ponto até uma reta

_ llaxq+byo+c)|

4=

Exemplo 8: Determinar a distancia entre o ponto A(2,3) e a reta r, de equacgao x +
y —10 = 0.
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Solucgdo: Temos o ponto A(2,3) dado com x, = 2 e y, = 3 e a equagdo da reta x +

y—10=0,0onde a=1,b =1e c = —10, assim, basta substituir na formula.

_ |(axg+byy+c)|

=m0

Logo,

d = |1.241.3+(—10)]

V12412

Ou seja,

Portanto, a distancia entre o ponto A e aretar é %E

3.8 Equacdes da circunferéncia

A equacgdo geral da circunferéncia € comumente utilizada, vejamos uma

demonstracdo de como encontrar essa equagao.

Figura 13: Equacdao da circunferéncia

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)
A circunferéncia representada na Figura 13 possui centro C(a,b) e raio R.
Considere um ponto P (x,y) qualquer pertencente a circunferéncia e o ponto Q(x,b),
observe que o ACPQ é um tridangulo retangulo, R forma a hipotenusa e os catetos séo

(y — b) e (x — a), utilizando o Teorema de Pitagoras, temos que

R? =(x—a)?+ (y — b)?,

onde, a e b formam as coordenadas do centro da circunferéncia.



28

Podemos também, deduzir as equacbes paramétricas da circunferéncia, a

partir do angulo em C temos que

. —b
sent = ——
R
logo,
y = b + Rsent .
além disso,
b= X—a
coS = R
dai,

x =a+ Rcost.

Exemplo 9: Descreva a equacdo cartesiana da circunferéncia de equacdes
paramétricas x = 2cost e y = 2sent.

Solucao: Note que

X = 2cost

logo
x

cost = 3
Também que

y = 2sent
e

sent =%

Sabemos pela relacdo fundamental da trigonometria que,
sen’t + cos’t =1,
Assim
Zil=1,
Logo, a equacdo cartesiana da circunferéncia €
x% +y? = 4.
Com isso, finalizamos nossa abordagem sobre alguns contetdos de Geometria

Plana e, em seguida vamos trabalhar com alguns problemas envolvendo essa teoria.
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4 PROBLEMAS DE GEOMETRIA ANALITICA ABORDADOS NO ENEM

A Geometria Analitica é reconhecida como um dos componentes curriculares
da educacado basica, fundamental e relevante na vida do estudante. Diante disso,
fizemos uma busca a cerca de problemas desta area no Exame Nacional do Ensino
Médio, considerando provas recentes, de 2018 a 2021, e selecionamos algumas
guestdes, nas quais apresentamos uma solucédo. Por fim, analisamos alguns aspectos

sobre a abordagem da Geometria Analitica no ENEM.
4.1 Problema 1

Este problema corresponde a questdo niamero 157 da reaplicacdo do ENEM
2021. Nela, é abordado o conceito de funcdo definida por uma reta, o objetivo é
determinar uma equacao da reta que passa por dois pontos no plano cartesiano.
Ademais, serdo tratadas as relacdes algébricas entre temperaturas. Vejamos seu

enunciado:

A escala de temperatura Delisle (°D), inventada no século XVIII pelo astrbnomo
francés Joseph-Nicholas Delisle, a partir da construcao de um termometro, foi utilizada
na Russia no século XIX. A relacéo entre as temperaturas na escala Celsius (°C) e na
escala Delisle esta representada no gréfico pela reta que passa pelos pontos A e B.

Qual é a relacdo algébrica entre as temperaturas nessas duas escalas?

a) 2D + C = 100
b) 2D + 3C = 150
c) 3D +2C =300
d) 2D + 3C =300
e) 3D + 2C = 450

Figura 14: Escala de temperatura Delisle (°D) referente a questdo 157 - ENEM.

D (Dslisla)

A

150

>
"G (Colsiug)
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Fonte: Prova ENEM - 2021.

Solucéo: Notamos que buscamos identificar qual a funcéo que esta representando a

reta no gréafico. Sabemos que a funcao de primeiro grau sera dada por:
y =ax + b.

Para o problema, o eixo x e y recebem, respectivamente, como representacoes, C e

D, assim, a equacao que representa essa funcao sera:
D =aC + b.

Assim, substituindo as coordenadas dada pela figura dos pontos, encontramos

duas equacgoes.
Usando o ponto (0; 150):
150 =a0+b = b =150
Usando o ponto (100; 0) temos:
0=a.1004+150 = a=-1,5
Logo,
D =-1,5C + 150
Fazendo um ajuste dos termos conforme as alternativas da questdo, temos:
D + 1,5C = 150.
Multiplicando ambos os lados por 2 teremos:
2D + 3C = 300.

Portanto, a resposta correta é alternativa D.

4.2 Problema 2

Este problema corresponde a questdo numero 166 do ENEM 2018, prova

Amarela. Neste problema é abordado o conceito de equacao da circunferéncia.
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Um jogo pedagogico utiliza-se de uma interface algébrico-geométrica do
seguinte modo: os alunos devem eliminar os pontos do plano cartesiano dando "tiros”,
seguindo trajetorias que devem passar pelos pontos escolhidos. Para dar os tiros, o
aluno deve escrever em uma janela do programa a equagéao cartesiana de uma reta
ou de uma circunferéncia que passa pelos pontos e pela origem do sistema de
coordenadas. Se o tiro for dado por meio da equacéo da circunferéncia, cada ponto
diferente da origem que for atingido vale 2 pontos. Se o tiro for dado por meio da
equacao de uma reta, cada ponto diferente da origem que for atingido vale 1 ponto.
Em uma situacéo de jogo, ainda restam os seguintes pontos para serem eliminados:
A (0;4), B(4;4), C(4,;0), D(2;2) e E(0;2).

Figura 15: Questdo 166 ENEM 2018

y 1 1 F 1 ]

R s SRR RS B
| | | | I |
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A
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| I | | I |
| | | | |
| I 1 I I

R S o e R
| | | I |
I I B B B

R
I R
| I | I |

s ot EEEE S S S
| I | | |
| I | I |
S S S S S

0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Prova ENEM — 2018.

Passando pelo ponto A, qual equacao forneceria a maior pontuacao?

a) x=0

b) y=0

c) x>+ y>=16

d) x2+(y—2)*>=4

e) x—2)*+(y—2)*=8

Solucéo: Para melhor compreenséo, podemos observar que:

I) A reta de equacédo x = 0, passa pela origem e pelos pontos A e E, totalizando 2

pontos.
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II) E areta de equagdo y = 0, passa pela origem e pelo ponto C, totalizando 1 ponto.
I1) A circunferéncia de equacdo x2 + y? = 16, ndo passa pela origem, logo ndo pode

ser utilizada.

IV) A circunferéncia de equacéo x? + (y — 2)? = 4, com centro no ponto E(0,2) e raio

2 passa pela origem e pelos pontos A e D, totalizando 4 pontos.

V) A circunferéncia de equacéo (x — 2)% + (y — 2)? = 8, com centro no ponto D(2,2) e

raio 2+/2 passa pela origem e pelos pontos A, B e C, totalizando 6 pontos.

Logo, passando pelo ponto A e pela origem, a equagao que fornece a maior

pontuagdo é (x — 2)2 + (y — 2)? = 8.

Portanto, a equacdo que forneceria a maior pontuacéo é (x — 2)? + (y — 2)%2 =
8. Alternativa E.

4.3 Problema 3

Este problema corresponde a questdo nimero 142 da reaplicacdo do ENEM
2021. Neste problema € abordado o conceito de coordenadas cartesianas no plano.

Uma moca estacionou seu carro na intersecao da Rua 1 com a Avenida A. Ela
esta hospedada em um hotel na Rua 3, posicionado a exatos 40 metros de distancia
da Avenida A, contados a partir da Avenida A em direcdo a Avenida B. No mapa esta
representado um plano cartesiano cujo eixo das abscissas coincide com a Avenida A
e o0 das ordenadas, com a Rua 1, sendo a origem (0, 0) o local onde se encontra
estacionado o veiculo. Os quarteirdes formados pelos cruzamentos dessas vias
formam quadrados de lados medindo 100 m.

A ordenada do ponto que representa a localizacao do hotel é:

a) — 60.
b) —40.
c) 0

d) 40
e) 60.

Figura 16: Questdo 142 ENEM 2021.
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Fonte: Prova ENEM - 2021.

Solucéao: Para resolugéo do problema vamos marcar as coordenadas do hotel e da
localizacédo onde o carro foi estacionado, ver Figura 17.

Figura 17: Coordenadas do hotel e localizag&o onde o carro foi estacionado.

(m)
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0 200m
a0
7 Hotel
Avenida B (200; -40)

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Da leitura do enunciado, e da ilustracdo da Figura 17, fica facil ver que as

coordenadas do hotel, em metros, sdo (200; —40), onde a ordenada é —40. Alternativa
correta € B.

4.4 Problema 4

Este problema corresponde a questdo numero 174 do ENEM 2019. Esta
guestao envolve os topicos da Geometria Analitica a partir do conceito de mediatriz.
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Portanto, aborda os tépicos de pontos no plano cartesiano e distancia entre pontos,
vejamos:

Uma empresa, investindo na seguranga, contrata uma firma para instalar mais
uma camera de seguranca no teto de uma sala. Para iniciar o servico, o representante
da empresa informa ao instalador que nessa sala ja estéo instaladas duas cameras e,
a terceira, deverd ser colocada de maneira a ficar equidistante destas. Além disso, ele
apresenta outras duas informagodes:

(i) um esboco em um sistema de coordenadas cartesianas, do teto da sala,

onde estao inseridas as posi¢cdes das cameras 1 e 2, conforme a figura.

Figura 18: Sistema de coordenadas para cdmeras 1 e 2.

¥ T Largura da sala (m)
4 J-veseccvscscscncas . Camera 2
3T
2
I R -’ Camera 1
1 t 1 ; > X
0 1 2 3 4

Cumprvm‘:nlo ca safla(m)

Fonte: Prova ENEM - 2019.

(i) cinco relacdes entre as coordenadas (x, y) da posi¢cdo onde a camera 3 devera ser
instalada.

Ri:y=x
Ryyy= —-3x + 5
Ry;:y = —3x+ 10

1 5
R4_:y = §x +§
1 1
Rs:y = =X + —

3 10
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O instalador, apds analisar as informacdes e as cinco relacdes, faz a opcao
correta dentre as relacbes apresentadas para instalar a terceira camera. A relagéo

escolhida pelo instalador foi a

a) R,
b) R;
c) Rs
d) R,
e) Rs

Solucédo: Para resolucdo desta questdo precisamos determinar a equacado da reta
mediatriz dos pontos Ci (3,1) e C2 (2,4). Portanto, a figura abaixo representa a

situacao para encontrarmos a equacao da reta mediatriz.

Figura 19: Representagéo da distancia entre o ponto P e as cAmeras 1 e 2.

y 1 argura da safa (m Fora de escala

Comprmento ta sala (m)

Fonte: Autor (2022).

A distancia de qualquer ponto P(x,y) pertencente a equacao de reta mediatriz

até Ci (3,1) seraigual a distancia deste mesmo P(x,y) até Cz (2,4). Ou seja,

d((xy),(31) = d((xy),(2,4)).
Logo,

JE=32+ @ -12 = Jx-2)2+ (y—4)?,
ou ainda,
x? —6x+9+y*—2y+ 1 =x*—4x +4+y?—8y+16,

0 que implica,

6y = 2x + 10> y =§x+%0 ﬂy=§x+§.
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Portanto, a relacdo escolhida € R,, alternativa D.

4.5 Problemas

Este problema corresponde a questdo niumero 178 do ENEM 2018. Novamente
temos o conceito de plano cartesiano. Para tanto, a resolucéo requer o conhecimento

de pares ordenados no plano.

Para criar um logotipo, um profissional da area de design grafico deseja
construi-lo utilizando o conjunto de pontos do plano na forma de um tridngulo,

exatamente como mostra a imagem.

Figura 20: Pontos em forma de tridngulo no plano cartesiano.
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Fonte: Prova ENEM - 2018.

Para construir tal imagem utilizando uma ferramenta grafica, serd necessario
escrever algebricamente o conjunto que representa os pontos desse grafico. Esse

conjunto é dado pelos pares ordenados (x,y) € N x N, tais que

a) 0sx=<y<10
b) 0<sy<x<10
c) 0=sx<10,0=<y=<10
d) 0sx+y<10
e) 0<x+y=<20
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Solucdo: Para resolucdo desta questdo sera necessario resolver um sistema de
inequacdes. Observe que a regido esta abaixo da reta que passa por (0,0) e (10,10),

ou seja, aretay = x. Assim, devemostery — x < 0,ou ainda, y < x. Logo temos:

Portanto, teremos 0 < y < x < 10. Logo, a alternativa correta é item B.

4.6 Problema 6

Este problema corresponde a questdo numero 151 do ENEM 2018. Neste

problema € abordado o conceito de pontos localizados em um sistema bidimensional.

De acordo com a Lei Universal da Gravitagdo, proposta por Isaac Newton, a
intensidade da forca gravitacional F que a Terra exerce sobre um satélite em orbita
circular é proporcional a massa m do satélite e inversamente proporcional ao
quadrado do raio r da Orbita, ou seja

P km
Tz
No plano cartesiano, trés satélites, A, B e C, estdo representados, cada um,
por um ponto (m; r) cujas coordenadas sdo, respectivamente, a massa do satélite e o

raio da sua 6rbita em torno da Terra.

Figura 21: Representagdo dos satélites A, B e C no plano cartesiano.

Raio ()

Massa (n;)

Fonte: Prova ENEM - 2018.
Com base nas posi¢des relativas dos pontos no gréfico, deseja-se comparar as

intensidades Fa, Fs e Fc da for¢a gravitacional que a Terra exerce sobre os satélites
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A, B e C, respectivamente. As intensidades Fa, Fs e Fc expressas no gréafico

satisfazem a relacao

a) Fc=Fa<Fs
b) FA=Fs<Fc
c) FaA<Fs<Fc
d) FA<Fc<Fs
e) Fc<Fa<Fs

Solucao: Para melhor compreensao, a Figura 24 apresenta uma representacéo
melhor das coordenadas do problema em questao.

Figura 22: Representagéo das coordenadas da massa e raio nos eixos dos satélites A e B plano
cartesiano.

Raio (r)
A

Ta=Tg AN e e e .

mu mg Massa (m)

Fonte: Autor (2022).

~ k k
cComomy =m; ery <re entdo, F, = :’2“4 > :’Z‘C =F, .
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Comom, < mp er, =1y, entdo, F, = :’2“‘ < :’2‘3 =Fy .
A B

Portanto,

F, > F. eF, < Fg = F; <F,; < Fg .Logo, a alternativa correta é o item E.

4.7 Principais aspectos da abordagem da Geometria Analitica nas questdes do
ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio apresenta diversos problemas voltados
para a aplicacdo dos ensinos mateméaticos no cotidiano, em particular, observa-se
também uma abordagem frequente de questdes dessa natureza envolvendo o0s
conteudos da Geometria Analitica.

Conforme problemas apontados anteriormente, percebe-se aplicacbes que

envolvem, principalmente, equacdes da reta e da circunferéncia. Além disso, é
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importante a compreensao dos alunos sobre como encontrar as distancias no plano
cartesiano (distancia entre dois pontos; distancia entre ponto e reta; distancia entre
duas retas), esses séo os topicos da Geometria Analitica mais recorrentes nas provas.
Outro aspecto importante, trata-se da interdisciplinaridade, que é bastante explorada
no exame, em especial, percebe-se que é frequente ocorrer aplicacbes da Geometria
Analitica em outras areas do conhecimento, como por exemplo, na Fisica.

As questbes em que estdo presentes os conteudos da Geometria Analitica no
ENEM sé&o, em sua maioria, contextualizadas e n&o se trata apenas de resolugdes de
calculos, mas sim do entendimento dos textos e seus contextos, por isso, é cada vez
mais essencial a compreenséao dos alunos nos conceitos aplicados dentro do cenario
social, pois € dessa maneira que sao frequentemente abordadas no exame.

As questdes do ENEM possuem um nivel de dificuldade desde problemas de
simples raciocinio légico, até questdes com alto grau de dificuldade. Em todas elas,
porém, € necessario entender os conceitos basicos e relagdes das rotinas do cotidiano
dos individuos, pois sdo por meio de situacgBes praticas que haverd melhor
entendimento sobre como a questao deve ser resolvida.

A Base Nacional Comum Curricular tratando sobre a aplicacdo da
contextualizacdo da matematica escolar, aponta que se faz necessario que o aluno
compreenda o0s contetdos por meio de um contexto, a aplicacéo pratica desse ensino
envolve capacidades essenciais, como formular, empregar, interpretar e avaliar nao
apenas a resolucdo de enunciados, mas sim, a compreensdo devida sobre as
aplicacoes praticas dos conceitos matematicos. Assim, por meio dessa aplicacdo, os
alunos passarao a refletir e questionar o que ocorre em um dado problema (BRASIL,
2002).

Por meio dessa implicagéo, percebemos que o ENEM, promove para os alunos
aplicacdes dos conceitos ligados a situacdes praticas, permitindo que os problemas
sejam resolvidos tendo por base as definicbes promovidas em sala de aula e a
contextualizagdo com o mundo social. A matematica de forma aplicada e, de modo
especial, a Geometria Analitica dentro dos problemas no ENEM, apontam a
essencialidade ndo apenas de serem decoradas formulas ou conceitos, mas em

compreender a maneira em que podem ser aplicadas nas atividades do dia a dia.



40

5 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho de conclusdo de curso se desenvolveu por uma
metodologia de revisdo bibliografica dos tépicos de Geometria Analitica que sao
abordados no Ensino Médio. Para tanto, apos ser realizado o estudo bibliografico,
como resultados foi concebido um capitulo contendo seis problemas utilizados
recentemente nas provas do Exame Nacional do Ensino Médio.

Portanto, no desenvolvimento deste trabalho foi possivel identificar os
conteudos de geometria analitica que séo recorrentes em provas do ENEM. Ademais,
identificamos que tais conteudos sdo cobrados de forma interdisciplinar a partir de
situacdes do cotidiano, da realidade e das relacdes interpessoais. Por fim, este estudo
constitui para uma reflexdo acerca da forma como sdo tratados os conteddos no
Ensino Médio, ndo s6 sobre Geometria Analitica, mas também de todos os tépicos da

matematica.
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