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RESUMO

O presente trabalho apresenta um breve estudo de sequéncias com restri¢coes que tém sido
usadas em muitos sistemas de armazenamento e codificacao de dados. Essas sequéncias
sao descritas no trabalho por um grafo deterministico. O grafo com o menor nimero
de vértices é obtido, em geral, por um procedimento de dois passos: o primeiro passo é
gerar um grafo inicial e, o segundo, é aplicar um algoritmo de minimizagao de vértices
para identificar classes de vértices equivalentes. Aplicando outro conceito do conjunto de
restrigoes, este trabalho apresenta outro algoritmo de divisao para determinar os vértices
da apresentacao minima sem determinar um grafo inicial. Assim, a funcao de transigcao
que conecta os vértices é calculada sobre um conjunto menor, reduzindo os esforcos com-

putacionais para a construcao deste grafo.

Palavras-chave: sequéncias com restrigoes; algoritmo; grafo minimo.



ABSTRACT

This work presents a brief study of constrained sequences that have been used in many
data storage and encoding systems. These sequences are described in the work by a
deterministic graph. The graph with the fewest vertices is obtained, in general, by a
two-step procedure: the first step is to generate an initial graph and the second is to
apply a vertex minimization algorithm to identify equivalent classes of vertices. Applying
another constraint set concept this work presents another division algorithm to determine
the vertices of the minimal presentation without determining an initial graph. Thus, the
transition function that connects the vertices is calculated on a smaller set, reducing the

computational efforts for the construction of this graph.

Keywords: restricted sequences; algorithm; minimal graph.
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1 INTRODUCAO

Um Sistema Simbélico Invariante por Deslocamento de Tipo Finito (SFT) é um sis-
tema dinamico simbdlico especificado por um conjunto finito de palavras proibidas, de-
notado por F, sobre um alfabeto finito A, e todas as palavras sobre A sem fatores em F
formam a linguagem L do SF'T. O conjunto inico minimal de palavras proibidas, denotado
por O, é chamado de conjunto de todas as primeiras proibigdes (Lind, 1995, p.33). Um
SFT também pode ser especificado por um grafo direcionado rotulado, chamado de apre-
sentagao do SFT (Lind, |1995, Teorema 3.1.5). Sistemas praticos usados para armazenar
ou transmitir informacoes codificadas de dados requerem a especificacao de um conjunto
F Immink] (1995) e Marcus| (1999).

O conjunto de contextos de uma palavra w é o conjunto de todas as palavras na lin-
guagem L que podem seguir w. Se duas palavras tém conjuntos seguidores iguas, elas sao
chamadas de palavras equivalentes pelo conjunto de contextos ou simplesmente, palavras
equivalentes. Os possiveis conjuntos de contextos de um SFT permitem uma apresentacao
de forma geométrica, ou seja, por meio de um grafo de contextos, que é a apresentacao
deterministica tinica com o menor numero de vértices de um SFT irredutivel, isto é, com
a menor quantidade de estados. Essa apresentagao minima é obtida, em geral, por meio
de um procedimento de duas etapas: a primeira etapa é gerar uma apresentacao deter-
ministica inicial do conjunto F (alguns métodos sdo propostos em (Lind, [1995, Teorema
3.1.5), (Crochemore| (1998))). De acordo com |Crochemore, (1998) o conjunto de vértices da
apresentacao inicial é obtido da linguagem antifatorial associada a linguagem L de um
SE'T. Entao uma funcao de transicao conecta os vértices e rotula as arestas. Em alguns
casos especiais, este método produz a apresenta¢ao minima Manada| (20006).

O segundo passo é aplicar um algoritmo de minimizagao de vértices Berstel (2010)
para identificar vértices da apresentacao inicial com o mesmo conjunto de contextos.
O algoritmo de Moore, veja por exemplo (Lind, 1995, pdg. 92), (Marcus, (1999, pag.
1661), tem complexidade assintética n?, em que n é o nimero de vértices da apresentagao
inicial. O algoritmo de Hopcroft com complexidade assintética n log n é apresentado
em Hopcroft| (1971). Uma abordagem alternativa é proposta em |Chaves (2006)), que
determina inicialmente o conjunto de vértices da apresentagao minima sem determinar um
grafo inicial, e apenas entao calcula a fungao de transicao. Essa abordagem permite uma
reducao potencial na complexidade, uma vez que a funcao de transicao ¢é calculada apenas
para um conjunto reduzido de vértices enquanto em métodos convencionais isso € calculado
para todos os vértices da apresentacao inicial. Neste sentido, este trabalho apresenta
trés resultados importantes. Em primeiro lugar, identifica-se um conjunto necessario
e suficiente de palavras W que representam todos os conjuntos de contextos possiveis

da linguagem de um SFT. Segundo, formaliza-se a ideia introduzida em [Chaves| (2006)),
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em que o conjunto de contextos de palavras equivalentes sao identificados através dos
subconjuntos minimos de palavras em L que nao podem segui-las, ou seja, conjuntos de
restrigoes. Terceiro, é proposto um algoritmo de divisao para particionar W em classes
de palavras com o mesmo conjunto de contextos que formam os vértices do grafo de
contextos. Essa abordagem de divisao é realizada com um algoritmo recursivo do tipo
Moore derivado de dois novos conceitos introduzidos em (Chaves (2014), as chamadas
mascara de restricao e memoria de restricao. Alternativa ao método apresentado em
Chaves| (2006) que mescla palavras em W com o mesmo conjunto de contextos, logo a
proposta apresentada neste trabalho é por divisao, que normalmente é menos complexa
do que fusao Berstel (2010).

O trabalho esta organizado em cinco capitulos. O Capitulo [2| contém material de
fundo sobre dinamica simbdlica e particao. O Capitulo |3 formaliza a nogao de conjuntos
de restricoes e suas propriedades e apresenta os conceitos de mascara de restricao e de
memoria de restricao que é o niicleo do mecanismo recursivo de particionamento proposto

no Capitulo[d O Capitulo [§] resume as conclusoes deste trabalho.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo serao explorados conceitos e resultados basicos sobre dinamica simbélica,
grafos e partigoes Lind| (1995)), [Berstel (2010), necessarios para o desenvolvimento do tra-
balho.

2.1 Dinamica Simbdlica

A teoria de dinamica simbdlica é usada como ferramenta matematica na teoria de
cédigos e teoria da informagao. Nesta secao sao apresentados alguns conceitos desta
teoria, vinculados a sistemas dinamicos simbdlicos de memoéria finita.

Seja A% o conjunto de sequéncias bi-infinitas = = (z;),, = ~T_2%_12ox;--- de simbolos
de um alfabeto finito A. Uma sequéncia finita de simbolos consecutivos w = ajas---a,, a;
e A, 1 <i<n échamada uma palavra ou bloco em A de comprimento n. Uma palavra
w é um fator de um ponto x € A%, denotado por w < z, se existem inteiros 7 < j, tais que
W = 2;T;,1---7;. Escreve-se w <; x para enfatizar que w ¢ um fator de x iniciando no indice
7. A nocao de fator de um ponto x pode ser naturalmente estendida para a nocao de fator
de uma palavra e usar-se-4 a mesma notacao. O conjunto de todas as palavras sobre A
incluindo a palavra vazia € que satisfaz we = ew = w é A*, em que we é a concatenagao
da palavra w com a palavra vazia €.

A aplicagao deslocamento o : A% - A% é definida por o (x) =y com y; = 2;,1. Observe
que o é inversivel e o1 é tal que 07! (y) = x com x; = y;_1. Denota-se por o (k > 0) a

composi¢ao de o por ela mesma k-vezes, ou seja,

O'kZO'O"'OO'.

—
k-vezes

Seja F uma colegao de palavras sobre A e seja X5 o subconjunto de A% formado por
sequéncias bi-infinitas que nao possuem como fator uma palavra de F, neste contexto, F
é referido como uma lista de palavras proibidas. Um Sistema Dinamico Simbdlico (SS) é
um conjunto X = X#. Se no contexto nao houver confuséo sobre o alfabeto usado, utiliza-
se a notacao mais simples X = X5. Quando F é finito, diz-se que X é de tipo finito e
denota-se por SET (shift of finite type). E importante observar que um SS X é invariante

por deslocamento, ou seja, o (X) = X.

Exemplo 2.1. Seja X o conjunto de todas as sequéncias bindrias em que nao ocorrem

dois 1’s consecutivos. Dai, X = Xy, em que F = {11}. Observe que este espago é um SFT.

Denota-se por B, (X) o conjunto de todas as palavras de comprimento n que ocorrem

em pontos de um SS X e a linguagem de X é a colecao

L=B(xX)=B,(X),
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em que By (X) = ¢, ou seja, L é o conjunto de todas as palavras que ocorrem em pontos

de X, incluindo a palavra vazia . E importante observar que a linguagem de um SS X

é fatorial e prolongavel, isto é, se w € L entao todo fator de w também estd em L, além

disso, existem palavras nao vazias u e v em L tal que uwv € L. O resultado a seguir

afirma que um SS é completamente determinado pela sua linguagem, o que garante que

dois SSs sao iguais se, e somente se, possuem a mesma linguagem.

Proposicao 2.1. (1) Seja X um SS e L =B(X) sua linguagem. Se w € L, entdo:

(a) todo sub-bloco de w pertence a L e

(b) existem blocos nao vazios u,v € L tais que uwv € L.

(2) As linguagens de SS’s sio caracterizadas por (1). Isto é, se L é uma cole¢io de

blocos sobre A, entao L = B(X) para algum SS X se, e somente se, L satisfaz a
condicao (1).

(3) A linguagem de um SS determina o mesmo. De fato, para algum SS, X = Xgxy)c.

Assim dois SS sao iguais se, e somente se, possuem a mesma linguagem.

Demonstracao. (1) Se w € L = B(X), entdo w ocorre em algum ponto x € X. Mas

(3)

entao, todo sub-bloco de w também ocorre em x e dai estd em L. Além disso,
claramente existem blocos nao-vazios u e v tais que uwv ocorre em z, pois, se assim
nao fosse, teriamos x = w, o que é absurdo, pois, x é uma sequéncia bi-infinita. Dai,

u,velLeuwvelL.

Sejam L uma colegao de blocos satisfazendo (1) e X denotar o SS X o, vamos
mostrar que L =B (X).

Seja w € B(X) = B(Xc). Portanto, w ocorre em algum ponto de X;c, o que

garante que w ¢ LC ou seja, w € L. Dai, B(X) ¢ L. Por outro lado, suponha que
W = X9 - Ty € L.

Entao, por repetidas aplicacoes de (1b), podemos encontrar simbolos x; com j > m
e z; com 7 < 0 também que por (la) todo sub-bloco de z = (z;),., estd em L. Isto

significa que x € X;c. Desde que w ocorre em z, temos que
w € B(Xc) = B(X),

provando que L ¢ B(X).

Se x € X, nenhum bloco ocorrendo em z estd em (B (X))%. Dai,

T € X(B(X))C = X ¢ X(B(X))C'
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Por outro lado, desde que X é um SS, existe uma colecao F tal que X = X4. Agora,
se ¥ € X(p(x))c, entdo todo bloco em x deve estar em B(X) = B(Xg) e também

nao pode estar em F. Portanto,
r e Xg = X(B(X))C c X5 = X.

]

Definigao 2.1. Um SS X com linguagem L ¢é irredutivel se para todo par ordenado de

palavras u, v € L existe w € L tal que uwv € L.

Observe que o SFT do Exemplo [2.1] é irredutivel, pois quaisquer duas palavras da
linguagem conectadas por uma sequéncia de zeros gera uma palavra que pertence a lin-

guagem.

Definigao 2.2. O contexto a direita de uma palavra w € L, denotado por F (w), é o
conjunto de todas as palavras em L que quando concatenadas a w pela direita, forma-se
uma palavra em L, isto é,

F(w)={ueL: wuel}

Duas palavras w, u com o mesmo contexto a direita F'(w) = F (u) sao ditas equiva-
lentes. Uma palavra w = w;---w,, € uma proibicao minima se w ¢ L e ambas w;---w,_1 € L e
wa-w, € L. Denota-se por O o conjunto formado por todas as palavras proibidas minimas
de um SS. Devido a unicidade de O (Lind} 1995, p. 12), quando X é um SF'T pode-se

definir a memoéria de X.

Definigao 2.3. Seja X um SFT com conjunto de palavras proibidas minimas O. A
memoria de X é definida por
m = M%X{|u| - 1}.

E importante observar que a minimalidade de O garante que a linguagem formada por
este conjunto é antifatorial (Crochemore, (1998))), ou seja, Yu,v € O com u # v, entao, u
nao ¢ um fator de v.

Seja u € A*, o conjunto de prefixos de u é definido como P (u) = {v| 3 t € A* com vt =
u}, como uma extensao natural, se M ¢ A* entao P (M) = ungMfP (u). Similarmente, o
conjunto de sufixos de u é definido como § (u) = {v| 3 t € A* com tv = u} e para um
subconjunto arbitrario M de A*, §(M) = u:JMS (u). Observe que u € P (u),8 (u), pois
g € A* e ue = eu = u; dai, os conjuntos dos prefixos e sufixos proprios de u sao dados,
respectivamente, por P (u) \ {u} e § (u) ~ {u}. A extensao de uma palavra w € A* por

outra palavra v e A* é wv.

Exemplo 2.2. seja w = abbc, entao

P(w) ={e, a, ab, abb, abbc} e S(w)={e, ¢, bc, bbe, abbe}
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Dados dois conjuntos By, By € A*, define-se:

B B;' = {wy e A*| wyw € By para w € By}
Bl_lBQ = {WQ E.A*| WWy € BQ para w € Bl}

Exemplo 2.3. Para By = {adbbc,bdaa} e By ={aa,adbbcdd}, tem-se

P(B1) ={¢e,a,b,ad, bd, adb, bda, adbb, bdaa, adbbc}

8(B,) = {¢,a,d, aa, dd, cdd, bedd, bbedd, dbbedd, adbbedd)
B, B;' = {bd} '
BBy = {dd}

2.1.1 Grafos

Definigao 2.4. Dados V um conjunto de vértices, € um conjunto de arestas (ligagoes

entre vértices) e £ : & - A uma fungao de rotulagao, entao
G=(V,E L)

é um grafo direcionado rotulado (doravante denominado de grafo). As fungoes i : € —

Vet:E -V especificam o vértice inicial e o vértice final de uma aresta, respectivamente.

Definicao 2.5. Uma trajetoria em G é uma sequéncia de arestas m = ejeq---€,, tal que,
o vértice terminal de e; é o vértice inicial de e;,1. Essa trajetoria sera denominada de
circuito se todas as arestas e;, ¢ = 1, 2, ..., n sao distintas e o vértice terminal de e,
é o vértice inicial de e;. O rétulo de 7 é a palavra £ (w) = L (e1) L (ez) L (e,). Um
caminho bi-infinito em G é uma sequéncia bi-infinita de arestas £ = ---e_jegpe; - tal que

t(e;) =i(e;y1) para todo i.
Observagao 2.1. Uma palavra w € L é gerada por uma trajetoria 7 em G se w = £ ().

Definicao 2.6. Uma aresta é um lago se seus extremos coincidem e uma ligacao caso

contrario.

Definicao 2.7. O grau de um vértice J é o niimero de arestas que incidem em J , em que
os lagos sao contados duas vezes. O grau de J em um grafo G serd denotado por gg (J),

ou simplesmente por g (J).

A Figura mostra dois grafos, em que o grafo em (a) possui 4 vértices, 8 arestas, a
aresta JJ com rétulo a é um lago e g (J) =4, e o grafo em (b) possui 2 vértices, 4 arestas,

a aresta NN com rétulo 1 é um lago e g (N) = 3. Observe que daacbcddda e 111010 s@o

palavras geradas por trajetérias nos grafos em [2.1.1(a) e [2.1.1(b), respectivamente.
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Figura 2.1.1 — Ezemplo de Grafos.

d a

1
% 0

ED.-

ia) (b)

Fonte: |Lind| (1995).

Um vértice [ €'V é dito nao-essencial se nenhuma das arestas de G inicia ou termina

em /. Um grafo é essencial se nao possui vértices nao-essenciais.

Defini¢ao 2.8. Um grafo G é chamado deterministico se para todos ey, ez € &, i(ey) =

i(ex) e L(e1) =L (eq), entdo ey = ey.

Defini¢ao 2.9. Um grafo GG é dito irredutivel (ou conexo) se para todo par ordenado de

vértices I e J existe uma trajetoria em G iniciando em [ e terminando em J.

Para os grafos da Figura tem-se que ambos sdo essenciais; (a) é deterministico
e redutivel (ndo existe trajetoria iniciando em L e terminando em J) , enquanto que (b)
nao ¢é deterministico (arestas distintas iniciando em M com o mesmo rétulo 1), mas é
irredutivel.

Sejam G e G’ grafos. Um homomorfismo de grafos de G em G’ consiste em um par de
aplicacoes ©:V(G) > V(G') e V: E(G) —» E(G') tais que

iU (e)=0(i(e) e t(W(e))=d(t(e)),¥ ecl(Q).

Neste caso, escreve-se (®,V) : G - G’. Este homomorfismo é um isomorfismo de
grafos se ambas ® e U sao bijetivas. Dois grafos G e G’ sao isomorfos, denotados por

G 2 (', se existe um isomorfismo de grafos entre eles.

2.1.2 Arvores

Definigao 2.10. Uma “arvore”¢é um grafo conexo que nao possui circuitos.

Exemplo 2.4 (Arvore derivada de um jogo). Suponha que estando em uma fase de um

jogo deseja-se passar para a proxima fase, a partir dai é possivel construir uma arvore da
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Figura 2.1.2 — Trecho da Arvore do Jogo da Velha.

AT

0
X O)x
0l 0| ol |x ofx x| X N5
X X X X 0 0 OXX OX
X b 4

Fonte: |Oliveira| (2013)).

seguinte maneira:

Vértices: os estados do jogo.
Arestas: existe uma aresta entre um estado do jogo e um estado que pode ser obti-

do através deste.

A Figura [2.1.2] mostra um trecho da arvore do jogo da velha.

Teorema 2.1. Um grafo G é uma drvore se, e somente se, existir um e apenas um

caminho entre cada par de vértices.

Demonstra¢ao. [=] Se G é uma arvore, entao, por defini¢ao, G é conexo e sem circuitos.
Como G ¢é conexo, entao existe um caminho entre cada par de vértices. Precisa-se mostrar
que este caminho é tinico. Suponha que existam dois caminhos distintos entre um par de
vértices. Ora, se existem dois caminhos distintos entre um par de vértices entao a uniao
destes caminhos contém um circuito. Mas por hipdtese, o grafo nao possui circuitos,
portanto, existe apenas um caminho entre cada par de vértices.

[«<] Mostrar-se-4 que se existe um, e apenas um, caminho entre cada par de vértices,
entao G é uma arvore. Como existe um caminho entre cada par de vértices, entao que
G é conexo. Suponha que G contenha um circuito. A existéncia de um circuito no grafo
implica que existe pelo menos um par de vértices a, b tais que existem dois caminhos
distintos entre a e b. Porém, por hipdtese, existe um, e apenas um caminho entre cada
par de vértices e, portanto, o grafo nao tem circuitos. Por definicao um grafo conexo e

sem circuitos é uma arvore. O

Teorema 2.2. Seja G(V,E) um grafo com n vértices. As sequintes afirmagoes sao equi-

valentes:

a) G € uma drvore;
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b) G € conexo e possuin—1 arestas;
c) G possuin—1 arestas e nao possui circuitos;
d) Eziste exatamente um caminho entre cada par de vértices;

e) G nao contém circuitos, e para todo v, weV, a adi¢io da aresta (v, w) produz no

grafo exatamente um circuito.

Observagao 2.2. Qualquer uma das afirmacoes do Teorema podem ser usadas como

definicao de uma arvore.

2.1.3 Sistemas Simbdlicos Regulares

Dado um grafo cujos ramos sao rotulados com simbolos de um alfabeto A pode-se
formar um subconjunto de A%, em que seus pontos sao formados pela leitura dos rétulos
dos caminhos bi-infinitos sobre o grafo. Estes conjuntos formam sistemas que modelam
sequéncias usadas em armazenamento e transmissao de informagoes (Lind| (1995); Immink
(1995))).

Um SS X é representado por GG, ou G é uma apresentagao de X, se o rétulo de todo
caminho bi-infinito em G é um elemento de X, com o contrario também verdadeiro. Um
subconjunto X = X de A% é um Sistema Simbdlico Regular (SSR) se é representado por
algum grafo G. SSRs sao SSs (Lind, (1995, Teorema 3.1.4).

Teorema 2.3. (Lind, 1995, Teorema 3.2.10) Um SS é um SSR se, e somente se, ele tem

um numero finito de contextos a direita.

2.2 Partigoes

Uma colegao P de subconjuntos disjuntos nao-vazios de um conjunto D é chamada
de uma particao se satisfaz D = |J P. Os conceitos de particao e relagao de equivaléncia
sao interligados [Dummit (2004).PE§eja Q outra particao de D. Entao, Q é chamada um
refinamento de P ou P é a particao mais densa de Q, se cada classe de Q esta contida em
alguma classe de P. Dadas as partigoes P e Q, denota-se por P A Q a particao mais densa
que refina ambas P e Q e os elementos correspondentes sao os conjuntos nao-vazios Pn @)
para todo P e P e Q € Q. Esta notacgao é estendida para algum nimero finito de partigoes

de D tal que P =Py APy A---AP, é o refinamento mais denso das parti¢coes Py, Pa, ..., Py.

Exemplo 2.5. Seja D = {e,b, ¢, be, abe, cbda} e P = {{e,abc}, {b,c,bc,cbda}}, Q= {{e,b, cbda},

{c,bc,abc}} duas partigoes, entao:

{e,abc} n{e,b,cbda} = {} {b,¢,be,cbda} n{e,b,cbda} = {b, cbda}
{e,abc} n{c,bc,abc} = {abc} {b,¢,be, cbda} n{e,be,abc} = {c,be}

Dai, P A Q = {{e}, {abc}, {b,cbda},{c,bc}}.
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3 CONJUNTO DE RESTRICOES

Neste capitulo serao estudados os conceitos de conjunto de restricoes, mascara de
restricao e memdria de restricao apresentados em (Chaves| (2014)), que servirao de base para
o algoritmo apresentado no préximo capitulo para a construcao do grafo de contextos de
um SFT.

Definigao 3.1. Seja w € L. O conjunto de restri¢oes de w, denotado por C (w) é dado
por
C(w)z{veL: wv¢L, mas, waeL VueP(v)\{v}}

Um fato importante a ser considerado é que o contexto a direita de uma palavra na
linguagem ¢ unicamente caracterizado pelo seu conjunto de restrigoes, como mostra o

resultado a seguir.

Teorema 3.1. Quaisquer que sejam w, w' € L, F(w) = F(w') se, e somente se, C(w) =

C(w").

Demonstra¢ao. Suponha que F(w) = F'(w'). Dai v ¢ F'(w) se, e somente se, v ¢ FI(w'),
para v € L. Como L é fatorial e prolongavel, v deve ter o prefixo mais curto u € L satis-
fazendo u ¢ F'(w'), o que implica que P(u)\{u} ¢ F'(w) e entdo, u e C(w). Consequente-
mente, u € F(w’) e P(u)\{u} c F(w'), e entao u € C(w’). Concluimos que C(w) € C(w’).
Da mesma forma, pode-se mostrar que C(w’) € C(w), e assim C(w) = C(w').

Agora, suponha que C(w) = C(w') e seja z € F(w). Entao wz € L e da propriedade
fatorial da linguagem, u ¢ C(w) para todou € P(z). Esez ¢ F(w'), existe z’ o menor fator
de z, satisfazendo tanto z’ ¢ F(w') e P(z')\{z'} € F(w'), o que implica que z’ € C(w')
e z' € C(w). Desta forma z’' ¢ F(w), desde wz’ é um fator de wz, uma contradigao.
De forma similar, e se z € F(w'), logo, z € F(w). Portanto, se C(w) = C(w’) entao
F(w) = F(w’). Concluimos que C(w) =C(w’) se, e somente se, F'(w) = F(w'). O

O préximo teorema estabelece que o conjunto P(OA!) constitui a informagao ne-
cessaria e suficiente para identificar o conjunto de restrigoes de qualquer palavra na lin-

guagem.

Teorema 3.2. Para todo w € L, C(w) = C(v) para v o sufito mais longo de w em

POAY).

Demonstracao. Seja v o sufixo mais longo de w em P(OA-1). Como v e §(w) e L é
uma linguagem fatorial, para todo u € L tal que vu ¢ L segue que wu ¢ L e, portanto,
F(w)c F(v).

Agora, suponha que F(v) ¢ F(w). Entao existe u € L tal que wu ¢ L, mas vu € L.

Seja u’ € P(u) o prefixo mais curto tal que wu’ ¢ L, e seja w’ € §(w) a palavra mais curta



20

tal que w'u’ ¢ L. Note que w'u’ € O, caso contrério, existe um fator préprio s € O de w'u’
que nao é fator de w’ e nem fator de u’, assim w’ € P(OA-!). Como v é o sufixo mais
longo de w em P(OA-!), entdo |v| > |w’'| e também w’ é um sufixo de v. Da propriedade
fatorial da linguagem vu’ ¢ L, e assim vu ¢ L, uma contradigao. Segue que F'(v) ¢ F(w),
e também F(v) = F(w). Do Teorema 1, C(w) =C(v). O

Dos Teoremas e ¢é possivel concluir que duas palavras em L tém o mesmo
conjunto de contextos se seus sufixos mais longos em P(OA-!) tiverem o mesmo conjunto
de restricbes. A proposicao a seguir permite determinar o conjunto de restricbes da
extensao de uma palavra a partir da extensao do seu sufixo mais longo em P(OA-!) pelo
mesmo simbolo, resultado importante para a construcao do grafo de contextos baseado

no conceito de conjunto de restrigao.

Proposicao 3.1. Seja w € L. Se v € o sufizro mais longo de w em P(OA-) entdo

C(va) = C(wa) para algum a € A.

Demonstragio. Sejam v e u os sufixos mais longos em P(OA™') de w e wa, respecti-
vamente. Se |[val > |u|, entao o resultado segue pelo Teorema desde que u também é
um sufixo de va. Agora, suponha que |u| > [val. Como ambos u e va sao sufixos de wa,
eueP(OA™), dai v é um sufixo de uA-! e [v| < [uA-!|. Como o prefixo de uma palavra
em P(OA™") também pertence a P(OA™), entdo uA-! é um sufixo de w em P(OA™)
mais longo que v, o que é uma contradi¢do. Assim, os sufixos mais longos de va e wa em

TP((‘)A_I) sao iguais, concluindo a prova pelo Teorema . O
3.1 Mascara de Restricao

Existem essencialmente duas estratégias para particionar P(OA1): por fusdo ou por
divisao. Um algoritmo de mesclagem listaria e compararia o conjunto de restrigoes de
cada palavra em P(OA-1). Normalmente, essa estratégia é computacionalmente mais
complexa do que a divisao [Berstel (2010)). Esta se¢ao introduz o conceito de méascara de
restricao que juntamente com o conceito de meméria de restricao que sera visto na segao
seguinte permitindo aplicar algoritmos de divisdo para identificar palavras em P(OA1)
com conjuntos de contextos distintos.

Esses conceitos envolvem o calculo do sufixo préprio mais longo em P(OA-!) dos
elementos deste mesmo conjunto. Isso é tratado aqui como uma versao mais simples
de um algoritmo de processamento de palavras sobre uma arvore que tem no maximo
complexidade linear com a cardinalidade de P(OA-1). Para um algoritmo relacionado
veja |Crochemore, (1998)).

A arvore deve ter o niimero minimo de nés tal que o rétulo de cada né é um sufixo de
uma palavra em P(OA1), e o rétulo do caminho da raiz ao né seja o rétulo do né lido
da direita para a esquerda. Sempre que o rétulo de um né é uma palavra em P(OA1),

[Pk [Pk

este n6 é marcado com um “e”, caso contrario é marcado com um “o”. Para determinar
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Figura 3.1.1 - Arvore para determinar os sufizos préprios mais longos em P(OA™L).

ab

bl

ace

@ hid

® hed
ceid

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

o sufixo préprio mais longo de uma palavra w em P(OA1), basta seguir o caminho com

(1)
[ ]

o né terminal rotulado w e registrar o dltimo né com a marca antes desse caminho.

O rotulo deste nd intermediario é o sufixo préoprio mais longo de w.

Exemplo 3.1. Seja
O = {abe, acd, accd, ccdb, bedd, bbdd} .
Temos que:
P(OA™Y)={e, a, b, ¢, ,ab, ac, bb, be, ce, acc, bed, bbd, ced} .

A Figura apresenta a arvore para P(OA1). Observe que os nés be, acc e ced sao
folhas dessa arvore, também sdo palavras em P(OA-1). O sufixo préprio mais longo de

[1l]
(@]

ccd na arvore, o né cd, é marcado com e, portanto, nao pertence a P(OA1). No

[l

entanto, o n6 ccd é marcado com “e” sendo ccd uma palavra em P(OA1) .

Definigao 3.2. u € L é uma restricao de w € L se wu ¢ L, ou equivalentemente se
ug F(w).

Defini¢ao 3.3 (Médscara de Restri¢ao). Seja w € P(OA1). Os elementos da mascara de

restricao de w, M(w) c A x {0, m}, satisfazem as seguintes propriedades:
o (a, m)e M(w) < wa¢ L, acA,

e (a, 0) e M(w) < wace€ L, para a € A um prefixo préoprio de u € L satisfazendo
wu¢ L;
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e Se um simbolo nao satisfaz as declaragoes anteriores, entao nao existe um par orde-

nado em A x {0, m} com este simbolo.

Observacao 3.1. A méscara de restricao identifica através das bandeiras O e m, a in-
formacao que um simbolo a € A transmite sobre as restricoes de uma palavra w € L, mais
especificamente, a bandeira O significa que a é um prefixo préprio de uma restricao de w,

e a bandeira m significa que a é ele mesmo uma restricao de w.

Uma boa estratégia para calcular a méscara de restricao é indo das palavras mais
curtas para as mais longas em P(OA-!). Para tanto, é importante seguir os seguintes

Passos:

1. seja w € P(OA1) e seja v o seu sufixo préprio mais longo em P(OA1), pode-se
comegar listando (a, m) € M(w) para cada a € w10, e (a, O) € M(w) quando o

simbolo a é um prefixo préprio de uma palavra em w=10O;

2. incorporar em M(w) pares ordenados pertencentes & M(v) com os simbolos a € A
que ainda nao apareceram em pares de M(w). Como v é mais curto que w, o
conjunto M(v) ja foi calculado. Para a corregdo desse processo observe que se
(a, O) € M(w) entao (a, m) ¢ M(v), caso contrario deveria existir um elemento
em O que também possui um fator proprio em O, o que seria absurdo, pois, O é
anti-fatorial. Também nao se omite uma restrigao de w em M(w) herdada de v por

ignorar simbolos em M(v) que ja apareciam em w=10;

3. Finalmente, para cada restrigdo u de w existe um sufixo u’ de w em P(OA-!) e um
prefixo u” de u em §(A~10) tal que u'u” pertence a O. Como v é o mais longo
de todos os sufixos proprios, M(v) contém todas as informagoes adicionais que nao

estdo em w0 para completar M(w).

Exemplo 3.2. Para P(OA!) dado no Exemplo 3.1} considere w = a em P(OA'). Ob-
serve que

a 'O = {be, cd, ccb},

portanto {(b, O), (¢, O)} € M(a). Como o sufixo préprio mais longo de a em P(OA1)

é e, e M(¢g) = @, concluimos que

M(a) = {(b, B), (¢, O)}.

Agora, considere w = acc , que tem cc como seu sufixo mais longo em P(OA-1). Observe
que

(acc)™O = {b} = {(b, m)} € M(acc).
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Pelo que ja foi observado, a determinacao das mascaras de ¢ e de cc é um processo bem

simples. Assim,
M(c) ={(c, )} e M(cc) ={(c, 0), (d, O)}.

Por fim, devemos incorporar a M(acc) os pares (¢, O) e (d, 0). Logo,

M(acc) = {(b, m), (¢, 0), (d, O)}

Como uma extensao da definicao de mascara de restricao, se B € A* é tal que,
Vu w e B, M(u) = M(w),

entao define-se M(B) = M(w).
3.2 Memoria de Restrigao

Nesta secao serd estudado o conceito de meméria de restricao. A importancia pri-
mordial da memoria de restricao é determinar as restrigoes de uma palavra w € P(OA-1)
estendida por um simbolo a € A, que é aplicado no algoritmo de divisao para particio-
nar o conjunto P(OA-1) bem como para determinar as transigoes de estados do grafo de

contextos, como serd demonstrado no Capitulo [4]

Defini¢ao 3.4 (Memdria de Restri¢ao). Dada uma palavra w € L, a meméria de restrigdo

de w, denotada por R(w), é o sufixo mais longo de w em P(OA1).

Observagao 3.2. Segue do Teorema que para todo w € L, se v =R(w) entao C(w) =
C(v).

A partir da definicao de maéscara de restricao, quatro casos devem ser considerados

para o cdlculo da memdria de restricao da extensao de uma palavra em P(OA1):
1) Para (a, m) e M(w) entao R(wa) nao estd definido, desde que wa ¢ L;
2) Se w = ¢, entao R(ea) = R(a);
3) Para (a, 0) e M(w) e wa € P(OA!), entdo R(wa) = wa;

4) Para (a, O) € M(w) e wa ¢ P(OA™!), a memdria de restricio R(wa) é o sufixo
préprio mais longo de wa em P(OA1), o qual da Proposigao ¢ a memoria de

restrigao do sufixo préprio mais longo de w em P(OA!) estendido por a.

Neste tltimo caso, a memoria de restrigao ja foi calculada uma vez que ela é determi-
nada das palavras mais curtas para as mais longas em P(OA-1). Assim, a busca do sufixo

préprio mais longo em P(OA-!) limita a complexidade computacional para determinar
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a memoria de restricao. Essa tarefa pode ser realizada por algoritmos sobre uma arvore

com no maximo complexidade linear com a cardinalidade de P(OA1).

Exemplo 3.3. Considere a memoria de restricao da extensao de w = cc por ¢, ou seja,
R(cee). Como (e, O) € M(cc) e ccc ¢ P(OAL), é necessdrio determinar a meméria de
restrigao do sufixo préprio mais longo de cc em P(OA1) estendido por ¢ (pelo caso 4). Da
Figura [3.1.1] o sufixo préprio mais longo de ccc em P(OA!) é cc. Assim R(cee) = R(cc),
no entanto, se as memorias de restri¢ao das palavras em P(OA1) forem determinadas de

palavras mais curtas para palavras mais longas, R(cc) ja foi determinado. Observe que
cce P(OA1), logo R(cc) = ce, pelo Caso 3).
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4 GRAFO DE CONTEXTOS

4.1 Identificacao de Palavras Equivalentes

Esta secao introduz um algoritmo do tipo Moore que cria sucessivas particoes de
P(OA-L) em classes de palavras equivalentes (com o mesmo conjunto de contextos). Este
algoritmo ¢é baseado nos conceitos de méscara de restricao e memoria de restricao, com
o primeiro definindo a partigao inicial enquanto a etapa recursiva faz uso da memoria de
restricao. Quando o critério de parada é satisfeito, as classes de palavras equivalentes em
P(OA1) sao obtidas.

As partigoes definidas a seguir sao empregadas no algoritmo apresentado em |Chaves
(2014)).

Definigao 4.1 (Partigao por Mascara de Restri¢ao). A particao de P(OA-!) em relagao
a a € A, denotada por a|P(OA1), resulta em no méximo trés conjuntos determinados

CO1mo:

P ={weP(OA1)| (a, m) e M(w)},

Py ={w e P(OA)| (a, O) e M(w)},

P;=P(OAYH\(P U Ry).

Definigao 4.2 (Partigdo por Memoéria de Restrigao). Seja P € P(OA!) e a € A. Uma
segao de P(OA-1)a com respeito a P é o conjunto:
P\P(OANa={we P(OA™)| waeL e R(wa)e P}.

Especifica-se (P, a)|P(OA™) ={P, Pf} como a particao de P(OA™!) em relagdo a P e
o simbolo a € A, onde P, = P\P(OA1)a e Pf é o complemento de P; relativo a P(OA1).

O algoritmo é apresentado na Tabela[d.1]e é dividido em trés passos, descritos a seguir.

Passo 1. Particionamento por mdscara de restri¢do: a parti¢ao inicial Pt ={ P, Py,...,P,} é
a particao mais densa de P(OA-!) em relacao a a|P(OA-1) (ver Definigao 4.1)) para
todo a € A.

Passo 2. Particionamento por memoria de restricao: mneste passo recursivo, o particiona-
mento proposto na Defini¢ao é empregado para refinar a particao anterior
Pk k > 1. Deve-se notar que as palavras em P € P* sao apenas estendidas por

um simbolo a € A se (a,0) € M(P). Esse passo gera a partigdo mais densa de
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Tabela 4.1 — Algoritmo Proposto para o SFT.

1. Pt < Agea a|P(OAT) > A partigao inicial (Passo 1)
2. k<0

3. repetir > Iniciar o passo 2

4. k<k+1

5. para todo a € A fazer

6. Py < Apepr (P,a)|P(OAL)

7. Pkl « PEA Agen Pa > Nova Particao

8. até Pk+l = pk > Passo 3

Fonte: |Chaves| (2014).

P(OA-!) relativa a todo P € P* pela extensao de um simbolo especifico a € A (Li-
nha 6 na Tabela e na Linha 7 as parti¢oes resultantes deste processo (para cada
a € A) refina P*.

Passo 3. Critério de Parada: O algoritmo termina quando refinamentos nao sao mais possiveis.

A consisténcia do algoritmo é provada a seguir.

Lema 4.1. Em cada particio P*, as palavras em P(OA-1) em conjuntos (ou classes)

distintos tém conjuntos de contextos distintos.

Demonstracao. A prova é por indugao. A afirmacao é verdadeira para a primeira particao
P! (obtida no Passo 1), pois, para quaisquer palavras u,v € P(OA-1) se M(u) + M(v),
entao existe uma palavra em F'(u) que nao pertence a F'(v), ou vice-versa, o que implica
que F(u) # F(v). Agora suponha que a afirmagao é verdadeira para P*, k > 2. Sejam
v, w € P(OA1) palavras na mesma classe em P* mas em classes distintas em PF1. A
partir do Passo 2, isso ocorre porque existe um a € A tal que R(va) e R(wa) estdo em
classes distintas em P¥. Assim, da hipdtese indutiva, R(va) e R(wa) possuem conjuntos
de contextos distintos, portanto v e w também possuem conjuntos de contextos distintos.

Logo, o lema ¢é vélido para P+ O

Teorema 4.1. O algoritmo proposto particiona P(OA1) em classes de palavras equiva-

lentes (com o mesmo conjunto de contextos).

Demonstracao. Com o resultado do Lema 4, precisa-se provar que a condi¢ao de parada
¢ alcangada quando palavras na mesma classe possuem o mesmo conjunto de contextos.
Suponha que as partigoes P* e P*+! sejam iguais, mas existam v, w € P(OA~!) na mesma
classe com conjuntos de contextos distintos. Agora, a prova segue por contradicao. A
memoéria finita do SFT implica que existe uma palavra v € L, v = v;...v,, tal que
wv, uv € L, mas, wva € L e uva ¢ L para algum a € A. Portanto, segue-se que
(a, m) ¢ M(R(wv)) e (a, m) e M(R(uv)), dai as memorias de restrigao R(wv) e R(uv)

devem pertencer a classes distintas em P!.
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Como Pk e Pk*+1 siao iguais, entao R(wv;) e R(uv;) estao na mesma classe em Pk.

7
Como consequéncia, R(wwviv) e R(uvivy) estao na mesma classe em PF-1. Em geral
) )
R(wvy...v;) e R(uvy...v;) estdao na mesma classe em PF+1. Finalmente, R(wv) e
R(uv) devem pertencer a mesma classe em P*7+1 De fato, a tltima afirmagao é uma

contradicao, desde que R(wv) e R(uv) estao em classes distintas em P, O

Exemplo 4.1. Vamos utilizar o algoritmo da Tabela para particionar o conjunto
P(OA-') do Exemplo[3.1]em classes de palavras com o mesmo contexto a direita. Seguindo
o Passo 1 do algoritmo, os conjuntos M(w) serao calculados para todos os w € P(OA1).
Como no Exemplo ja foram calculadas M(a), M(c), M(cc) e M(acc), entao basta

calcular as mascaras de restricao das demais palavras.

1) Para w = b, temos:
b0 = {cdd, bdd} = (b, O), (¢, O) € M(b).
Como o sufixo préprio mais longo de b em P(OA1) é ¢ e M(e) = @ entao,
M(b) = {(b, 0), (¢, B)}.
2) Para w = ab, temos:
(ab) 'O ={c} = (c, m) € M(ab).

Como o sufixo préprio mais longo de ab em P(OA1) ébe M(b) = {(b, O), (¢, O)},

entao, deve-se acrescentar (b, 0) a M(ab). Dai,
M(ab) = {(b, O), (c, m)}.
3) Para w = ac, temos:
(ac)*O={d, cb} = (c, ), (d, m) € M(ac).
Como o sufixo préprio mais longo de ac em P(OA1) é ce M(c) = {(c, O)}, assim,
M(ac) = {(c, O), (d, m)}.
4) Para w = bb, temos:
(0b)1O = {dd) = (d, O) € M(bb).

Como o sufixo préprio mais longo de bb em P(OA-1) ébe M(b) = {(b, D), (¢, O)}
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entao, devemos acrescentar os pares (b, 0), (¢, O) em M(bb). Dali,
M(bb) = {(b, O), (¢, O), (d, O)}.
5) Para w = be, temos:
(be) 'O = {dd} = (d, o) € M(bc).

Como o sufixo préprio mais longo de bec em P(OA1) é ce M(c) = {(¢, O)}, logo

devemos acrescentar o par (¢, O) a M(bc). Portanto,
M(be) = {(c, O), (d, O)}.
6) Para w = bed, temos:
(bed)'O0 = {d} = (d, m) € M(bed).
Como o sufixo préprio mais longo de bed em P(OAL) é e e M(e) = @, entao

M(bed) = {(d, m)}.

7) Para w = ccd, temos:
(ced)™O ={b} = (b, m) € M(ccd).
Como o sufixo préprio mais longo de ced em P(OA1) é e e M(e) = @,por isso ,

M(ced) = {(b, m)}.

8) Para w = bbd, temos:
(bbd) O = {d} = (d, m) € M(bbd).
Como o sufixo préprio mais longo de bbd em P(OA1) é e e M(e) = @, entao,
M(bbd) = {(d, m)}.

As respectivas mascaras de restri¢ao estao listadas na Tabela [4.2]

De acordo com o Passo 1, a particao inicial é

P ={{e}, {a, b}, {c}, {ab}, {ac}, {cc, bc}, {bb}, {acc},{ccd}, {bed, bbd}}.
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Tabela 4.2 — Mdscaras de Restri¢do dos Elementos de P(OA™) do Exemplo .
w e P(OAT) M (w)
€ a
a {(b, ©), (¢, O)}
b {(b, ©),(c, B)}
c {(c, )}
ab {(b, O), (c, m)}
ac {(c, O), (d, m)}
bb {(b, O), (¢, O), (d, O)}
be {(c¢,n), (d,0)}
cc {(¢,0), (d,0)}
acc {(b, m), (¢, O), (d, O)}
bbd {(d, m)}
bed {(d, m)}
ced {(b, m)}

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Agora faca
Plz{g}, sz{a, b}, P3={C}, P4:{6Lb}, P5={(IC},
Py ={cc, b}, Pr={bb}, Ps={acc}, Py={ccd} e Pyq={bcd, bbd}

Uma vez que os conjuntos unitdrios de qualquer P* nao precisam ser considerados na
Etapa 2, entao sé se faz necessario analisar os subconjuntos P, = {a, b}, Ps = {cc, bc} e
P = {bed, bbd}. Além disso, as extensoes a serem consideradas estao associadas apenas
a marca O . Os elementos de P, em P! podem ser estendidos pelo simbolo b, resultando
no conjunto {ab, bb} e,

R(ab) = ab € P,
e
R(bb) = bb € P;

Como as memorias de restricao das extensoes destas palavras estao em conjuntos distintos
de P, logo, elas devem ser separadas. Além disso, os elementos de Py em P! podem ser

estendidos pelo simbolo d, resultando no conjunto {ccd, bed} e,

R(ced) = ced € Py
e

fR(de) = bed € P10

De forma analoga, as memdrias de restricao das extensoes das palavras cc e be pelo

simbolo d estdao em conjuntos distintos de P!, devendo também serem separadas. Dal,
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tem-se o refinamento

P?={{e}, {a}, {0}, {c}, {ab}, {ac}, {cc}, {bc}, {0}, {acc}, {ccd}, {bed, bbd}},

em que

Plz{g}, PQZ{CL}, P3={b}, P4={C}, P5={6Lb}, PGZ{(IC},
P7:{CC}, sz{bC}, sz{bb}, Pl():{CLCC}, Pn:{CCd} ePlzz{de, bbd} ‘

Na segunda iteragao do Passo 2, a extensao de qualquer elemento em Pjs = {bcd, bbd}
tem memoria de restricao o préprio elemento. Essa particao nao pode ser refinada e o

critério de parada no Passo 3 é alcancado.

4.2 Construcao do Grafo de Contextos

Esta secao apresenta a construgao do grafo de contextos de um SFT. A descrigao dessa
construgao é dada em Lind| (1995)), sendo o grafo G = (V, &, L) tal que

V = {F(w)|welL}

e existe uma aresta e € &, com L(e) = a do vértice F(w) para o vértice F(w') se, e
somente se, F(wa) = F(w').
A partir da correspondéncia entre conjuntos de contextos e conjuntos de restrigoes

(Teorema , o conjunto de vértices V pode ser construido como
V = {C(w)| weP(OA™)},

sendo, portanto, os elementos da particao alcangados no Passo 3 do algoritmo descrito
na Tabela [4.11
Para determinar as transigoes de vértices aplicamos a Proposigao[3.1} assim, existe uma
aresta rotulada como a de uma classe P, para P; se w € P;, R(wa) € Pj e (a, m) ¢ M(w).
Para um simbolo a € A pertecendo a M(w) com bandeira 0 a memoria de restricao R(wa)
ja foi calculada na Etapa 2 do processo de partigao. Observe que R(wa) = R(a) para
qualquer a nao pertencente & M(w), entdo o vértice terminal da aresta correspondente

deve conter R(a). Seguindo esse processo, é possivel reproduzir a Figura [4.2.1]
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Figura 4.2.1 — Grafo de Contextos gerado a partir da particio P? de P(OA™Y) obtida no Evemplo

r, 2022.

Fonte: Elaborado pelo auto
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Em Engenharia Elétrica é frequente, no estudo de sinais, o aparecimento de sequéncias
com restricoes. Para interpretar tais sinais sao necessarios codificadores restritivos e
na construcao desses codificadores sao utilizados algoritmos que permitam reconhecer
pontos de sistemas simbélicos invariantes por deslocamento, em particular, dos SFT’s.
Os algoritmos, em geral, sao tao mais eficientes quanto menor for o tempo de execugao
da tarefa para o qual ele foi proposto. Nessa linha de raciocinio, o nosso trabalho fez
um estudo minucioso do algoritmo que gera os estados da apresentagao minima de um
SFT, bem como mostrou a construcao do grafo de contextos, ou seja, a representagao
geométrica do SFT.

A complexidade da construgao da partigao inicial do algoritmo proposto é comparavel
ao alcancado por alguns métodos propostos na literatura para encontrar uma apresentacao
deterministica inicial de um SFT. Alguns desses métodos sao baseados na arvore do con-
junto de palavras proibidas minimas e tem complexidade linear no tamanho n da arvore,
em que n é a cardinalidade de P(OA-!). Uma caracteristica distinta do procedimento
descrito no nosso trabalho é que as transicoes de vértices sao calculadas apds a deter-
minacao das palavras equivalentes. Esse conjunto pode ser muito menor que o conjunto
de vértices de uma apresentacgao inicial, reduzindo, assim, a complexidade na construcao

do grafo de contextos.
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