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RESUMO

O conteudo de sistemas de equacoes é de extrema importancia dentro do ensino da ma-
tematica, pois desenvolve diversas habilidades nos alunos. Nesse sentido, objetiva-se nesse
trabalho, expor de maneira sucinta e clara o conceito de sistemas de equagoes lineares de
19 e 22 grau, bem como seus métodos de resolucao, além de trazer algumas aplicacoes
praticas que podem ser utilizadas em sala de aula pelo professor. Tais aplicagoes consis-
tem na discussao de questoes de matematica contextualizadas, isto é, que relacionam a
matéria com situagoes do cotidiano. A estratégia de resolucao dessas questoes consiste
na aplicacao de um passo a passo que contempla a comparagao dos métodos de resolugao
de sistemas, além da representagao grafica feita no software Microsoft Excel. De modo
geral, conclui-se que as estratégias de ensino aplicadas neste trabalho, especialmente, a
discussao de questoes praticas, a elaboragao de etapas para solucionar um problema, a
comparacao de métodos resolutivos e o uso de metodologias mais dinamicas, como uso
de softwares, podem ser aplicadas nao s6 ao conteudo de sistemas lineares, mas ao ensino
da matematica como um todo, sendo esse um caminho metodoldégico de extrema eficdcia

para professores e alunos.

Palavras-chave: Sistemas de equacoes lineares; Estratégias de ensino; Metodologias

didaticas.



ABSTRACT

The content of equations systems is extremely important within the teaching of mathema-
tics, since it develops different skills in students. In this sense, the aim of this work is to
present in a succinct and clear way the concept of systems of linear equations, as well its
resolution methods, in addition to bringing some practical applications that can be used
in the classroom by teacher. Such applications consist of the discussion of contextualized
questions of mathematics, in other words, which relate the subject to everyday situations.
The strategy for solving these questions consists of the application of a step-by-step that
includes the comparison of solving systems methods, in addition to the graphic repre-
sentation made in Microsoft Excel software. In general, it is concluded that the teaching
strategies applied in this work, especially the discussion of practical issues, the elaboration
of steps to solve a problem, the comparison of solving methods and the use of more dyna-
mic methodologies, such as the use of software can be applied not only to the content of
linear systems, but to the teaching of mathematics as a whole, being that is an extremely

effective methodological path for teachers and students.

Keywords: Systems of linear equations; Teaching strategies; Didactic methodologies.
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1 INTRODUCAO

Vinda do grego, a palavra “sistema” significa “combinar”, “ajustar” ou “formar um
conjunto” (VALENZUELA|, 2007)). Na lingua portuguesa, define-se sistema como sendo a
reuniao dos elementos que, concretos ou abstratos, se interligam de modo a formar um
todo organizaddf]

Matematicamente falando, um sistema de equagoes pode ser definido como um con-
junto de duas ou mais equacoes lineares interconectadas. Em um sistema de equacoes,
hé sempre dois ou mais valores desconhecidos (incégnitas) e, a solugao para cada sistema
é justamente descobrir o valor das incognitas que satisfazem, em simultaneo, todas as
equacoes presentes no sistema.

Os sistemas podem ser classificados em possiveis (compativeis) ou impossiveis (incom-
pativeis). Os sistemas que possuem solugao sdo chamados sistemas possiveis. Por outro
lado, sistemas que nao podem ser solucionados sao chamados impossiveis. Os sistemas
possiveis podem ainda ser classificados em sistemas determinados ou indeterminados. O
primeiro caso é quando o sistema possui uma unica solugao, ja o segundo caso refere-se
a situacao em que um mesmo sistema possui infinitas solucées. Os métodos de resolucao
de um sistema sao variados e, de forma resumida, consistem em manipular as equagoes
usando operagoes como adigao, substituicao ou comparagao.

A area da Matematica na qual é estudado o contetido de sistema de equacoes lineares
éa Algebra Linear. O conteudo de sistemas de equacoes é de extrema importancia dentro
do ensino da Algebra, pois desenvolve a capacidade critica e analitica do aluno ao explo-
rar tarefas como: a contextualizacdo de uma situagao-problema, ja que o aluno precisa
compreender um enunciado e traduzi-lo para a linguagem matemaética no processo de lei-
tura de um sistema; discussao e interpretacao do problema, uma vez que o aluno precisa
distinguir entre os variados tipos de sistemas antes de resolve-lo; e por fim, a resolugao
de sistemas propriamente dita, dado que aluno precisa decidir qual melhor técnica aplicar
diante de uma situagao-problema.

Segundo o Parametro Curricular Nacional (BRASIL,|1998), é fundamental no processo
de aprendizagem de sistemas lineares a capacidade critica para assimilacao de conceitos
e de identificacao de parametros, incégnitas e variaveis. Em paralelo, recomenda-se que
as situagoes de aprendizagem estejam centradas na construcao de significados, isto é, que
estimulem o desenvolvimento de processos importantes como intuicao, analogia, inducao e
deducao por parte dos alunos. Conforme coloca|Domingues et al.| (1982), devido o carater
abstrato da Algebra, um curso dessa disciplina, mesmo que introdutorio, deve explorar

suas aplicagoes no cotidiano e nao apenas se deter a uma exposicao tedrica.

ISISTEMA. In: DICIO, Dicionério Online de Portugués. Porto: 7Graus, 2021. Disponivel em:
Ihttps://www.dicio.com.br/sistema/} Acesso em: 15/08/2021.




Nesse sentido, pode-se dizer que a proposta do tratamento da Algebra no Brasil,
prioriza o desenvolvimento do pensamento algébrico-critico, o que por sua vez, favorece a
diversificagao de tarefas e técnicas que tornem o processo de ensino-aprendizagem menos
mecanico e que ao mesmo tempo promovam a compreensao dos conceitos adquiridos.
Nesse contexto, destaca-se o papel da modelagem matematica em sala de aula e de outros
recursos didaticos como a aplicacao de jogos que elucidem o problema matemético e
tornem o processo de aprendizagem menos pragmatico, além de uso de softwares que
ajudem os alunos a visualizarem o conteido da matéria de forma mais clara.

Diante desse contexto, objetiva-se nesse trabalho, expor de maneira clara e didatica
o conceito de sistemas de equacoes lineares de 1° e 22 grau, bem como seus métodos de
resolucao, além de trazer algumas aplicagoes praticas que podem ser utilizadas em sala
de aula pelo professor. Para isto, buscando compreender como essa teoria é abordada no
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e em provas de concurso piblico, analisando
questoes de matematica contextualizadas, que abordam o conceito de sistemas de equagoes
de uma forma mais palpéavel, isto é, que relacionam a matéria com situacoes do cotidiano.
A discussao dos métodos de resolucao de sistemas bem como de suas aplicagoes no coti-
diano é de fundamental importancia para contribuir com o debate a cerca da relevancia
da dinamicidade em aulas de matematica, a qual é responsavel por tornar o processo de
aprendizagem mais agradavel e proveitoso.

Além dessa introducao, o presente trabalho conta com mais quatro capitulos. No
segundo capitulo, apresenta-se a fundamentagao tedrica, a qual consiste em uma breve
contextualizagao a cerca de sistemas lineares, sendo discutidos pontos relacionados a parte
histérica da matéria, regulamentacoes do ensino no Brasil e o uso de recursos didaticos em
salas de aula. No terceiro capitulo, sao descritos os conteidos de equagoes e sistemas do
19 e 2° grau, apresentando suas definicoes, resolucoes, interpretacao grafica e exemplos.
O quarto capitulo destina-se a discussao e resolucao de situacoes-problema envolvendo
sistemas de equagoes. E por fim, no quinto capitulo, sao apresentadas as consideragoes

finais e conclusoes do presente trabalho.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Conforme aponta Coulange| (2000) o periodo entre o fim do século XV e o inicio do
século XVI pode ser considerado a época da pré-histéria dos sistemas de equacoes, os quais
eram associados as tradicionais situagoes-problemas de aritmética das civilizagoes antigas.
Durante o referido periodo, inicia-se o estudo dos sistemas de equagoes de maneira muito

elementar, isto €, sem o desenvolvimento imediato de uma teoria geral de sistemas.

Comeca neste tempo um estudo de sistema de equagoes, cujo objetivo princi-
pal resulta uma resolucao efetiva e “particular” de equacoes obtidas a partir
de problemas “concretos” do primeiro grau: o uso de letras para designar as
grandezas ao mesmo tempo incomuns e comuns dentro da Arte Analitica de
Viete, que marca para numerosos autores o “nascimento da Algebra” e oferece
a possibilidade de chegar a elas com as “praticas de modelagem algébrica”. No
entanto, nao ocasiona imediatamente a génese de uma teoria geral dos sistemas
de equagdes (COULANGE, |2000|, p. 73).

Entre o inicio do século XVI e meados do século XVII, apesar da nocao de sistema ainda
voltar-se apenas para a resolucao de problemas tradicionais da aritmética, ja comecavam
a aparecer casos de sistemas impossiveis ou indeterminados como fatos particulares ou
curiosos. Ainda no século XVII, quando a Algebra Elementar (problemas mais basicos e
do cotidiano) evoluiu para a Algebra Linecar (problemas matematicos mais robustos), a
nocao de sistema também foi melhor desenvolvida. Marcam esse periodo a busca por uma
solugao geral ao sistema quadrado de ordem “n” e o estudo de sistemas nao quadrados. Ja
a partir do século XIX, comegou-se a desenvolver os métodos de cédlculos efetivos, exatos
ou aproximados (VALENZUELA, 2007)).

No Brasil, o ensino da Algebra e, consequentemente, de sistemas de equagoes, recebeu
maior rigor e formalizagao a partir da década de 1960. No entanto, o ensino da Algebra faz
parte do curriculo educacional brasileiro desde 1799. Atualmente, o ensino da matematica
nas escolas brasileiras é pautado pelo Parametro Curricular Nacional (PCN)EL publicado
em 1998, e pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC)EL publicado em 2017. O PCN é
o documento normativo maximo da educagao brasileira e tem como objetivo a orientacao
do trabalho de professores e especialistas em educagao (BRASIL, [1998). A BNCC, por
sua vez, também é um documento normativo, e tem como principal funcao definir o
conjunto organico de aprendizagens essenciais da Educacao Bésica (BRASIL, 2017). De
forma resumida, conforme [Pereiral (2018), ambos os documentos organizam os contetdos

de forma estratégica de acordo com o nivel escolar dos alunos, determinando dessa forma,

1O PCN organiza seus objetivos de acordo com ciclos, sdo eles: niimeros e operacoes; espaco e forma;
e grandezas e medidas.

2A BNCC é dividida em eixos de aprendizagem, a saber: nimeros; dlgebra; geometria; grandezas e
medidas; e probabilidade e estatistica. A BNCC tem como principal critério os objetivos que devem ser
alcangados em cada série escolar. Duas séries escolares da BNCC correspondem a um ciclo do PCN.
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quais assuntos e metodologias os professores ou especialistas precisam abordar e praticar
na sala de aula em cada fase do aprendizado do aluno. Na parte que cabe a Algebra, de
acordo com a BNCC, destina-se ao ensino de sistema de equacoes de 12 grau e do 2° grau,
além de sistemas de equacoes, o 72 e 8° ano do ensino fundamental, o equivalente ao 4°
ciclo do PCN.

De acordo com Miguel et al.| (1992), apesar da Algebra estar presente nas escolas
brasileiras ha um tempo, ela ainda nao recebe o destaque que merece. Isso porque grande
parte dos professores de matematica ainda trabalha a Algebra de forma mecanizada,
focando na memorizacao de regras e macetes, ao invés de interligar o ensino da disciplina
com o mundo real, trazendo associacoes de significacao logica e social.

Devido ao excesso de pragmatismo no processo de aprendizagem, muitos alunos en-
xergam a Algebra como algo negativo e de pouca aplicabilidade no cotidiano. Na maioria
dos casos, os alunos possuem muitas dificuldades em aprender os conceitos da disciplina
e pouco desenvolvem a capacidade critica de resolucao de problemas. Corrobora com
essa constatacao, a pesquisa desenvolvida por [Araujo| (1999) realizada com 378 alunos de
Ensino Superior e Médio. |Araujo| (1999)) verificou que grande parte dos alunos precisam
seguir um protocolo padronizado de etapas para resolver equagoes simples, fazem uso in-
devido de incégnitas e nao conseguem atribuir significados reais para as equacoes com que
trabalha. Outra pesquisa mostrou que ha bastante confusao em algumas operagoes como:
“a.a = 2a” ou “8a®+ 21625 = 2244%26”. Além disso, constatou-se que se essa confusao nao
for corrigida durante o Ensino Fundamental, ela pode perdurar no Ensino Médio ou até
mesmo no Ensino Superior (B1azi, 2002)).

O atual Parametro Curricular Nacional (PCN) chama atencao para o fato de ser
necessario os professores utilizarem diferentes ferramentas em sala de aula a fim de dar

significado as expressoes algébricas, propriedades e formulas (BRASIL; |1998):

O ensino de Algebra precisa continuar garantindo que os alunos trabalhem
com problemas, que lhes permitam dar significados a linguagem e as ideias
matematicas. Ao se proporem situagoes-problema bastante diversificadas, o
aluno podera reconhecer diferentes fungoes de Algebra (ao resolver problemas
dificeis do ponto de vista aritmético, ao modelar, generalizar e demonstrar pro-
priedades e férmulas, estabelecer relagoes entre grandezas) (BRASILJ| {1998,
P. 84).

Como propoe o PCN, o ensino da Algebra deve priorizar o desenvolvimento do pen-
samento matematico-critico, de modo que os alunos nao fagcam do célculo um exercicio
mecanico, mas compreendam os conceitos e motivacoes por tras de tal. Para|Domingues
et al|(1982), um curso de Algebra deve ir além da exposicao tedrica, mostrando, de fato,
as aplicagoes que podem ser feitas, ja que pelo carater abstrato da disciplina, essas nao

sao percebidas pelos alunos de imediato.
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Nesse contexto, destaca-se o papel da modelagem matematica em sala de aula. A
modelagem matematica é uma estratégia de ensino que relaciona situacoes do dia a dia do
estudante a conteiidos matematicos. A ideia é abordar fenomenos das mais diferentes areas
cientificas para educar matematicamente. Para Barbosa (2004)), o ambiente de modelagem
esta relacionado as atividades de problematizacao e investigacao. A problematizacao
refere-se ao ato de criar perguntas, enquanto a investigacao relaciona-se a busca, sele¢ao,
organizacao e manipulacao de informacoes e reflexdes sobre os resultados obtidos por
meio dessas. As duas atividades nao sao separadas, mas se articulam no processo de
envolvimento dos alunos na atividade proposta.

Nesse sentido, os beneficios da modelagem matematica sao: a compreensao entre a
matematica e a realidade por parte do aluno; a valorizacao do “saber fazer” do estudante,
o qual desenvolve a habilidade de construir modelos matematicos em diferentes contextos;
e a maior autonomia do aluno no processo de aprendizagem, ja que o mesmo precisa
elaborar hipéteses para solucionar os problemas dados.

Ainda no contexto de aulas mais didaticas, pode-se pensar na aplicacao de jogos que
elucidem o problema matematico para os alunos e tornem o processo de aprendizagem
menos pragmatico. Adotando essa estratégia, [Rosa et al.| (2020) aplicaram jogos visando
estimular o aprendizado de sistemas de equagoes em uma turma do oitavo ano do ensino
fundamental. Os jogos foram os seguintes: jogo da velha para o ensino do método da
adicao, jogo de tabuleiro chamado batalha algébrica para o ensino do método de substi-
tuicao e jogo da memoria para revisao da matéria. Os autores desse estudo perceberam
que os alunos tiveram um maior rendimento escolar, maior aceitacao de tarefas para casa,
melhores notas na prova e maior motivagao em buscar conhecimento de forma geral.

Uma outra alternativa que vem sendo utilizada para fins de maior dinamicidade nas
aulas sao o uso de softwares que ajudem os alunos a visualizarem o conteido da matéria
de forma mais clara. No caso do ensino de sistemas de equacoes, um software bastante
conhecido que pode ser utilizado é o Microsoft Fxcel. Esse software em especifico, pode
ajudar os alunos a elaborarem, de forma pratica, representacoes graficas das equacoes
que compoem o sistema [] Ainda nesse contexto, destaca-se um estudo realizado por
Valenzuela (2007) que utilizou o software Aplusidﬂ versao 1.73, para a resolucgao de siste-
mas de equacoes em turmas de alunos do 5° e 6% ano do ensino fundamental. A autora
identificou certa dificuldade dos alunos com o manuseio do Aplusiz, sendo melhor o de-
sempenho desses em atividades que envolviam sistemas determinados em detrimento de
sistemas impossiveis. A autora justificou tais dificuldades pelo fato da matéria nao ter

sido abordada completamente antes da aplicacao do software em sala de aula.

3 A resolucao algébrica, por sua vez, é realizada por meio de matrizes, que pode nao ser o foco de aulas
voltadas para o ensino fundamental.

iEsse software foi criado pelo laboratorio IMAG-Leibniz localizado na Franca para aplicagoes
algébricas.
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Em suma, é de extrema importancia a elaboracao de aulas dinamicas, que possam
mesclar o contetido técnico e fundamental da disciplina com a parte pratica, trazendo
problemas do cotidiano que possam ser traduzidos em problemas mateméaticos por meio
da modelagem matematica. Além disso, é fundamental ainda sair do 6bvio e utilizar
recursos lidicos e tecnolégicos que possam contribuir no processo de aprendizagem, como

por exemplo, o uso de softwares ou de jogos, conforme abordado nesse capitulo.
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3 EQUACOES DO 1° E 22 GRAU E SISTEMAS

Neste capitulo serao apresentados, de maneira sucinta, os conceitos de equagoes do
12 e 2° graus, sistemas e seus métodos de resolucao. Além disso, tais conceitos serao

trabalhados com exemplos para melhor entendimento do leitor.
3.1 Equagoes do 12 grau

As equagoes podem ser definidas como igualdades que possuem pelo menos um nimero
desconhecido. Na Algebra moderna, esse valor desconhecido é chamado incégnita e é
representado por letras (DANTE, 2015A). Em geral, utilizamos as tltimas letras do
alfabeto (z, y e z) para representar as incognitas. Essa ideia surgiu na primeira metade
do século XVII e teve como precursor o filésofo e matematico francés René Descartes
(1596-1650).

Sao exemplos de equacgoes as seguintes sentencas:

1. z+8=31; onde x é a tnica incognita da equacao;

2. x+y=25; onde x e y sao as incégnitas da equacao;
3. 22+ 1=2+13; onde 2z é a tnica incégnita da equacao.

Conforme explicita Dante| (2015a), uma equagao é do primeiro grau com uma incégnita

quando pode ser escrita na forma ax = b, sendo a # 0. Por exemplo:

1. 8z = 14; é uma equacao do 19 grau com incégnita x, ji escrita na forma padrao

ax = b,
2. 4 =2; ¢ uma equacdo do 1° grau com incégnita y (equivale a 5y =2 ou 1y = 6).

Nao sao equacoes do 19 grau com uma incégnita, as seguintes sentencas: z2 = 25,
0z =10, 4z + 2y = 18.

Quando encontramos o valor desconhecido de uma equacao do 1° grau, dizemos que
descobrimos a solucao ou a raiz da equacao. O método de resolucao de equacoes de
19 grau com uma incégnita é bastante simples. Muitas vezes, as equacoes podem ser
resolvidas mentalmente. Como ¢ o caso da expressao “x + 8 = 31”. Nao precisamos fazer
muito esforco para saber que a solucao dessa equacao é 23, ja que 23 mais 8 é igual a
31. Nos demais casos, podemos encontrar a solucao das equagoes utilizando o método das
operacoes inversas e algumas propriedades da matemética basica, como a propriedade
distributiva ou a aplicagdo de minimo multiplo comum (M.M.C), nos casos de equagoes
com fragoes.

Ainda segundo Dante (2015a)), uma equacao é do primeiro grau com duas incégnitas,

x e y, quando pode ser escrita na forma ax + by = ¢, sendo a # 0 e b # 0. Por exemplo:
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1. z+ 2y = 10; é uma equacao do 1° grau com duas incégnitas, = e y, ja escrita na

forma padrao, em que a=1, b=2 e ¢ = 10;

2. 3(x - 2) =1->5y; é uma equacao do 1° grau com duas incdgnitas, pois equivale a

3r+5y="T,sendoa=3,b=5ec="T.

Por outro lado, nao se configura uma equacao do 1° grau com duas incdgnitas, a
seguinte sentenca: xy = 22, pois a mesma nao pode ser escrita na forma ax + by = ¢, com
a+0eb#0.

Nas equacoes do 1° grau com duas incégnitas, cada valor de x deverd ter um equivalente
valor de y, resultando na formagao do par ordenado (x,y). Sendo assim, para descobrir o
valor da incégnita y, basta atribuir um valor qualquer para x. Os pares ordenados (x,y)
sao as solucoes possiveis da equacao. Uma sé equacao possui infinitos pares ordenados.
Os pontos correspondentes as solucoes de uma equacao do 12 grau com duas incognitas
estao sempre alinhados, ou seja, estdo sobre uma mesma reta (DANTE|, 2015A).

A Figura mostra alguns pares ordenados para a seguinte equacao 3z —y = 5. A
reta, em azul, representa o locus dos pontos cujos pares sao solugoes da referida equacao.
Em outras palavras, todo ponto nessa reta tem seu par satisfazendo a equacao e todo par
que satisfaz a equacao tem seu ponto nessa reta. Nao havendo restri¢oes, as equagoes de

primeiro grau admitem infinitas solugoes.

Figura 3.1 — Conjunto de pares ordenados da equagao 3z —y =5

3x-y=5
(3.4)

eixo y

(-3,-14)

-16

eixo x

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.
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3.2 Sistemas de duas equagées do 12 grau com duas incégnitas

Um conjunto de equagoes com duas ou mais incognitas é denominado sistema. Se-
gundo [Dante| (2015a)), para solucionar um sistema de duas equagoes do 1° grau com duas
incognitas, é preciso encontrar a solu¢ao comum a ambas equagoes, isto €, aquela capaz
de satisfazer simultaneamente estas. Considere o sistema a seguir:

r+y=20
x =3y

Nesse caso, apenas um unico par ordenado satisfaz as duas equagoes ao mesmo tempo,
ou seja, existe uma tunica solugdo comum as duas equagoes, a saber (15,5). Sistemas
como esse sao denominados sistemas possiveis e determinados (SPD), pois possuem um
unico par ordenado que satisfaz as equacgoes simultaneamente. Por outro lado, quando
h& mais de um par ordenado que solucione as equacoes ao mesmo tempo, o sistema é
classificado como sistema possivel e indeterminado (SPI). Existem, ainda, sistemas que
par ordenado algum satisfaz simultaneamente as duas equacoes. Esses sao chamados
sistemas impossiveis (SI).

Segundo |Lopes| (2015), é possivel identificar quando o sistema é SPI, SI ou SPD,

analisando as equacoes que o compoem, conforme descrito a seguir.

e Quando uma equacao é multipla uma da outra, o sistema é possivel e indeterminado
(SPI). Por exemplo:

2 +4y =10
6z + 12y = 30

A segunda equagao € igual a primeira multiplicada por trés, portanto, o sistema é

possivel e indeterminado;

e Quando as duas equacoes nao sao multiplas, mas os membros das equacoes que

contém as incdégnitas sao miltiplos um do outro, o sistema ¢ indeterminado (SI).

Exemplo:
2z + 4y =10
6x + 12y = 20

Nesse caso, apenas o 1° membro da segunda equacao é multiplo da primeira equacao,

portanto, o sistema é indeterminado.

e Quando os membros das equagoes que contém as variaveis nao sao multiplos um do

outro, o sistema é possivel e determinado (SPD). Por exemplo:
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2z + 4y =10
6z — 12y = 30
Percebe-se que, nesse caso, nao ha niimero real que torne as equacoes multiplas uma

da outra. Logo, o sistema ¢ possivel e determinado.

Os sistemas podem ser resolvidos de maneira geométrica ou algébrica. A forma
geométrica consiste em desenhar o grafico das equagoes do sistema no plano cartesiano
e caracterizar as retas formadas em concorrentes, coincidentes ou paralelas distintas. Na
forma algébrica, alguns métodos de resolucao se destacam, sao eles: o método da adigao,

o método da comparacao e o método da substituicao.

3.2.1 Resolucao geométrica

Quando as equagoes de um sistema sao representadas por retas concorrentes, o sistema
é possivel e determinado (SPD). J& quando as equagoes formam retas coincidentes, o
sistema é possivel e indeterminado (SPI). Por tltimo, quando as equagoes resultam em
retas paralelas distintas, o sistema é impossivel (SI) (LOPES, 2015)).

Considere o sistema exposto no Exemplo seguinte:

r+y=10
Exemplo 3.1:
r-y=4

Solucgao:

Para resolver esse sistema, sera preciso isolar, nas duas equacoes, a incognita y, da

seguinte maneira:
e Equacao 1: y=10-x
e Fquacao 2: y=-4+z
Em seguida, atribui-se valores para x, nas equagoes acima:

e Fquacao 1:
Para x =0, tem-se: y = 10;

Para x =1, tem-se: y =9.

e Fquacao 2:
Para x =0, tem-se y = —4;

Para x =1, tem-se y = 3.
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Nesse sentido, a reta que representa a Equagao 1 passa pelos pontos (0,10) e (1,9).
Ja a reta que representa a Equagao 2 passa pelos pontos (0,-4) e (1,-3). Plotando esses
pontos no plano cartesiano, percebe-se que as equacoes formam retas concorrentes, como
mostra na Figura |3.2l Para encontrar a solucao do sistema, é preciso seguir atribuindo

valores. De fato, a intersecao ocorre quando:

10—z =-4+z.
2e=14=x2="1.

e, substituindo o valor encontrado de x na Equagao 1 (ou 2), encontramos y = 3.
Segundo Lopes| (2015), o ponto de intersegao entre as retas é justamente o par ordenado
que soluciona o sistema. Nesse caso, existe apenas um par ordenado onde as retas se

interceptam: (7,3).

Figura 3.2 — Representacao geométrica de um SPD

eixoy

——FEquagdo 1

—FEquacdo 2

eixo x

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Exemplo 3.2: Os sistemas a seguir sao exemplos de:

T+y=95
SPI:
2z + 2y =10
6r -3y =5
SI: Y
—2xr+y=-6

No plano cartesiano, esses formam retas coincidentes e paralelas distintas, respectiva-
mente, que podem ser visualizadas na Figura[3.3] Como a solucao é determinada por meio
da intersecao, no caso do SPI, temos infinitas solugoes e as retas passam pelos mesmos

pontos. Ja no caso do SI, o sistema nao possui solugoes reais e as retas nao se interceptam.
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Figura 3.3 — Representacao gréafica de casos de SPI e SI

3} Representag 3o grafica de um SR b} Representagio grafica de um 31

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

3.2.2 Resolucao algébrica

Na maioria dos casos, por ser pouco pratico, o método geométrico nao é o mais ade-
quado. Em contrapartida, os métodos algébricos de resolugao de sistemas permitem en-
contrar as solugoes das equacoes de maneira mais precisa e eficiente, quando essas existem.

Os principais métodos algebricos de resolugao de sistemas sao descritos a seguir.

Método da adicao

De maneira resumida, o método da adi¢ao consiste em somar as equagoes para en-
contrar a solu¢do do sistema. De acordo com Lopes (2015)), para utilizar esse método,

deve-se:

e verificar se os coeficientes de alguma das variaveis sao simétricos, isto é, nimeros
opostos. Caso isso nao ocorra, pode-se efetuar multiplicagoes, de maneira que essa

condicao seja valida;

e adicionar os termos das equagoes e resolver a equacao para a variavel restante, e

assim, encontrar seu respectivo valor;

e substituir o valor encontrado, em uma das equacoes do sistema, para descobrir o

valor da segunda variavel;

e expressar o conjunto-solucao.

S5r + 2y =10
Exemplo 3.3:

-5r+y =95

Solucgao:
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Observando as equacoes, percebe-se que os coeficientes da varidvel x sao numeros
opostos, 5 e —=5. Assim, efetua-se a adicao das equacoes do sistema, obtendo uma tnica

equagao, com uma so variavel:

S5r + 2y =10
5T +Yy=2>
3y=15=1y=>5.

Em seguida, substitui-se o valor encontrado de y em uma das equagoes do sistema;

escolhendo a primeira, por exemplo, temos:

S5r+2(5)=10=5x=0=z=0.
Por fim, podemos representar o conjunto-solucao do sistema da seguinte maneira:

S ={(0,5)}.

Quando os coeficientes das varidaveis sao nao simétricos, é preciso efetuar uma multi-
plicacao de modo a tornar um desses coeficientes ntimeros opostos. Essa situacao pode

ser exemplificada com o sistema exposto no Exemplo 3.4:

2r+y=4
Exemplo 3.4:
dr -3y =-T7

Solucao:
Multiplicando a primeira equacao por —2, tem-se:

-4z -2y = -8
4o -3y =-7
Efetuando a soma das equagoes:

—4r -2y =-8
~4x -3y =-T7

—5y=-15=y = 3.

Substituindo o valor de y na primeira equacao, tem-se:
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1

20+y=4=>2r+3)=4=>2r=1=>0=7.

Portanto, o conjunto-solucao desse sistema é:
_f(1
s ={(2.3)}

Método da comparacgao

O método da comparacao consiste em comparar as equacoes do sistema uma com a

outra. Segundo |[Lopes| (2015)), para utilizar esse método, deve-se:

e escolher uma varidvel e resolver ambas equacoes do sistema a fim de encontrar o seu

valor em termos da outra variavel;
e comparar as duas equagoes;
e obter os valores das variaveis;
e expressar o conjunto-solucao.

x—-3y=-7
3x +2y =12

Exemplo 3.5:
Solugao:
Resolvendo as equacoes do sistema para encontrar o valor de x, tem-se:
x=3y—7ex=—§y+4.
Comparando as duas equagoes:
By-T=-3y+4=4Hy=11
ou seja,
1ly=33 =y =3.

Por fim, substitui-se em uma das equagoes, o valor encontrado de y, para descobrir o

de z:
r=-7T+3(3)=>x=2.

Portanto, a solu¢ao do sistema é o par ordenado (2,3).
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Método da substituicao

O método da substituicao baseia-se na substituicao de uma das variaveis em funcao da
outra. Conforme |Lopes| (2015)), para resolver um sistema utilizando esse método, deve-se

seguir o seguinte passo a passo:

e escolher uma das equacoes e isolar uma das variaveis na equacao escolhida;

e substituir essa variavel na outra equagao e resolver a equacao para a variavel restante

e assim, encontrar seu respectivo valor;

e substituir o valor encontrado em uma das equagoes, descobrindo o valor da segunda

variavel;
e expressar o conjunto-solucao.

6x +y =2
dr +2y =11

Exemplo 3.6:

Solucao:

Isolando a variavel y, na primeira equagao, tem-se:
y=—6x+2.
Substituindo essa expressao, na segunda equagao do sistema, obtém-se:
br+2(-6zx+2)=11=-Te=7T=z=-1.
Descobrindo o valor de y:
y=-6(-1)+2=y=8.

Sendo assim, o conjunto solucao desse sistema de equacoes é dado pelo par ordenado
(-1,8).
3.2.3 Sistemas indeterminados e impossiveis e os métodos de resolucao

Os métodos de resolucao de sistemas lineares descritos anteriormente sao validos para
solucionar sistemas possiveis e determinados. Ao aplicar tais métodos para solucionar
sistemas do tipo possivel e indeterminado (SPI) ou impossivel (SI), o resultado encontrado
serd uma igualdade (no caso de um SPI) ou uma falsa igualdade (no caso de um SI).

Considere o sistema exposto no Exemplo 3.7, que mostra um caso de SPI:

2z + 4y =20
Exemplo 3.7:
x+2y =10
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Como dito anteriormente, o SPI é caracterizado por possuir equagoes multiplas uma da
outra. Nesse caso, em particular, uma equacao é o dobro da outra. Aplicando os métodos

de resolugao de sistema lineares para esse sistema, obtém-se o seguinte resultado:

e Método da adigao

Multiplicando a segunda equacao por —2 e somando as equacoes, tem-se:

2z + 4y = 20
—2x -4y =-20

Ox+0y=0=>0=0.

e Método da comparacao

Resolvendo as equagoes em termos de y, tem-se:
r=10-2y e x =10 - 2y.

Como as equagoes sao iguais, compara-las resulta em anula¢ao, como segue:
10-2y=10-2y = 0=0.

e Método da substituicao
Isolando a variavel x na primeira equagcao e substituindo na segunda equacao, obtém-

se:
(10 - 2y) + 2y = 10,
ou seja,
10-2y+2y-10=0=0=0.

Note que a aplicacao dos métodos de resolugao de sistemas lineares para sistemas do
tipo SPI nao resultam em solugao, mas sim em uma igualdade (0 = 0). Essa igualdade
representa o fato do SPI nao poder ser solucionado por meio de um tnico par ordenado, ja
que sua caracteristica principal é de possuir infinitas solugoes. Para determinar algumas
solucoes desse tipo de sistema, ¢ valido lembrar que em um SPI, as equacoes sao muiltiplas
uma da outra, sendo assim, qualquer par ordenado que satisfaca a primeira equacao

satisfara também a segunda. Dessa forma:

e (10,0) é solugao das duas equagoes;
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e (0,5) é solugao das duas equagoes;
e (6,2) é solugao das duas equagoes; e
e outras infinitas possibilidades.

Nesse caso, para representar o conjunto-solucao, define-se o valor de z em termos de

y em uma das equagoes. Assim, tem-se: x = 10 — 2y. Portanto,

S={(10-2y,y);y e R}.

Considere agora o sistema exposto no Exemplo 3.8, que mostra um caso de SI:

2+ 4y =10
6x + 12y = 20

Exemplo 3.8:

O SI é caracterizado por nao possuir equacoes multiplas uma da outra, embora os
membros das equacoes que contém as incdgnitas sejam multiplos. Como o préprio nome
sugere, esse tipo de sistema nao pode ser solucionado. No entanto, vejamos o que acontece

ao aplicar os métodos de resolucao:
e Método da adigao

Multiplicando a primeira equacao por —3 e somando as equacoes, tem-se:

—6z - 12y = -30
6z + 12y = 20

Ox +0y =-10 = 0 = -10.

e Método da comparacao

Resolvendo as equagoes em termos de y, tem-se:
m=5—2yex=§—2y.
Comparando as equagoes, obtém-se:
5-2y=9-2y=5=1= 15=10.

e Método da substituicao
Isolando a variavel x na primeira equagao e substituindo na segunda equacao, obtém-

se:
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6(5-2y) + 12y = 20,
logo,
30 - 12y + 12y = 20 = 30 = 20.

Ou seja, o resultado da aplicacao dos métodos de resolugao de sistemas lineares para
sistemas SI é uma igualdade nao-verdadeira (0 = =10, 15 = 10 e 30 = 20), representando
o fato dos sistemas desse tipo nao terem solucao. Nesse sentido, vale salientar que os
métodos de resolucao de sistemas se limitam a encontrar solugoes para sistemas possiveis
e determinados (SPD).

3.3 Equacgoes do 22 grau

Segundo Dante| (2015b]), as primeiras situagoes envolvendo problemas de equagoes do
29 grau foram registradas nas civilizacoes da Babilonia. H& um antigo texto escrito em
argila pelos babilonios com o seguinte problema: “quanto mede o lado de uma regiao
quadrada se a area dessa regiao menos a medida do lado é igual a 8707”7, o que significa:
x? —x =870 ou 22 — x — 870 = 0, na linguagem matematica.

Uma equacao é do segundo grau quando pode ser escrita na forma: ax? + bx + ¢ = 0,
sendo a, b e ¢ nimeros reais e, necessariamente, a # 0. O coeficiente a é diferente de
zero para garantir a presenca do termo ax?, que define uma equagao do 2° grau (DANTE,
2015B)).

Quando os coeficientes da equacdo (a, b e ¢) sao todos diferentes de zero, a equagao
é chamada equagao do segundo grau completa. Por outro lado, se pelo menos b ou ¢ for
nulo, a equacao do segundo grau é dita incompleta. Isso é importante pois o método de
resolucao de uma equacao do segundo grau difere a depender da sua completude.

Sao exemplos de equacoes do 2° grau as seguintes sentencas:

1. 322 -5x +8 =0, é uma equacao do 2° grau completa, onde 3, -5 e 8 sao os valores

dos coeficientes a, b e ¢, respectivamente;
2. 22 -25=0, é uma equacao incompleta do 2° grau, em que a=1, b=0 e ¢ = -25;

3. 222 — 42 =0, é uma equacao incompleta do 2° grau, onde a =2, b=-4 e ¢ =0.

3.3.1 Resolucao de equacoes incompletas do 2° grau

e Equacées do tipo az? =0, como por exemplo, 922 = 0:
Neste caso, apenas o coeficiente a ¢é diferente de 0.

Primeiramente, divide-se ambos os lados da equacao por a, resultando em:

22 =0.
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Em segundo lugar, aplica-se raiz quadrada:
T = i\2/6 -z =0.

Nota: equagoes do tipo ax? = 0 sempre terdo como resultado duas raizes reais e

iguais a zero.

Equagoes do tipo az? + ¢ =0, como por exemplo, 422 — 100 = 0:

Neste caso, o coeficiente b é nulo.

Para resolver essa equagao, aplica-se a seguinte propriedade: 2? = = = x = +,/=¢

a’

que resulta em 2 solugoes reais se —= > 0.

Dessa forma, tem-se:
2% =10 = 32 = 25.

Aplicando a raiz quadrada en ambos os membros da equacao, usando raizes positivas

e negativas, tem-se:
T =225 — x = +5.

Portanto, as solugoes para esta equacao sao 5 e —b.

Equacgées do tipo az? + br = 0, como por exemplo, 5% — 3z = 0:
Neste caso, o coeficiente ¢ é nulo.
Para resolver uma equacao desse tipo é preciso usar fatoracao. Sendo assim, o

primeiro passo é colocar a incognita em evidéncia na expressao, como segue:
x(bz -3) =0.

Desse modo, tem-se: =0 ou bxr —3 =0.

[Sy[eV

Calculando o valor de x na segunda expressao, obtemos: x =
3
s
Nota: equacoes do tipo ax? + bx = 0 sempre terdo duas raizes reais distintas, uma

delas serd zero e a outra, ’;b

Portanto, as solugoes para esta equacgao sao 0 e x =
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3.3.2 Resolucao de uma equacao completa do 22 grau

Existe uma férmula para resolver qualquer equacao do 2% grau. Amplamente co-
nhecida, a férmula de Bhéskard]l] permite calcular o valor da incégnita, por meio dos

coeficientes a, b e c. A referida férmula pode ser visualizada na equacao (3.1) abaixo:

_—bi\Q/Z

— (3.1)

T

sendo, A = b? - 4ac.
Em consonancia com Dante| (2015b)), o nimero A = b>—4ac é chamado de discriminante

da equacao do 2° grau e determina quantas raizes solucionard a equacao. Sendo assim,

e Quando A >0, a equacao possui duas raizes reais diferentes;
e Quando A =0, a equacao possui duas raizes reais iguais;
e Quando A <0, a equagao nao possui raizes reais;

Exemplo 3.9: 322 -5z +3=0.
Solugao:

Sendo, a =3, b=-5 e ¢ =3, tem-se:

A= (=5)2-4(3)(3) = A = -11.

Como sabemos, se o valor do discriminante for negativo, a equacao nao pode ser defi-

nida no conjunto dos nimeros reais. Logo, nesse caso, a equagao nao possui solugoes reais.
Exemplo 3.10: 222 -3z +1=0.
Solucao:

Sendo, a =2, b=-3 e c=1, tem-se:

A=(-3)2-4(2)(1) > A=1.

! Apesar de Bhéskara nao ter sido o autor, essa féormula leva o seu nome como forma de homenagem
ao seu trabalho. Bhaskara foi um dos mais importantes matematicos do século XII e contribuiu bastante
para o entendimento de equacgoes de 1° e 2° graus. Um outro ponto a ser destacado é que apenas no
Brasil o nome de Bhéskara se encontra vinculado a essa férmula (DANTE, [2015B)).
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Sabe-se que essa equacao tem duas solucoes reais distintas, pois o valor do discrimi-

nante é positivo. Entao,

—3*4\/T:>9clzlex220,5.

Exemplo 3.11: —-22+10x -25=0.
Solugao:

Sendo, a =-1, b=10 e c = -25, tem-se:

A =102 -4(-1)(-25) = A = 0.

Logo, a equagao possui duas solugoes reais iguais:

T

=#2*O=>:171=5ex2=5.

Uma observagao a ser feita é que a formula de Bhaskara serve para resolver toda e
qualquer equacao do 2°2 grau, seja ela completa ou nao. No entanto, recomenda-se aplicar
esse método de resolugao apenas em equacoes completas, ja que os demais métodos de

resolucao de equagoes incompletas sao mais rapidos e praticos.
3.4 Sistemas com equacgoes do 22 grau
Um sistema com equacgoes do segundo grau precisa ter pelo menos uma equacao do

segundo grau em sua composi¢ao, como mostra o Exemplo 3.12:

20 +y =5
Exemplo 3.12:

x?2+y? =8
Solugao:
Para resolver esse sistema, sera preciso aplicar o método da substituicao. Dessa forma,

o primeiro passo é encontrar uma relacao entre x e y. Neste caso em particular, é preferivel

resolver y em termos de x, como segue:
2v+y=5=>y=>5-2x.
O segundo passo ¢ substituir a expressao encontrada na segunda equagao do sistema:

22+ (5-22)2=8=522-20x+17=0.
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Aplicando a féormula de resolucao de uma equacao do segundo grau, tem-se:
A =(-20%)-4(5)(17) = A =60.

Logo,

_ 20+v60 20+/60 e _ 20-v/60
- 10 10 - 10 -

T = I = )

Simplificando o valor de z, tem-se:

_ 10+V15 _ 10-v15
T = 5 € To = 5

O 1ultimo passo é substituir os valores encontrados de x para descobrir y:

10+V15

Para z = 3

, tem-se:

y=5—2(10+5\/ﬁ) == 5—25\/1_5.

E para x = %ﬁ, tem-se:
y = 5_2(1075\/1_5) == 5+2£/1_5'

Portanto, sao solucoes do sistema os seguintes pares ordenados: (10+T VK’,% /15) e

(107\/ﬁ 5+2\/1_5)
5 o 5 :

Devido a complexidade da construcao do grafico desse sistema no Fxcel, optamos por
nao faze-lo. Além disso, a resolucdo geométrica nao parece ser muito tutil para funcoes
do 29 grau. Finalmente, apresentados os conceitos matematicos a cerca de sistemas de
equacoes lineares do 12 e 2° grau, analisaremos no capitulo a seguir questoes sobre o

referido conteudo retiradas de provas de matemaética em ambito nacional.
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4 DISCUSSAO DE QUESTOES ENVOLVENDO SISTEMAS LINEARES

Neste capitulo serao discutidas algumas questoes de matematica retiradas do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM) e de provas elaboradas pela Comissao Permanente de
Concursos (CPCON), da Universidade Estadual da Paraiba (UEPB), a cerca do assunto
sistemas lineares de 12 e 2° grau. Também serd discutida uma questdao de elaboracio
propria. A andlise de tais questoes busca compreender como este contetido é abordado
no ENEM e em concursos, e evidencia a importancia de se trabalhar em sala de aula
questoes interdisciplinares e que contextualizam situacoes-problema do cotidiano. A pri-
meira questao a ser discutida é proveniente da prova do ENEM de 2018, sendo a de n°

172, do caderno amarelo.
Questao 1 (ENEM - 2018):

Uma loja vende automoéveis em n parcelas iguais sem juros. No momento de
contratar o financiamento, caso o cliente queira aumentar o prazo, acrescen-
tando mais 5 parcelas, o valor de cada uma das parcelas diminui R$200,00, ou
se ele quiser diminuir o prazo, com 4 parcelas a menos, o valor de cada uma
das parcelas sobe R$ 232,00. Considere ainda que, nas trés possibilidades de
pagamento, o valor do automovel é o mesmo, todas sao sem juros e nao é dado
desconto em nenhuma das situacoes. Nessas condigoes, qual é a quantidade n

de parcelas a serem pagas de acordo com a proposta inicial da loja?

a) 20
b) 24
c) 29
d) 40
e) 58

Para resolver essa questao, em primeiro lugar, é preciso traduzir o enunciado da

questao para a linguagem matematica, sendo assim:
192 passo - interpretar o enunciado e definir as equacoes:
A proposta inicial da loja pode ser escrita da seguinte maneira:
Valor Total = n.x,

sendo n o nimero de parcelas do financiamento e z o valor da parcela a ser paga.
No entanto, o valor de cada parcela diminui 200 reais se o cliente quiser aumentar o

prazo do financiamento em 5 meses. Desse modo,
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Valor Total = (n+5).(x - 200).

Uma outra possibilidade de pagamento é diminuir o prazo em 4 meses, mas aumen-

tando o valor da parcela em 232 reais. Assim,
Valor Total = (n-4).(x +232).

Sabendo que o valor do automoével é o mesmo em qualquer uma das possibilidades,

podemos escrever o sistemas de equagoes da seguinte forma:

Equacgao 1: (n+5).(x - 200) = nx
Equagao 2: (n—4).(z+232) =nx

Em segundo lugar, como as equacoes possuem produto em sua composicao, € preciso

aplicar a propriedade distributiva, a fim de simplifica-las, desse modo:

22 passo - simplificar as equacoes:

Equacao 1:
nx — 200n + bx — 1000 = nx
-200n + 5x — 1000 =0
—40n+x-200=0
—40n + z = 200
Equacao 2:

nx +232n —4x - 928 = nx
232n —-4r -928 =0
58n —x—-232=0
o8n —x =232

Com as equagoes simplificadas, pode-se montar o sistema de equagoes, desse modo:

32 passo - montar o sistema de equacoes:

—40n + x = 200
o8n —x = 232
O dltimo passo ¢ solucionar o sistema e, portanto, é preciso escolher qual método de

resolucao é o mais adequado. No caso desse sistema em particular, recomenda-se utilizar

o método da adicao, ja que a incégnita x é simétrica, podendo ser anulada. sendo assim:
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42 passo - escolher o método de resolugao e solucionar o sistema de equagoes:

Utilizando o método da adigao, temos:

—40n + x = 200
58n —x =232

18n =432 = n = 24.

Ou seja, o numero de parcelas a serem pagas é igual a 24, pois n = 24. Nesse caso, a

alternativa correta é a letra B. Caso a questao pedisse o valor de z, isto é, do valor da

parcela, seria preciso apenas substituir o valor encontrado de n em uma das equacoes do

sistema, como segue:

~40(24) + 2 = 200 = z = 200 + 960 = z = 1160.

Logo, a solugao do sistema é o par ordenado (24,1160).

Para tornar ainda mais claro a resolucao do sistema e o entendimento do aluno, o

professor pode ainda apresentar a resolucao grafica que pode ser feita por meio de um

software como o Microsoft Exel, como mostra a Figura [4.1]

[ T R T -]
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o 560
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11 540
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13 720
14 760
15 800
16 840
17 880
18 920
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20 1000
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25 1200
26 1240
27 1280
28 1320
29 1380
30 1400

Figura 4.1 — Representacao gréfica da Questao 1 no Excel
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Para chegar nesse resultado, o professor precisa apenas atribuir valores para a incognita
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n a fim de descobrir o valor de x. O segundo passo é plotar um grafico de linha] Como o
sistema ¢ possivel e determinado, o ponto de intersecao entre as retas ¢ justamente o par
ordenado que soluciona o sistema. Nesse caso, o par ordenado que soluciona o sistema é
(24,1160).

Destaca-se que a questao analisada acima trabalha todas as habilidades necesséarias
para o entendimento do conteido de sistema lineares, a saber: capacidade de entender o
enunciado e traduzir para a linguagem matemaética; montagem do sistema; e sua resolucao
(algébrica e geométrica). Além disso, a questao trata de um assunto do cotidiano, onde as
incégnitas n e x sao entendidas como o niimero e valor de parcelas em um financiamento,
facilitando assim a compreensao da situacao-problema por parte dos alunos.

A préxima questao a ser discutida foi extraida do ENEM do ano de 2015, sendo a

questao 153 do caderno cinza.
Questao 2 (ENEM - 2017):

Uma barraca de tiro ao alvo de um parque de diversoes dard um prémio de
R$20,00 ao participante, cada vez que ele acertar o alvo. Por outro lado, cada
vez que ele errar o alvo, devera pagar R$10,00. Nao hé cobranca inicial para
participar do jogo. Um participante deu 80 tiros e, ao final, recebeu R$100,00.

Qual foi o nimero de vezes que esse participante acertou o alvo?

a) 30
b) 36
c) 50
d) 60
e) 64

Para resolver essa questao, em primeiro lugar, é preciso escrever as equagoes. Vamos

considerar que z seja o numero de acertos e y o nimero de erros ao alvo.

12 passo - escrever as equagoes:

Equacgao 1: 20z - 10y = 100
Equacgao 2: z+y =80

'Para criar qualquer representacio gréafica de sistemas no Ezcel basta construir a sequéncia de pares
ordenados em ambas as equagoes, o que pode ser feito por meio da atribuicao de valores, ou seja, definindo
o valor de valor de x para descobrir o valor de y). Feito isso, plota-se um gréfico de linha. Nao sdo
utilizadas férmulas nesse processo.
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A primeira equacao pode ser reduzida a fim de tornar o calculo mais facil. Sendo

assim, o segundo passo é simplifica-la, desse modo:

22 passo - simplificar a equacao 1:

Dividindo ambos os lados por 10, tem-se:
Equacao 1: 2z -y =10

Com a equacao simplificada, o préximo passo é montar o sistema de equacgoes:

32 passo - montar o sistema de equacoes:

20 -y =10
xr+y=280

O quarto e ultimo passo é escolher o método de resolucao e solucionar o sistema:

42 passo - escolher o método de resolucgao e solucionar o sistema de equacoes:

Nesse caso, também recomenda-se o uso do método da adi¢ao, uma vez que a incognita

y pode ser anulada. Desse modo:

Efetuando a soma das equacoes, tem-se:

20 -y =10
r+y=280

3z =90 = x = 30.

Ou seja, o numero de acertos ao alvo do participante foi igual a 30. Logo, a alternativa
correta € a letra A. Se a questao pedisse também o niimero de erros, seria preciso apenas

substituir o valor encontrado de x em uma das equagoes do sistema, como segue:
30 +y =80 =1y =50.

Sendo assim, a solu¢ao do sistema é o par ordenado (30,50).

A representacao grafica, feita no Microsoft Fxel, desse sistema pode ser visualizada na
Figura[f.2] Como visto, o ponto de intersegao entre as retas ¢ justamente o par ordenado

que soluciona o sistema. Nesse caso, o par ordenado que soluciona o sistema é (30,50).
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Figura 4.2 — Representacao grafica da Questao 2 no Excel

Equacso 1 Equacio 2 [
X y=2x-10 X y=B0-x | 20
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1 X 1 79 -
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Pelo fato dessa questao contextualizar uma situacao mais lidica, ja que o enunciado
faz referéncia a uma brincadeira em um parque de diversoes, ela é excelente para traba-
lhar a habilidade do aluno em interpretar informacoes e traduzi-las para uma linguagem
matematica. Além disso, por ser uma questao relativamente facil de ser respondida, ela
pode contribuir muito para fortalecer a confianca do aluno no uso das técnicas e métodos
que envolvem o contetido de sistemas de equagoes.

A terceira questao a ser discutida foi extraida do ENEM Digital realizada no ano de

2020, sendo a questao de nimero 139.
Questao 3 (ENEM - 2020):

Em um pais, as infracoes de transito sao classificadas de acordo com sua
gravidade. Infracoes dos tipos leves e médias acrescentam, respectivamente,
3 e 4 pontos na carteira de habilitacao do infrator, além de multas a serem
pagas. Um motorista cometeu 5 infragoes de transito. Em consequéncia teve
17 pontos acrescentados em sua carteira de habilitacao.Qual é a razao entre
o numero de infragoes do tipo leve e o nimero de infragoes do tipo média

cometidas por esse motorista?

a)}1
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Seguindo o passo a passo, em primeiro lugar vamos escrever as equagoes do sistema.

Trataremos a quantidade das infracoes leve e média como x e y, respectivamente.

12 passo - escrever as equagoes:

Equagao 1: z+y=5
Equagao 2: 3x+4y =17

Nessa questao, as equagoes nao precisam ser simplificadas. Sendo assim, o segundo

passo € montar o sistema, como segue:

22 passo - montar o sistema de equacoes:

T+Yy=9
3r+4y =17

O terceiro e tultimo passo é escolher o método de resolugao e solucionar o sistema:

32 passo - escolher o método de resolugao e solucionar o sistema de equagoes:

J& que as incégnitas nao sao simétricas, recomenda-se o uso do método da substituicao

para encontrar as solugoes do sistema. Para isso, sera preciso:

Isolar a variavel z na primeira equagao:
T=5-1y.

Em seguida, substituir a expressao encontrada, na segunda equacao do sistema, ob-

tendo:

3(b-y)+4y =17
15-3y+4y=17=y =2

E por fim, substituir o valor de y para encontrar o valor de x:

r=5-2=>1x=3.
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Portanto, S = {(3,2)}.

Nesse caso, o motorista cometeu 3 infragoes leves, ja que x = 3 e, 2 infracoes médias,

ja que y = 2. Sendo assim, a solugao do sistema é o par ordenado (3,2). Logo, a razao

entre infragoes leves (x) e médias (y) cometidas pelo motorista é igual a 3. Ou seja, a

resposta correta é a alternativa D.
A representacao gréafica desse sistema pode ser visualizada na Figura Como visto,

o ponto de intersegdo entre as retas (3,2) representa o par ordenado que soluciona o

sistema.
Figura 4.3 — Representacao gréafica da Questao 3 no Excel
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

A questao analisada, do mesmo modo que a questao 2, por ser de facil entendimento,
também pode ajudar bastante a aumentar a confianca dos alunos sobre o contetido de
sistema de equacoes. Um ponto interessante a ser destacado é que geralmente o método da
adicao é o mais facil quando hé a presenca de incognitas simétricas. No entanto, pelo fato
das equacoes do sistema nao possuir essa caracteristica, o método da substituicao mostrou
ser o mais adequado. Nesse sentido, se faz preciso estimular a capacidade critica do aluno
para escolher a técnica de resolucao mais adequada a cada questao, isto é, aquela que
envolvera menos esforgo para solucionar o problema. Somente com a pratica de exercicios
o aluno terd esse olhar critico sobre como resolver cada problema e, estimular a comparacao
entre os métodos de resolugao em questoes desse tipo pode ser uma estratégia de ensino
extremamente assertiva.

A quarta questao a ser discutida é a de numero 22, retirada da prova de matematica
do Concurso da Prefeitura do municipio de Sousa, na Paraiba, realizado pela Comissao
Permanente de Concursos (CPCON), em 2021.



37

Questao 4 (CPCON - 2021):

Em uma panificadora, o prego de cada pao é 1/8 do prego do panetone.
Sabendo-se que Luis gastou R$ 18,00 com a compra de 8 paes e 2 paneto-

nes, quanto José pagou por 4 paes e 3 panetones?

a) 22 reais
b) 19 reais
c) 24 reais
d) 17 reais

e) 21 reais

12 passo - escrever as equagoes:
Pela leitura do enunciado, sendo = o preco do pao e y o preco do panetone, podemos

escrever as seguintes equagcoes:

Equacao 1: =z =1/8y
Equacao 2: 8x +2y =18

Para tornar a resolucao do sistema mais rapida, podemos escrever a Equacao 1 da

seguinte forma:

Equacao 1:

&
Il
oo

<

oo
8
I
<

Com as equagoes definidas, podemos montar o sistema de equagoes, desse modo:

22 passo - montar o sistema de equacoes:

8r—y=0

8xr +2y =18
32 passo - escolher o método de resolucao e solucionar o sistema de equacgoes:
O terceiro e iltimo passo é resolver o sistema. Mais uma vez, o método de resolucao

mais adequado ¢é o da adicao. Mesmo as equagoes nao tendo varidaveis simétricas, com uma

simples operacao podemos tornar essa condicao verdadeira. Para isso, multiplicaremos a
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primeira equacao por —1, como segue:

Multiplicando a Equacao 1 por —1:

-8r+y=0
8r + 2y =18

Efetuando a soma das equacoes:

-8x+y=0

8xr +2y =18

{
3y=18 =y =6.

Substituindo o valor de y para encontrar o valor de z:

r=gy=>c=2=2=0,75.

Nesse caso, o par ordenado que soluciona o sistema é:
S ={(0,75,6)}.

Assim, José pagou R$3,00 por quatro paes (4 * 0,75 = 3) e R$18,00 (3 x 6 = 18) por
3 panetones, totalizando R$21,00 gastos na padaria (3 + 18 = 21). Logo, a alternativa
correta ¢é a letra E.

A representacao gréfica desse sistema pode ser visualizada na Figura[f.4] Como mos-

trado, o par ordenado que soluciona o sistema é (0,75,6).

Figura 4.4 — Representacao gréfica da Questao 4 no Excel
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X y=8x X y=9-4x
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1,00 8 1,00 5 : 8 (0,75,6) — Fquagdo 1
1,25 10 1,25 4 = .
6 e Ejuacdo 2
1,50 12 1,50 3
1,75 14 1,75 2 4
2,00 16 2,00 1 2
0

000 025 05 075 100 125 150 1,75 200

eixo x

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.
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Mais uma vez, a questao analisada tras uma situacao de cotidiano, onde uma pessoa
tenta calcular o preco dos produtos em uma padaria. Reforga-se aqui a importancia de
trabalhar questoes com esse tipo de enunciado, ao passo que essas, despertam o interesse
dos alunos, ja que os mesmos podem perceber que o conteido matematico pode ser
aplicado em seu dia a dia. Por sua vez, essa percepc¢ao, além de facilitar o processo de
aprendizagem do conteido em si, pode estimular o desenvolvimento do raciocinio logico,
processo em que um individuo, por meio de seus conhecimentos é capaz de solucionar
problemas cotidianos. Outro ponto a ser destacado nessa questao é o fato de trabalhar a
capacidade dos alunos de aplicar operagoes simples que facilitam a resolucao do problema,
como foi o caso da multiplicacao por —1 em uma das equagoes do sistema.

A quinta questao a ser discutida também foi elaborada pela Comissao Permanente de
Concursos (CPCON).

Questao 5 (CPCON):

Em um evento comemorativo da pascoa na escola, a professora Clara levou
uma certa quantidade de chocolates para distribuir entre os seus alunos. Clara
calculou que, se fosse distribuir 3 chocolates para cada aluno, faltariam 6 cho-
colates. Sendo assim, ela distribuiu 2 chocolates para cada aluno e sobraram

8 chocolates. Quantos alunos tém na turma da professora Clara?

Pela leitura do enunciado, sendo z a quantidade de alunos e y o niimero total de cho-

colates distribuidos, podemos escrever as seguintes equagoes:

12 passo - escrever as equagoes:

Equacgao 1: 3z-6=y
Equacao 2: 2z +8 =y

Com as equagoes definidas, podemos montar o sistema de equacoes:
22 passo - montar o sistema de equacoes:

3r—-6=y
2v+8 =y

32 passo - escolher o método de resolugao e solucionar o sistema de equacgoes:

Como o sistema foi montado ja em funcao de y, podemos utilizar o método da com-

paracao para soluciona-lo. Dessa forma:

[gualando as equagoes, temos:
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3r-6=2x+8
3r-2xr=8+6
x = 14.

Portanto, a turma da professora Clara é formada por 14 alunos. Ja a quantidade total

de chocolates levado para a turma foi:
y=2x+8=y=2(14)+8 =y = 36.
Ou seja, o par ordenado que soluciona o sistema é:
S ={(14,36)}.

A Figura[f.5] mostra a representagao das equagoes do sistema de equagoes da questao 5
e o par ordenado que soluciona o sistema. Vale salientar que essa questao, em especifico, é
excelente para trabalhar a capacidade critica do aluno para escolher a técnica de resolucao
mais adequada. Nesse caso, a técnica que resultou em um menor esforco para solucionar o
problema foi o método da comparacao. Embora esse seja um método nao muito utilizado,
é de fundamental importancia que o aluno o conheca e saiba as situagoes mais adequadas

para aplica-lo.

Figura 4.5 — Representacao grafica da Questao 5 no Excel

Equacdo 1 Equagio 2
X y=3x-6 X y=2x=8 60
0 6 0 8
1 3 1 10 0 (14,36)
2 0 2 12 20
3 3 3 14
4 6 4 16 . 30
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7 15 7 22 0
8 18 3 24
9 21 9 26 0
10 24 10 28 2 3456 7 8 951011121314151617181920
1 27 11 30 -10 ey
12 30 12 32
13 33 13 34
14 36 14 36
15 39 15 38
16 42 16 40
17 45 17 42
18 48 18 44
19 51 19 46
20 54 20 48

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Por fim, a ultima questao apresentada nesse capitulo serda destinada a discussao de

sistemas de equagoes do segundo grau. Uma excelente estratégia é relacionar equacoes
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do segundo grau com geometria. Nesse sentido, foi elaborada uma questao tendo como
proposta proporcionar ao aluno o desenvolvimento de habilidades como a interpretacao
de problemas, construcao geométrica de figuras planas e resolucao de equagoes e sistemas

do 29 grau.
Questao 6 - Elaboracgao prépria

Um terreno retangular cujo lado menor mede x e o lado maior mede z + v,
possui 60m de perimetro e 144m? de area. Determine a medida exata de seus

lados.

Para resolver esse problema, como se trata de uma questao que envolve geometria, o

primeiro passo é desenhar a figura.
12 passo - representando graficamente o problema:

A Figura mostra a representacao grafica de um retangulo, conforme descrito pela

questao 6.

Figura 4.6 — Representacao do problema descrito na Questao 7

Perimetro = 60m
A Area = 144m?*

x+y
Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Tendo visualizado o problema, o segundo passo ¢ calcular o que se pede. Sabendo
que o perimetro é calculado somando todos os lados e que a drea de um retangulo é ob-
tido multiplicando base e altura, e que, o perimetro e a area desse terreno medem 60m e

144m?, respectivamente, podemos escrever as seguintes equacoes:
22 passo - escrever as equacoes:

Equacao 1:

r+r+x+y+x+y=060
4z + 2y = 60.
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Equacgao 2:

z(x+y) =144
2?2 +xy = 144.

Com as equagoes definidas, podemos montar o sistema de equacoes:

32 passo - montar o sistema de equacoes
4x + 2y = 60

x? +xy =144

42 passo - escolher o método de resolugao e solucionar o sistema de equacgoes:

Para resolver esse sistema, serd preciso aplicar o método da substituicao. Desse modo,

isolando a varidvel y na primeira equacgao, tem-se:
2y =60 -4r = y =30 - 2.
Substituindo essa expressao na segunda equacao do sistema, obtém-se:

22 +x(30-2x) =144
x? +30x — 222 = 144
—22+30x - 144 = 0.

Aplicando a férmula de resolugao de uma equagao do segundo grau, tem-se:

A=302-4(-1)(-144) = A = 324.
Logo,
3018
2

rT="2"0 o =06 e a9 = 24.

O 1ltimo passo é substituir os valores encontrados de x para descobrir y:

Para x = 6, tem-se:
y=30-2(6) =y =18.
E para x = 24, tem-se:
y=30-2(24) =>y=-18.

Portanto, sdo solugoes do sistema os seguintes pares ordenados: (6,18) e (24,-18).
Desse modo, calculando as medidas dos lados do retangulo, temos:

Para o par ordenado (6, 18):
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Lado menor: z =6

Lado maior: z+y =6+ 18 =24

Para o par ordenado (24, -18):

Lado menor: z = 24

Lado maior: z+y=24-18=6

Geometricamente, apenas o par ordenado (6,18) faz sentido. Logo, o lado de maior
de comprimento do retangulo mede 24 metros e o de menor comprimento, 6 metros.

Em sintese, as questoes discutidas ao longo desse capitulo possuem sempre uma con-
textualizacao de uma situacao do cotidiano em sua construcao, de modo a fazer despertar
o interesse do aluno no conteudo, além de estimular o uso de seu conhecimento prévio de
dia a dia para solucionar os problemas apresentados em sala de aula. Destaca-se aqui,
mais uma vez, a apresentacao de questoes com esse perfil em consonancia com o uso de
recursos metodoldgicos em sala de aula como uma estratégia que deve ser adotada pelo

professor que visa a maximizagao do processo de aprendizagem dos alunos.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Discutiu-se nesse trabalho o contetido de sistemas lineares de equagoes, o qual é con-
siderado de suma importancia no ensino da matematica, pois desenvolve habilidades di-
versas nos alunos durante o processo de aprendizagem. De acordo com o Parametro
Curricular Nacional (PCN), é de fundamental importancia desenvolver no aluno a capa-
cidade critica para a assimilacao de conceitos e identificacao de parametros, incégnitas e
variaveis. No entanto, é preciso ainda, significar o conhecimento técnico, tornando-o mais
palpavel a partir de aplicacoes de situagoes no cotidiano.

As habilidades que podem ser desenvolvidas por meio da apropria¢ao do conhecimento
de sistemas lineares sao: traducao do enunciado para a linguagem matematica; discussao
e interpretacao do problema, uma vez que o aluno precisa distinguir entre os variados
tipos de sistemas antes de resolvé-lo; e por fim, a resolucao de sistemas propriamente
dita, ao passo que o aluno precisa decidir qual melhor técnica resolutiva aplicar diante
de uma situagao-problema. Nesse sentido, foram analisadas nesse trabalho questoes que
pudessem desenvolver nos alunos tais habilidades. Vale dizer ainda que as questoes esco-
lhidas possuem em comum a contextualizacao de situacoes cotidianas que podem tornar
menos abstrato o entendimento do conteido de sistemas lineares em sala de aula.

As situagoes-problema analisadas foram retiradas do ENEM, da CPCON, além de
contar com uma questao de elaboragao prépria. Essas versaram sobre questoes de ambito
financeiro (como financiamento de um carro e prego de produtos), lidico (premia¢ao em
um jogo de tiro ao alvo), institucional (leis de tréansito) e a relacdo entre a élgebra e a
geometria (medidas de um terreno). Esses temas, embora nao sejam o produto final do
conhecimento a ser passado, pode despertar o interesse do aluno em procurar resolver o
problema, ja que ele passa a vé-lo como uma situagao possivel do seu cotidiano e nao
meramente um problema matematico. Em resumo, a resolucao das questoes analisadas
foi realizada a partir da elaboracao de um passo a passo, mediante o conhecimento tedrico
previamente debatido.

Uma outra estratégia aplicada nesse trabalho para tornar a visualizacao das questoes
de sistemas lineares menos abstrata foi a utilizagdo da resolucao geométrica feita no
Software Microsoft Fxcel. Aqui evidencia-se a importancia do uso de metodologias mais
dinamicas pelos professores de matematica em sala de aula.

De modo geral, conclui-se que as estratégias de ensino aplicadas neste trabalho, espe-
cialmente, a discussao de questoes praticas, a elaboracao de etapas para solucionar um
problema, a comparac¢ao de métodos resolutivos e o uso de metodologias mais dinamicas
como uso de softwares podem ser aplicadas nao s6 ao ensino do conteido de sistemas line-
ares, mas ao ensino da matematica como um todo. Acredita-se que esse seja o caminho a

ser percorrido por professores que desejam despertar a paixao e o interesse da matematica
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em seus alunos, contribuindo assim, de forma extremamente significativa, para a formacao

desses.
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