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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é facilitar ao maximo a compreensao de uma demons-
tracao do Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas no espaco. Iremos expor
todos os conceitos, definigoes e resultados necesséarios para o entendimento da demons-
tracao apresentada. A pesquisa se deu através de andlise bibliografica, trazendo contetidos

de diversas fontes e compondo-os para a obtencao do resultado esperado.

Palavras-chave: Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas; Geometria Dife-

rencial.



ABSTRACT

The main objective of this work is to facilitate as much as possible the understanding of a
demonstration of the Fundamental Theorem of the Local Theory of Curves in space. We
will expose all the concepts, definitions and results necessary for the understanding of the
presented demonstration. The research was carried out through bibliographical analysis,

bringing contents from different sources and composing them to obtain the expected result.

Keywords: Fundamental Theorem of Local Curves; Differential Geometry.
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1 INTRODUCAO

Intuitivamente, podemos descrever uma curva como um trago em que uma particula
pode se mover em apenas uma diregdo (ou na diregdo contraria), e que o teorema des-
creve que dadas trés caracteristicas (comprimento de um trecho, quao curvo é o trago
em um ponto e quao distante ele estd do plano) duas curvas sdo iguais desconsiderando
dois movimentos (mover a curva e rotaciona-la). De maneira técnica, podemos descrever
formalmente uma curva como uma funcao continua, diferenciavel, que mapeia um inter-
valo real em um plano (espago bidimensional) ou no espago (espago tridimensional). Na
verdade, mais geralmente, em um espago n-dimensional, mas, neste trabalho, focaremos
apenas no espaco tridimensional.

Considerando dois pontos inicial e final em uma curva, podemos definir o comprimento
de arco como a medida da distancia percorrida ao longo da curva entre esses dois pontos.
Essa medida é obtida através de técnicas de integragao e calculo diferencial.

Além do comprimento de arco, outra caracteristica importante de uma curva é a sua
curvatura, que representa o quao distante a curva estd de ser uma linha reta em um
determinado ponto. A curvatura é definida como o inverso do raio de curvatura, que por
sua vez pode ser calculado utilizando derivadas da funcao que descreve a curva.

No caso de curvas no espaco tridimensional, podemos também considerar a torcao,
que mede o quao distante a curva esta de ser plana, ou seja, o quanto a curva se afasta
do plano cartesiano. A torcao é uma medida da curvatura em relacao a um plano normal
a curva.

Além das caracteristicas de uma curva, existem as agoes que podem ser realizadas
sobre ela, tais como a translacao, a rotacao e o movimento rigido. A translacao consiste
em mover a curva no plano ou no espago, mantendo sua forma e orientacao inalteradas.
A rotagdo é o movimento de girar a curva em torno de um eixo, também sem alterar
sua forma. O movimento rigido é a composicao de uma translacao com uma rotagao,
resultando em um deslocamento e uma rotagao simultaneos. Portanto, tanto a translacao
quanto a rotacao sao exemplos de movimentos rigidos.

O Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas no espaco estabelece que duas
curvas com o mesmo comprimento de arco, curvatura e torcao serao iguais, diferindo
apenas em sua posi¢ao no espago ou em seu angulo de rotacao. Em outras palavras, essas
curvas sao equivalentes, a menos de um movimento rigido.

Para iniciar o trabalho, apresentamos as preliminares contendo os conceitos matematicos
que serao utilizados, mas que nao serao mencionados repetidamente ao longo do texto para
evitar redundancias. Essa secao tem como objetivo servir de referéncia para o leitor, ga-
rantindo que as notacgoes estejam claras e os teoremas bem estabelecidos. Em seguida,

apresentamos as defini¢oes, teoremas e exemplos de geometria diferencial, que contextu-
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alizam o cenario em que o Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas no espaco
é provado e fornecem os conhecimentos necessarios para compreensao da demonstracao
desse teorema. Em seguida, apresentamos as definicoes e o Teorema do Ponto Fixo de
Banach para operadores, que fundamentam a compreensao do Teorema de Picard, e entao
seguimos com a prova desse teorema. Por fim, concluimos com a contextualizacao formal
sobre o conceito de comprimento de arco, curvatura, tor¢ao e movimento rigido. Uti-
lizando todos os conceitos previamente apresentados, procedemos a prova do Teorema

Fundamental da Teoria Local das Curvas no espaco.



2 PRELIMINARES

A principio vamos introduzir as defini¢oes e teoremas que estabelecem as notagoes
principais utilizadas no texto. Neste trabalho, R3? serd denotado pelo conjunto de ternos
ordenados (z,y,z), com x,y,z € R, e chamaremos de diferencidvel uma funcao que tem

derivadas de todas as ordens em todos os pontos, ou seja, uma fungao de classe C*.
2.1 Tépicos de Algebra Linear

Esta secao pretende expor as notacoes basicas utilizadas ao longo do trabalho e um
teorema importante para uma demonstracao no corpo do texto principal. As defini¢oes
e o teorema podem ser encontrados principalmente no livro LIMA, Elon Lages. Algebra
Linear. 10 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2020.

Definig¢ao 2.1 (Produto Interno). Sejam u,v € R3 tais que u = (ug, us,usz),v = (vy, va,v3),

com u;,v; € Reie{l,2,3}. O produto interno de u e v é o numero real (r € R) tal que
(u,v) =7 =uy - v + Uy -V + Uz - V3.
Definigao 2.2 (Norma de um Vetor). Seja u € R3, tal que u = (uq,us,u3), a norma do

lu] = u? +ud +us.

Defini¢ao 2.3 (Determinante). Sejam u, v, w € R3 tais que u = (uq, ug,us),v = (v, va,v3)

vetor u é dada por

e w = (wy,wg,wsz). O determinante entre u,v e w é dado por
det(u, v, w) = ugvaws + UsU3W1 + U3V W — UgVaW] — UV W3 — U V3Ws.

Definigao 2.4 (Produto Vetorial). Sejam u,v € R3. O produto vetorial de u e v, nesta

ordem, é o tinico vetor u A v € R3 tal que
u AV = (Ugv3 — uzv2)i + (ugvy — uv3) ] + (U109 — ugvy ) k.

Ou, ainda, sendo w € R3, o produto vetorial de u e v, nesta ordem, pode ser caracterizado
como,
((unAv),w) =det(u,v,w).

Teorema 2.1 (Derivada do Produto Vetorial). Sejam u,v € R, em que u = uyi+uy) +usk

ev=u11+0vy] + vsk. Assim, a derivada do Produto Vetorial é dada por

(unv) =u Av+und
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Demonstracao. Pela Definicao a derivada do produto vetorial é dada por

(uAv) = [(u2v3 —ug2)i + (usvy — ugv3)J + (ugvg — uwl)/%]’.
Derivando cada membro do lado direito da equacao, temos
[(U1U3 - u3vg)z], = (ubvs — uhv)1 + (ugvh — usvh)i,

~7/ ~ ~
[(Us’Ul - U1U3)]] = (ugvr — ujv3)g + (uzvy — u1vs)7,

[(uva - uwl)l%], = (ujvg — ugvl)/% + (ugvy — uw{)l%.

Isolando a primeira parte de cada termo da direita, temos
(uhvs — usve)i + (uhvy — ujvz)g + (ujve — ubvy )k = u' Aw
e fazendo o mesmo com a segunda parte de cada termo da direita, temos

(ugvh — uzvh)i + (usv’, — urv) ] + (vl — usv) )k = u AV’

Assim, substituindo (2.2)) e (2.3) na derivada (2.1)), temos

(urv) =u Av+und

que é o que queriamos mostrar.

Neste trabalho, o conceito de triedro é fundamental, assim definimos.

12

(2.1)

(2.3)

Defini¢ao 2.5 (Triedro). Triedro é a regiao do espago delimitada por trés semiplanos

concorrentes, ou seja, com trés arestas (retas) em comum. Cada um dos planos é uma

face do triedro.
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Figura 1 — Exemplo de Triedro

Fonte: De autoria propria

Defini¢ao 2.6 (Espaco Vetorial). Um espago vetorial real é um conjunto V', ndo-vazio,
munido de duas operagcoes:

Adicao: u,veV =>u+veV.
Multiplicacao por escalar: ueV,aeR = a-ueV.

E essas operagoes satisfazem as seguintes propriedades:

(i) u+tv=v+u;

(ii)) u+ (v+w) = (u+v)+w;

(i) 30eV |u+0=u;

(iv) 3-ueV |u+(-u) =0;

(V) a-(u+v)=a-u+a-v;

(Vi) (a+B) - u=a-u+p-u;

(vii) (af)-u=a(f-u);
(viii) 1-u=u.
Vu,v,weV e Va,p e R.
Defini¢ao 2.7 (Independéncia Linear). Sejam vy,vs,...,v, € V € ay,...,a, € R, em que
V' é um espaco vetorial. Se a equagao

a1v1 + agUg + -+ + a,v, =0

admite somente a solugao se a; = ay--- = a, = 0, entao dizemos que vy,vs,...,v, Sa0

linearmente independentes.
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Definigao 2.8 (Espago Gerado). Se vy,vs,...,v, sdo vetores de um espago vetorial V,
entao o conjunto

W ={ajv1 + agvg + -+ + a,v, | ay, ..., a, € R}
é chamado de espaco gerado por {vy,...,v,}.

Definigao 2.9 (Base de um Espago Vetorial). Um conjunto 8 = {vy,vg,...,0,} ¢ V é

uma base do espacgo vetorial V' se
(i) vy,v9,...,v, s@o linearmente independentes;
(i) vq,v9,...,v, geram o espago V.

Defini¢ao 2.10 (Base Canonica). A base candnica de um espago vetorial é a base mais
primitiva e intuitiva para a estrutura.

No R2, a base canonica é dada pelo conjunto {(1,0),(0,1)}.

No R3, a base canonica é dada pelo conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

No R, a base candnica é dada pelo conjunto {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,...,0,1)}.

Definigao 2.11 (Transformacao Linear). Sejam E e F' espacos vetoriais. Uma trans-
formacgao linear A : E — F é uma correspondéncia que associa a cada vetor v € E um
vetor A(v) = A-v = Av € F' de modo que valham, para quaisquer u, v € £ e a € R, as

relagoes:

A(u+v) = Au+ Av
A(a-v) =a- Av.

Teorema 2.2 (Teorema do Nicleo da Imagem). Seja T : V' - W uma transformagdo
linear, com dim (V') = dim(W). T € injetora se, e somente se, N(T) =0. T ¢é injetora se,

e somente se, T' € sobrejetora.

Demonstragao. Seja Yv eV, com v = (ajvy + agvs + -+ + a,v,). Entdo,
T(v) =T(ajvy +agvy+---+a,v,) = a1 T (vy) +asT(vy) +---+a,T(v,) = a10+ax0+...a,0=0

Portanto, T'(v) =0, Vv € V. Logo, T = 0. O

Proposicao 2.1. Sejam T,L : V — W transformacoes lineares e 3 = {vy,...,v,} uma
base de V. Se (T'— L)(v;) =0 ou T'(v;) = L(v;), entao T = L.

2.2 Toépicos de Espacos Métricos

Necessitamos fundamentar conceitos importantes de espacos métricos para compreen-
der as demonstracoes apresentadas. As definicoes aqui apresentadas sao encontradas no
livro LIMA, Elon Lages. Espacos Métricos. 6 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2020.
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Definigao 2.12 (Métrica). Uma métrica em um conjunto M é uma fungdo d: M xM — R,
que associa, a cada par ordenado de elementos z,y € M, um nimero real d(x,y), chamado
a distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigoes para quaisquer

,y,2 € M:
(i) d(z,z) = 0;
(ii) Se z #y, entdo d(z,y) > O;
(iil) d(z,y) = d(y, );
(iv) d(x,z) <d(x,y) +d(y, z).

Definigao 2.13 (Espago Métrico). Um espago métrico é um par (X,d), onde X é um

conjunto e d é uma métrica em X.

Definigao 2.14 (Contragao). Seja (X,d) um espago métrico. Uma aplicagdo F': X - X

¢ chamada uma contracao se existe 0 < ¢ < 1 tal que
d(F(z), F(y)) < cd(z,y),Vr,y e X.

Definigao 2.15 (Sequéncia Convergente). Uma sequéncia de niimeros reais (s, ) converge

para um nuimero real s € R se
Ve>0,3N eN, tal que n> N = [s, — 5| < e.

Quando isso ocorre, dizemos que (s,) é uma sequéncia convergente com s sendo o seu
limite, e escrevemos s, > s ou s = lim, .o S,. Se (8,) nao converge, entao dizemos que

(sn) é uma sequéncia divergente.

Defini¢ao 2.16 (Sequéncia de Cauchy). Sejam (X,d) um espago métrico e (x,), uma
sequéncia em X. Dizemos que (x,), é uma Sequéncia de Cauchy, se, dado € >0, IN € N
tal que

m,n >N = d(x,,z,) <€

Definigao 2.17 (Espago Métrico Completo). Um espago métrico é completo quando

todas as sequéncias de Cauchy convergem para um limite que pertence ao espago.

Definigao 2.18 (Bola Aberta). Seja a um ponto no espa¢o métrico M, munido da métrica
d, e r>0. A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a,r) dos pontos de M cuja

distancia ao ponto a é menor do que r. Ou seja,

B(a,r)={xe M |d(x,a)<r}.
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Definicao 2.19 (Bola Fechada). Seja @ um ponto no espago métrico M, munido da
métrica d, e r > 0. A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto B[a,r] dos pontos de

M que estao a uma distancia menor do que ou igual a r do ponto a. Ou seja,
Bla,r] ={xe M |d(z,a) <r}.
Definigao 2.20 (Composigao de F' n vezes). Sejam Y ¢ X e F : X - Y uma fungao.
Definimos F?(z) = Fo F(x) e, paraneNen >3, F"(z) = F o F"!(x).
2.3 Topicos de Analise Matematica

Baseado no livro LIMA| Elon Lages. Analise Real - Volume 2. 12 ed. Rio de Janeiro:
IMPA, 2020, utilizamos as seguintes defini¢des de Andlise Matematica.

E importante estabelecermos os tipos especificos de intervalos que serao utilizados no
trabalho.

Definicao 2.21 (Intervalos Degenerados e Nao-Degenerados). O intervalo fechado [a, a] =
{reR|a<x<a}, ou seja, [a,a] = {a}, contendo apenas um ponto, é chamado intervalo
degenerado. Qualquer intervalo que contenha mais de um ponto é chamado de intervalo

nao-degenerado.

A continuidade de uma funcao é relevante em diversas demonstracoes ao longo deste
trabalho.

Definicao 2.22 (Continuidade). Sejam f:R™ - R™ uma fungao e a € R". Entao,

e f é continua em a se para todo € >0, 36 > 0 tal que
|z -al <o=[f(z)-f(a)] <e.

e f é continua em R” se f é continua para todo x € R™.

Definicao 2.23 (Globalmente Lipschitziana). Uma funcao F' : R® — R" é globalmente
lipschitziana se
3L>0,Vy,zeR", [F(y) - F(2)] < L]y - =]

Definigao 2.24 (Localmente Lipschitziana). Uma fungdo F : R® — R™ é localmente
lipschitziana se

VzeR",3L,0>0,Vy,z € B(z,0), |[F(y) - F(2)| < L]y - 2.

Definicao 2.25. Uma aplicacao f : U - R", definida no aberto U c R™, diz-se dife-
renciavel no ponto a € U quando cada uma das suas fungoes-coordenada fi,..., f, : U - R

é diferenciavel nesse ponto.
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Se este é o caso, entdo para todo v = (aq,...,q,,) tal que a +v € U e para cada
1=1,...,m, tem-se
- Of; ri(v)
(a+v) - fi(a :E a)-a; +ri(v), com lim———==0.
f( ) f( ) ~ 8ZEJ( ) J ( ) 220 ”U”

Ofi
&vj

Definicao 2.26 (Matriz Jacobiana). A matriz Jf(a) = [ (a)] € M(n xm) chama-se

matriz jacobiana de f no ponto a.

Definigao 2.27. A transformagao linear f’(a) : R™ - R”, cuja matriz em relagao as

bases canonicas de R™ e R" é J f(a), chama-se a derivada da aplicagio f no ponto a.

A fim de clarear ao que estamos nos referenciando, quando a derivada for de uma
transformacao linear F' em um ponto u, denotaremos por dF,, ou seja, de acordo com a
Definigao dF, = F'(u). Quando se tratar de uma transformacao linear aplicada em

um vetor v, essa serd denotada por dF,(v) = F'(u)(v).
2.4 Teorema da Existéncia e Unicidade de Picard

Para resolver a equagao diferencial ordinaria apresentada nafSecao 3.3| necessitamos do
Teorema Existéncia e Unicidade de Picard, ou apenas Teorema de Picard. Neste capitulo
apresentaremos e provaremos o Teorema de Picard, junto com os conceitos necessarios

para sua demonstracao.

Definigao 2.28 (Problema de Cauchy). Seja U um aberto contido em I x R", onde [ é
um intervalo nao degenerado de R. Seja f: U - R™ uma aplicacao continua. Fixando um
par (tg,xo) € U, chamado de wvalor inicial para a equacao deferencial ordinaria dada por
f, chamamos de problema de Cauchy associado a f com valor inicial (¢, x¢) ao problema

definido formalmente por

ox
= = (¢t
at f( 7x)7
x(to) = xo.
Teorema 2.3 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam (X,d) um espago métrico

completo e ' : X - X uma contracao. Entao, existe um unico ponto p € X tal que

F(p) =p, e p é chamado de ponto fixo.

Demonstragao. Seja xg € X e x,, = F*(xy) := F(F"(x0)), n € N. Provaremos que (z,),

¢ uma sequéncia de Cauchy.
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De fato,

d(z9,21) =d(F(z1), F(x0)) < cd(x1,z0)
d(xs,z9) = d(F(x2), F(x1)) < cd(w2,21) < Ad(x1,20)

d(Tp41, ) < d(1,20),Vn e N.
Logo, para m € N,

d($n+m, :L‘n) < d(17n+17 ZEn) + d(17n+27 xn+1) +oet d(xn+m7 xn+m—1)
<cd(xy, w0) + " d(xy, w0) + -+ (2, 1)

=c"(1+c+-+c™Vd(x1,20)

cn
d
1 c (xlamO)v

<

o que prova que (z,) é uma sequéncia de Cauchy e, sendo (X,d) completo, existe p e X
tal que x,, = p.

Observe que, por ser F' uma contragdo (em particular, continua),
F(p) = F(limz,) = lim F(x,) = lim 2, = p.
Provemos agora a unicidade do ponto fixo P. Seja ¢ € X outro ponto fixo por F. Entao,

d(p,q) = d(F(p), F(q)) < cd(p,q).

Como 0 < c< 1 temos 1 —-¢> 0. Logo, devemos ter d(p,q) = 0, pois (1 -c)d(p,q) <0. O
que prova que d(p,q) =0, isto é, p = q. ]

Corolario 2.1. Seja (X,d) um espago métrico completo e F' : X — X uma aplicagdo

qualquer tal que F'™ € uma contracao. Entdo, F possui um unico ponto fizo.

Demonstracao. Seja p € X o tnico ponto fixo de F™ garantido pelo Teorema do Ponto

Fixo de Banach. Entao, por um lado,

Fml(p) = F(F™(p)) = F(p)
e por outro lado,
™ (p) = F™(F(p)).

Logo
F™(F(p)) = F(p),

e pela unicidade do ponto fixo de F™, concluimos que F'(p) = p, ou seja, p é também
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ponto fixo de F. A unicidade é 6bvia. n

Teorema 2.4 (Teorema de Picard). Seja f :[to—a,to+a] x B[xg,b] c R xR” - R" uma
aplicacao limitada, continua e lipschitziana em relacao a sequnda varidvel. Entao, existe

uma unica solucao do problema de Cauchy

ox
E = f(tax)v

Jf(to) =X
definido no intervalo [ty — o, to + ] em que v =min{a, =} e
M =sup{[f(t,2)|: (t,2)} € [to = a,to + a] x Blxo, b].

Demonstragao. Considere X = C'([to—a, to+a]; Blxo,b]) o espago das aplicagoes continuas

de [to— a,tg+ ] em B[xg,b]) dotada da norma

[] = sup{[e(8)] : 2 € [to - v, to + @]}

Definamos a aplicacao F': X - X dada por

F()(t) =z + ftot f(x,9(s))ds.
Observe que

(i) F estd bem definida. De fato, para ¥ € X e t € [ty — «,ty + a],

@O a0l =| [ F(s,0())ds

<Mlt—to| < Ma<b= F(x)c X.

(ii) Existe ng € N tal que F™ é contracao para todo n > ng. De fato, seja ¢ > 0 a constante

de Lipschitz de f. Por indugao, provaremos que

't —1to|”
)0 - () (0] s L0y, )
para todos 91,1 € X e todo t € [tg — a, tg + a].

Para n =1, temos

@O - F) O] < [ 17(s,01(5)) = F(s,0a(5))lds
< [ clin(s) - n(lds < clt = tall s - v,
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Assumindo verdade para n € N, segue que
[F (00 ) () = P (1) (8)] = [P () (8) - F(E" (42))(2)
< [P @) (5)) = (5, P () (5))lds
< [P 6) - () (5)lds
< [ Iy as

n+1

1 - v f s ~to|"ds

cn+1 ||t t0| n+1 C n+1 |t_t0|n+1

H,Ivbl ‘ n+1 - (n+1)| ||,‘7Z)1_77ZJ2||7

o que conclui a indugao.

Sendo |t - to| < «, existe ng € N tal que

Mt —to|” < cran

n! n!

<1,Vn >ny.

Logo, para todo n > ng, F™ é uma contragao, o que prova ii).
Segue, portanto, de i), i) e do Corolario do Teorema do Ponto Fixo de Banach que

F possui um tnico ponto fixo, digamos ¢. Assim

o) = FO)®) =m+ [ £(5.0())ds

e, portanto,

= f(t7¢)
d(to) = o,

como queriamos provar. O
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3 CURVAS EM R?

Este capitulo busca expor os conceitos sobre Curvas em R? que estabelecem o que é
uma curva matematicamente, quais caracteristicas de uma curva necessitaremos e qual
tipo de curvas vamos trabalhar. A principal referéncia utilizada neste capitulo é o livro
DO CARMO, Manfredo P. Differential Geometry of Curves and Surfaces: Revised &
Updated Second Edition. 1 ed. Prentice Hall, 2016.

3.1 Curvas Parametrizadas

Uma curva em R3 é uma fungao « : (a,b) € I - R3 que é unidimensional e ao qual
os métodos de célculo diferencial podem ser aplicados. Uma curva é unidimensional, pois

uma particula numa curva pode se mover em apenas uma dire¢ao (ou na dire¢ao oposta).

Definigao 3.1 (Curva Parametrizada Diferencidvel). Uma curva parametrizada dife-

rencidvel em R3 é a fungao diferencidvel a: I - R3 de um intervalo aberto I = (a,b) € R.

A palavra diferencidvel da Definigao 3.1]significa que o é uma correspondéncia de cada
t el aum ponto a(t) = (z(t),y(t),2(t)) € R* de modo que as fungoes x(t),y(t), z(t) sado
diferencidveis.

A curva é chamada parametrizada, pois é sempre descrita em fungao de um parametro.

Defini¢ao 3.2 (Parametro da Curva). Seja a : I — R3 uma curva parametrizada dife-

rencidvel, com a(t) = (x(t),y(t),z(t)). A varidvel t € I é o parametro da curva.
O desenho que a curva forma no plano ou espaco é o que chamamos de traco.

Definigao 3.3 (Trago da Curva). Seja a: I - R3? uma curva parametrizada diferencidvel.

O subconjunto de R3 formado pelos pontos a(t),t € I, é o trago da curva .

Exemplo 3.1 (Manfredo P. do Carmo| (2016)). Uma curva parametrizada «(t) cujo

o

trago é o circulo 2 + y? = 1 pode percorrer o circulo no sentido anti-horario com «(0)

(0,1).
De fato, considerando a curva « : (0 —¢,2m +€) - R, € > 0, definida por «(t)

(—sent,cost). Assim, a(0) = (0,1) e a percorre o circulo no sentido anti-horario.
A Figura [l) representa a curva o e um vetor v indicando o sentido em que o circulo é

percorrido.
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Figura 1 — Curva a(t) = (-sent,cost)

a(0)=(0, 1)

Fonte: De autoria propria

Exemplo 3.2 (Manfredo P. do Carmo| (2016))). A curva parametrizada diferencidvel o :
R - R3 dada por
a(t) = (acost,asent,bt),

como a > 0 e b # 0, é a hélice circular de passo 27b cujo traco esta contido no cilindro
C: 22 +y?=a% O parametro t mede o angulo que o eixo OX faz com a reta que liga a
origem O a projecao do ponto «(t) sobre o plano XY

A Figura |2 apresenta a hélice « em vermelho, o ponto «(t) e o trago da sua projecao
em azul e o angulo t que o eixo OX faz com a reta que liga a origem O a proje¢ao em

verde.

Figura 2 — Forma canodnica local de uma curva

Fonte: De autoria propria

Se dois pontos «a(t;) e a(ty) tém as duas primeiras coordenadas iguais, entao a(ts) —

a(ty) é um multiplo inteiro de 27b.
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3.2 Curva Regular e Comprimento de Arco

Nesta secao, definimos o principal tipo de curva trabalhada, a curva regular, que é
uma curva diferenciavel em todos os pontos. Também definimos o que é comprimento de
arco de uma curva, que é o tamanho da curva entre dois pontos. Para isso precisamos das

seguintes definigoes.

Definigao 3.4 (Reta Tangente). Seja o : [ — R3 uma curva parametrizada diferencidvel.
Para cada t € I em que o/(t) # 0, existe uma reta bem definida, que contém o ponto a(t)

e o vetor o/(t). Essa reta é chamada de reta tangente a « em t.

Defini¢ao 3.5 (Ponto Singular). Seja o : I - R? uma curva parametrizada diferencidvel,

chamamos cada ponto ¢t em que o/ (t) =0 de ponto singular de «.

Assim, definimos como curva regular, uma curva que é diferenciavel em todos os

pontos.

Definigao 3.6 (Curva Regular). Uma curva parametrizada diferencidvel o : I - R3, em

um intervalo aberto I = (a,b) € R, é dita regular se para todo t € I,a/(t) # 0.
Neste trabalho assumiremos que todas as curvas sao regulares.

Definigao 3.7 (Norma de Curva Parametrizada). Seja a : I - R3 uma curva parametri-
zada, dada por a(t) = (z(t),y(t),z(t)). A norma da curva parametrizada, ou norma da

curva, ¢ dada por

la(®)] =V (2(1)? + (y(1))? + (=(1))?

que coincide com o comprimento do vetor a(t).

Dada uma curva, podemos precisar quanto mede essa curva, ou qual o comprimento

do traco dessa curva.

Defini¢ao 3.8 (Comprimento de Arco). Sejam « : I — R? uma curva regular e tg,t; €

I,ty <ty. O comprimento de arco da curva o de ty a ty é dado por

G

e a funcao comprimento de arco da curva « a partir de tg é

JRLIGIS

para todo t € I.

Exemplo 3.3. Seja a hélice a: I - R3, dada por «a(t) = (cos(t),sen(t),t) e 0 <t < 4.

Calculado o comprimento dessa hélice, como o/(s) = (—sen(t), cos(t),1), temos:
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[ 1sen(e),cost, Dl = [ 2t = 4w

Figura 3 — Trago da curva a(t) = (cos(t),sen(t),t), com 0 <t <4rx

a(t) = (cos(t), sen(t), t)

Fonte: De autoria propria

Exemplo 3.4 (Manfredo P. do Carmo) (2016])). As retas tangentes a curva regular para-
metrizada a(t) = (3t,3t2,2t3) formam um angulo constantes com a reta y =0, z = .

De fato, aretay=0e z =z é (z,0,2) = 2(1,0, 1), ou seja, é areta que passa por (0,0,0)
na diregao de (1,0,1). Assim, para mostrar que as retas tangentes a a(t) = (3t, 3t2,2t3)
fazem um angulo constante com a reta y =0 e z = x, temos que provar que o angulo 6,

formado entre o/(t) e (1,0,1) é constante para todo ¢t. Mas

{a'(t),(1,0,1))
la’(8)] - (1,0,1)]
_{(3,6t,6t%),(1,0,1))
9+ 3612+ 3611 - /2

3+ 6t2 1

) V(3 +6t2)2-1/2 ) E

Assim, #; nao depende de t. Logo, 0; = 6 = 45°, para todo t.

cos B, =
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Figura 4 — Curva a(t) = (3t,3t%,2t3) eretay=0e z = x

Fonte: De autoria préopria

Exemplo 3.5 (Manfredo P. do Carmo (2016])). Um disco circular de raio 1 no plano xy
rola sem deslizar ao longo do eixo z. A figura descrita por um ponto da circunferéncia do

disco é chamada de cicloide.

Figura 5 — O cicloide

Fonte: De autoria propria

(i) Obteremos uma curva parametrizada a : R - R? cujo trago seja um cicloide e

determinaremos seus pontos singulares;

(ii) Calcularemos o comprimento de arco do cicloide correspondente a rotagao completa

do disco.

Assim, resolvendo cada um dos itens, temos

(i) Consideremos um ponto arbitrario P = (x,y) do cicloide. Para parametrizar tal
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ponto, observe que
r=0x=0A-zA

=PA-PB
=t-r-PB=t-PB,

mas
PB raio
sent = —— = PB = PC sent =sent.
PC
Logo, x =t —sent. Analogamente, como
y=0C-yC
-1-BC'
e
BO raio
cost = el = BC =PC cost = cost,
P

temos y = 1 — cost. Portanto, a curva o : R - R? serd dada por
a(t) = (t—sent,1 - cost).
Calculando agora seus pontos singulares, temos
a'(t) = (1 —cost,sent) = (0,0) < cost=1e sent=0

<~ t=2nm,neN.

Figura 6 — Curva «(t) = (¢t —sent, 1 — cost)

Fonte: De autoria propria

(ii) Calculemos o comprimento de arco do cicloide correspondente a uma rotagao com-
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pleta do disco. Observe que o disco completa uma rotacao quando t = 27, ja que

a(27) = (2m —sen 2w, 1 — cos 27)

= (27,0).

Assim, o comprimento de arco do cicloide correspondente a uma rotacao completa

do disco sera

21 21
5(2r) = [0 la’(s)|dt = fo V(1 = cos2 1) + son tdt
2T
= V1 -2cost + cos? t +sen? tdt

0
27 2
:f \/2—2(zostdt=\/§f V1 - costdt.
0 0

Observe que

(t t) 5t 5t
cost=cos|—+ =] =cos“ = —sen” —
2 2 2 2

e, portanto, substituindo na integral, temos

27
o(2m) =\/§f V1 - costdt
0
21 t t
:\/§f 1 —cos? — —sen? —dt
0 2 2

27 t
:\/5[ \/ 2sen? —dt
0 2

2T t
= Qf sen —dt (3.1)
0 2

2m
=4/ sentdt = 4(—cosm + cos0) = 8,
0

que em (3. utilizamos que sen § >0, (0< ¢ <27), pois 0< & <.

Assim, obtemos o comprimento do arco do cicloide correspondente a rotagao com-

pleta do disco.

Ainda, tendo o comprimento de arco, podemos parametrizar uma curva por esse com-

primento, ou seja, os parametros da curva serao todos os pontos que determinam esse

comprimento. Além disso, quando a curva estiver parametrizada pelo comprimento de

arco, veremos que a norma da derivada dessa curva sera sempre igual a um.

Definigao 3.9 (Curva Parametrizada pelo Comprimento de Arco). Dizemos que uma

curva regular «: I - R3 estd parametrizada pelo comprimento de arco se

[tot1 la’ (§)||dE =ty ~ to,
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para todos tg,t1 € I,ty < ;.

Proposicao 3.1. Uma curva reqular o : I - R? estd parametrizada pelo comprimento de

arco se, e somente se, |a/(t)| =1 para todo t € I.

Demonstracao. (<) Se ||o/(t)| = 1 para todo t € I, entdo ftzl o/ (t)|dt = t, -ty para
quaisquer tg,t, € I,19 < ty.

(=) Seja tg € I fixo e consideremos a fungao s: I — R comprimento de arco a partir

de t().
Entao,
t
s(t) = [l (©)dg =t 1o, se 1210,
to
e
t , to ,
s = [ 1@l == [ la (©)ldé = ~(to~ 1) =t ~to, se t <o
0
ou seja, s(t) =t -ty para todo t € I. Logo, s'(t) = |a/(t)| = 1 para todo ¢ € I. 0

3.3 Teoria Local das Curvas Parametrizadas pelo Comprimento de Arco

Nesta secao apresentamos os conceitos necessarios para compreendermos as Férmulas
de Frenet que sao fundamentais para a demonstracao do teorema principal deste trabalho.
Seja a: I = (a,b) - R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s. Pode-

mos definir um vetor velocidade, ou vetor tangente, a curva o em t € I.

Definicao 3.10 (Vetor Tangente Unitario). O vetor tangente ¢ de uma curva « no ponto

s é definido por
_ ()
Jo/ ()1

Mas, como a curva estd parametrizada pelo comprimento de arco, entao |o/(t)| = 1. Logo,

t(s)

definimos o vetor tangente unitdrio como

t(s) =a'(s).

Como o vetor tangente ¢(s) ¢ unitario, a norma |a”(s)| da segunda derivada mede
a taxa de variacao do angulo que as tangentes vizinhas fazem com a tangente em s, em
outras palavras, |a’(s)| mede o quao rapido a curva se afasta da reta tangente a « em s

na vizinhanga de s. Assim, podemos pensar no conceito de curvatura.

Defini¢ao 3.11 (Curvatura). A curvatura de uma curva « parametrizada pelo compri-

mento de arco no ponto s é definida por

k(s) = a”(s)]
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Exemplo 3.6 (Jorge Delgado e Katia Frensel | (2017))). Seja a: (-1,1) - R3 uma curva

parametrizada, dada por

a(s) = (

(1+5)32 (1-s5)32 ¢
e R

- 1+s /2 _ 1-s 1/2
Entao o/(s) = (( +2) , ( 2) ,%) e a’(s)= (4(“18)1/2, 4(1_15)1/2,0).
Logo, [a/(s)] = /52 + 32 + 1 =1, isto é, o estd parametrizada pelo comprimento de
arco, e
1/ 1 L \Y2 1y 2 2 1
k(s)=]a"(s :—( + ) :—( ) R —
() = fa”()] 4\1+s 1-s 4\1-s2 22 =242
Figura 7 — Exemplo de Curvatura
‘ l
A :
AEU) SR ~ k(0.7)= 0.5
/‘{'1: L) %ﬁ .
(a) Curvatura Quando s =-0,9 (b) Curvatura Quando s =0,7

Fonte: De autoria préopria

Se a é uma reta, a(s) = us+v, em que u e v sdo vetores constantes (|u] = 1), entdo
k = 0. Por outro lado, se k = ||a”(s)|| =0, entdo por integracao a(s) = us + v, e a curva é

uma reta.

Proposicao 3.2. Seja a: I - R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Entao a(s) € um segmento de reta se, e somente se, k(s)=0,Vsel.

Demonstrag¢ao. (=) Suponhamos que a([) é um segmento de reta. Seja v =a/(sg), o € 1
fixo. Entao existe uma funcao diferencidvel \ : I - R tal que o/(s) = A(s)v para todo
sel.

Como [A(s)| = |&/(s)]| = 1 para todo s € I, A(sg) =1 e A(s) = (a/(s),v) é continua,
temos que A(s) = 1 para todo s € I.

Logo o'(s) = v para todo s € I e, portanto, a(s) = vs + p para algum ponto p € R3.

Assim, k(s) = |a”(s)| =0 para todo s € I.
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(<) Suponhamos que k(s) = [a”(s)| = 0 para todo s € I. Entao, como o intervalo
(-1,1) é conexo, entao z'(s) =0,y"(s) =0 e 2"(s) = 0, e assim existe v € R? unitario tal
que o/(s) = v para todo s € I.

Logo, existe p € R? tal que a(s) =vs +p para todo s € I. O

Nos pontos em que k(s) # 0, um vetor unitdrio n(s) na direcao de a'(s) é bem
definido pela equagao a’(s) = k(s)n(s). Ainda, a/'(s) é normal a o/(s), porque derivando

(a'(s),a!(s)) =1, temos

{/(5),d/(5)) =1"= (a"(s),d/(5)) + (a'(s),a"(s)) = 0
=2-(a"(s),a'(s)) =0= (a"(s),a'(s)) =0.

Assim, como o produto interno entre a’(s) e o’(s) é 0, os vetores sao ortogonais.

Definicao 3.12 (Vetor Normal). Nos pontos em que a curvatura k(s) # 0, o vetor normal

n(s) da curva a é definido por

all(s)
k(s)

O plano determinado pelos vetores tangente unitario e normal, o’(s) e n(s), é chamado

n(s) =

de plano osculador de s. Como na Figura [§ o plano osculador é representado, sendo

formado pelos vetores N =n(s) e T' = a/(s).

Figura 8 — Plano Osculador de Uma Curva

[ -

Fonte: De autoria propria

Nos pontos em que k(s) =0, o vetor normal e o plano osculador nao estao definidos.
O plano osculador é fundamental para proceder com a analise local das curvas. Assim, é
conveniente dizer que s € I é um ponto singular de ordem 1 se a(s) =0. Os pontos em

que o/(s) =0 sao chamados de pontos singulares de ordem 0.
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Neste trabalho, nos restringiremos as curvas parametrizadas pelo comprimento de
arco sem pontos singulares de ordem 1. Ou seja, nos restringiremos as curvas que tenham

k(s) # 0 e plano osculador definido para todo s € I.

Definicao 3.13 (Vetor Binormal). O wvetor binormal b da curva a no ponto s ¢é definido

por

b(s) =t(s) An(s).

O vetor binormal é normal ao plano osculador. Como b(s) é um vetor unitario, o
tamanho ||b'(s)|| mede a taxa de mudanga dos planos osculadores vizinhos com o plano
osculador em s, ou seja, b'(s) mede quao réapido a curva se distancia do plano osculador

em s, numa vizinhanca de s.

Coroléario 3.1. Seja o : I - R3 wma curva parametrizada pelo comprimento de arco.
Entao, t'(s) = k(s)n(s).

Demonstragao. Como t(s) = a’(s), entao t'(s) = a”(s), mas

OC”(S)

k(s)

n(s) = = n(s)k(s) = a"(s) = n(s)k(s) =t'(s).

]

O vetor 0'(s) é paralelo ao vetor normal n(s). Derivando b(s) = t(s) A n(s), como
t'(s) = k(s)n(s), pelo Teorema [2.1] obtemos

b'(s) = (t(s) An(s))’
=t'(s) An(s)+t(s) An'(s)
= k(s)n(s) An(s)+t(s) An'(s)
=t(s) An'(s).

Portanto, b/(s) é ortogonal a t(s).
Como (b(s),b(s)) =1, temos que (V'(s),b(s)) = 0, ou seja, b'(s) ¢ ortogonal a b(s).

Logo, b'(s) é paralelo a n(s), isto é, b/(s) é igual ao produto de n(s) por um nimero real.

Definigao 3.14 (Torgao). A tor¢ao T da curva o no ponto s é definida por

b'(s) =7(s)n(s).

Por defini¢ao, a tor¢ao mede a mudanca de direcao de um vetor binormal b. Como b
é ortogonal ao plano osculador, 7 também mede como o plano osculador se comporta no

espaco R3. Geometricamente, a tor¢ao representa o quanto uma curva deixa de ser plana.
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As derivadas de t(s) e n(s) nos dao a curvatura k(s) e a torgao 7(s), que descreve as
propriedades geométricas de a na vizinhanga de um ponto. E natural calcular a derivada
do vetor normal.

Como b(s) At(s) =n(s), temos

n'(s) = (b(s) Ai(s))’
=b'(s) At(s) +b(s) At'(s)
=7(s)n(s) At(s) +b(s) Ak(s)n(s)
= -7(5)b(s) - k(s)t(s).

Resumindo os conceitos introduzidos, para uma curva diferenciavel regular o : [ —
R3, associamos trés vetores unitarios ortogonais t(s),n(s),b(s) para todos os valores do

parametro s € I. O triedro formado por esses trés vetores é chamado de Triedro de Frenet.

Figura 9 — Triedro de Frenet em Uma Curva

-

Fonte: De autoria propria

A relac@o entre esses trés vetores, que descreve as propriedades locais da curva, pode

ser resumida pelas Formulas de Frenet:

t'(s) = k(s)n(s),
n'(s) = —k(s)t(s) - 7(s)b(s),
b'(s) =7(s)n(s).

Exemplo 3.7 (Jorge Delgado e Kétia Frensel | (2017)). Seja a hélice circular parametri-
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zada pelo comprimento de arco a: R - R3 dada por

a(s) = (acos i asen —— bs )
Va2 + 02’ Va2 v b2 a2+ 2)’

em que a >0 e b#0. Entao,

o/(s)z( % gen—2 , ¢ cos— , b )
Vaz+b: o Va2 +b2 a2+ a2+ b2 Va?+ b2

a(s) = COS ——0 % sen— 0].
a2+b2 Va2 + 2 a? +b? Va2 + b2’

Logo, k(s) = [a”(s)| = =% € constante e o vetor normal

n(s) = a(s) (—COSL —sen ——— O)
k'(s) Va2 + b2’ VaZ+ b2

¢ um vetor paralelo ao plano zy para todo s € R.

Como

. 7 Ji k

b(S) = t(s) A n(s) = m —asenﬁ a COS —F/——= \/2_b b

—cosﬁ en == 0

e
= —— | bsen ——, -bcos ——
a2+ b? a? + b2 a? + b?

temos

b'(s) = b cos —— b sen —— 0
a0 a2 a? + b2 Va2 + b2’
e, portanto, 7(s) = (b'(s),n(s)) = 2 é constante.
Seja & : I — R? uma fungao tal que £(s) = (¢(s),n(s),b(s)). Entao, podemos reescrever

as equagoes de Frenet como um sistema linear

0 k’(S)[g 0
€'(s) =] -k(s)I3 0 -7(s)I3 [£(s),
0 T(S)Ig 0

em que I3 é a matriz identidade 3 x 3.

Seja M(s) a matriz correspondente. Definimos uma fungao F': I x R? - R? como

F(s,6(s)) = M(s)€(s) = €' (s).

Seja sg € I e & = (to,no,bp) € R3 as condigoes iniciais. Agora, obtemos um problema de
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valor inicial

§'(s) = F(s,£(5)),
£(50) = &o-
Dai, ao resolver essa equacao diferencial ordinaria, obtemos uma familia de funcoes di-

ferencidveis {t(s),n(s),b(s)} satisfazendo as equagdes de Frenet de modo que t(sg) =
to,n(s0) = no,b(s0) = bo.



4 TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA LOCAL DAS CURVAS

Antes de provarmos o Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas, introduzi-
remos o conceito de movimento rigido e demonstraremos que a curvatura, a torcao e o
comprimento de arco de uma curva parametrizada nao variam a menos de um movimento

rigido.

Definig¢ao 4.1 (Isometria). Uma aplicagdo A : R? — R? é uma isometria quando preserva
distancia, isto é,
| Au = Av| = [u—v]

para todos u, v € R3.

Exemplo 4.1 (Jorge Delgado e Kétia Frensel | (2017))). A aplicagdo A : R? - R? dada
por

F(z,y,z) = (xcosf —ysenb, rsenf +ycosb, z),

em que 6 € (0,27), é uma isometria de R3, denominada rota¢do de angulo 6 em torno do
eizo-0Oz.

Tomando um vetor u € R3, F' rotaciona o vetor em torno do eixo-Oz, conforme mostra
a Figura

Figura 1 — Rotacao do vetor u

iz

I

Fonte: De autoria propria

Um tipo especial de isometria é a que move, ou translada, um ponto de um lugar para

outro no plano ou no espaco.

35
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Definigao 4.2 (Translagdo). Uma translagao por v de um vetor u € R? é a aplicagao
A:R3 - R3 tal que Au=u+v, com v e R3.

Exemplo 4.2. Seja a: [ - R3, com «(t) = (cos(t),sen(t),t) e 0 <t < 2w, e a translagao
A:R? - R3 comu=(1,3,4). A curva Aa(t) = (cos(t) + 1,sen(t) +3,t+4) ¢ a translacdo

da curva a por u.

Figura 2 — Curva Transladada

Aa(t) = (cos(t) + z(u), sen(t) + y(u), t + z(u))

[

a = (cos(t), sen(t),t)

Fonte: De autoria propria

Proposigao 4.1. A translagcao € uma isometria.
Demonstragao. Seja aplicacao A : R3 - R3 tal que Au = u+w e Av = v+w, com u,v,w € R3,
a translacao por w. Observe que
[Au - Av|| = u+w = (v+w)| = u-v|.
]

H& algumas propriedades sobre isometrias e translagoes que sao importantes e sao

estabelecidas a seguir.

Proposigao 4.2. (i) Se A e B sdo isometrias de R3, entao Ao B é uma isometria.
(ii) Se A e B sao translagoes, entio Ao B = Bo A é uma translagao.

(11i) Se A é uma translagdo por v, entdo A € invertivel e A=1 € a translagdo por —v.

(iv) Dados u,v € R3, existe uma tnica translagao T, tal que Tu =v.
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Demonstracao. (i) |A(Bu) - A(Bv)| =|Bu-Bv| = |u-2|.

(ii) Se Au=u+ve Bu=u+w, para todo u € R3, entdo (Ao B)u=(BoA)u=u+(v+w)

para todo u € R3.

(iii) Seja Au=wu+wv e considere Bu = u—v. Entdo Ao Bu = Bo Au = u, para todo u € R3.
Logo B = A1,

(iv) Seja T a translacao por v — u, isto é, Tw = w + (v — u) para todo w € R3. Entao
Tu=v.
Para provar a unicidade, consideramos duas translacoes T e T por w e W, respec-
tivamente, tais que Tu = v = Tu. Entdo, u+w = Tu = Tu = u + W, o que implica
w =w. Portanto, T =T.
m

Outra isometria importante é a transformacao ortogonal, que é uma transformagao

linear, em um espago com produto interno real, que preserva o produto interno.

Defini¢ao 4.3 (Transformacao Ortogonal). A funcao linear J : R® - R3 é uma trans-

formagao ortogonal se (Ju, Jv) = (u,v), Vu,v e R3.

Observacgao 4.1. Sendo J uma aplicacao linear, temos JO = 0; J ¢é diferenciavel; dJ, = J
para todo u € R3, e é invertivel, pois Ju = 0 < wu =0, ja que |Ju|? = ||u||?>. Disto
obtemos que J é injetora e, como dim(J) = dim(Im(.J)), pelo Teorema ({2.2]), temos que

J é sobrejetora, e, portanto, bijetora.
Proposicao 4.3. Toda transformacao ortogonal é uma isometria.

Demonstracao. Seja a transformacao ortogonal J:R3 - R3 e u,v € R3,
[ Ju=Jol? = [ J(u=v)|* = (J(u=-v), J(u-v)) = (u=-v,u-v) = Ju-v[*.

Portanto, |Ju - Jv| = |u-1v|. O

E podemos especificar que uma isometria é uma transformagao ortogonal quando a

aplicagao levar o vetor nulo ao proprio vetor nulo.

Proposicao 4.4. Se A : R? - R3 € uma isometria tal que A0 = 0, entao A € uma

transformacao ortogonal.

Demonstracao. Provaremos primeiro que A preserva o produto interno.
Como (Au, Au) = |Au|? = |Au - A0|? = |u - 0|? = (u,u) (pois A é uma isometria e

A0 =0), temos

1 1
(Au, Av) = S([Au® + [ Av[* = [ Au = Av[*) = S(Jul® + [o]* = Ju - v]*) = {u,0).
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Mostraremos agora que A é linear, isto é, A(au +bv) = aAu +bAv para todos u,v € R3
e a,belR.
De fato,

|A(au + bv) — aAu - bAv||* =(A(au + bv) — aAu - bAv, A(au + bv) — aAu — bAv)
=[A(au +bv)[* + o[ Aul]* + b*| Av|*
- 2a{A(au + bv), Au) — 2b(A(au + bv), Ab)
+ 2ab(Au, Av)
=|lau + bv|* + a®||u]? + b*|v|?* - 2a{au + bv, u)
- 2b{au + bv,v) + 2ab{u, v)

=||(au + bv) — au - bv|* = 0.

Logo, A(au + bv) —aAu—-bAv =0, ou seja, A(au +bv) = aAu + bAv.

Definiremos a seguir o que é um movimento rigido.

Definigao 4.4 (Movimento Rigido). Um movimento rigido é a isometria resultante da

composi¢ao de uma translagao com uma transformagao ortogonal.

A translacao e a transformagao ortogonal sao sozinhas movimentos rigidos também, j&
que sao a composicao com a outra sendo nula. Ainda, sabemos que sao Unicas a translagao

e a transformacao ortogonal que compoem um movimento rigido.

Corolario 4.1. Se A: R3 - R3 ¢ um movimento rigido, entao existe uma unica trans-

formagao ortogonal J : R3 - R3 e uma dnica translagio T : R3 - R3 tal que A=T o J.

Demonstracao. Existéncia: Como,
|Ju - Jv| = |Au—- A0 - Av + A0| = |Au - Av| = |u—v|,

entao J é uma isometria. Dai, pela proposicao 4.4, Ju = Au - A0 é uma transformacgao
ortogonal, pois J é uma isometria e J0 =0. Como Au = Ju + A0, para todo u € R3, entao
A=ToJ, onde T é uma translacao por AOQ.

Unicidade: Sejam T, T translacoes e J, J transformacoes ortogonais tais que A =
ToJ=Tol.

Entao, A0 = T(J0) = T0 = T(J0) = T0. Logo, T =T e, portanto, J = T"1 o A =
T 'oA=T. O

Podemos mostrar também que uma isometria € invertivel e sua inversa também é uma

1sometria.
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Proposicao 4.5. Se A:R3 - R3 é um movimento rigido, entao A € invertivel e A~ é

uma 1sometria.

Demonstracao. Seja A:R3 - R3 um movimento rigido.
Entao, como A = JoT e T e J sao invertiveis, temos que A é invertivel e A1 = T-1oJ- 1,
Portanto, A-! é um movimento rigido, pois A™! é a composta de duas isometrias, uma

translacao e uma transformagao ortogonal. ]

E se uma aplicagao é um movimento rigido, entao essa aplicacao é diferenciavel e sua

derivada é uma transformacao ortogonal.

Proposicao 4.6. Se A é um movimento rigido dado por A =T o J, em que T € uma
translagao e J € uma transformagdao ortogonal, entio A € diferencidvel e dA,(v) = Jv,

para todos u,v € R3.

Demonstrag¢ao. Seja A um movimento rigido dado por A = T o J, em que T é uma
translacao e J é uma transformagao ortogonal.

Assim, A é diferenciavel, pois A é a composta de duas funcoes diferenciaveis, e

dA,(v) :1ti_{%A(U+tUt)‘A(U) zlti_r)%l J(u+tv) +:—J(u)—a
im J(u) +tJ(w)+a-J(u)-a _ I0).

t—0 t

para todos u,v € R3, em que T ¢ a translacao por a € R3.
Portanto, para todo u € R3, dA, : R? - R3 preserva o produto interno. Assim, dado u €

R3, dA,, leva uma base ortonormal {v;,v9,v3} em outra base ortonormal {dA,(v1), dA,(v2),

dAu(v3)). O

Dizemos que a isometria A preserva orientacao se as bases
B={vi,v,v3} e B ={dA,(v1),dA,(vs),dA,(v3)}
tém a mesma orientacao, ou seja, se
(dAy(v1) AdAL(v2),dAu(v3)) = (V1 Avg, v3).

Dizemos que a isometria A inverte orientacdo se as bases B e B’ tém orientagoes

opostas, ou seja, quando

(dA,(v1) AdAL(v2),dAy(v3)) = =(v1 A Vg, v3).

Observacao 4.2. Dos conceitos de preservacao e inversao de orientacao, decorre que A
preserva (ou inverte) orientagao se, e somente se, o determinante da matriz jacobiana de

A éigual a 1 (ou -1).
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Proposicao 4.7. Sejam u,q € R3, {vy,v,v3} e {wy,wy, w3} bases ortonormais de R3.
Entao, existe uma unica isometria A : R3 - R3 tal que Au = v e dA,(v;) = w;, com
1=1,2,3.

Demonstracao. Existéncia: Seja J : R? - R3 a aplicagao linear tal que J(v;) = w;, com

i=1,2,3, ou seja, se g € R3, ¢ = avy + buy + cvs3, entao
J(q) =aJ(vy) +bJ(ve) + cJ(v3) = aw; + aws + aws.

Como as bases {v1,v9,v3} e {wy,wq, w3} sdo ortonormais, segue-se da definigao de J que
J preserva produto interno. Portanto, J é uma transformacgao ortogonal.
Seja T a translagao por ¢ — J(u). Entao, a isometria A = T o J satisfaz as condigoes
exigidas.
De fato,
A(u)=To J(u) =q-J(u)+J(u) =q,

e, pela Observacgao 4.6,
dA,(v;) = J(v)) =w; i=1,2,3.

Unicidade: Suponhamos que as isometrias A=ToJ e A=T o.J satisfaz as condicoes

da proposicao, ou seja,
A(u) = Z(U) =q edA,(v)= dzu(vi) = w;,

com ?=1,2,3.

Segue-se da tltima relacdo que J(v;) = T; = w;, com i = 1,2,3. Como J e J sao
aplicagoes lineares, pelo resultado (2.1)), temos que J = J. Portanto, ToJ(u) = ToJ(u) = g,
ou seja, T e T sdo translacdes que levam J(u) em ¢. Entdo, pela Proposicio . T=T
e, portanto, A = A. n

Quando duas curvas sao colocadas uma sobre a outra e sao iguais, dizemos que essas
curvas sao congruentes e isso acontece sem importar suas posigoes ou angulos de rotacao
no plano ou espago em que estiverem contidas. Nos atentamos apenas as caracteristicas

que compreendem seus respectivos tragos.

Defini¢ao 4.5 (Congruéncia Entre Curvas). Dizemos que duas curvas regulares «, [ :
I - R3 sao congruentes quando existe uma isometria A : R3 - R3 tal que 5= Ao, ou

seja, ( difere de av apenas por um movimento rigido.

Proposig¢ao 4.8. Seja o : I — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

com k(s) >0 para todo s € I. Sejam A uma isometria de R? e @ = Aoa. Entioa@:I —R3
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€ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal que, para todo s € I,

k(s) = k(s),

7(s) = +7(s),

t(s) = dAacs) (4(s)),
n(s) = dAa(s)(n(s)),
b(s) = £dAus) (b(s)),

em que o sinal £ se refere a se A preserva orientagdo (+) ou se A inverte orientagdo (—).

Demonstracao. A curva « é diferenciavel, pois A e a sao diferenciaveis. Além disso, como
a'(s) = dAngs) (o'(5)),

temos

[ ()] = [dAacs (@ ()] = o/ (s)] = 1,

pois dA,(s) ¢ uma transformacao ortogonal. Logo, @ estd parametrizada pelo comprimento
de arco.

Sejam T uma translacao e J uma transformagao ortogonal tais que A =T o J. Entao
como @' (s) = J(a/(s)), segue que a”’(s) = J(a"(s)).

Assim,

k(s) = la"(s)| = [7(a"(s))] = | (s)] = k(s),

ﬁs=w=> w =J(n(s)) = n(s
(-5 = 1 (F) - 0059 = (0o

Temos b(s) = t(s) An(s) e b(s) = J(t(s)) A J(n(s)).

Se J preserva orientagao, entao J leva a base ortonormal positiva {¢(s),n(s),b(s)} na
base ortoriormal positiva {J(t(s)), J(n(s)), J(b(s))} = {t(s),7(s),b(s)}.

Logo, b(s) = J(b(s)) = dAues)(b(s)).

Se A inverte orientacao, entao J leva a base ortonormal positiva {t(s),n(s),b(s)} na
base ortorlormal negativa {.J(t(s)), J(n(s)), J(b(s))} = {t(s),n(s),b(s)}.

Logo, b(s) = —J(b(f)) = —dAys)(b(s)). y

Finalmente, como b(s) = +J(b(s)), temos b (s) = +J(b'(s)) e, portanto,

7(s) = (B (s),0(s)) = (T (¥ (5)), T (n(5))) = £(b/(5),n(s)) = #7(s).
O

Com isso, temos bem estabelecidos os conceitos necessarios para provar o Teorema

Fundamental da Teoria Local das Curvas no espaco.
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Teorema 4.1 (Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas). Duas curvas sao con-
gruentes se tiverem a mesma curvatura, tor¢ao e comprimento de arco, diferindo apenas

de um movimento rigido

(i) Se duas curvas «, 5 : I - R3 parametrizadas pelo comprimento de arco tém a mesma
curvatura e tor¢ao (a menos de sinal), entao « e B congruentes, isto €, existe uma
isometria F : R3 - R3 tal que F oo = 3.

(ii) Se k,7:1 - R sdo duas fungdes diferencidveis, com k(s) >0 para todo s € I, entao
existe uma curva « : I - R3 parametrizada pelo comprimento de arco tal que k(s) é

a curvatura e 7(s) € a tor¢ao de o em s para todo s € 1.

(11i) Dados py € R? e vy,v9 € R? vetores ortonormais, eziste uma tinica curva o : I - R3
parametrizada pelo comprimento de arco tal que a(sg) = po,a’(Sg) = v1,a"(Sg) =

k(so)va, ko =k €Ty = 7.
Demonstracao. Sejam «, 5 : I — R3 curvas parametrizadas pelo comprimento de arco.

i) Seja sg € I fixo e suponhamos que 7, = 75 (respectivamente 7, = —73). Pela Pro-
i) Sej Ifi ponh q 3 pecti t 3). Pela P
posigao existe uma isometria F': R3 - R3 tal que F'(a(sg)) = 5(so) e

dF o (s0)(ta(50)) = ts(s0);
dFa(so)(na(SO)) = TLB(S());
dFo(s0)(ba(50)) = bs(s0)

(respectivamente dF,s.)(ba(50)) = —bs(s0))-
Seja @ = F o a. Entéo, pela Proposicao [£.8] obtemos

a = f(s0);
t(s0) = tp(s0);
k= ko = kg;

n(s0) =n5(s0);

(respectivamente T = —7, = 75 € b(s0) = —ba(50) = bs(50)).

Para provar que @ = 3, basta mostrar que t = s, pois, neste caso, teremos o — 3
constante e como a(sg) = B(sg), poderemos concluir que a(s) = ((s) para todo

sel.
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Consideremos a funcao f: I — R dada por
F(5) = [E(s) = ts(s)[* + [7(s) = ns(s)[* + [b(s) - bs(s)]*.
Entao,

F1(5) =2(F (5) ~ th(5),(5) ~ ta(s)) + 2(7 (5) — nf(s),7(s) — ns(s))
+2(b'(s) = bly(5),b(s) - ba(s))
=2 (s)(7i(s) = n(s), 1(s) — t5(s)) - 2k(s)(E(s) — t5(s),7i(s) — na(s))
= 27(s)(b(s) = ba(s),7(s) — na(s)) + 27(s)(7(s) — ns(s), b(s) - ba(s))
=0.

Portanto, f é constante, vista que I é conexo. Como f(sg) = 0, temos f = 0 e,

portanto, ¢ = tg.

Existéncia: Para provar a existéncia de a, demonstraremos primeiro que existe um

referencial ortonormal {t(s),n(s),b(s)} que satisfaz as férmulas de Frenet, isto é,

t'(s) = k(s)n(s),
n'(s) = =k(s)t(s) = 7(s)b(s),
b'(s) =7(s)n(s).

Considere = = (z1,x2,x3), em que x;(s) = (z;1(8), z2(s),zi5(s)), i = 1,2,3. Consi-

dere ainda

k(s)x21(s),k(s)xaa(s), k(s)waz(s),

—k(s)x11(8) = 7(8)x31(8), —k(s)x12(8)
-7(8)x32(5), —k(s)z13(8) = 7(8)233(58),

T(8)x21(8), 7(8)waa (), 7(8)w23(5)

e 7o = (e1,€a,€3), em que €1 = (1,0,0),e5 = (0,1,0) e e3 = (0,0,1). Pelo Teorema [2.4]

(Picard), temos que o problema de Cauchy associado a f com valor inicial (s, )

f(s,2) =

(sistema de nove equagoes diferenciais), isto é,
ox
s = f(s,2),
x(sp) = xo,

possui uma unica solugao, a qual denotaremos por {t,n,b}.
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Observe que o sistema acima pode ser reescrito como

L~ (k(s)an (5), h(5)n(s), K(5)aa(5)),
XL = () = () (5), ~h(s)oa(s)
r($)sa (), K()ria(s) ~ T(5)es ),
A = () (), 7(5)75), 7()s(5)),

n(s) =
ra(sn) =z
23(s0) = €.

Portanto, obtemos que, para i =1,2, 3,

ti(s) = k(s)ni(s),
ni(s) = —k(s)ti(s) - 7(s)bi(s), (4.1)
bi(s) = 7(s)ni(s),

com

t(so) = (1,0,0), n(so) =(0,1,0) e b(se)=1(0,0,1). (4.2)

Vamos provar agora que a solugao {t(s),n(s),b(s)} é uma base ortonormal de R?

para todo s € I. Para isto, consideremos as fungoes

(t(s),(s)), (n(s),n(s)), (b(s),b(s)),
(t(s),n(s)), (t(s),0(s)), (n(s),b(s)),
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que satisfazem ao sistema de 6 equacoes diferenciais

L (1(5),1(5)) = 2k(3)1(5), (),

(2(5). 7(5)) = ~2K(){1 (), n(5)) - 27 () (), (5))

(4(5).b(5)) =27 () (). b(5)).

(1), n(5)) = K()n(),m(5)) ~ K()H(3), 1)) = ()0, b)),
L 1(5).b(5)) = (3)0(5), b)) + 7415 (),

d

75(1(5),b(5)) = =k (s){t(5),0(s)) = 7(5){b(s), b(s)) + T(5){n(5), n(5)),

d
ds
a
ds

com condigoes iniciais

(t(s0),t(50)) = (n(50),n(50)) = (b(50),b(s0)) = 1,

(t(s0),n(s0)) = (t(50),b(s0)) = (n(s0),b(s0)) = 1.

A solucao para esse sistema de equagoes diferenciais é tinica e é dada pelas fungoes

(t(s),1(s)) = (n(s),n(s)) = (b(s),b(s))

L,

(t(s),n(s)) = (t(s),b(s)) = (n(s),b(s)) = 1.

De fato, basta substituir estas funcoes no sistema acima para verificar que formam

uma solucao do sistema.

Portanto, a solucao de (4.1]) com a condigao inicial (4.2)) forma um referencial orto-
normal positivo, ou seja, det(t(s),n(s),b(s)) =1 para todo s € I, pois
det(t(so),n(s0),b(s0)) = 1.

Logo, b(s) =t(s) An(s) para todo s € I.

Definimos a curva a.: I - R? por a(s) = [ t(£)dE.

Entao o/(s) = t(s). Portanto, |a/(s)| = |t(s)| = 1 para todo s € I, isto é, « estd
parametrizada pelo comprimento de arco, e a’(s) =t'(s) = k(s)n(s).

Assim, ko (s) = [a”(s)] = [k(s)n(s)| = k(s) e ny(s) = 2‘:8 =n(s) para todo s € I.

Além disso, by () = ta(s) Ana(s) =t(s) An(s) =b(s) e, portanto,

Ta(5) = (0o (), na(s)) = ('(s),n(s)) = 7(s)(n(s),n(s)) = 7(s),
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para todo s e [.

(iii) Unicidade: Sejam «, 5 : I - R? duas curvas parametrizadas pelo comprimento de

arco tais que

ko =kg=Fk, 7o =73=7, a(s0) = B(50) = po
a'(s0) = B'(s0) =v1, a"(s0) = 8"(s0) = k(s0)v2.

Entao, n(s0) = ng(so) = va € ba(s0) = ta(S0) Ana(So) = vi Ava =t5(s0) Angs(se) =
bﬂ(So).

Como {tu,na,ba} € {tz,ng,bs} sdo solugdes do sistema com condigao inicial
{v1,v9 A}, temos que a = f3.

Existéncia: Dados py € R3 e vq,v5 € R3 vetores ortonormais, o sistema tem
uma tnica solucao {t(s),n(s),b(s)} com condi¢ao inicial ¢(sg) = v1,n(sg) = vo €
b(So) = V1 A\ Ug.

Como {v1,v9,v1 A vy} é uma base ortonormal positiva, podemos provar, de modo
andlogo ao feito no item [(i)| para vy = e1,v9 = €3 € V1 Avy = €3, que {t(s),n(s),b(s)}

¢ uma base ortonormal positiva para todo s € I e que

a(s)= [ s +m

¢ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, com

a(s0) = po, ta(s) =t(s), nals) =n(s),
ba(s) = b(s), ka(s) =k(s) e 7a(s)=7(s),

para todo s € I.

]

Com isso, seguem exemplos de aplicagoes do Teorema Fundamental das Curvas no

espago.

Exemplo 4.3 (Aline Mauricio Barbosal (2021])). Dada a constante a > 0, sejam as fungoes
EF:R-R, k(s)=;e7:R->R, 7(s)=0.
O Teorema Fundamental das Curvas, parte , garante a existéncia de uma curva

regular o : R - R3 parametrizada pelo comprimento de arco tal que
1
ko(s)=k(s)=—, VseR e 7,(s)=7(s) =0, VseR.
a

Pois, a : R - R3, a(s) = (acos(g),asen(i),O),s € R, é um exemplo de curva regular

parametrizada pelo comprimento de arco com ko (s) =2 e 7,(s) =0, Vs e R.

T a
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Com efeito, Vs € R, a/(s) = (- sen(g),cos(g),O); la’(s)]| =1; a"(s) = —%(cos(g),sen(g),O);
k(s)|a”(s)| = 5; 7(s) =0, pois « é plana.

Figura 3 — Curva «a(s) = (acos(g),asen(i),O) coma=1,5

a= (acos(g), asen(z), 0)

a=15
k(1.5) =0.67

Fonte: De autoria propria

Exemplo 4.4 (A. Bhattacharyya (2020))). Dadas as funcoes

V2a 1 b 1

:——7 T =-——
(202 +b?)z S (202 + b2)2 8

existe uma tunica curva «, cuja a equagao ¢ dada por

a = (ae" cos(u),ae” sen(u),be),
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos as definicoes e teoremas de conceitos fundamentais para a compreensao
das ideias posteriormente mostradas. Entao, expusemos os conteidos, defini¢oes e teore-
mas de geometria diferencial que foram utilizados na demonstracao do teorema principal
deste trabalho. E entao o Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas no espago
foi fundamentado e demonstrado.

Primeiro, expusemos conceitos elementares de Teoria dos Conjuntos, Algebra Linear,
Calculo Diferencial, Espacos Métricos e outras areas da matematica. Além disso, estabe-
lecemos as notagoes que foram utilizadas no decorrer do trabalho a fim de fazer com que
este trabalho fosse o autossuficiente, ou seja, que nao necessitasse de mais fontes para a
compreensao dos principais topicos apresentados.

Apés isso, evidenciamos os conceitos, definicoes e teoremas sobre Curvas em R3, ex-
plorando Curvas Parametrizadas, Curvas Regulares e Comprimento de Arco e a Teoria
Local das Curvas Parametrizadas pelo Comprimento de Arco. Auxiliando-se de exemplos,
imagens e resolucao de exercicios para fixacao das ideias propostas.

Dai, trouxemos a prova do Teorema da Existéncia e Unicidade de Picard junto com os
conceitos necessarios para sua compreensao, como o Problema de Cauchy, pois o Teorema
de Picard foi imprescindivel para a elucidagao do teorema principal deste trabalho.

Por fim, introduzimos o conceito de movimento rigido e mostramos que a curvatura,
a torcao e o comprimento de arco de uma curva parametrizada nao mudam sob um
movimento rigido, aplicando todos os conceitos previamente evidenciados neste trabalho.
Para finalmente provarmos o Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas no espaco.

Com isso, este trabalho ainda registra que ha maneiras diferentes da apresentada
aqui de se demonstrar o Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas no espaco,
utilizando outros conceitos nao apontados aqui. Além de que diversas outras aplicagoes

do Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas podem ser trazidas.
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