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RESUMO

O Teorema de Hahn-Banach é um dos principais resultados da Anélise Funcional, que
trata da extensao de funcionais lineares e separacao de conjuntos convexos. As aplicagoes
deste teorema sao utilizadas ao longo de toda a teoria de Anélise Funcional. Neste trabalho
enunciamos e demonstramos o Teorema de Hahn-Banach e apresentamos algumas de suas
aplicacoes. Assim, para melhor compreender a demonstracao e as aplicagoes aqui estudadas,
realizamos um breve estudo dos principais conceitos envolvendo Espacos Métricos e Algebra
Linear, teorias estas que sao a base da Andlise Funcional. Este trabalho inicia-se por
apresentar um pouco da histéria do teorema abordado, seguindo da teoria de Espagos de
Banach, Operadores e Funcionais Lineares Limitados. Em seguida focamos no enunciado e

demonstragao do Teorema de Hahn-Banach e em algumas de suas aplicagoes.

Palavras-chave: Teorema de Hahn-Banach, analise funcional, funcionais lineares.



ABSTRACT

The Hahn-Banach Theorem is one of the main results in Functional Analysis, which deals
with the extension of linear functionals and separation of convex sets. The applications
of this theorem are used throughout the entire theory of Functional Analysis. In this
work, we state and prove the Hahn-Banach Theorem and present some of its applications.
Thus, to better understand the proof and the applications studied here, we conduct a
brief study of the main concepts involving Metric Spaces and Linear Algebra, which
form the foundation of Functional Analysis. This work begins by presenting a bit of the
history of the theorem under consideration, followed by the theory of Banach Spaces,
Operators, and Bounded Linear Functionals. We then focus on the statement and proof of

the Hahn-Banach Theorem and some of its applications.

Key-words: Hahn-Banach theorem, Functional analysis, Linear Functionals.
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1 INTRODUCAO

A Anélise Funcional é um ramo da Analise matematica que, por sua vez, trata-se
do estudo do espacgo de fungdes. Seu desenvolvimento, juntamente com sua variedade de
aplicacoes, foi uma das maiores conquistas matematicas na primeira metade do século
XX. O conceito de espago funcional é central neste ramo, tal conceito entende-se por um
espago topoldgico, no qual os “pontos” sao fungoes (Birkhoff; Kreyszig, 1984). Tal area
utiliza-se de diversos conceitos da Algebra Linear mas, com énfase para espacos vetoriais
de dimensao infinita, esta desempenha um importante papel em outros ramos, como por

exemplo as Equacoes Diferenciais Parciais.

Um de seus principais resultados é o Teorema de Hahn-Banach, o qual permite
que funcionais lineares definidos em um subespaco vetorial sejam estendidos para todo o
espaco. Este possui duas versoes: Analitica e Geométrica, de modo que a primeira pode

ser expressa de duas outras maneiras: real e complexa.

O teorema que hoje conhecemos como Teorema de Hahn-Banach, possui duas
versoes, a primeira, provada por Hans Hanh no ano de 1927, sob influéncia de trabalhos
de Eduard Helly publicados nos anos de 1912 e 1921. J& a segunda, e também atual
forma do teorema, foi apresentada por Stefan Banach no ano de 1929, a qual diferencia-se
da primeira por utilizar funcionais sublineares ao invés de funcionais lineares continuos.
Embora tenha sido provada por Banach, esta versao também possui influéncia de Helly e
Hahn devido suas contribuigbes com a primeira versao. A nomenclatura atual do teorema
foi definida pelos autores Bohnenblust e Sobczyk em 1938 (Buskes, 1993).

Neste trabalho buscamos demonstrar o Teorema em questao, nas suas formas
Analitica, que trata da extensao de funcionais; e Geométrica, que trata da separacao de
convexos por hiperplanos. Além disso, faremos algumas de suas aplicacoes. Para tal, faremos
a apresentacao de conteidos preliminares, os quais sao necessarios para compreensao dos
resultados apresentados ao longo do trabalho. Os conceitos aqui apresentados tem referéncia

nas bibliografias classicas da andlise funcional, tais como (Kreyszig, 1989) e (Brezis, 2010).
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades dos espacos de Banach. Come-
caremos definindo espagos normado, daremos varios exemplos de espagos de Banach e
no final apresentaremos e demonstraremos um resultado de completamento de espacos
vetoriais normados. Tais conceitos nos ajudarao a apresentar e demonstrar o Teorema de
Hahn-Banach e apresentar algumas de suas aplicagoes que é o objetivo principal do nosso
trabalho.

2.1 Espacos Normados

Nesta secao iremos definir os espagos vetoriais normados, daremos alguns exemplos
desses espagos e apresentaremos alguns resultados que serao bastante uteis no desenvolvi-

mento deste trabalho.

No que segue E é um espago vetorial sobre o corpo R ou C denotado por K.

Definigao 2.1. Uma norma em F, é uma aplicacgao || - || : E — [0,400) que satisfaz as

seguintes propriedades:

L ||z[| >0, VxeFEel|z|=0<2=0
2. Azl = Alllz], VAeEK, z€eE

3. Mz +yll <zl +llyll, 2yek.

Neste caso dizemos que o par (E, | - ||) é um espago vetorial normado.

Observagao 2.1. Se || - || satisfaz apenas as propriedades (2) e (3), entéo || - || é dita uma

seminorma. A propriedade (3) é chamada desigualdade triangular.

Exemplo 2.1. O espaco F = R com a norma usual ||z|| = |z| é um espago vetorial

normado.

Exemplo 2.2. O espago vetorial £ = R™ munido das normas

1
n n ;
ol = 3 leis el = (ZH) P2 Ll = max fo,

respectivamente, sdo espagos vetoriais normados. A norma || - ||,, quando p = 2, chamamos

de norma euclidiana e é denotada por || - ||, quando p = 1 temos a norma da soma.
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Exemplo 2.3. O espago vetorial C([a,b;R) = {f : [a,b] — R; f é continua} das fungoes

continuas, munido com as normas

b
Il = max 17O (1Fllo = [ 1F(2)lat,
E[a,b] a
respectivamente, sdo espagos vetoriais normados. Note que || f|lo < (b — a)|| f |-

Exemplo 2.4. Em particular, o espago P([a,b]) = {p : [a,b] — R}, dos polinémios com

coeficientes reais, munido com as normas

b
2l = max [p(®); lpllo = [ Ip(e)ldt
(S [a,b] a

respectivamente, sao espagos vetoriais normados.
Exemplo 2.5. Seja £ = C'([0,1];R) = {f : [0,1] = R; f, f’ sdo continuas}. Temos que

WA= 1fO)] e llfll =11 llm= max |f/(t)| sdo seminormas. Entdo E munido da norma
¢

1 ler = 11f A+ 1L -

¢ um espaco vetorial normado.

Agora daremos alguns exemplos de alguns espacos de sequéncias.
Exemplo 2.6. Seja R™ = {(z;); x; € R} o espago de sequéncias e considere o espago
0>° = {(z;);3 ¢ >0 com |z;| < ¢},
das sequéncias limitadas. Temos que £* C R*. Sendo x = (x;), defina ||z[[ = sup |z,
logo (£, - ||c) € um espago vetorial normado. <

Exemplo 2.7. Seja C' = {(z;); hm 0Ty = a}, o espago de todas as sequéncias convergentes.

Note que C' C £ e (C, || - ||oo) e um espago vetorial normado. Em particular, denotamos

por Cy = {(z;); hm n ;= 0}, o espago de todas as sequéncias que convergem para zero e
Coo = {(z,);3 jo € Ntal que z; =0, V 5 > jo},
ambos com a norma || - ||, também sdo espagos vetoriais normados.
Exemplo 2.8. Considere
%:{@xiwﬂ<m}
=

o espaco vetorial de todas as sequéncias que formam uma série absolutamente convergente.
(o]

Note que (£, || - [|lo) é um espago vetorial normado. Agora defina ||z||; = > |z;|, temos
j=1
que (1, - |]1), também é um espago vetorial normado.
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Exemplo 2.9. Fixe 1 < p < oco. Considere o espago

= q(x); D |yl < o0

=1

Note que * é um subespaco vetorial. De fato, seja = (z;), y = (y;) € % e A € R, temos
que Az = (A\z;) e v +y = (x; + y;). Assim

Dol = AP il < oo,

i=1 i=1
logo Az € ?. E como (a + b)? < 2P(a? + bP) com a,b > 0, temos

|25 + 517 < (g + [y;1)" < 2P(Jas]P + y;]7)

=3z +ylP <2 (Z B |yj|p) < 00.
=1 =

=1

00 P
Entdo z + y € (7. Temos que o espago {7 com a norma ||z, = | Y ’lep) é um espaco
=1

vetorial normado. Com efeito, as propriedades (1) e (2) sdo triviais, para mostrar a
desigualdade triangular precisamos dos seguintes lemas.
1 1
Lema 2.1 (Desigualdade de Young). Sejam a,b >0, p,q > 1 com — + — =1 entdo
p q
ab bl

ab < — + —. (2.1)
p q

Demonstragao: Defina x = o,y = b7, dai a = x%, b= yé Logo (2.1) é equivalente a

xrys < —r+ —y. (2.2)

S =

1 1

» 1 1 1 1
. <x+<:><x> <<x>+ (2.3)
y'"a Py q Yy pP\Y q

Considere t = — > 1 e a aplicagao

< |8

fi[l,0) —R

Afirmacgao: Temos que f(t) > 0, para t > 1.

1 1
De fato, f(1)=—-+—-—1=0¢e
P q

0 protoopen 2t (1 - 11> >0,

11
p P p p
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logo f é crescente, o que mostra a afirmacao.

1 1
Assim pela afirmacao temos ts < —t+— e assim temos (2.3), o que equivalentemente
P q
mostra (2.1).

1 1
Lema 2.2 (Desigualdade de Hélder). Sejam z,y € P com — + — =1 entdo xy € (F e
p q

o
2 Nzl < llzllpllylg-
i=1

’xz| ob— |yz|
(2] yllq

I%\MI<1<WJ>+1<W4>'
lzllp lylle ~ 2 \lzll, q \lyllq

qZWW

Demonstracao: Considere a = , pela desigualdade de Young temos

Fixe n € N entao

§]1% p§] il +

IMMMM =1 qllylld =
1
[l + Iyl
= opllallp qllyll
1 1
——4-=1
P oq

Assim

n oo
2 il < llzllpllylly = D iyl < lzllpllylly:
i=1 i=1

Lema 2.3 (Desigualdade de Minkowski). Sejam © € /P e p > 1 entdo

1z +ylly < llzllp + [yl

Demonstracgao: Note que

|z +yllh = Z |z; + yil? = Z |z + il i + vl

i=1 =1
o0 o0

<Y i+ yil P 4+ | 4 vl )
i—1 i1

Usando a desigualdade de Holder temos

p—1

1
& i p P o D
o+l < (Zmyiv 1<p—1>) (zmyp)
i=1 i=1
p—1

F (St G0) T (S wr)’

i=1
= llz+yll; " (lll, + llyl»)
= llz +ylly < llzllp + lyll,
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[
A desigualdade de Minkowski mostra a desigualdade triangular para a norma || - ||,
e assim /P com a norma || - ||, ¢ um espago vetorial normado.
Observacgao 2.2. 1. Note que Cpy C 7 C Cy C C C ™.
2. Se 1 <p<q<ooentao ? — (7 isto é ||z|, < |z],. De fato, temos que |||$|z|| < 1.
Lllp
Logo
||l’||p ]l
qZ‘%’q pzmz'p_l
7 el & > =
= [zl < [lzllf = llzllq < llzllp-
Definigao 2.2. Dizemos que duas normas || - ||; e || - ||2 num espago vetorial normado E,
sao equivalentes, se existem ¢y, co > 0, tais que
cllelly < flzflz < eoflzfly, Vo e E.
Observagao 2.3. Seja F um espago de dimensao finita, digamos dimE = n e
n
B = {e,...,e,} uma base de E. Se x € FE temos z = 2 e Consideremos a

[zlls = > |@| e || - || uma norma arbitraria em E, temos
i=1

n

<D lwillledll < M,

i=1

]l =

n
Z ZT;€;
=1

onde M = max lle:]]-
1<i<

Lema 2.4. Seja E um espaco vetorial normado, com dim E = n, entdo existe ¢ > 0 tal
que

llz]|s < c|lz||, Vz € E. (2.4)

Demonstracao: Note que (2.4) é equivalente a

T 1
1 el+...+ @E<‘|a161+"'+anen” (25)

Tn
—e
[E41R [P

1
C\

onde,

> ol = 3

7 lzlls
Suponha que (2.5) seja falso, isto é, existe uma sequéncia (Z,,)men representada por,

T = Q€1 + -+ + Qm, €n, tal que

n
Z |,
i—1

=1, YmeN e |a,]—0.
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Para:=1,...,n, temos
n

<Y am | =1 ¥meN.

i=1

[

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass existe uma subsequéncia (@, )m;enven €OM Gy — @4,

Vi=1,...,n. Em particular, se x = a1e; + - - - + a,e, temos

n n n
||xm—x||5:Z|ami—ai| —0 e Z|ami|—>2|ai|:1.
i=1 i=1

i=1

Portanto
[2]] <l = 2wl + [[#n]] < Mz = znlls + [[#n]] = 0= [z = 0.
Assim .
0:Zaiei:ai:(), 1=1,...,n.
i=1
Absurdo, pois > |a;| = 1. [ |

i=1
Corolario 2.1. Em um espaco vetorial normado de dimensao finita todas as normas sao

equivalentes.

Demonstragao: Seja £ um espago vetorial normado tal que dimE =ne | -|2¢e | -3

duas normas arbitrarias em £. Entao temos
[zl < Mlz|[s < Mc|zllz e [z]s < Mlz|ls < Mec[lz||5.

Dai .
z]la < Me||z|ls < (Me)?||z]l2 = wrelzllz < llzlls < Mc|lz]]s.

No geral, em espaco de dimensao infinita o Corolario 2.1 nao é verdadeiro, como

mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.10. Considere o espago E = C([0, 1]; R) com as normas

1
7l = max [7O1 e [1flo= [ 1£®)ld.

Note que || fllo < || f|lm. Por outro lado nao existe ¢ > 0 tal que || fl < || flo-

De fato, suponha que existe ¢ > 0 tal que

[fllm < cllfllo, Vf € E.

Agora defina a sequéncia de fungoes dada por f,(t) = t". Note que, (f,) C E com

Hh%—meﬂﬂzle!MMZALMWﬁ:AWﬁ:

te[0,1] n+1

Assim temos, n + 1 < ¢, para todo n € N, o que é um absurdo!
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Definicao 2.3. Dizemos que M C E é um conjunto compacto se toda sequéncia em M

possui uma subsequéncia convergente.

Teorema 2.1. Seja E um espaco vetorial normado de dimensdo finita e M C E. Entao

M ¢ compacto se, e somente se, M é fechado e limitado.

Demonstracao: Suponha que M é compacto. Seja z € M entdo existe uma sequéncia
(x,) em M tal que z,, — z, sendo M compacto existe uma subsequéncia (z,,) tal que

Tp, — € M. Logo M = M. donde M ¢ fechado.

Agora suponha que M seja ilimitado, entdo o mesmo contém uma sequéncia (z,,)
ilimitada tal que ||z, — b|| > n com b fixo. Assim (z,) ndo possui uma subsequéncia

convergente, o que contradiz o fato de M ser compacto. Portanto M é limitado.

Por outro lado suponha que M ¢é fechado e limitado. Seja dimE = n e

B ={ey,...,e,} uma base para E. Considere uma sequéncia (z,,) de M. Logo

n
m
Ty = le e;.
i=1

Desde que M seja limitado, existe £ > 0 tal que
|zl <k, VmeN.

Assim pelo Lema 2.4, temos

n
k2wl = e 2] = clai] = || <

i
=1

Q=

Fixado i a sequéncia (x]") ¢ limitada em R. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (")

possui um ponto de acumulagao x;, 1 < i < n. Assim (z,,) possui uma subsequéncia (x,,, )

tal que

n
Ty, —7 T = Z$1€Z
=1

Desde que M seja fechado temos que z € M. Sendo (z,,) arbitraria temos que toda

subsequéncia de (z,,) converge em M. Mostrando assim que M é compacto. |

Lema 2.5 (Lema de Reisz). Seja E' um espago vetorial normado e M C E um subespago
fechado. Entio dado ¢ € (0,1) existe u € E\M tal que ||Jul]| =1 e dist(u, M) > 1 —¢.

Demonstracao: Fixe v € E\M desde que M é fechado
d = dist(v, M) = inf |[v—m]| > 0.
meM

Pela definicao de infimo, existe mg € M tal que

d
d<||lv—mg| < —.
l1—¢



Capitulo 2. Preliminares 19

Note que se ||v — m|| > ——, para todo m € M, entdo
—€

d
inf |[v—m| >-——>d
meM 1—¢

o que é uma contradicdo, dai justifica-se que ||[v —my|| < ——. Tome u = w, logo
1—¢ |lv — my|
lu|| = 1 e entao,
vV — My v —my —ml|v —mg|
Ju—ml = || | = !
o —mo o —mo
1
= T llv = (mo +mflv —mg||)]|
[0 —mo|
d
> —F2>1—c.
|[v = myl]
Portanto, tomando o infimo na desigualdade acima, obtemos
d =dist(u, M) > 1 —e.
|

e

Teorema 2.2. Seja E um espago vetorial normado entio Bp = {x € E : ||z|| < 1} ¢

compacto se, e somente se, dim F < oo.

Demonstracao: A reciproca é imediata!

Suponha que dim E = +o0 entao Bg nao é compacta. De fato, seja z; € FE, com
|z1|| = 1 e seja My = (1), temos que M; é fechado. Pelo Lema de Reisz com e = %, existe
xy € E\M; com ||z2|| =1 tal que

1 1

H$2 le = 2 2

Seja My = (x1,x9), temos que M, é fechado. Pelo Lema de Reisz com ¢ = %, existe

25 € E\My tal que [las]| = 1 e [las — 21| > & o las — aaf) > 4,

Continuando com esse processo obtemos uma sequéncia (z,,) em Bg com ||z,| =1
e ||, — x| = 3 se n # m. Portanto (x,) ndo é uma sequéncia de Cauchy, logo (x,) nao

possui subsequéncia convergente, donde B nao é compacta o que é um absurdo! |

Definicao 2.4. Seja E' um espago vetorial e B C FE. Dizemos que B ¢é uma base de

Hammel se satisfaz:

i) O conjunto B é linearmente independente, ou seja, se para todon € Nevq,...,v, € B

o conjunto {vy,...,v,} é linearmente independente.
ii) O conjunto B gera o espago E, isto é, E = (B), onde

<B>:{Oé1v1+"'+anvn; nENa CVjER, UjEB}.
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Defini¢ao 2.5. Dizemos que uma sequéncia (e;) em F é uma base de Schawder para F

se para todo v € E existe uma tnica sequéncia (ay) de nimeros reais tal que

00
V= Z ACL.
k=1

Exemplo 2.11. O 7, com 1 < p < oo, possui a seguinte base de Schauder (e;), onde
er=(0,..., 1 ,0,...). De fato, sendo = = (z;) € %, entdo

~
k—ésimo

o0
(I} = > ;P < 0.
j=1

o)

Devemos estudar a convergéncia da série Y _ z;e;. Observe que
=1

n
Sp=Y wje; = (T1,...,2,,0,...).
=1

Logo,
Xr — Sn = (O,...,O,$n+1,$n+2,...).
Portanto,
(o] (o.¢]
2 = Sullb = > |alP <D |ay|P < oo
j=n+1 J=1
Logo, x = lim 5, e assim
n—o0 oo
xr = Z xje;
j=1

2.2 Espacos de Banach

Definigao 2.6. Dizemos que uma sequéncia (x,) no espago vetorial normado E é de

Cauchy se, dado € > 0 existe ng € N tal que

|zn — x|l < e, Yn,m = no.

Sabemos que, se (x,) é uma sequéncia convergente em E entao (z,) é de Cauchy.

Com efeito, se x,, — x¢ entao dado € > 0 existe ng € N tal que
|xn — x| <&, Yn = ny.

Logo

3 9
[0 = 2mll < llz = ol + llm — w0ll < 5+ 5 ==

No entanto, a reciproca nem sempre é verdadeira, como mostra o exemplo a seguir.
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Exemplo 2.12. Seja

-1+t+5+L 4T
bn 2 3l nl’
Temos que (p,) é uma sequéncia de Cauchy em (P([0,1]),] - ||»), mas nao converge para

nenhum polinémio p € P([0,1]).
De fato, sabemos que (p,) converge uniformemente para

p(t)zet:ZH

em intervalos compactos de R.

Assim, dado £ > 0 existe ng € N tal que se 0 <t < 1, n > ng temos

Ipn(t) — p(t)] < e

logo
n tk
SRR
t)*
:>Z T <€
k=0

Assim considerando m > n > ny

m tk’ m | | |t|k
k=n+1 """ k=n-+1 '

k=n+1

Logo (pn) é de Cauchy em (P([0,1]),]| - ||m). Porém (p,) ndo converge em (P([0,1]), || - I|:m),
pois p(t) = €' ¢ P([0,1]).

Observagao 2.4. O mesmo vale para (P([0,1]), ] - |lo)-

Definigcao 2.7. Dizemos que o espago vetorial normado E é um espaco de Banach, se

toda sequéncia de Cauchy converge em E, isto é,
z, v €FE& |z, —z| =0, n— oo
Exemplo 2.13. O espago £ = R, com ||z|| = |z| é um espago de Banach.

Exemplo 2.14. O espago E = R" com as normas ||z||s, ||Z||p, [|z|lm respectivamente sdo

espagos de Banach. De fato, seja (z,,) de Cauchy em E. Dado € > 0, existe ny € N tal que
||Im_xk’|s<57 Vm,k=n
Logo

n
Solab, —ay| <e=al, -z <e, Vm,k>=n
i=1
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Dai (2! )men ¢ uma sequéncia de Cauchy em R, logo z¢, — a2' € R. Sendo

T = (ml, ...,x") € E temos que, passando ao limite m — oo tem-se

X — z||s = |2k, — 2] — 0.
i=1
Teorema 2.3. Todo espaco vetorial normado de dimensao finita € um espaco de Banach.

Demonstragio: Seja E um espaco vetorial normado tal que dim E' = n. Considere (x,,)
em F uma sequéncia de Cauchy. Sendo dim E = n considere B = {e1, ..., e,} uma base
para E. Entao temos

Ty =af'e; + -+ alte,. (2.6)
Como (z,,) é de Cauchy, entao dado € > 0 existe kg € N tal que
|zm — || <e, VYm,r = k.

Logo pelo Lema 2.4 e por (2.6), temos

n

Z(agn —aj)e;

=1

<e,

n
DD CHARHES
i=1

n n
Z a;'e; — Z aje;
i=1 i=1

dai,
" €
m T m T
o —af] <Y laf" —aj| < =, Vm,r = k.
i=1 ¢
Mostrando que temos n sequéncias

(@) = (af,af,...), i=1,...,n
em R. Logo (o) — «;. Defina

r=aoa1e]+ -+ ae,.

Claramente z € E. Além disso,

n n
m

E ;€ — E a;€;

i=1 i=1

Como (af*) — «; entdo ||z, — x| — 0. Mostrando que z,, — = em E, donde FE é um

n

Do — e

=1

n

<Y laf = ailllell.
=1

[ — | =

espaco de Banach. [ |

Exemplo 2.15. O espaco E = C([0,1];R) com a norma || - ||,, ¢ um espago de Banach.
Seja (f,) de Cauchy em E. Dado € > 0 existe ny € N tal que

[ fot) = P (O] < 1 fo = fonllm = max [£u(t) = fn()] <&, ¥im,n > no, ¥t € [0,1].

Assim para cada t € [0,1], (f.(t)) é uma sequéncia de Cauchy em R. Entao podemos
definir

f:[0, 1] —R
t — f(t) = lim f,(¢).



Capitulo 2. Preliminares 23

Afirmacgao: Temos que f € C([0,1],R) e f, — f.
De fato, note que

’f(t) - f(tO)‘ < ‘f(t) - fno(t)‘ + ‘fno(t) - fno(tO)l + ‘fno(to) - f(to)’
e E. .
33 3 7
desde que |t — ty| < §. Como

|fu(t) — f()] <&, Vn,m >ny, Vtel0,1],
entao passando ao limite quando m — oo, obtemos

[fu®) — f(B)] <&, Vn=mng, Vte0,1],
dai,
||fn_f||m<57 Vn?”o

Portanto f,, — f em C([0,1],R).

Exemplo 2.16. O espago /Z com 1 < p < 0o, é um espago de Banach.

De fato, seja x, = (Tpmy, - - -, Ty, - - -) uma sequéncia de Cauchy em (P, entdo dado

e > 0 existe ng € N tal que

|zm — znll, <e, ¥Ym,n > mn.

Dai
o
Ty — Ty | < Ty — [P < @y — s [P < €7, VYm,n > ny.
i=1
Entao (2, )men para cada ¢ = 1,2,..., é uma sequéncia de Cauchy em R, logo existe
x; € R tal que, z,,, — x;. Agora defina = = (x1, 29, ..., 24, ...).

Afirmacao: Temos que, x € P e x — x em (P.

Com efeito, para cada N € N temos

N
Z |xmz — Ty,
=1

Passando ao limite quando n — oo temos,

oo
P < Z ’xml - xni
=1

P o — ma|ff <P, Ym,n = ne.

N
S |Tm — xlP <P, Vm = n.
i=1

Agora passando ao limite quando N — oo temos,
(o]
S |Tm — xlP <P, Vm = n.
i=1

E assim ||z, — z||, — 0. Note que = — z,,, € (7, logo x = & — Xy, + Ty, € P.
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1
Exemplo 2.17. O espago E = C([0,1],R) com a norma || f|lo = / |f(t)|dt nao é um
0

espago de Banach. De fato, defina a sequéncia em F

0, 0<t<5
@) =qn(t—1), $<t<i+i
1, sHI<t<L

Figura 1 — Representacao da sequéncia do Exemplo 2.17 - Espagos de Banach.
Yy

0 1 T

[NIES

N
+

S=

Elaborado pelo autor.

Note que
1
1= Fullo = [ 1£a(8) = fu®)lat < / Ft) = falt)at

<[ \dt+/ " |fa(t)lde

Logo (f.) é uma sequéncia de Cauchy. Suponha que exista f € C([0,1],R) tal que
Il f» — fllo — 0. Entao

/0; |f(t)|dt+/ o | fn (1) |dt+/ £) — 1|dt — 0.

Dai temos,

Portanto

Absurdo! Ja que f ¢ C([0,1];R).

Observacao 2.5. Os espacos (P([0,1]),] - |l) e (P([0,1]), ]| - |lo) ndo sdo espagos de
Banach.
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Teorema 2.4. Seja E um espaco de Banach e F' um subespaco de E. Entao I é Banach

se, e somente se, F' ¢ fechado.

Demonstracao: Suponha que F' C F é um espago de Banach. Assim dada uma sequéncia
(z,) em F tal que lim 2, =a € E. Como (x,) converge ela é uma sequéncia de Cauchy.
Logo existe b € F' tal que nlgr;() xn, = b. Pela unicidade do limite a = b e portanto F ¢
fechado em FE.

Por outro lado seja F' C FE fechado. Dada uma sequéncia de Cauchy (z,) em F,
sendo £ um espaco de Banach, existe a € E tal que nlglgo xn, = a. Como F' é fechado em E

entao a € F. Donde F' é um espaco de Banach. [ |

Teorema 2.5 (Caracterizacdo dos Espacos de Banach). Seja E um espago vetorial
normado. Entao E é um espaco de Banach se, e somente se, toda série absolutamente

convergente é convergente.

Demonstragao: Suponha que E é um espaco de Banach e considere (z,) uma sequéncia

em FE tal que nijl |zn]] < 0o. Seja
Sp=x1+ -+ T,
Para m > n temos S,, — S, = xpi1 + -+ + . Dai
[Sm = Sall = l[@ns1 4+ + 2l < llzniall + - + llzmll

Como § ||zn]| < oo entéo a sequéncia T,, = ||z1]| + - - - + ||z,|| é convergente, logo é uma
n=1

sequéncia de Cauchy. Assim
Ton = To = |wml + - + |01l — 0.

Entao [|S,, — Sn|| = 0 e assim (S,,) é uma sequéncia de Cauchy em E. Portanto

Sn%S:ZanE.

n=1

Por outro lado suponha que io: |zn|| < oo implique em % x, < 00. Seja (z,) C F uma
n=1 n=1

sequéncia de Cauchy.

Afirmacgao: A sequéncia (x,) possui uma subsequéncia convergente.

1
De fato, para ¢ = 5 existe n; € N tal que

|zn — 20, || < Vn > n;.

57
Existe ny > nq, tal que

|Tn, — Tnl| < 2 Vn > ny > ny.
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Continuando este processo, temos que existem ny < ng < ng < --- < N < Ngyq - -+ tal
que

||xnk+1 - I”k” < 5

2k

o oo
entdo Y |lyxk|| < oo e assim »_ yi < oco. Logo
k=1 k=1

Defina, yp = Tn,,, — Tn,

Sk:y1+"'+yk: (Ing —Inl)—i-(l‘m _In2)+"'+(xnk+1 _xnk) = Tnpy — Ty — .

Dai

$nk+1 - (mnk+1 - J]m) + Ty — T+ Ty -

Portanto (z,, ) é convergente, isto é, (x,,) é uma sequéncia convergente em FE. Mostrando

que E é um espaco de Banach. [ |

Teorema 2.6 (Complemento de espagos normados). Seja E um espago vetorial
normado. Entdao existe um unico espaco de Banach E contendo um subespagco W C E,
denso em E e uma isometria T : E — W, isto é, T € linear, bijetora e ||Tx|| = ||z|, para
todo v € E.

Demonstracao: Seja C' o conjunto de todas as sequéncias x = (x;) de Cauchy em E.

Vamos definir em C' a seguinte relacao de equivaléncia:
x o~y lim |z; —y;[ =0,
Jj—00
onde z = (z;), y = (y;) € E.
Claramente “~” é uma relagdo de equivaléncia. De fato,
a) x ~ x para todo z € E, pois lim |z; — z;| = 0 (reflexiva).
j—00
b) Se x ~ y temos lim |z; —y;| =0« lim |y; — z;| = 0, logo y ~ z (simétrica).
Jj—00 Jj—00
c) Sex ~yeyn~ zentdo lim |r; —y;| =0e lim |y; — z;| = 0. Logo
Jj—o0 Jj—00
; o< T oy ; | =
Jlggo |7j — 2] < JIHEO |z; — yjl +jlggo ly; — 2| = 0.

Entao lim |z; — 2;| =0, logo x ~ z, (transitiva).
j—o00

SejaT = {y € C : z ~ y} a classe de equivaléncia de z. Claro que se z ~ y entdao T = 7.

~ E ~
Seja ¥ = — o conjunto de todas as classes de equivaléncia. Defina as operacoes sobre F,

TH+y=1x+y, AT = \z.

Temos que as operagoes acima estao bem definidas e C, (E, +,+) sdo espagos vetoriais.
Para cada 7 € E defina

[Zll = lim |z[, onde w = (z;) € C.
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Afirmagéo 1: A funcdo | - || : £ — R estd bem definida e define uma norma em .

De fato, fixado 7 € E, sejam z = (z;), y = (y;) € 7. Note que
5] =yl < loj —y5l, Vi e N

Desde que = ~ y temos lim |z; — y;| = 0. Consequentemente
j—o00

lim |25 = lim |y;| = |[z|l = |[9],
mostrando que || - || est4 bem definida. Agora note que

1) ||Z|| > 0 para todo Z € E, e que
|z|| =0« lim |z;| =0« 2 ~ 0,
J]—00

isto é, z; € 0, donde segue que T = 0.

2) %l = Jim xa,| = [\ Jim fo| = ATl
s < ' . 1 i 7l
3) llz+yll = lim [a; +y;| < lim fay| + lim [y;[ = [[z]] + [[7]
Assim (E, || - ||) é um espaco vetorial normado. Seja W C E definido por

W={zteE:3zeEcomy=(z,z,...), z~y}

Defina a aplicagao

T:E—WCE
r—T(x)=7T
onde W =T(E).
Afirmacgao 2: A aplicagdo T' é uma isometria entre F e W.

Com efeito, note que se x,y € E temos
Tx+y)=r+y=2+y=T(x)+T(y) e T(\x)=Ir=\T =\T(z).
Logo T é linear. Além disso,
ITe] = |l = lim [o] = Jal, ¥z € B,

mostrando que T' é uma isometria de £ em W.
Afirmacgao 3: O conjunto W é denso em E.

Fixado € E, considere = = (z;) € T. Entdo dado € > 0 existe jo € N tal que se

J 2 Jo, tem-se
g
25 — 25| < 5.



Capitulo 2. Preliminares 28

Considere agora a sequéncia constante
2= (Tjp, Tjgs- -, Tjy,--.) EZ=>ZE W,

Entao,

_ _ . 19
|7~ 2l = [F=2] = lim [2; - 2] < 5 <<,

mostrando que em toda vizinhanga de T existe um elemento de W, tal fato implica na
densidade de W em E.

Afirmacao 4: O espaco (E, || - ||) é um espaco de Banach.

De fato, seja (T,) uma sequéncia de Cauchy em E. Desde que W é denso em FE,

existe z, € W com .
|Zn, — Znl| < —,¥n € N. (2.7)
n

Note que sendo (Z,) de Cauchy em E, obtemos de (2.7) que Z, também é de Cauchy em

~

E, portanto z, = T~1(z,) é de Cauchy em FE. Seja T € E a classe que contém a sequéncia
(zn). Observe que.
10 =2 < N[Tn = Zall + 120 =7 < -+ {20 — 2.
Considerando z, = (£,&,...,¢,...) €z, e x = (&,&, ..., &m, - - .) € T temos que
20 — 7l = lim_|¢ — €.

Portanto )

70— <+ lim |6 = &l

logo, para n suficientemente grande, dado € > 0 temos
T, —Z|| <&, Vn=ng

mostrando a afirmacao.
Mostremos agora a unicidade a menos de isometria.

Sejam (E, |- IRE (E, |||l 5) completamento de (E, ||-||). Logo existem T} : E — W
e Ty : E — W isometrias tais que W = Ty(E), W = Ty(E), W = E ¢ W = E. Defina a
aplicagao

T=TioTy" W —W.
Temos que T ¢ linear e
1T = 1T0(T5 (@)l = 175 (@)1 = [|l=]l&-
Defina a aplicagao
T:E—FE

z+— Tz = lim Tx,

n—oo
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com z, € W ez, = xem E.
Afirmacdo 5: A aplicacdo T estd bem definida.

Em primeiro lugar, note que a sequéncia (7,,) é convergente em E , pois a mesma é
de Cauchy, ja que vale a seguinte identidade

| Tz, — Txm”ﬁ =T (2, — xm)”]nj = |20 — Tmll 5

Sendo E um espaco de Banach a sequéncia (T,,) converge.

Sejam (z,,) e (yn) sequéncias em E com z, — = ¢ y, — = em E. Note que
1T zn = Tynllz = 1T (@0 = ya)ll = 20 — yullz — 0,

dai
lim Tz, = lim Ty, = Tz = Ey,
n—oo n—oo

mostrando que T est4 bem definida.

Afirmacao 6: Temos que T é uma bijecao.

Observe que
IPell5 = || lim Tl = lim [Taalls = [2allz = 2]z = 1T2]5 = o]z ¥ o € B

Isto mostra que T é injetora.
Agora fixando y € E, existe (y,) C W com y, — y em E. Seja (z,) C W tal que
Tz, = vy,. Observe que

2 = 2mllz = 1T 0 = T )z = 177 (W0 — vl 2 = 90 — vl 5
Sendo (y,) de Cauchy em E, podemos concluir que (z,,) é de Cauchy em E e assim existe
z € E tal que z, — « em E.

Para concluir temos que Tz = y. De fato,

1Tz —ylz =l lim Ta, —yllz = lim | T, —yllz = [Tz — yllz = lim [lya —ylz =0,

n=so E n=co

logo Tz — y = 0 donde Tz = Y. ]
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3 TEOREMA DE HAHN-BANACH

Neste capitulo faremos a demonstracao do Teorema de Hahn-Banach nas suas
formas analitica e geométrica. Para tal, faremos inicialmente um breve estudo de operadores
lineares limitados, funcionais lineares limitados, apresentaremos alguns exemplos acerca

desses funcionais, e ainda, introduziremos o Lema de Zorn.

3.1 Operadores Lineares Limitados

Os espagos normados tém uma estrutura algébrica de espago vetorial a qual estao
associados as transformacoes lineares, e uma estrutura topoldgica de espago métrico a
qual estao associados as aplicagoes continuas. Assim as aplicagoes lineares e continuas sao

chamadas de operadores lineares continuos.

No que segue F e I sao espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K =R ou K = C.

Definicao 3.1. Sejam E e F', espacos vetoriais normados e T : £ — F uma aplicacao.

Dizemos que T' é, um operador linear se

Tx+y) =Tx)+T(y), YVr,yek
T(ax) =T (z), VYaeK,VrekFE.

E dizemos que T é continuo em xy € E, se dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
|T(x) — T(xo)||r <& sempreque z€E e |x—xop<0.

Definigao 3.2. Sejam F e F', espagos vetoriais normados e 7' : E — F' um operador linear.

Definimos o ntcleo e a imagem direta do operador 1", como sendo os seguintes conjuntos
Ker(T)={x € E; Tr=0} e T(E)={yelF;y="Tx}

respectivamente. E a imagem inversa de um subconjunto S C F', pelo operador T', definimos
por
TYS)={zxcE; y=Tx, Yy S}

Observacgao 3.1. Outras notagoes para nucleo e a imagem sao N(7') e Im(7T) respectiva-
mente. Note que, Ker(T) = T~ ({0}) é um subespago de E e T(E) é um subespago de
F.

Definicao 3.3. Sejam E e F', espagos vetoriais normados e 7' : £ — F um operador

linear. Dizemos que 7' é limitado, se existe uma constante ¢ > 0, tal que

|Tz||r < c|z]|e, Vze€cPk.
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Denotamos o espago de todos os operadores lineares e limitados por
L(E,F)={T: E — F; T ¢ linear limitado}.

Quando F = F, denotamos simplesmente por L£(E). Note que
| T|| | T||

lzllz =~ " a0 ll2lle

Assim, definimos a seguinte norma

T
1T ooy = sup 1L2E.
Ul

Temos que o espago L(F, F') munido da norma acima, é um espago vetorial normado. Em

L(E, F) podemos ainda considerar as seguintes normas, que sao equivalentes

||| zee,r) := sup ||Tz||p;

z||g=1

TNl zery = sup [ T]r;

z||g<1
1T 2y := inf{c > 0: |Tz||lp < cllz|s}-
Observe que

|Tx||F

(P

< Tlew.ry = 1Txllr < | Tleemlzlle Vzek.
Entao ||T||z(g,r) ¢ a menor constante que satisfaz a definicao.

Definicao 3.4. Sejam FE, I espagos vetoriais normados. Dizemos que o operador
T : F — F é um isomorfismo se for uma bijecdo linear. Neste caso dizemos que E

e F' sao espagos isomorfos.
Se T : E — F é uma bijecao tal que T € L(E,F) e também T~! € L(F, E),
entao dizemos que T' é um homeomorfismo. Neste caso dizemos que E, F' sao espagos

homeomorfos, isto é, espacos topologicamente isomorfos.

Se T : E — F for isomorfismo tal que ||Tz||r = ||z||g, dizemos que T" é um

isomorfismo isométrico. Neste caso dizemos que F, F' sao espacos isométricos.

A partir de agora, para facilitar a notagao, denotaremos a norma || - || z(g, ) simples-
mente por || - ||. E quando nao tivermos possibilidade de confusao, denotaremos a norma

de um espago vetorial normado E genérico, por || - .

Exemplo 3.1. Considere £ = C([0,1];R) com as normas | f|., = %g)ﬁ|f(t)| e

1
IIfll: = / |f(t)|dt. Note que o operador I : (E,| - ||;m) — (E,] - [[1) é limitado
0

O = 111l < (L s

porém I~': (E || ]1) = (E,|| - |ln) ndo é limitado, pois do contrario existiria ¢ > 0 tal

que || f|lm < ||l fll1, o que é um absurdo!
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Exemplo 3.2. Considere E = C([a,b];R) com a norma || - ||, e o operador T': £ — E,
dado por

Tu(t) = /:u(s)ds.
Note que, .
[Tu(t)] < /a |u(s)lds < (t = a)l[ullm < (b= a)|ullm-

Dai, || Tu||m < (b — a)||w||m, donde T é limitado. Além disso,

Tu||m
”HUH” <b—a=||T|| <b—a.

Agora seja u(t) = 1, para todo t € [a, b, logo ||[ullm =1e
t
Tu(t):/ ds =t —a.
Assim ||Tu||,, = b — a. Portanto ||T|| =b — a.
Exemplo 3.3. Considere E = C([a,b]; R) com a norma || - ||, e o operador

T:D(T)CE—E
u(t) — Tu(t) = u'(t),

onde D(T) = C*([a, b]; R). O operador T nao é limitado com a norma || - ||,
De fato, considere a sequéncia wu,(t) = €™, logo Tu,(t) = ne™. Assim
ltn||m = gggé\un(tﬂ = ™ e também || Tuy, ||, = f%?é‘T“n(t)‘ — ne. Logo
[Tt
— =N — 0.

Observacao 3.2. Se considerarmos o mesmo operador acima com a seguinte norma

llullcr = [|w]lm + [|/]|m, temos que T' é um operador limitado.

Exemplo 3.4. O operador T : 2 — ¢? definido por

X2 T
T (2 22,
2 n

é linear e limitado.

De fato,
2 | T |? = 1 2 = 2 2
IT@)5 =D | <D —=lwal? <D |zal® = llzl3 = [Tz]2 < 2]
n=1 n=1 n n=1

Portanto T € L((?).



Capitulo 3. Teorema de Hahn-Banach 33

Exemplo 3.5. O operador T, : ¢? — ¢? definido por
Tox = (@121, A2%a, . . ., AT, - . . ),

com a = (ay,as,...,a;, ...) € £, élinear e limitado.

De fato,

[e.e] o0

ITa(@)ll2 = D_ laswil® = 3 il |

i=1 i=1
(o]
2 2 2 2
< lalls Y lzil® = llallSll |3
i=1
= [Ta(@)l2 < llallcolll2.
Portanto T, € L(¢?).
Exemplo 3.6. Agora consideremos a sequéncia de operadores T, : £> — ¢? dado por
Tox = (a121, asxs, . .., anTy,0,...)

com a = (ay,as,...,ay,...) € Cy. Temos que T,, — T, em L((?).

De fato, como a € Cy entao ||al|s = sup |a;| — 0, dai a; — 0 quando i — oo,
i

assim
o0 o0
L) =L@ 2= 3 Jawl = 3 Jailled?
1=n-+1 1=n+1
2 2
< (sup |a,.|) 3l < (sup |a4) lall2.
i>n+1 i=n+1 i>n+1
Dai,

To(x) =1,
1T () (@)]]2 < sup |a;| — 0 quando n — co.
[ PR

”Tn - Ta” = Sup
z#0

Teorema 3.1. Sejam E e F' espacgos vetoriais normados com dimensao de E finita e

T : E — F um operador linear, entao T € limitado.

Demonstragao: De fato, seja B = {ey, ..., e,} uma base de E. Tome x € E entao

n
T = Z €X;€;.
=1

Logo,
n n n
7)) = ||T (z) || < SlallTel < 3 = dlel, < kel
=1 =1 =1
onde ¢ = max ||Te]|. |
1<i<n
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Proposicao 3.1. Sejam E, F espagos vetoriais normados e T : E — F um operador

linear. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
a) T ¢é limitado;

b) T é continuo;

c) T é continuo em xo;

d) T € Lipschitziana.

Demonstragao: a) = b) Sejam x,z9 € E, dado ¢ > 0, tome § = tal que, se

||T||

|z — xol|g < 0 tem-se,
1Tz = Txollp = [[T(2x = o) |lr < Tz = wolle < 1T < e

Como zy € E é arbitrario entao 1" é continuo.
b) = ¢) E trivial.

¢) = d) Em particular, da continuidade de 7" na origem existe d > 0 tal que ||T'(x)||r < 1

sempre que ||z[z < 0. Se ||lz||p < 1 tem-se ||3z||p < & e entdo

(@) = ||T (g) )

Dai sup{||T(z)||r:z € E e ||z||p <1} < 2 < co. Assim

b,

IT(@)lr < Ellzlle, = #0.
onde k = sup{||T(y)[| - [lyllz < 1}. Agora seja 1,22 € E,

1T (z1) = T(z2)||lr = [|T(x1 — 22)||F < k|21 — 22| -

2
<1=|T(x)||r < 5

<sup{[|T(W)llF : lylle <1}

E assim

Portanto, T' é Lipschitziana.

d) = a) Sendo T Lipschitziana entao existe C' > 0 tal que
[T(x) =TWllr < Clle —yllz, Vaz,y€k.
Em particular, para y = 0 temos
IT(2)|lF < Cllz| e

Portanto, T' é limitado. n
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Teorema 3.2. Sejam E, I espacos vetoriais normados.Se F' é um espaco Banach entdo

L(E,F) é um espago Banach.

Demonstragao: Seja (T,,) C L(E, F) uma sequéncia de Cauchy, ou seja, dado € > 0
existe ng € N tal que

T, — Tl <e, VYm,n = ny.

Note que
[Tne = Tnllp = [(Tn — Tn)(@)l[F < [ Tn = Tanlllz]l 5 — 0.

Desta forma fixado = € F, a sequéncia (T,,z) C F' é de Cauchy. Como F' é Banach entao
T,x —yeF.
Desta forma podemos definir um operador

T:FE—F
£'—>T13:y:nh_>HC}OTnl‘.
Claramente T' é linear. Note que T é limitada, pois
el = | Jimy Toallp < i (1T llelle) < el
Além disso, T,, — T. De fato, note que
|\ Thx — Thxl|lr < ellz||p,  Vn,m = no.
Passando ao limite quando m — oo obtemos,
|The — Tz||r < ellz||g, Yn = ne.
Agora, passando o sup, temos
T, — T'|| = sup I
x#0
Portanto T,, — T |

Lema 3.1. Sejam E, F espagos vetoriais normados. Sel' : . — F é um operador linear

continuo, entao Ker(T') é um subespago fechado.

Demonstracao: Primeiro note que, se x,, — x entdo Tz, — Tx. De fato, temos
[Ty — Tl = [T (zn — )| < |T|||l2n — ]| = 0.
Agora seja = € Ker T, entdo existe uma sequéncia (z,) em Ker T tal que x,, — x. Dal,
Tr = lim Tz, =0.
n—oo

Logo, x € Ker T'. Portanto, KerT' é um subespago fechado. |
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Teorema 3.3 (Extensao de operadores). Seja T': D(T) C E — F um operador linear

limitado e F um espago de Banach. Entdo T possui uma extensio T : (I'YCE—F

linear e limitado com ||T| = ||T).

Demonstragao: Seja z € D(T), entao existe (x,) em D(T) tal que x,, — x. Sendo T

linear e limitado temos
|Tzn — Tap| = T (xn — 20| < |T|[|2n — 2wl <e.

Logo, (Tx,) é de Cauchy, pois (z,) é de Cauchy do fato de ser convergente.

Como F' é Banach, temos Tx, — y € F. Defina a aplicacao

T:D(TYCE —F

:U'—>Ta::y:nli_>ngoTxn.

Note que T esté bem definida. De fato, sejam (n), (zn) C D(T) tais que z, > x e z, = x
com x € D(T). Logo,
T2y = Tznll < TNz — 20l = 0,
dai
lim Tmn:JLIEOTznﬁfx:fz,

n—oo

mostrando a boa definicao de f, isto é, T ¢ tnico para todo x € D(T).

Claramente 7' ¢ linear e Tx = Tx, para todo x € D(T) e que T ¢é uma extensio de
T. Sendo T limitado temos
[Tz < T2 ]-

Sabendo que 71113010 Tx, =Tz e passando o limite n — oo obtemos
[ T|| < [|T[]|]l,

jé que a norma é continua, donde T ¢ limitado. Dai ||T'|| < ||T. Por outro lado temos

. T I Jim T 17°( lim )] T
w20 |zl a0l w20 2] 20 |2
Mostrando que ||| = ||T|. [

3.2 Funcionais Lineares Limitados

Quando temos um operador linear T': E — F' em que ' = R, dizemos que este

operador é um funcional linear. Denotamos o espaco dos funcionais lineares por

E*={f:E —R: f¢linear},
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chamado de dual algébrico de E. Assim o espago L(E,R) é o espago dos funcionais

lineares limitados, o qual denotamos por
E'={f:E— R: f ¢élinear e limitado}
chamado de dual topolégico de E. A norma em E’ é dada por

1] = sup L2

w20 |[zlle

Observagao 3.3. Se a dimensao do espago E for finita temos E' = E*. Caso contrario
temos K’ C E*.

Exemplo 3.7. Considere o espaco £ = C([a, b],R) com a norma || - ||,,,. Defina o seguinte

funcional
f:F—R

b

wi—s f(u) :/ u(t)dt.

Temos que f € E' com ||f]| = b — a.

De fato, claramente f é linear. Note que,
b
[f(w)] < /a u(®)|dt < fJullm(b = a) = I/ <b—a.
Por outro lado, tome u = 1. Logo ||u|l,, =1 e f(u) = b — a, portanto || f|| = b — a.

Exemplo 3.8. Considere o espago £ = C([a, b],R) com a norma || - ||,,,. Defina o seguinte

funcional

h:E— R
ur— h(u) =u(ty), to € [a,b].

Temos que h € E' com ||h|| = 1.
De fato, claramente h é bem definido e linear. Note que
h(u) = u(to) < fulto)] < [lullm-
Por outro lado, tome u = 1. Logo ||u|l, = 1 e h(u) = u(ty) = 1, portanto ||h] = 1.
Exemplo 3.9. Mostremos que (R")" = R".

Com efeito, seja B = {ey, ..., e,} uma base de R", com

Hej” =1, Vje {].,/fl}
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Definamos a aplicagao
T:(R") — R"
f—=T(f)=(f(er),..., flen))

Observe que T esta bem definida, é linear e sobrejetora. Além disso, 1" preserva norma,
isto é, T' é uma isometria. Note que

IT()llm = max [f(e;)] < max [[flllle;] < |[fll, ¥V.f € (R")"

1<j<n 1<i<n
. n ~
Por outro lado, seja x = Y x;e;, entao
i=1

n

Bl =[S afe)| < el

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz
[f @) < zlITHI Vo e R™

Logo || ]| < IT(f)|l. Portanto

1T =171
Exemplo 3.10. Seja y = (y;) € ¢*°. Defina o seguinte funcional
f: ' —R
r = (z;) — f(z ijy]

Temos que f € (1) com || f]| = ||¥||co-

De fato, claramente f é linear. Note que

o0 o0

F@) < X lmiw5] < Hlyllee D lasl < Nyllcllzlly = 111 < M1yl

j=1 j=1

Por outro dado € > 0 existe y; tal que ||y]|cc—€ < ¥j < ||Ylloo- Sejae; = (0,...,1,...,0,...).
Entéo [lejlli =1 e ||f|l = y; = |lylle — €, para todo € > 0. Portanto || f|| = ||y||c-

1 1
Exemplo 3.11. Fixado 1 < p < oo com — + — = 1, mostremos que todo elemento
p q

o0
x) = Z arTr,
k=1

onde, a = (ag) € (7. Em particular a; — 0.

f e (), é escrito da forma

Observemos que o conjunto formado pelas sequéncias
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é uma base de Schawder para o ¢, pois {e, ey € enumeravel e dado
r=(x,) = (21,...,Tpn,...) €L,

tem-se
oo
T = Tne,.
n=1
Assim se f € (¢7)" entao

= ixnf(en)

Tomando a, = f(ex), vejamos que (ax) € ¢4. De fato, observamos que

q q
(%)z(‘all M ,0,...) c

a ag

Z |az|.

P k P
) =71 (Z |aj\<q-”p)
j=1

k k % k
D lag|t < £l (Z\%’\q> = (Z ’aj\q) < |IfI-
j= j=1 =1

Passando ao limite de k& — oo temos que

Logo,

RS
-

|14q

k k
>yl = £(z0) < 1F] < Il = 1] (z “
=t =11 4

Logo

Q=

1

1/ (ex)llq = (Zlaglq) < I < oo

Mostrando que (a) € (2.

1 1
Exemplo 3.12. Fixado 1 < p < oo, mostremos agora que (¢7)' = (9, onde — + — = 1, isto
P q
é, os espagos (£7)" e (7 sao isometricamente isomorfos.

De fato, pelo exemplo anterior sabemos que se f € (¢7)" entao

[e.e]
=) apzy,
k=1
onde a = (a) € ¢9. Definamos

T:(ry —s 0
Fr=T(f) = a=(f(ex),. .., flen)s- ).

A aplicagao T esta bem definida e é linear.
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Afirmacgao 1: A aplicagao T é sobrejetiva.
Dado z = (z) € ¢4, definamos
g: ¥ —R

v g(x) =) iz,
i=1

onde x = Y z;e;. Da desigualdade de Hoder, segue que g estd bem definida. Além disso,
i=1
vé-se claramente que ¢ é linear. Finalmente,

oo
> iz
i=1

l9(x)] = < lzllpllzllg, Vo < €.

Portanto, g é limitada. Assim

T(g) = (21, s 2ny...) = 2.
Afirmacgao 2: A aplicagao T é uma isometria, isto é, preserva norma.

Pela desigualdade de Holder,
@) <NT(Hllgllzllp, Vo€ eVfe ().

Logo

A< NT(F)lgs VS € (7).
Por outro lado temos

ITHI< NI, Vf € (7).
Portanto

ITCON =171l Ve (€)'

Claramente T ¢é injetora.

1 1

Exemplo 3.13. Mostremos agora que (£!) = (> onde — + ~ = 1, isto &, os espagos (£!)’
b q

e (> sado isometricamente isomorfos.

Note que o conjunto {eg}ren, ¢ uma base de Schawder para ¢*. Ou seja, para cada
x = (x3,) € ' existe {e;} € R tal que

[e.e]
Tr = Z LK€
k=1

Assim, para todo f € (')
fla) =z,
k=1

onde v = f(ex), para todo k € N. Assim

vl = 1f (el < A fllllexlly = 171, Yk €N,
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isto é, vy, € £°°. Além disso,
(v llo < LI
Por outro lado, dado y = (8,) € £*°, definimos g € (¢')" por

g: ' —R
x— g(x) = kaﬁk
k=1
Note que g esta bem definida pois

1€k 8k <[ (Bi)lloo €]

Dai - -
> &kBr < ylloo D 161 = llyllooll[l1-
k=1 k=1

Além disso, g € (¢1) e
l9(2)| < llyllsllz ]l
Ou seja, [|g]l < [|ylloo- Logo || fII < ||(7&)]|c- Portanto a aplicagao
T: () — (>
fr=T(f) = (w),

é um isomorfismo isométrico.

3.3 Formas Analiticas do Teorema de Hahn-Banach

Nesta secao iremos apresentar as formas analiticas real e complexa do Teorema de

Hahn-Banach e suas respectivas demonstragoes.

Na demonstragao do Teorema de Hahn-Banach utilizamos o Lema de Zorn, por
esta razao, antes de enunciar e demonstrar o Teorema de Hahn-Banach, precisamos de
algumas defini¢des para apresentar o Lema de Zorn, sua demonstracao pode ser encontrada

na referéncia citada.

Definicao 3.5. Considere P um conjunto nao vazio munido de uma ordem parcial a qual

denotamos por “<", isto é, os elementos de P satisfaz as seguintes propriedades.

i) Reflexiva: a < a para todo a € P.
ii) Antissimétrica: a < b e b < a entdo a = b, para todo a,b € P.
iii) Transitiva: a < b e b < ¢ entdo a < ¢, para todo a,b,c € P.

Definicao 3.6. Seja () C P um subconjunto de P. Dizemos que:
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1) @ é totalmente ordenado se a < b ou b < a para todo a,b € Q.
2) ¢ € P é uma cota superior de @) se x < ¢ para todo = € Q.
3) m € P é um elemento maximal se m < ¢ entdo m = ¢, para todo ¢ € P.

Lema 3.2 (Lema de Zorn). Seja P um conjunto ndo vazio parcialmente ordenado, tal
que todo subconjunto S C P totalmente ordenado, possui uma cota superior. Entdio P

possui um elemento maximal.

Demonstragao: Ver Botelho, Pellegrino e Teixeira (2012) e Halmos (1970) |

Definicao 3.7. Seja £/ um espago vetorial normado. Um funcional sublinear ¢ uma

aplicagao p : E — R que satisfaz

i) p(Az) = Ap(z), VeeEeA>0

i) pr +y) < p(x) +ply), Vo,ye k.

Observagao 3.4. No caso em que A € C entdo o item (i) é escrito da seguinte forma

p(Az) = |Ap(z), Vexe FEe\eC.

Exemplo 3.14. A aplicagdo norma p(x) = ||z|| é um funcional sublinear. Observemos

que se p € E* entao p é sublinear.

Teorema 3.4 (Teorema de Hahn-Banach - Forma analitica real). Sejam E um espago
vetorial sobre R e p: E — R um funcional sublinear. Sejam G C E um subespago vetorial

e g: G — R um funcional linear tal que
g(x) < pz), Vzed.
Entao existe um funcional linear f : E — R que estende g, isto ¢,
fle=g ou f(x)=g(z), Vo ed,

tal que
f(x) <pla), Vo€ b

Demonstracao: Considere o seguinte conjunto
P ={(h,Dy); h: D, CE — R, comhlinear,G C Dy, h|lg = ge h(z) < p(x), Yz € Dy}

Certamente que (g,G) € P e portanto P # ().

Defina a seguinte ordem parcial em P:

(h,Dp) < (¢,Dy) © D, C D, e @(x)=h(x), Ve Dy
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Seja C' = {(hq, Dp,) : @ € A} uma cadeia em P. Vamos mostrar que C' admite uma cota

superior. Faca D = U Dp,,. Temos que D; é um subespaco. Defina a aplicagao
acA

h:D; — R
x — h(z) = ho(z), Vo € Dy,
Primeiro note que h estd bem definida, pois se x € Dy, N Dy,, entdao hy < hg ou hy < hy.
1° Caso: Se hy < hg entdo Dy, C Dy, logo x € Dy, e assim hy(z) = hy(z

2° Caso: Se hy < hy entdo Dy, C Dy, logo x € Dy, e assim hy(x) = ho(x). Dai,

hi(z), 1°Caso
hao(z), 2°Caso

mostrando a boa definicao.

Temos que h é linear. De fato, sejam xq,xy € DE e A € R. Entao x; € Dy, e
Ty € Dy, para hy, hy € C. Logo 1 + Ay € Dy, e sem perda de generalidade suponha que
hi < hg, logo Dy, C Dy,. Dai x1,29 € Dy, € 1 + Axg € Dy,. Entao

~

Ry + Azo) = ho(xy + Aza) = ho(x1) 4+ Mho(22) = h(xy) + An(x2).

Afirmacgao 1: Temos que (B, D5) ¢ cota superior de C.

De fato, para todo (ha, Dp,), tem-se que Dy, C Dy = U Dy, e h(x) = ho(),
acA
para todo z € Dy, com h, < p(z). Pelo Lema de Zorn, P possui um elemento maximal
(f,Dy), isto é, f: Dy C E — R é linear com f|¢ = g tal que

f(z) < p(x), Vo € Dy.

Afirmagao 2: Temos que Dy = E. Com efeito, suponha que Dy C E e seja xg € £\ Dy.
Defina

¥ :Ds+ () CE— R
T+ twg — YP(r + tag) = f(x) + tc.

Claramente ¢ ¢ linear, (D é subespago préprio de Dy + (z¢) e ¥[p, = f) onde c € R

seria escolhido de forma que
Y(x +tmg) = f(x) +tc < p(x +tag), Vo € Dy, t €R. (3.1)

Para t = 0 temos
Y(z) = f(z) <p(x), Va € Dy.
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Para ¢t > 0, temos que (3.1) é equivalente a:

((5)+) vz e
< fy)+e<ply+wzo), Vy€ Dy
S c<ply+w) — fly), Vye Dy

Para t < 0 temos —t > 0, e (3.1) é equivalente a:
x
(- ) o) < tr (=5 =)
& f(2) —e<plz —x), Vze Dy
Sez f(z) —p(z — ), Vze Dy

Mostraremos agora que

sup {f(z) —p(z —z0)} < c < inf {p(y +z0) — f(y)}-

ZEDf yED

De fato, fixado y, z € Dy, temos

fy) +f(2) = fly+2) <ply +2) < ply +x0) + pz — ).

Logo

= sup{f(z) —p(z —z0)} <yiefgf{p(y+$o)—f(y)}

ZEDf

= sup {1f(z) =p(z —m0)} <c < yieanf{p(y + o) — f(y)}-

Assim ¢ : Dy + (zp) — R é uma extensao de f tal que
Y(z) < p(z), Yo € Dy + (zo),

o que contraria o fato de (f, Dy) ser maximal. |

A extensao do Teorema de Hahn-Banach nao é tnica, como mostra os exemplos

abaixo.

Exemplo 3.15. Dado E = R? e G = {(x,y) € R*;x = y}. Considere a aplicagao
p:R* —R
(z,y) — p(z,y) = /2% + 2.

Temos que p é sublinear. Agora considere a aplicacao

g:G—R

(JZ,:L‘) — g(w,x) = Z,



Capitulo 3. Teorema de Hahn-Banach 45

que ¢é linear e
glz,z) =z < |a| = Va2 <\Ja? + 2 = p(a,y).
Tomemos os seguintes funcionais lineares
fi:R* —R
(z,y) — filz,y) =,
fo:R? — R
(z,y) — folz,y) =y
Note que filg = g ¢ fola = g com
file,y) =x <z <plz,y) e folz,y) =y <yl <p(z,y).
Exemplo 3.16. Seja £ = R3 e G = R2. Considere a aplicacdo
p:RP—R
(@, y,2) — p(@,y, 2) = |2| + |y| + [2].
Temos que p é sublinear. Agora considere a aplicagao

g:{(z,y,0);z,y eR} CR* — R
(z,9,0) — g(z,y,0) =z +y,

que é linear e
9(z,y,0) = v +y < |z| + |y + 0] < p(w,y,0), V(z,y,0) € {(z,9,0); 7,y € R}.

Assim estamos sob as hipdteses do Teorema de Hahn-Banach, porém para cada ¢ € R com

|| < 1, definimos
fo:RP—TR
(z,y,2) — fo(z,y,2) =2 +y +cz.

Claramente f. € linear e

fe(z,y,0) = g(z,y,0), Y(x,y,0) € {(z,y,0); 2,y € R},
com

fe(x,y,2) = v +y +cz <[] + |y + |ellz] < p(z,y, 2).

Corolario 3.1. (Teorema de Hahn-Banach em espagos normados) Sejam F um

espago vetorial normado, M C E um subespago e g € M’'. Entao existe f € E’ tal que
flir=gelfle =gl
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Demonstragao: Sendo g € M’ temos

l9(@) < llgllll=]]

Tome p(z) = ||g||||z]|. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe f : E — R linear tal que

Jlu=ge
f(x) < lgllllzll, VzeFE.

Note que f(—z) <|lgll[lx]| e assim f(z) > —||g]|[|=]|. Logo

—llglllzll < f(@) < llgllllzll = [£(@)] < gl
Entao f € E' e
|/ (@)

1fIF = sup === < [lgl].
w20 |7

Por outro lado,

[F@) < \Ifllll=ll, Ve e E.

Em particular

9@ < Izl Ve e M= W <1l = lall < 111

Portanto |||l = lgllar -
Corolario 3.2. Seja F um espaco vetorial normado e xg € E, com zy # 0. Entao existe
f e E tal que |[fllzr =1 e f(zo) = ||zo] -

Demonstracao: Seja M = (z) e

g: M —R
tzo — g(tzo) =tl|zoll, t € R.

Entao g é linear e

2020 [[tzoll zoz0 [t][|2ol|

Pelo corolério 3.1, existe f € E’ tal que || f|| = ||g|| =1 e f|lm = g, logo

f(xo) = g(wo) = ||zl

Observacgao 3.5. Observe que o funcional do corolario acima nao ¢ tnico.
De fato, seja E = R? com a norma ||(x,y)|| = |z| + |y| e tomemos zy = (1,0). Fixe
A € [0,1] e defina a aplicacao
fr:R* —R
(@,y) — iz, y) =z + My.
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Note que fy é linear e fy(zo) = fr(1,0) =1 = ||x¢||. Temos também
|, y)| = |z + Ayl < o] + Myl < [2] + |y = [[(z, ») | = [/l < 1.

Por outro lado temos
1Al = [A(1,0)] = 1.

Portanto ||f|| = 1 e para cada A € [0, 1] temos infinitos funcionais fy.

Corolario 3.3. Se x € F, entao

f@)
loll = sup 2

Demonstracao: Se = # 0, pelo Corolério 3.2 temos que existe f € E’ tal que ||f||=1e
f(x) = ||z[|. Dai

@l @I
sup 1o > g, = @)=zl
Por outro lado |f(z)| < || f||||z]| e assim
@) el
i7e < 11= 52 g < el

Corolario 3.4. Seja EF um espaco vetorial normado e M C E um subespago fechado.
Se g € E\M e d = dist(zg, M), entdo existe f € E', tal que ||f|lgr = 1, f(zo) = d e
f(m) =0, para todo m € M.

Demonstragao: Defina a aplicagao

g: M+ (xs) — R

m+trg—> td.

Note que g estd bem definida. De fato, como zo € M e M é um subespaco fechado entao
d = dist(xg, M) > 0. Assim se t; # t5 sao tais que

y:m+t1x0:m+t2x0:(tl—tg)xgz()#xg:()eM,

o que é uma contradigdo. Portanto y € M + [x¢] ¢ escrito de forma tnica.
Temos que g é uma aplicagao linear. Com efeito, sejam y, z € M + [zo] e A € R, entao

y =txo +m, z=tyxg+ m. Logo
g Ay + 2) = g((N+ 1)m + (M1 + t2)xg) = (Mg + t2) d = My d+tad = Ag(y) + g(2).
Agora mostremos que ¢ ¢ limitada com ||g|| = 1. Observe que

gm)=gm+0-29) =0-d=0, VYmeM e g(xg)=g0+1-20)=d.
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Seja y = m + txg. Se t = 0 temos y = m entdo g(y) = g(m) = 0, logo |g(y)| < ||ly||. Se
t # 0 entao

m
Iyl = [|m + tao|| = H_t (_t B x0>

i
=ltl|-——F—=
p 0

> [t|d = |ly|| = |t|d.
Assim,
()| = [tld < [lyll, Yy € M + [x]

Entao ||g|| < 1. Por outro lado dado € > 0, da defini¢ao de infimo existe my € M tal que
0 < [[mo — xo|| < d+e. Seja z =mgy — xy. Entao z € M + [z] e dai

92| _ lg(mo) —g(xo)l _ |—=d] _ d
1] [lmo — o lmo —@ol| ~ d+e’
Mas,
loll > 75 — 1= gl > 1.
d+e
Portanto [|g|| = 1. Pelo Coroldrio 3.1, existe f € £' tal que f),,, . =g com [[f]| = [[g]|.
Assim ||f|| =1, f(zo) = g(xo) =d e f(m) = g(m) =0 para todo m € M. |

Teorema 3.5 (Teorema de Hahn-Banach - Forma analitica complexa). Sejam E um
espaco vetorial sobre o corpo K =R ou C e p: E — R um funcional sublinear. Sejam

G C E um subespaco vetorial e g : G — K um funcional linear tal que
lg(x)| < p(x), Vzreaq.
Entao existe um funcional linear f : E — K que estende g, isto ¢,
fle =g, ouseja f(x)=g(x), Vzreaq,

tal que
|f(z)| < p(z), VrekF.

Demonstracao: Tratemos primeiro o caso real, isto é, K = R. Por hipotese temos
9(x) < [g(z)| < plz), Vz € G.
Pelo Teorema de Hahn-Banach (caso real), existe f : ' — R, extensdo linear de g tal que
f(z) < p(x), Vx € E.
Como f é linear e p é sublinear, temos
—f(x) = f(==) <p(—=) = [ = 1p(x) = p(z).
Dai f(x) > —p(x) para todo = € E. Portanto

|f(z)] < p(x), Yz € E.
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Fagamos agora o caso complexo, isto é, K = C. Defina g(z) = ¢i(z) + ig2(x), onde
g1(z) = Re(g(x)) e go(z) = Im(g(x)), com g1, g2 : G — R. Note que
gz +y) +ig(r+y) =g +y) = g(x) + 9(y) = (91(x) + 91(y)) + i(g2() + g2(y))-
Dai,
g9i(x +y) = g;(x) +9;(y), Jj=12
Também temos
91(Az) +iga(Az) = g(Az) = Agi(Az) + iAga(A).
Dai,
9i(Ax) = Agj(x), j=1,2
Entao ¢, e g, sao funcionais lineares “reais” e

91(7) < [g(@)] < p(x), Yz € G.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (caso real) existe um funcional linear f; : £ — R com

file = ¢1 tal que
fi(z) < p(x), Vo € E.

Agora observe que

gi(ix) + iga(iz) = g(ix) = ig(x) = i(g1(2) +ig2(7)) = igr(2) — ga().

Entao ¢ga(x) = —g1(iz). Logo g(z) = g1(x) —ig1(iz). Defina a aplicagio

f:E—C

z— f(x) = filz) —ifi(iz).
Temos que f(z) = g(z) para todo € G. Mostremos que f é um funcional linear sobre C.
Sejam z,y € E, logo
fx+y)=hHlz+y) +ifilz +y) = file) +ifi(2) + [y) +ifily) = F@) + Fy).
Agorasejamz € FeA=a+ibeC
fz) = fi(Az) —ifi(iAx)

= fi((a+ib)z) —ifi(i(a + ib)x)

= afi(x) +bfi(ix) —i(afi(iz) = bfi(x))

= (a +1b) f1(x) — i(a + ib) f1(iz)

= (a+ib)(fi(z) — ifi(ix)) = Af(z).
Mostremos finalmente que |f(z)| < p(x), para todo z € E. Se f(z) = 0 entdo a desi-

gualdade é clara pois p(x) > 0. Seja x € E tal que f(x) # 0. Entao existe 6 tal que
f(x) =|f(x)|e?’. Entao

[f(2)] = fz)e™ = flwe™) = fi(ze™) < plae™) = |e7"|p(x) = p(z).

Mostrando que f estende g. |
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3.4 Formas Geométricas do Teorema de Hahn-Banach

Definigao 3.8. Seja F um espaco vetorial sobre R e f € E’, com f # 0. Definimos um

hiperplano de equagao [f = a], como sendo o conjunto
H,={z€eFE: f(zx)=a}.
Observagao 3.6. Note que H, = f~'(a).
Exemplo 3.17. Se f(z,y) =z + vy, entao H, = {(z,y) ER*: 2 +y = a}.

Observagao 3.7. Se 2y € H,, entao H, = xy + Ker(f).

De fato, y € H, entao f(y) = a = f(xo), dai f(y — z¢) = 0, logo y — zo € Ker(f).
Portanto y = xg + y — 29 € xo + Ker(f). Por outro lado, se z = 2o + y com y € Ker(f),
entdao f(z) = f(xo) + f(y) = o e assim z € H,.

Proposigao 3.2. O hiperplano H, € fechado se, e somente se, [ € E'.

Demonstragio: Se f € E’ temos que H, = f~!(a). Assim H,, é fechado, pois ¢ a imagem

inversa de um fechado por uma aplicagao continua.

Por outro lado se H, ¢ fachado entao HY é aberto e nao vazio. Seja x¢ € HS. Sem

perda de generalidade suponha f(x¢) < a. Existe r > 0 tal que B,(x¢) C H¢.

Afirmagao: Temos que f(z) < a, para todo x € B,(zy).

Suponha o contrério, entdo existe x; € B,(xg) tal que f(x1) > «a. Pela convexidade
da bola B, (zy)
ry = (1 —t)zg+tay € B.(xo) C HS, Y € [0,1].

Temos que existe to € (0, 1) tal que

o — f(fl?o)
f(@1) = f(xo)’

Logo 0 <ty < 1, x4, € B.(x9) N H,. Absurdo! Portanto, f(z) < «, para todo x € B,(x).

flzy) =asty=

(f(zo) < a < f(z1)).

Assim
x € B.(xy) & v =u1z9+rz, com z € B(0,1).
Entao
flao+12) <ae f(z) < O‘_fm)@ 1£(2)] < O‘_f@‘))
& sup [f(2)] < I oy ¢ 2T,

l=l<1
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Definicao 3.9. Sejam A, B C FE subconjuntos préprios. Dizemos que o hiperplano H,
separa A e B se

flz) <a< fly), YVxe AeVy € B.

Figura 2 — Separacao de A e B pelo hiperplano [f = a].
Y

i
N

Elaborado pelo autor.

Dizemos que o hiperplano H, separa A e B no sentido estrito se existir € > 0 tal que

flr)Sa—e<a+e< f(y), Vee AeVy € B.

Figura 3 — Separacao de A e B pelo hiperplano [f = a].
Y

Elaborado pelo autor.

Lema 3.3. Suponha que C' seja um aberto convexo e 0 € C. Defina

po(r) =inf{a>0:a'v € C} =inf{a > 0:2 € \C},
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o qual ¢ chamado de funcional de Minkowsky. Entio pc satisfaz:

i) po(Ax) = Apc(z); A>0; = € E;

it) Eziste M > 0 tal que 0 < po(x) < M||z||; Vo € E;
i) C =B={x € E:pc(r) <1};
) pe(z +y) <pc(x) +pcly), Vo,y € E.

Demonstragio: i) Temos pc(Ar) = inf{y > 0:y7!(\z) € C}. Entao

-1
7)€ C e (1) 2 €C S pe(e) < T Mola) <7 Apcla) < po(ra).

Por outro lado pc(z) = inf{a > 0:a 'z € C}

-1
alreC s a—()\x) €C & (a)) (M) € C & pe(Mr) < M

A
po(Ax)

po(Ar)
N ST T

N

< po(e) < poe(Ax) < Ape(w).
1) Como 0 € C' e C é aberto existe r > 0 tal que Bs,.(0) C C. Em particular,

—1
m€C<:><”xH> xECjogpc(x)gm
x r

i11) Seja x € C, como C' é aberto existe r > 0 tal que B,(x) C C. Considere 0 < € < %=

llll”

entdo (1 +¢)x € C, pois||(1 + )z — z|| = ¢[|z|| < r entao,

1 \! 1
1 GC@() eC= <—<1l=zebB.
(1+e)x ) pc(x) e x

Reciprocamente, seja x € E tal que po(z) < 1. Existe 0 < a < 1 tal que a~'z € C. Pela
convexidade de C' temos
z=alc'z)+(1-a)-0€C.

iv) Sejam z,y € F e ¢ > 0. Note que

X 1 .
" <p0(5”) +5> ~ po(z) —pole) <1= o e © C.
y

—~2—— € (. Pela convexidade de C' temos
poly) +¢

Analogamente

tx

po(x) +¢€ +(1=)

Y ¢ C, vt € 10,1].
pcly) +¢

Afirmacao: Existe t, € (0,1) tal que

thx
po(z) + ¢

Y r+vy
+ (1 — tn = c C.
( )pc(y) +e  pol(x) +pely) + 26
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Basta tomar ¢, = polz) + £ . Logo
po(z) + po(y) + 2¢

(po(®) + poly) +2¢) "z +y) e C
= pe(r +y) < po(x) +pe(y) + 2
= po(r +y) < pelx) + poly).

Lema 3.4. Seja C C E ndo vazio, aberto e convexo. Se xy € E\C entdo existe um

hiperplano [f = o] fechado que separa {z} e C.

Demonstragao: Considere 0 € C' e defina
qg: <LUO> — R
trg — g(tzg) =t
Afirmacao: Temos que g(z) < po(z), Vo € G = (zg), (xg € C = po(zo) = 1).

De fato, para t < 0 entdao g(txg) =t < pc(tzg), pois pc(tzg) = 0. E para t > 0
entao g(tzg) =t < tpc(xg) = pe(tzg). Pelo Teorema de Hahn-Banach existe f € E* tal

que f(z) < polz) e flu = 9. Assim
f(z) <polz) < M|zl = feE.
Logo f(z) < pe(x) <1 = g(xo) = f(x0), para todo x € C. Dai [f = 1] separa C' e {z(}. B

Teorema 3.6 (1* Forma Geométrica). Sejam A, B C E subconjuntos nao vazios e
convexos com ANB = (. Se A e B sdo abertos entio existe um hiperplano fechado [f = «

que separa A e B.

Demonstracao: Sendo A e B convexos entao C' = A — B é convexo. Note que

C=UM-y)

yeB

é aberto. Note também que 0 € C. Pelo Lema 3.4 existe f € E’ tal que H, separa C e
o = 0 ou seja

flz) <a< f(0)=0, Yz € C.

Assim temos que f(a —b) < a, para todoa € Aeb € B. Fixadoa € A

Fla) < f(b), Vb € B = f(a) < jnf f(b) = sup f(a) < nf f(b) = sup f(a) < o < juf (D)

acA acA beB

Vemos que o hiperplano [f = a] separa A e B. |
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Teorema 3.7 (2* Forma Geométrica). Sejam A, B C E subconjuntos nao vazios e
convexos com AN B = (). Se A € fechado e B é compacto entio existe um hiperplano

fechado [f = o que separa A e B no sentido estrito.

Demonstracgao: Seja C' = A— B, entao C é convexo, fechado, e 0 ¢ C. Consequentemente,
existe 7 > 0 tal que B(0,7) N C' = (). Pela 1* Forma Geométrica existe um hiperplano
fechado que separa B(0,r) e C. Portanto, existe algum f € E* com f # 0, tal que

fw) <a< f(z), Ywe O, Vze€ B(0,r).

Isto é,
flz—y) <a< f(rz), Vo € A, Vy € B, Vz € B(0,1).

Segue que f(z —y) < —r| f|l, Vo € A, Vy € B. Tomando € = 3r|f||, obtemos
flx) = fly) < 2= f(z)+e < fly) —e, Ve € A, Vy € B.
Escolha « tal que

sup f(x)+e<a< inf f(y)—e, Ve € A, Vy € B.
z€A yeB

Vemos que o hiperplano [f = a] separa A e B estritamente. |
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4 APLICACOES DO TEOREMA DE HAHN-BANACH

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicacoes do Teorema de Hahn-Banach

dentro da teoria de Andlise Funcional.

Definigao 4.1. Seja E um espago de Banach e M C E um subespaco fechado, dizemos
que G é suplementar topologico de M, se G é fechado e E = M + G com M NG = {0}.

Proposicao 4.1. Todo subespago vetorial normado M C E de dimensdo finita admite um

suplemento topologico.

Demonstragao: Seja B = {ej,...,e,} uma base de M. Definimos os funcionais lineares
(projecoes)

r— pi(x) = 24,

n

ondei=1,...,nex =Y x;e;. Note que tais funcionais sao limitados. Assim pelo Teorema
i=1

de Hahn-Banach, para cada i, existem 1; € E', tais que ¥;|y = ;.

Consideremos o conjunto

G = ﬁ Ker(v).

i=1

Claramente G é um subespaco fechado de E. Além disso se x € M N G entao
T, = wl(l’) = 0, Vi € {1, Ce ,TL},

donde z = 0. Portanto
MnNG={0}.

Finalmente, dado z € E, consideremos
z =2 ¥;(2)e
j=1
ey=x—2z Notequex e Me
Vi(y) = vi(z) — ¥i(2)
=D ¥i(2)iles) — i(2)
j=1
= i(2) —i(2) =0, Vi€ {1,...,n}.

Logo y € G. Portanto
r=x+yeM+G.
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Proposigao 4.2. Sejam E, F espagos normados e T € L(M, F'), onde M é um subespago

de E. Se a dimensio de F ¢ finita, entio existe uma extensio T € L(E, F).

Demonstragao: Seja {ey,...,e,} uma base de F', entdo para cada x € M, temos

Definimos os funcionais

com i =1,...,n. Note que f; é linear, pois T" é linear e

fi(@)| < D_1fi(@)| < e T(@)| < kllzll, Ve € E e Vie{l,...,n}
i=1
Logo do Teorema de Hahn-Banach existem funcionais f; : E — R, i € {1,...,n}, lineares

limitados tais que
film = fi e |fill = Ifill-

Definamos

Temos que T é linear pois os f; sao lineares e

f:lﬁ(x)ei

n n

< fi@ el < M filllllllllell = kllzll, Vo € E.

=1 =1

1T ()] =

Além disso
Tlu=T.

Proposicao 4.3. Seja E um espago de Banach e M é um subespago de . Se T € L(M, (),
Entdo existe uma extensio T € L(F, ) tal que ||T| = ||T).
Demonstracao: Seja
T: M — (>
z— T(x) = (fn(z)) = (an),
onde T' € L(M, (). Definamos

fo: M —R

x+— fu(z) = ap,.
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Temos que f, é linear, pois T ¢é linear e
(@) <T(2)[loe < [[T[|]l]l, V2 € M.

Logo (fn) C E'e |lful < |IT1, Vn e N.

Pelo Teorema de Hahn-Banach existem funcionais f,, € E’, tais que

Note que
[fu(@)| < N fnllllzll < [IT]/]lz]], Vn e Ne Ve e E.

Definamos

T:E —s (™

Temos que T ¢é linear e
|17 (2) oo = sup | o) < T[]

Logo || T|| < ||T||. Por outro lado

7 = sup I e g 1T e
ceM ||z web |7
Além disso
Tl =T.

Proposicao 4.4. Se x # y em um espago vetorial normado E, entdo existe f € E' tal

que f(x) # [(y)-

Demonstragao: Se x # y, entao
|z =yl > 0.

Mas Pelo Teorema de Hahn-Banach existe f € E’ tal que

|z —y|| = sup |[f(z —y)| > 0.
[[FlI<1
fEE’

Logo
|f(z—y)| = |f(z) = f(y)| > 0.
Portanto f(x) # f(y). -

Outra aplicacao importante do Teorema de Hahn-Banach ¢é nos espagos separaveis,

que mostra que se o dual de um espaco é separavel entao o préprio espago é separavel.



Capitulo 4. Aplicagées do Teorema de Hahn-Banach 58

Definig¢ao 4.2. Dizemos que um espaco vetorial normado £ é separavel quando possui

um subconjunto enumeravel e denso.

Teorema 4.1. Todo espaco vetorial normado que possui base de Schauder é separdvel .

Demonstragao: Seja F um espaco vetorial normado e (e;) uma base de Schauder para

E. Considere o conjunto
Ay = {a161+---+akek; a; €Q, kEN}
Temos que A dado a seguir é enumeravel, ja que

A= U Akv
keN

e N é enumeravel. Além disso, A é denso em F, isto é, A = E. Com efeito, dado z € E

(o]
entdao r = > xep com x, € R. Assim dado € > 0 escolha n € N tal que
k=1

n
Tr — Z TrCrL
k=1

Desde que Q é denso em R, existem r; € Q, tal que

£
2nM’

|k — x| <

onde M = max |le;]|. Tomando z = Z rrer € A, temos
k=1

|z —z|| = Z < oz — Zxkek Zazkek
k=1 k=1 k=1
“ € € £ €
— < M=-+_-=c¢
2:: ri — 2kl ex]| 2+n2 i 2—1—2 €
Mostrando que A é denso em E. Portanto E é separavel. ]

Observagao 4.1. O espacgo P com 1 < p < oo, é separavel, pois possui base de Schauder.

Exemplo 4.1. O espago (> nao é separavel e portanto nao possui base de Schauder.

De fato, seja A = {x,, = (2}); =, € £>°} e considere y = (y;) onde

0, se \x;\ >1
)+ 1, se |a:§| <L
Observe que y € £°°, pois
[ylloe = sup Jy;| < 2
jEN
Porém ||y — 2|l = |y; — 27|, para todo j € N. Em particular para j = n, temos
ly = zlloe = ly; — 2| > 1

Dai temos que A nao é denso e assim ¢*° nao é separavel, donde nao possui base de
Schauder.
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Proposicao 4.5. Todo subconjunto de um espago separdvel é separdvel.

Demonstragao: Seja E um espago separavel e M C FE. Seja (z,) € F uma sequéncia

densa e (r,) CQ, r, >0 com 7, — 0.

Claramente (a,,,) C M é enumeravel. Se B(z,,mm,) N M # 0, temos que (a,,,) ¢
denso em M. De fato, dado z € M e € > 0, desde que (x,) é denso em E, existe x,, tal

3
que 7, < 5

Escolhendo a,, ,, € B(zy,rm) N M. Entao

anm — 2| < |lanm — 2all + |20 — 2|

€ €
<Krmtrnm < -—+-=<ec.

2 2
|
Teorema 4.2. Seja E um espaco de Banach. Se E' é separdvel entdo E é separdvel.
Demonstracao: Seja S = {f € E'; ||f]| = 1}, temos que Sp é separavel, ja que

Sgr C E' e E' é separavel. Seja { f,,}neny um subconjunto enumerdvel e denso em E’. Para

1
cada n € N tomemos z, € Sg = {z € E ; ||z|]| = 1} tal que |f.(z,)| = 2 (pois se

1 1
|fn(2)] < 3 teriamos || f|| < 3 absurdo!).

Seja M = ({z,,}), mostremos que M = E. Suponha por absurdo que M C E. Como M é
fechado escolhemos zg € E\M, pelo Teorema de Hahn-Banach existe f € E' com ||f|| =1
tal que f(xo) = d = dist(zo, M) e f},, = 0. Entao temos f(x,) = 0, para todo n € N, dai

1
5 S falza)l = [(fo = @)l < fo = fllllzall = 1 fo = FIl, - V€N,
absurdo, ja que {f,}nen € denso em Sp. Assim M = E. Portanto E é separavel. |
Observacao 4.2. A reciproca do Teorema 4.2 nao é verdadeira, pois £ = ¢* é separavel
porém E’ = (> nao é separavel.
O Teorema de Hahn-Banach também ¢ utilizado para mostrar que (£*°) # ¢'. De

fato, ja sabemos que (¢')" = (. Por outro lado, o funcional

p:C—R

x = (x,) — p(z) =limz,
é tal que ¢ € C’, porém ¢ ¢ I'. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe ¢ € (£°) tal que
Plc = .

Isto mostra que (£°) 2 (.

=
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A seguir apresentaremos algumas aplicagoes da segunda forma geométrica do
Teorema de Hahn-Banach. Os dois primeiros resultados sao frequentemente utilizados para

mostrar a densidade de um determinado subespaco vetorial.

Corolario 4.1. Seja E um espaco vetorial e F' um subespaco de E tal que F' # E. Entao
existe f € E' com f # 0 tal que f(x) =0, para todo x € F.

Demonstragao: Sendo F # E. Fixe zy € F\F. Pela 2* Forma Geométrica existe um
hiperplano fechado [f = a] que separa F (fechado) e {x¢} (compacto) no sentido estrito,

isto ¢, existem f € B/, f#0, a € Ree >0 tal que
fle)<a—e<a<a+e< f(x), Ve € F.
Em particular,
flz)La—e<a<a+e< f(zg), Vo € F.

Como F' é um subespaco vetorial temos f(Az) < a para todo z € F e todo A € R. Logo
f(z) < % para todo x € F' e todo A € R com A # 0. Fazendo A — oo temos que f(x) <0,
para todo = € F. Por outro lado f(—z) < 0, para todo = € F, donde f(z) > 0, para todo
x € F. Portanto f(x) =0, para todo = € F. |

Corolario 4.2. Seja E um espaco vetorial normado e F' um subespaco vetorial de E.
Entdo F = E (denso) se, e somente se, para todo f € E’ tal que f|r = 0 tem-se que
f(z) =0, para todo x € E.

Demonstragao: Se F' = F entdo dado x € F existe uma sequéncia (z,) C F tal que
x, — x. Como f € E' temos que f(z,) = f(x). Desde que (z,,) C F tem-se f(z,) =0,
para todo n € N. Assim f(z) = 0 para todo = € E.

Por outro lado suponha que F # E. Aplicando o Coroldrio 4.1 temos um absurdo.
Portanto F' = E, isto é, F' é denso em E. |

Proposicao 4.6. Seja E em espago vetorial normado e fo, f1,..., fn € E', tais que

ﬂ Ker f; C Ker fp.

=1

Entao, existem A\q,..., )\, € R, tais que
fo=>_N\ifi.
i=1

Demonstracgao: Definamos a aplicagao

F:FE — R
v F(z) = (fo(2), Ai(2), .., fal@))-
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Claramente F' ¢ linear e limitada. Além disso, a = (1,0,...,0) ¢ Im F. Pelo Teorema de
Hahn-Banach (2 forma geométrica), existe um hiperplano [¢ = «|, que separa {a} e Im F

no sentido estrito, isto é, existe ¢ € R"", o€ R e e > 0, com
p(r) = Z%"P(ei)a
i=0
tais que
o(F(r)) La—e<a+e<pa), Vx € E.
Assim,
gO(fo(ZL‘), fl(x)v s ,fn(l‘)) <a< @(a)

= fo(z)p(eo) + fi(z)pler) + -+ fulz)plen) < a < p(eo)
= fo(®)up + fi(zx)uy + -+ + fu(x)u, < a <ug, Vo € E,

onde u; = ¢(e;), com i € {0,1,...,n}. Logo
Jo(x)uo + Zu1f1<x) =0= folr) = Z)\ifi<x>7 Vo € FE,
i=1 =1

Uy .
onde \; = ——,comi=1,...,n. |
Uo

Proposicao 4.7. Seja E um espago vetorial normado e M C E um subespaco vetorial

fechado. Seja xg € E satisfazendo a sequinte condi¢io, para todo ¢ € E' tal que p|y =0
implique que p(zo) = 0, entdo xg € M.

Demonstragao: Suponha que zy ¢ M, entdao como {zo} e M sdo convexos, disjuntos e
nao vazios, com M fechado e {zy} compacto, pelo Teorema de Hahn-Banach (2 forma
geométrica), existe um hiperplano [f = aJ, que separa {xy} e M no sentido estrito, isto é,
existe f € E', a € R e e > 0 tais que

flr)y)Sa—e<a<a+e< f(x), Vo € M.

Logo, f(z) =0, Yo € M, porém f(x¢) > 0. Absurdo. Logo zo € M. [ |

Proposicao 4.8. Seja E um espaco vetorial real e f, g funcionais lineares definidos sobre
E. Entao
Ker f = Kerg

se, e somente se, existe A > 0 tal que f = Ag.

Demonstracgao: Considere a aplicacao

F:E— R?
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Temos que F' ¢ linear, ja que f e g o sdo. Além disso (1,0) ¢ Im F, pois do contrario

existiria zg € E tal que f(xo) =1 e g(xg) =0, isto é, xy € Kerg e xy ¢ Ker f. Absurdo.

Como {(1,0)} e Ker f sao convexos, disjuntos e nao vazios, com Ker f fechado e {z¢}
compacto, segue do Teorema de Hahn-Banach (2 forma geométrica), existe um hiperplano

[ = al, que separa {(1,0)} e Ker f no sentido estrito, isto ¢, existe p € R?, a € Ree >0

tais que
o(f(z),g9(x)) La—e<a<a+e<e(l,0), Ve € E.

Ou seja,

f(x)ay + g(x)az < a < ay, Vo € E.
Logo

f(x)ay + g(x)az =0, Vo € E.
E assim
f(z) = —%g(m), Vo € E.
aq

as a2
Se as < 0, tomemos A = —— e se ay > 0, tomemos A = —.

ay a1

Reciprocamente, se existe A > 0 com

Entao

yeKerfe0=f(y) =My < gly) =0y € Kerg.
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5 CONCLUSAO

A teoria previamente apresentada neste trabalho é de suma importancia para a
compreensao tanto do teorema abordado quanto de suas aplicagoes, os quais, além da
teoria na Analise Funcional, utilizam-se de conceitos de Espacos Métricos e da Algebra

Linear.

O Teorema de Hahn-Banach é um dos teoremas mais importantes da Anélise
Funcional. Este, nas suas formas, analitica e geométrica, possui diversas aplicagoes, que se

estendem ao longo de toda a teoria da Anélise Funcional.

Esperamos que a teoria abordada possa ser utilizada como material de apoio para

aqueles quem tem o objetivo de estudar esta area.



64

REFERENCIAS

BIRKHOFF, G.; KREYSZIG, E. The establishment of functional analysis. Historia
Mathematica, v. 11, p. 258-321, 1984. Citado na pagina 11.

BOTELHO, G.; PELLEGRINO, D.; TEIXEIRA, E. Fundamentos de Analise
Funcional. Rio de Janeiro: SBM, 2012. Citado na pagina 42.

BREZIS, H. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential
Equations. [S.1.]: Springer, 2010. Citado na pagina 11.

BUSKES, G. The hahn—banach theorem surveyed. Institute of Mathematics, Polish
Academy of Sciences, v. 327, p. 5-35, 1993. Citado na pagina 11.

HALMOS, P. R. Teoria Ingénua dos Conjuntos. Sao Paulo: Editora Poligono, 1970.
Citado na pagina 42.

KREYSZIG, E. Introductory Functional Analysis with Applications. [S.1.]: Wiley
India Pvt. Limited, 1989. Citado na pagina 11.

LIMA, E. L. Espagos Métricos. 4. ed. Rio de Janeiro: Projeto Euclides/IMPA, 2009.
OLIVEIRA, C. R. de. Introdugdo a Analise Funcional. Rio de Janeiro: [s.n.], 2018.



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	RESUMO
	ABSTRACT
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Espaços Normados
	Espaços de Banach

	Teorema de Hahn-Banach
	Operadores Lineares Limitados
	Funcionais Lineares Limitados
	Formas Analíticas do Teorema de Hahn-Banach
	Formas Geométricas do Teorema de Hahn-Banach

	Aplicações do Teorema de Hahn-Banach
	Conclusão
	REFERÊNCIAS

