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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos os pontos importantes de nossa pesquisa, que tinha como
objetivo conhecer as demonstragoes das propriedades dos Limites, das Derivadas e das
Integrais, comentadas na disciplina de Calculo Diferencial e Integral; de modo que, o
desenvolvimento desta pesquisa esta voltado para a andlise da obten¢ao dos Teoremas
importantes do Calculo. Para tal, realizou-se um estudo bibliografico e, posteriormente,
procedeu-se com o desenvolvimento das demonstragoes das propriedades e teoremas que
envolvem esta teoria. A partir dos conceitos de Linearizacao e Diferenciais obteve-se uma
defini¢do concisa de Integrais Definidas e de suas propriedades, principalmente a definigao
e demonstragdo do Teorema Fundamental do Calculo, um dos mais importantes para o

Célculo Integral.

Palavras-chave: Limite; Derivada; Integral; Teorema Fundamental do Calculo; Calculo

Integral.



ABSTRACT

In this work, we present the key points of our research, which aimed to understand the
proofs of the properties of Limits, Derivatives, and Integrals as taught in the Differential
and Integral Calculus course. The development of this research is focused on the analysis
of obtaining important Calculus theorems. To do so, a bibliographic study was conducted,
followed by the development of proofs for the properties and theorems related to this
theory. By utilizing concepts of Linearization and Differentials, we achieved a concise
definition of Definite Integrals and their properties, particularly the definition and proof
of the Fundamental Theorem of Calculus, one of the most significant results in Integral

Calculus.

Key-words: Limit; Derivative; Integral; Fundamental Theorem of Calculus; Integral

Calculus.
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1 INTRODUCAO

O célculo foi inicialmente desenvolvido para atender as necessidades matematicas,
sobretudo as de natureza mecanica, dos cientistas dos séculos XV I e XV II. Desde entao,
desempenhou um papel fundamental no avanco da ciéncia e da tecnologia. O calculo se
tornou uma poderosa ferramenta matematica, permitindo a compreensao e a modelagem

de fenémenos complexos.

Thomas (2002) argumenta que o calculo é a mateméatica dos movimentos e das
variagoes. Onde hé movimento e crescimento e onde forgas variaveis agem produzindo

aceleragao o calculo é a matematica a ser empregada.

O Célculo Integral e Diferencial desempenha um papel central em diversas areas do
conhecimento, abrangendo desde a fisica e a engenharia até a economia etc. A importancia
do Calculo Diferencial e Integral reside na capacidade de descrever quantitativamente o
comportamento e as relagoes entre variaveis em sistemas continuos. A forga e relevancia
do Calculo se manifestam na aplicacao de conceitos essenciais, tais como limite, derivada e
integral, que possibilitam a captura e quantificacao de padroes e tendéncias em uma ampla
gama de fendomenos em diversas areas. Através de suas defini¢oes e propriedades, podemos
determinar velocidade instantanea, aceleragao, area, volume, massa, forca, entre outras,
sendo possivel descrever, analisar e tirar conclusoes sobre uma determinada grandeza em

estudo.

O Calculo Diferencial é baseado em trés conceitos: limites, derivadas e diferenciagao.
O conceito de limite ocorre em muitas aplicagoes das ciéncias naturais, por exemplo,
determinar a velocidade e a aceleragdo de um movel, determinar a reta tangente a curva e
determinar dreas de figuras planas (Clark; Lima, 2012). A definigao do limite de uma fungao

f é uma das ideias fundamentais que distinguem o Célculo da Algebra e da Geometria.

O conceito de Derivada surge naturalmente na analise de fenémenos fisicos que
envolvem grandezas que variam com o tempo como: inflacdo da moeda, a velocidade e
aceleragao de um foguete, dentre outros (Clark; Lima, 2012). As Derivadas sao utilizadas

para descrever a taxa de variacao instantanea de uma funcao em um ponto especifico.

Segundo Maciel e Lima (2005), o Célculo Integral concentra-se em dois conceitos
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principais: soma de Riemann e Integral Definida. A soma de Riemann é uma aproximacao
da area sob uma curva, dividindo-a em retangulos menores. A ideia basica da integracao é
que muitas quantidades podem ser calculadas, partindo do pressuposto de que elas podem
ser “quebradas” em pequenos pedagos e, depois, soma-se a contribuicao que cada parte da.
A relagao entre o papel da derivada e da primitiva esta contida no teorema fundamental

do Calculo, que é uma das mais importantes ideias do Calculo.

As demonstragoes que envolvem o Célculo Integral e Diferencial sdo primordiais
para o entendimento dos conceitos e o avango na area. As suas demonstragdes mais
importantes envolvem: a regra da cadeia, que vai permitir calcular a derivada de fungoes
compostas; a regra do produto, que permite calcular a derivada do produto de duas fungdes;

e a regra do quociente, que permite calcular a derivada do quociente de duas fungoes.

Para Flemming e Gongalves (2006) outras demonstragdes importantes incluem o
Teorema do Valor Médio que estabelece que, em um intervalo, existe pelo menos um ponto
em que a taxa de variagao de uma funcao é igual a sua variacdo média, e o Teorema de
Rolle que estabelece que, se uma funcao é continua em um intervalo e é igual a zero em

seus pontos extremos, entao existe pelo menos um ponto em que a derivada é igual a zero.

Este trabalho tem como objetivo explorar e analisar os fundamentos do calculo
integral e diferencial, investigando suas aplicagdes praticas e demonstrando seus teoremas,

defini¢goes bem como sua importancia no desenvolvimento cientifico e tecnologico.

Para a realizacao desta pesquisa, foi utilizada a bibliografia sugerida pelo orientador
voltada totalmente para o Célculo, como exemplo: Calculo A (Flemming; Gongalves,
2006), Céalculo de uma varidvel Real (Clark; Lima, 2012), Anélise Real: fungoes de uma
variavel (Lima, 2012), Introducao a Anélise Real (Maciel; Lima, 2005). O tema desta
pesquisa foi escolhido a partir do PIBIC, visando consolidar o trabalho realizado ao longo
do programa, aprofundando-se em questoes especificas e apresentar os resultados obtidos

de forma sisteméatica e estruturada.

Essas fontes bibliograficas fornecem informacoes e embasamento teérico para o
trabalho, permitindo ao pesquisador contextualizar o tema, identificar lacunas e desenvolver
uma fundamentacao tedrica solida. Essa pesquisa é considerada bibliografica pois foi
realizado um estudo de fontes relacionadas ao Calculo Diferencial e Integral e suas

demonstragoes. Esse estudo é obtido por uma revisao de literatura, demonstrando as
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proposicoes, teoremas, através de uma defini¢cao formal.

Para Gil (2017), a pesquisa bibliografica envolve uma busca, selegao e anélise de
fontes bibliograficas relevantes sobre um determinado tema. Ao realizar uma pesquisa
bibliografica, o pesquisador busca identificar e examinar publicagoes relevantes, como

livros, artigos cientificos, teses, relatérios e outros documentos.

E muito importante que tenhamos sempre um entendimento sobre as demonstragoes
dos teoremas e das propriedades dos limites, das derivadas e suas regras e das integrais, por
entender que é impossivel fazer matematica sem demonstrar resultados. Compreender de
onde surgiu cada propriedade, cada formula e saber realizar corretamente as manipulagoes

matematicas para obté-las.

Inicialmente, esta pesquisa foi desenvolvida no Programa de Iniciacao Cientifica
(PIBIC) no decorrer de 1(um) ano. Utilizar o projeto de pesquisa desenvolvido no PIBIC
como Trabalho de Conclusao de Curso valoriza e aproveita o trabalho realizado durante o
programa, permitindo explorar a fundo o tema de estudo, apresentando uma pesquisa de

qualidade como parte integrante da formagao académica.

Esta pesquisa foi realizada em algumas etapas. Na primeira etapa, fizemos uma
revisao bibliografica para explorar e analisar a literatura existente sobre o tema, que
fornece embasamento tedrico contextualizando com o tema abordado na pesquisa. A
segunda etapa, foi organizada e sintetizada os materiais encontrados, organizando-os de
forma sistematica, destacando as principais ideias e informagoes encontradas para serem
demonstradas posteriormente que estarao dispostos nos capitulos subsequentes. Por fim,
foi realizada a demonstracao dos resultados obtidos a partir da pesquisa bibliografica

dentre eles: teoremas e aplicagoes.
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2 LIMITES DE FUNCOES

A seguir, apresentaremos uma abordagem intuitiva para a defini¢do de limite,
seguida pela analise das propriedades e teoremas convencionais relacionados a este conceito.
Em etapas subsequentes, exploraremos a defini¢cao de continuidade de fungoes com base

no conceito de limites.

2.1 Nocao Intuitiva de Limites

Definir o limite de um a func¢ao f é uma das ideias fundamentais que distinguem o
Calculo da Algebra e da Geometria. Considere que um cientista que deseja obter quanto
vale uma medida, quando a pressao do ar for igual a zero. Perceba que, é impossivel
obter o vacuo perfeito. Portanto, para abordar essa situagao, é necessario utilizar medidas
cada vez mais proximas de zero. Se os valores dessa medida se aproximam de um numero
especifico, denotado por x, presume-se que, em um vacuo ideal, a medida teria o valor de

x. Para comecar esta se¢ao, vamos explorar dois exemplos simples e intuitivos de limites.

Exemplo 2.1. Vamos tomar a funcao f : R — R, definida por f(z) = x — 2 quando os

valores de = se encontram muito proximos de 2.

Solucgao: Inicialmente, observemos o grafico da funcao:

Figura 1
Y

Fonte: Adaptado de (Flemming; Gongalves, 2006)

Note que, quando nos aproximamos de 2 pelo lado direito, a fungao se encontra

cada vez mais préximo de 0. Do mesmo modo, quando nos aproximamos de 2 pelo lado
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esquerdo. Perceba que, quando os valores de x se aproximam de 2, a esquerda e a direita,

os valores de f(z) = z — 2 se aproximam de 0 entao, podemos denotar como lin% r—2=0.
T—

Exemplo 2.2. Tomando fungdo f : R — R, definida por f(z) = 5 quando os

1
(z—2)
valores de = se encontram proximos de 2.

1

Solugao: Observe o grafico da fungao f(x) = W:
l’ —

Figura 2
6 .

Y

! It It 'I' |
-6 -4 =2 2 4 6
Fonte: Adaptado de (Flemming; Gongalves, 2006)

Analisando este exemplo, a partir do grafico temos que, se fizermos os valores de x
tao préximo de 2, o limite desta fungao tende para o infinito (positivamente). Podemos

escrever como: lim v = 100,
x—2 (x — 2)

Apos desenvolver uma compreensdo intuitiva dos limites, estamos preparados para

formalizar e precisar sua defini¢ao, conforme apresentado por Thomas (2002).

Definicao 2.1. Seja f : X — R definida em um subconjunto X C R. Dizemos que o

limite de f(z) quando z se aproxima de xy é L, escrevemos:

lim f(x)= L

T—TQ

quando para todo real € > 0, existe um § > 0 de modo que se tenha | f(z) — L| < € sempre

que 0 < |x — xo| < 0. Simbolicamente, temos:
Ve>0,30>0; 0<|z— x| <0=|f(x) — L| <e,

ou seja, é possivel tornar f(z) préximo de L, desde que se tome x € X suficientemente

proximo xg, mas diferente de xg.
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Exemplo 2.3. Temos que h_}m ¢ = ¢, se ¢ é uma constante.
r—x0

De fato, queremos mostrar que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que,

0<|z— x| <0=|f(x)— | <e€

Mas, como f(z) = ¢, basta tomar € > 0.

lf(x)—c|=]c— ¢c]=0 <e . limec=c
T—T0

Exemplo 2.4. Temos que li_)m T = xg.
r—x0

Com efeito, € > 0, considere § = ¢ > 0. Dal temos,
0<|z—mo| <d=|f(x) x| =|x—20| <0 =E
Portanto, |f(z) — zo| < €. E, assim, xh%rrxlox = Ty.

Teorema 2.1. (Unicidade do limite) O limite, quando existe, é unico.
Demonstragcdo. Suponha que L; e Ly sao tais que,

lim f(x) =1L e IILIQO f(z) = Lo

T—T0

Por definicao de limite, tem-se dado € > 0, existem d; > 0 e d5 > 0 tais que

0<|z—20 <& = |f(z)— Li| <

0<|$—.§L’0|<(52:>|f(37)—[/2’<

Tomando § = min{d;, d} temos:

€ €
Ly = Lol < Ly = @) +|La — f@) < 5+ 5 =

Como € > 0 é arbitrario, isso nos da |L; — Ls| = 0, logo Ly = Ls.

Exemplo 2.5. Utilizando a defini¢ao de limite, prove que
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lim(3z — 1) = 2.

rz—1

Pela defini¢ao, devemos mostrar que, dado € > 0, existe § > 0 tal que,
0<|z— x| <0=|f(x)— L|<e
Neste caso,
O<|z— 1<d=|Bz—-1)—2|<e
Pela desigualdade, |(3xz — 1) — 2| < ¢, temos
Bz —1)—2| <e
S1Br—1-2|<e
S [Br—3| <e
S Bx—1)<e

S 3lr—1|<e
€

sSlr—1| <
e -1 <3

€
Tomando § = 3 temos que se

O<|z—1<d0=0<|Bz—-1)—2| <e

Portanto, lim(3z — 1) = 2.
r—1

Exemplo 2.6. Se a, b e xy sdo nimeros reais, entao lim (a-x+b) =azxg+b.
T—T0

Vamos fazer dois casos:

Para a # 0 temos, pela definicdo formal do limite que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal

que,

0 <|z—x0| <d=|(ax+b) — (axog+b)| <e.

Obtendo ¢ através da desigualdade que envolve €, temos:
|(ax +b) — (axg +b)| < €

&S lar+b—azxg—bl <e
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& lar — axg| < €
Sla-(x—mx)| <e

& al |z — x| <€

€
<:>|$—ZL'0|<7

|a
Tomando ¢ = |€| temos:
a
0 < |z —x0| <d < |(ax+b) — (axg + )| <e.

Portanto, lim (a -z +b) = axo + b.
T—T0

2.2 Propriedades dos limites
Teorema 2.2. Se ILm flx)=1Le le g(x) = M, valem as sequintes propriedades:
T—T0 T—x0

a) lim [f(z) + g(z)] = lim f(z)+ Q}Lrgog(x) =L+ M

Tr—TQ T—T0

Demonstracao. Queremos mostrar que, dado € > 0, existe d > 0 tal que,

0<|z—a0] <d=|(f(z)+g(x))—(L+M)| <e

Note que, da hipdtese, dado € > 0, existem d; > 0 e d5 > 0 tais que

O<\:U—m0\<(51:>\f($)—L\<§,

0<|x—x0|<52:>|g(x)—M|<%.

Tomando § = min{d;, d2},

0 <z —wol <0 = [(f(x) +9(z)) - (L+M)| =

= [(f(x) = L) + (g(x) = M)| < [f(2) — L[ + [g(x) = M| =

Logo,
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0<|z—20] <d=|(f(z)+g(x)) —(L+M)| <e

b) Jim [F(x) - g(@)] = Jim f(x) = lip g(a) = L— M

T—T0 T—T0

Demonstracao. Queremos demonstrar que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que,
0 <[z —mz| <6=|[(f(z) —g(x)) - (L-M)|<e

Da hipotese, dado € > 0, existem d; > e do > 0 tais que
0 < |z — 0| < 61 = | f() — L] <§

0<|x—x0\<52:>]g(x)—M]<%

Tome § = min{dy, 0o}

0 <z —wo| <0 =|[(f(x) —g(x)) = (L - M)

= [(f(x) = L) + (g(x) = M)| < [f(2) = L[ + [g(z) = M| =

Logo,
0<l|z—zo| <d=I[(f(z) —glz)) - (L-M)| <e

c) limfc- f(x)]=c- lim f(x)=c-L;c€eR.

T—rT0 T—rT0

Demonstragio. Dado € > 0, existe § > 0 tal que se 0 < |z — xg| <  entdo

fla) = L] < =

]

Assim, se 0 < |z — zg| < J entdo

lef(x) = cL| = [e(f(x) = L)]
= lellf(z) = L]

€
<le|-— =¢€

]
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Portanto, lim [c- f(z)] =c- L. |
T—To

d) lim [f(x)-g(x)]= lim f(x)- lim g(x)=L-M

T—rx0 T—rT0 T—rT0

Demonstracio. Dado € > 0, existem §; > 0 e do > 0 tais que se

€
2|M|

0<|r—x| <o =|f(x)—L| <

€
0<|x—20l <2 = |g(z) — M| < ———

Para € = 1 existe 03 > 0 tal que se 0 < |z — xo| < d3 tem-se |f(z) — L] < 1.

Dali,

[f(z) = [L] < 1= |f(z)| < 1+][L].

Entao tome € = min{dy, 02, 93} logo se 0 < |x — x| < € tem- se

[f(2)g(x) = M| = [f(2)g(x) — f(x)M + f(z)M — LM|
= [f(@)(g(x) — M) + |M|(f(z) — L)|
< [f(@)llg(x) — M|+ [M][f(x) — L]

€
<1+ |L])- ——

€
M-
(1+[L)

S Am @) |
e) g}LIleo o) fim o) desde que ;clg?o g(x) # 0.
T—T0

Demonstragdo. A partir da propriedade d. demonstrada acima, podemos concluir que,

S Ly 1 1 L
Jm oy = dm (f@) - o05) = dim f@)- Jim s =L = 7
1 1
Seja € > 0. Para demonstrarmos que lim (—) = — precisaremos demonstrar que

existe um ¢ > 0 tal que para todo x € R.

1 1
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Uma vez que |M| > 0, existe d; > 0 tal que para todo z,

M
0<|z — x| <d1=g(x) — M|<?.

Entao, temos que:

lg(x)| — IM]] < lg(x) — M].

M
Combinando com a desigualdade |g(x) — M| < o obtemos:

| M|
o) — g < 20—
| M| | M|
7 M [l
<o) — oy <
| M| 3| M|
<o) < 2
|M| <2-|g(z)| < 3|M]|
1 - 2 - 3
lg(@)| M| g(x)]
Portanto, 0 < |z — 2| < d7, implica em
1 1| [M-g@] 1 1 1 2
—— | = < M = g(0)| < o IM = g(@)]
‘9(90) M| | M-g(z) |~ [M]| g(z) |M|[M]

1
Uma vez que (5) - |M|*¢ > 0, existe um ntimero d, > 0 tal que para todo x

O<|:1:—:c0]<52:>|M—g(:c)|<§~]M|2.

Tomando § = min{dy, o2}, temos:

1 1
0< |z — x0|<5:’—
g(x)

M<€.

£) Se Jim f(z) = L, entao Jim |f()| = L] = | Jim f(z)

T—T0

Demonstracio. Dado € > 0, existe § > 0 tal que

0<|z—mo] <d=|f(zx)—L| <e.
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Como || f(x)| — |L[| < |f(z) — L] temos que:

0<|x—zo| <d=||f(x)|—|L|| <e

E, portanto,

lim [f ()] = [L]|.

T—T0

|
g) lim [f(z)]F = [le f(2)]* = L* para qualquer inteiro positivo k € N*
T—T0 T—T0
Demonstracao. Se n = 2, temos
. 2 9. BT . . 72
Jim [f(z)]" = lim f(z)- lim f(z)=L-L=L"
Suponhamos agora que é valido para n = k, isto é
. k[ k_ 11k
dim [f(@)]" = [lim f(2)]" = [L]".
Agora, vamos mostrar que a desigualdade vale para n = k 4+ 1. Tomando
g9(x) = [f(@)]*ef(z) = f().
Obtemos,
. k1 _ s k.
Jim [F(@)* = Tim {[f@) - f(2)).
Devido ao item d, temos que
. k41 _ 1 ko1 _ 1k .7 _ Thktl
Jim [F@)F+ = T (7)) lim () = L5 L= 1440
Pelo Principio de Inducao Finita a afirmacao é valida para todo n € N. ]

Proposicao 2.1 (Teorema do Confronto). Sejam f,g e h fungoes tais que

f(z) < h(z) < g(x) para todo x préxzimo de xq. Se lim flz) = lim g(x) = L entdo
T—T0 T—x0o
lim h(z) = L.

T—T0

Demonstragdo. Dado € > 0 arbitrariamente, existem d; > 0 e d, > 0 tais que,

0<|z—zo| <d1=|f(x)—L| <e
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0<|r—xo] <dy=lg(z)—L| <e

Tomando § = min{dy,ds}, entdo, 0 < |z — x| < 0 temos que |f(z) — L| < e e
lg(x) — L| < €, ou de forma equivalente, L — e < g(z) < L+ece L —e < f(z) < L+e.
Pela hip6tese, podemos concluir que 0 < |z — xo| < § entdo

L—e<f(z)<h(z)<g(r)<L+e
Isto é,
L—e<h(z)<L+e.

Logo, se 0 < |z — | < ¢, temos que |h(z) — L| < e. Portanto, lim h(z) = L. |

&0
Proposicao 2.2. Sejam f e g tais que ach—gclo f(x) =0 elg(x)| < ¢ para todo x prozimo de
xo, onde ¢ € R é uma constante. Entdo lerlg}O f(z)-g(x)=0.
Demonstragio. Temos |g(x)| < ¢ em 0 < |x — 2| < §. Multiplicando essa desigualdade
por |f(x)| obtemos;

[F@@)] - lg(@)] < c-[f(2)] em 0 <[z — x| <9,
ou seja,

[f(@) - g(x)] < c-|f(z)] em O <z —z| <9,
ou ainda,

—c-[f(o)l < fx) - g(z) <c-|f(z)] em 0 <[z — x| <.

Agora, pela propriedade do médulo

lim [f(z)] = lim f(z)

T—T0 T—T0

= |0] = 0.
Logo, utilizando o Teorema do Confronto obtemos,

lim f(x)-g(x) =0.

T—T0

2.3 Limites Laterais

Para ter um limite L quando z se aproxima de a, uma fun¢do f deve ser bem
definida em ambos os lados de a e seus valores f(z) devem se aproximar de L quando x se
aproxima de a de ambos os lados, a direita e a esquerda. Vamos comegar com a defini¢ao

de limite a direita, observe:
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Definigao 2.2. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto (g, ¢). Podemos dizer
que um namero L é o limite a direita da funcao f quando para todo € > 0, for possivel

obter § > 0 tal que |f(z) — L| < € sempre que
To < x < xg+ 0.

Escrevemos,

lim f(z)=L.

JJ—>$0

E, se lim+ f(z) = L, dizemos que f(x) tende a L quando x tende a x pela direita.
x*}xo

Utilizando o simbolo x — x§ para indicar que os valores de x sdo maiores do que .
Definicao 2.3. Seja f uma fungdo definida no intervalo aberto (b, ). Podemos dizer que
um nimero L é o limite a esquerda da funcao f quando para € > 0, for possivel obter

d > 0, tal que |f(z) — L| < € sempre que

Top— 0 <x <X

Escrevemos,

lim f(x)= L.

LL’—>$O

E,se lim f(z) = L, dizemos que f(x) tende a L quando z tende a z, pela esquerda.
=T

Utilizando o simbolo z — z; para indicar que os valores de z sao menores do que zg.

Exemplo 2.7. Dada a fungdo f(x) = 2++/2 — 3. Determinar, se possivel, 111%1+ f(z)e lim f(x).
z—

T—3"
Solugao: A fungdo f ndo estd definida para x < 3. Portanto, ndo existe lim f(x). Agora,
T3~

vamos calcular lim+ f(x). Aplicando as propriedades vistas anteriormente, temos que
r—3

lim f(z) = lir£1+(2+\/x—3): lim 2 + lim vz —3=2+0=2.
r—r

z—3+ r—3+ z—37+

Teorema 2.3. Se f ¢ definida em um intervalo aberto contendo xq, exceto possivelmente

no ponto o, entao lim f(x) = L se, e somente se, lim f(x) =L e lim f(z)= L.
T—T0 z—maL Tz

Demonstragdo. Vamos mostrar a condigao suficiente. A condigdo necesséria é consequéncia

imediata dos limites envolvidos.
Temos que, lim f(z) = L. Entao, dado € > 0, existe > 0 tal que |f(z) — L| <e
T—T0
sempre que 0 < |z — x| < € ou equivalentemente |f(x) — L| < € sempre que g — ) < z <

x0+5.
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Dal, |f(z) — L| < € sempre que 79 —d < = < zg e |f(z) — L| < € sempre que

o < x < xo+ 9, 0 que implica, lim f(z)=L e lim f(z)= L. |
:c—m:g ToTy

2.4 Limites no Infinito

1
Vamos observar o comportamento da fungao f(z) =1 — — cujo gréfico é:
x

Figura 3
Yy
5 |
S I A
-3 -2 -1 1 2 3
—21

Fonte: Adaptado de (Flemming; Gongalves, 2006)

1
Analisando o comportamento da fun¢ao f(z) = 1 — — para valores de z sufici-

x
entemente grande, pode-se tornar o valor de f(z) tao préximo de 1 quanto desejarmos.
Similarmente, fazendo = decrescer ilimitadamente vemos que f(z) se aproxima desse

mesmo valor 1.

Definicao 2.4. Seja X C R ilimitado superiormente. Dizemos que
f: X =R,
A, ) =1L

quando dado € > 0 existe A > 0 tal que, se x > A, tem-se:

[f(x) = L] <e

Em termos de notacao, temos:

Ve>0,3A> 0,2 > A= |f(z) - L| <e
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De maneira andloga define-se 1_1>m f(z) = L, quando o dominio de f é ilimitado inferior-
xr —0o0

mente: para todo € > 0 existe A > 0 tal que v < —A = |f(z) — L| < e

Os limites para * — —o0 e x — +00 sdo, de certa forma, limites laterais (& direita

e & esquerda).

Teorema 2.4. Se n é um nimero inteiro positivo, entdo:

1

i.) lim — =0
z—+oo
1

i.) lim — =0
r——o0 T

Demonstragdo. i.) Provaremos que, para qualquer € > 0, existe A > 0, tal que se x > A

tem-se

1
— -0

- < € sempre que x > A.
x

Através da desigualdade que envolve €, escolhemos A. Assim,

1 1
— 0Ol <ess—<e
" |z |
1
& < Ve
Vakad
1
& — < Ve
ST > 1
s —.
e
1

A desigualdade acima nos sugere A =

1
r>A=—=|——-0/<e¢
TLE wn
e desta forma,
. 1
lim — =0
z—+oo h

11, observe que, queremos mostrar que, para qualquer € > 0, existe B > 0, tal que

se r < —A tem-se
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1
— — 0| <e
xn
Logo,
1 1
—O’<€<:><€
1
& < e
x|
1
& — < W€
2]

e desta forma

Para determinar o limite de uma funcao racional quando x — 00, podemos dividir
o numerador e o denominador pela maior poténcia de x que aparece no denominador. O
desfecho subsequente ¢é influenciado pelos graus dos polinémios envolvidos. Veja o exemplo

abaixo:

Qp —
Exemplo 2.8. Calcule o lim <
r—+o00 T +

maior grau do numerador e denominador, temos

. Solugao: Colocando em evidéncia o termo de

) . . 5!
1 g = im ST = 8 =1 0—1—2.
z—+oo I + :Jc—>+oox<1+7> 1_131 14 ll,rf ° +

€T T 00 T oo I

2.5 Limites Infinitos

1
Ao retomar a func¢ao f(x) = —, x # 0 cujo grafico é:
x

Analisando o grafico acima intuitivamente, percebemos que, podemos fazer o valor
de f(z) crescer indefinidamente, tanto na diregdo positiva quanto na diregdo negativa, a

medida que os valores de x se aproximam da origem.
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Figura 4
Yy
2,,
32 1 1 2 3
2,,

Fonte: Adaptado de (Flemming; Gongalves, 2006)

Definicao 2.5. Seja f(x) uma funcao definida em um intervalo aberto contendo z, exceto,

possivelmente, em x = x.

1. Diz-se que li_>m f(z) = 400, quando para todo A > 0, existe um 6 > 0 tal que
T—x0
f(z) > A sempre que 0 < |z — zo| < 0.
2. Diz-se que le f(z) = —o0, quando para todo B > 0, existe um ¢ > 0 tal que
T—T0

f(x) < —B sempre que 0 < |z — xo| <.

Além das duas defini¢bes acima, consideramos os limites laterais infinitos e limites

infinitos no infinito. Existem defini¢des formais para cada um dos seguintes limites:

lim, f(x) =400, lim f(z)= +o0, lim, f(x) = —o0, lim f(z)= —o0,

Ty =T T, T—=T
Jim o) = oo, i )= oo, Hm_f(0) = ool f(r) = o

Por exemplo, podemos dizer que lim+ f(x) = 400 se para qualquer A > 0, existir
x—)xo

um 0 > 0 tal que f(x) > A sempre que 0 < = < xg + .

A seguir, apresentamos um teorema muito utilizado no calculo de limites infinitos.

Teorema 2.5. Se n é um nidmero inteiro positivo qualquer, entdo:

1
i.) lim — = +o0.
xz—0t ™
N | ,
i.) lim — = —o0, sen € impar.

z—0— "
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Demonstragdo. i.). Devemos mostrar que para qualquer A > 0, existe § > 0, tal que se
0 <x <9, tem-se

1
— > A sempre que 0 < x < 0.
xn

Utilizando a desigualdade que envolve A e, sabendo que as desigualdades abaixo sao

1>A<:) ”<1(:> <{71
— xr — i —.
zm A A

1 1
Tomando 6 = {J i temos — > A sempre que 0 < z < 0.
ITL

equivalentes, temos

1
ii.). Dado B > 0, existe § > 0 tal que — < —B sempre que —0 < x < 0. Temos
xn

;. ~ _ n S ,
que n ¢ impar entao como r — 0~ = 2" < 0 e /2™ = x. Dal,

1
— < -B& "> —
T —B
& x> ! -1 ois n é impa
T = , pois n é impar
V—B v B
-1
=T >

1 1
Fazendo § = —= segue que — < —B sempre que —0 < x < 0. [ |
xn

VB
2.6 Propriedades dos Limites Infinitos

As propriedades dos Limites permanecem validas para os limites infinitos, muito
embora, devemos tomar cuidado ao combinar fungoes envolvendo esses limites. A seguir,
traremos um Quadro 1 que nos da um resumo dos fatos principais validos para os limites

infinitos, onde podemos ter x — xy, T — z§, T — 75, T — —00, T — +00.
Faremos algumas demonstragoes.
Demonstracio. Item 01. Sejam f e g tais que xllgclo f(z) = +o0, zh_}rglog(x) = 400 e
h(z) = f(z) + g(x). Vamos provar que lim h(z) = +oc.
T—x0
Devemos mostrar que, dado A > 0, existe 6 > 0, tal que h(xz) > A sempre que

0 < |z — x| < 0. Seja A > 0 qualquer. Como lim f(z) = +o0, existe §; > 0 tal que
T—T0
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Quadro 1 — Fatos validos para limites infinitos.

limf(x) | limg(x) h(x) limh(x) simbolicamente
01| =oo +too | f(x)+g(x) +o0 +00 £ co= +00
02 | +oo +oo | f(x) —g(x) ? (+00) — (+00) é indeterminagao
03| +4o0 k f(x)+g(x) +00 +oo + k = +o00
04| —o0 k f(x)+ g(zx) —00 —o00+k=—00
5| too | too | J@) s | Too (F50) - (750) = +o0
06 | +4oo —00 f(z)-g(x) —00 (+00) - (—o0) = —0
07 | +oo E>0 | f(z)-g(x) +o0 +00 -k =400, k>0
08 | +oo E<0 | f(z)-g(x) —00 +o00-k=—00, k<0
09| <o 0 f(z)-g(x) 7 +o00 -0 é indeterminagao
10 k +o0 f(z)/g(x) k/+oo=0
11| =£o0 +oo f(z)/g(z) ? +o00/ + o0 € indeterminacao
12| k>0 0t f(z)/g(x) +o00 k/0" = 400, k>0
13| 400 0" f(x)/g(x) | +oo +00/0" = 400
14 | k> 0n 0~ f(z)/g(x) —00 k/0~ = —o00,k >0
15| +oo 0~ f(z)/g(x) —00 +00/0” = —00
16 0 0 f(z)/g(x) 7 0/0 é indeterminacao

Fonte: Adaptado de (Flemming; Gongalves, 2006).

A
f(z) > 5 sempre que 0 < |z — x| < ;. Como lim g(x) = +o0, existe dy > 0 tal que
0

A
g(x) > 5 sempre que 0 < |z —xo| < da.

Seja 0 = min{dy,d2}, temos h(zx) = f(x) + g(xr) > — + — = A sempre que

b | s
N[ s

0 <[z — 20| <0 e desta forma lim h(z) = +oo
T—x0

Os itens 03, 04 seguem de maneira analoga.

Demonstracao. Item 03.
li_>m f(z) = +o0 < VA > 0, existe §; > 0 tal que f(x) > A sempre que
T—T0

O<‘$—Z‘0‘<(51.

lim g(z) = k & Ve > 0, existe d; > 0 tal que |g(x) — k| < € sempre que

T—T0

0 < |z — xo| < 2. Entdo se 0 < |z — xo| < 2 tem-se

—e+k<g(x)<e+k.
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Tomando § = min{d;,d2} e dado B = A + k — € segue que
f(x)+g(x) >A+k—e= DB sempre 0 < |x — x| <0

Logo, lim (f(2) + g(x)) = +o0 n
Demonstracao. Item 04.

lim f(z) = —0c0 & VA > 0, existe 0; > 0 tal que f(x) < —A sempre que

T—T0

0< ]ac—x(]] <51.
lim g(x) = k < Ve > 0, existe o > 0 tal que |g(x)—k| sempre que 0 < |z —z| < Js.
T—T0

& —e+k < g(x) < k+ e sempre que 0 < |z — x| < do.

Tomando 6 = min{d;,d2} e dado B=A — k+ ¢ > 0 tem- se
f@)+g(zr) < —A+k—e=—B sempre 0 < |z —x0| <9

Portanto, lim (f(z) = g(z)) = —o0 |
T—x0
Demonstragao. Item 05.
Sejam f e g tais que lim f(z) = +oo, lim g(x) = 400 e h(z) = f(z) - g(x).
T—T0 T—x0
Queremos provar que lim h(xz) = 400. Dado A > 0, existe § > 0, tal que h(z) > A sempre
T—xT0

que 0 < |z — x| < 0.

Ao tomar A >0e h_}m f(z) = 400, existe 6; > 0 tal que f(z) > VA sempre que
T—x0

0 < |z — x| < d;. Como lim g(x) = +o0, existe dy > 0 tal que g(x) > VA sempre que
T—T0

0<|ZE-£L’0|<52.

Seja & = min{dy, 0}, temos
h(z) = f(z) - g(x) > VA VA=A sempre 0 < |z — x| < 0

e assim lim h(z) = 400 [
T—T0

Os itens 06, 07 e 08 seguem de maneira analoga.

Demonstracao. Item 06.

Tomando f e g tais que lim f(z) =40 e lim g(z) = —oc e h(z) = f(z)-g(z). Queremos

Tr—xQ
mostrar que xll)rgo h(z) = —oc.
Dado A > 0, existe 6 > 0 tal que h(x) > A sempre que 0 < |z — zo| < 0. Para

lim f(z) = +o00 < VA > 0, existe 6; > 0 tal que f(x) > VA sempre que 0 < |z — x| < 1.

T—T0
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Para h_}m g(r) = —00 & VA > 0, existe 0y > 0 tal que g(z) > —v/A sempre que
T—To

0 < |z — o] < 2. Seja 6 = min{dy,ds}, temos
h(z) = f(z)-g(x) > VA- (—VA) = —A sempre 0 < |z — x| < &

e, assim, lim h(z) = —o0.
T—x0

2.7 Dois Limites Fundamentais

Nesta se¢ao iremos calcular dois limites trigonométricos fundamentais, que sao de
suma importancia para caracterizar o calculo de outros limites. Veja:

senx

Proposicao 2.3. O lim

¢ igual a 1.
Tr—xQ x

Demonstragao. Inicialmente, considere uma circunferéncia de raio 1. Observe a figura

abaixo.
Figura 5
Yy
1 T
ND
1 tgh
senf
g cos6
x
0 Q  A(L,0)
1

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2006)

Primeiramente, admitamos que x > 0. Na circunferéncia de raio 1, um angulo 6 ¢é

medido em radianos. Pela figura, podemos observar que
Aopg < Aopa < Aora

onde Appg € a drea do triangulo OPQ), Aopa € a rea do setor circular OPA e Apra é a
area do triangulo OT A. Seja senf a altura do tridngulo Appg e tgf a altura do tridngulo

Aora, teremos:



Capitulo 2. LIMITES DE FUNCOES 35

senf o taf — tie _ senf

0 —
sen 1 cos 6

Entdo, temos OQ = cosf, PQ = senf e AT = tgf. De modo que,
Aopg < Aopa < Aora
1 1
3 senf - cos < Aopa < 3 tgf

0
Como a area do setor circular é a fragao Cop da area do circulo de raio 1, que é ,
T

temos que a area do setor circular é 3 A partir disso, encontramos

1 1 1- senf
—senf - < -0<—-+
2 PONY - o8 2 2-cosf
0
senf - cos@ < 0 < -
cos
1

cosf <

senf)  cosf’

Agora, facamos ¢ = —y onde y > 0,

senff  sen(—y) —seny  seny
0 (=) —y v
Mas s6 ird ocorrer se § — 0~ < y — 07, Logo,

senx . seny
m _

lim = li =1,
z—0- X =0t Y
_ .. senx
entao lim =1. [ |
z—0
Observagao 2.1. De maneira analoga, lim =1
z—0 senx
A partir da proposicao acima, podemos concluir que:
... tgx
Teorema 2.6. 7. lim— =1
z—0 1
7. lim — =1
z—=0 tgx
De fato, resolveremos o item 7. Observe:
senx
. tgr . . senzx ) 1 senx
lim —— = lim €98L — Jj;m; ———— = lim . =1-1=1
z—0 z—=0 z—=0 COSXL - T z—0 COS & €T

De maneira analoga, pode-se mostrar o item 7z.
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cosx — 1

Proposicao 2.4. O lim ———— ¢ igual a 0.
xz—0 x
Demonstracao. Temos,
cosx — 1 . cosr—1 cosx+1 . cos’x — 1
lim ———— = lim . =lim —7"—,
a0 20 1 cost+1 2=0x-(cosx+ 1)
como cos?z — 1 = —sen?z, segue que
cosx — 1 —sen’z senz 1 1
imizlim—:hm( )-lim(—senx)-limizl-o-f:0.
7—0 xT z—0 7 - (cos;p + 1) 7—0 xT 7—0 =01+ cosz 2
[ |

2.8 Continuidade

Anteriormente, definimos lim f () analisando o comportamento da fungao f(x)
T—x0
para valores de x suficiente proximos de zy. Em alguns casos é possivel observar que
li_>m f(z) pode existir, mesmo que f nao esteja definida no ponto zy ou, também, se f
T—x0

estd definida em xg e le f(z) existe, pode ocorrer que este limite seja diferente de f(zo).
T—T0

Quando lim f (x) = f(xp) diremos, de acordo com a defini¢ao abaixo, que f é
T—T0

continua em xg.

Definigao 2.6. Dizemos que f é continua no ponto xg, se satisfazer as seguintes condigdes:

i.) f é definida em zq (isto é, xy € dom(f));

ii.) xlgrglo f(x) existe;

iii.) lim f(x) = f(zo).

T—T0

Caso uma das trés condigoes supracitadas nao forem satisfeitas dizemos que a

funcao f é descontinua no ponto xg.

Exemplo 2.9. Seja f: R — R tal que

2
-1
L, sex #0
fa)=1 o1
1, sex =1

Solucgao: Para que f seja continua é necessario observar as 3 condigoes acima. Para este

caso, observe que,
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2_1 — 1) (z+1
i =Ly B @D iy 2o
z—1 r—1 x—1 r—1 x—1

Pela definicao
lim f(z) = f(zo)

T—TQ

Logo, a terceira condigdo nao é satisfeita pois 2 # 1. Entao, f é descontinua em zy = 1.

Exemplo 2.10. Seja f: R — R tal que

senx

, sex#0

1, sexr =0

Solucgao: Calculando o limite da funcao temos que,

lim f(z) = lim SO

z—0 z—0

= 1= f(0)

Portanto, satisfaz as condigoes para que haja continuidade. Entao, f é continua

em xo = 0.

2.9 Propriedades das Funcgoes Continuas
Teorema 2.7. Se as fungoes f, g sdo continuas em xy, entdo:

t. [+ g é continua em xy;

Demonstracao. Sendo f e g continuas em zq, temos:

lim f(x) = f(zo)

T—T0

lim g(z) = g(xo)

T—T0

Dali,
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lim (f +g)(x) = lim [f(z) + g(z)]

T—x0 T—T0
= Jim f@) + lim 9(w)
= f(wo) + g(x0)
= (f + 9)(zo)
[ |
ii. f— g € conlinua em xo;
Demonstracao. Sendo f e g continuas em zq, temos que:
Ji, £(2) = Sa)
J, 9(@) = g(w0).
Dali,
Jim (f = g)(x) = lim [f(z) — g(2)]
= Ji, f(@) - fim, 9()
= f(zo) — g(x0)
= (f — 9)(xo)
[ |

iit. [ - g € continua em xg;

Demonstracao. Sendo f e g continuas em zq, temos:

lim f(z) = f(zo),

T—T0

lim g(z) = g(xo).

T—TQ

Portanto,

lim (f-g)(z) = lim [f(z)-g(z)] = lim f(z)- lim g(x) = f(z0)-g(wo) = (f-g)(zo) W

T—rT0 T—rT0 T—rx0 T—T0
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v. =, se g # 0 € continua em xy.
g
Demonstragio. Sendo f e g continuas em x(, temos:

lim f(z) = f(zo),

T—T0

lim g(z) = g(xo).

T—TQ

E g(xo) # 0.
Portanto,
@) I @) p)
xlggo g(z)  lim g(z)  g(xze) <g>(x0)‘ "

T—T0

Observacao 2.2. Temos que

1. Uma func¢ado polinomial é continua para todo x € R;

2. Uma funcao racional é continua em todos os pontos de seu dominio;

3. As funcoes senzx e cosx sao continuas para todo ntimero real x;

Proposicao 2.5. Sejam f e g fungoes tais que xlg?o f(z) =b e g é continua em b. Entao:

li (9.0 £)() = 9(b), ou seja, Jim, gl (x)] = g | Jim /(@)].

T—T0 T—To

Demonstragao. Queremos mostrar que ILm (go f)(x) = g(b), isto é, dado € > 0, devo exibir
T—To

d >0, tal que se 0 < |z —xo| < I = |(go f)(x) —g(b)] <e. Dado € > 0, desde que

lim g(y) = g(b)

y—b

Existe 0; > 0 tal que tem-se

0<l|y—>bl <d =lg(y) —g(b)] <e¢

Por outro lado como ILm f(z) = b, para esse §; > 0 existe § > 0 tal que se
xX X0

0<|z—wo| <d=ly—bl <d=lg(f(x)) —g(b)] <€
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Proposigao 2.6. Suponha que f é continua em xq¢ e g é continua em f(xq), entdo go f €

continua em xg.

Demonstragiao. Como f é continua em xy, podemos aplicar a proposicao anterior. Dai,

lim (g o f)(x) = g[lim f(x)] = g[f (z0)] = (g © f)(x0)

Tr—xQ T—T0

Logo, g o f é continua em x.

Definigao 2.7. Seja f definida num intervalo fechado [a, b].
i Se lim f(z) = f(a), dizemos que f é continua a direita no ponto a;
r—a

ii Se liril f(z) = f(b), dizemos que f é continua a esquerda no ponto b;
T—b—

iii Se f é continua em todo ponto do intervalo aberto (a,b) e f é continua a direita em a

e a esquerda em b, dizemos que f é continua no intervalo fechado [a, b].

2.10 Teorema do Valor Intermediario

Seja f continua em [a,b] e L é um numero tal que f(a) < L < f(b) ou ainda

f(b) < L < f(a), entdo existe pelo menos um x € [a, b] tal que f(z) = L.

Figura 6

| 1
a T b

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2006)
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Tal teorema nos mostra porque as Fungdes Continuas em um intervalo muitas vezes
sao consideradas como fungoes cujo grafico pode ser tragado sem levantar o lapis do papel,

isto é, ndo ha interrupgoes no grafico (Flemming; Gongalves, 2006).
O Teorema do Valor Intermediario é muito utilizado para determinar o zero de
fungoes,isto é, se f é continua em [a,b] e se f(a) e f(b) tem sinais opostos, entdo existe

pelo menos um nimero ¢ entre a e b tal que f(c) = 0.

Figura 7

fla) {--

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2006)




42

3 DERIVADAS

Nesta se¢ao, estudaremos a Derivada. O conceito de Derivada surge naturalmente
na andlise de fendmenos fisicos que envolve grandezas que variam com o tempo como:
inflacdo da moeda, a velocidade, a aceleracao de um foguete, dentre outros. Inicialmente,

veremos que ela representa a inclinagdo de uma curva no ponto.

3.1 Inclinagcdo a uma curva

Vamos definir a inclinagdo de uma curva y = f(x) para, posteriormente, encontrar

a equacao da reta tangente a curva num ponto dado.

Seja y = f(z) uma curva definida no intervalo (a,b) e sejam P(xg,yo) € Q(z,y)
dois pontos distintos da curva y = f(z). Tomando s a reta secante que passa pelos pontos
P e Q. Considerando o tridngulo PM@, note que a inclinagao da reta (ou coeficiente

angular de s) é dado por:

; Yy—% _ Ay

an o = = —.
T — T Ax
Figura 8

X

Fonte:Adaptado de Flemming e Gongalves (2006)

Agora, suponhamos que, P esteja fixo e () se mova sobre a curva em direcao a P,

a inclinacao de s ira variar.
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Esse valor limite, é chamado inclina¢ao da reta tangente a curva no ponto P e/ou

inclinacao da curva em P.

Defini¢ao 3.1. Dada uma curva y = f(x) seja P(xo, %) um ponto sobre ela. A inclinagao

da reta tangente a curva no ponto P é dada por:

m = o) = oy 5 =t LT @)

quando o limite existe. Tomando x = xy + h podemos reescrever a igualdade acima como

f(xo + h) — f(xo)
- )

Se conhecermos a inclinacao da reta tangente a curva no ponto P podemos encontrar a

m = f'(xg) = lim (3.2)
h—0
equacao da reta tangente a curva em P.

2

Exemplo 3.1. Seja y = f(z) =z e y € R um ponto fixo.

Solucgao: Utilizando a defini¢ao, temos que

!
J(wo) = Jim h
— lim (zo + h)* — 22
h—0 h
w242 19 h+h*— 2}
= Al h

Z}LILT(I)Q'IEO—Fh:?'ﬂUo
Se, g = 1, temos f'(1) = 2. Como z é arbitrario, temos f'(x) = 2x e a inclinagado de

f(x) = 2? num ponto qualquer.

3.1.1 FEquacao da Reta Tangente
Se a fungao f(x) é continua em z, entdo a reta tangente a curva y = f(z) em

P(x0, f(20)) é:

i. A reta que passa por P tendo inclinagao

v J(mo+h) — fao)
f(z) = lim - ,

h—0

se esse limite existe. Neste caso, temos a equagao
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y — f(zo) =m - (v — x0)

ii. A reta r = 1z se,

h—0 h

for infinito.

3.1.2 A derivada de uma funcdo num ponto

A derivada de f(x) no ponto xg, é denotada por f'(zq) (1é-se f linha de ) e é

definida por:

/ . flxo+h) — f(xo)
f'(zg) = lim . ,

h—0

se esse limite existe. Também podemos escrever:

o) — tim 12 = F0)

h—0 r — Xo

Através desse limite temos a inclinagao da reta tangente a curva y = f(z). Logo,
geometricamente, a derivada da funcao y = f(z) no ponto xg, representa a inclinagdo da

curva nesse pOIltO .

3.1.3 A derivada de uma funcdo

Denotamos a derivada de uma fungao por f'(z) ( 1é-se f linha de x), tal que, seu

valor em qualquer x € D(f) é dado por:

f'(x9) = lim

h—0

f(wo +h) — f(o)
- :

Se existir.

Dizemos que uma funcao ¢é derivavel quando existe a derivada em todos os pontos
de deu dominio. Existem algumas outras notagoes que podem substituir y' = f(z), tais

Ccomao:

i. D,f(x) (1é-se derivada de f(z) com relagdo a x);
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ii. D,y (lé-se derivada de y em relagao a x);

d
iii. d—y (16-se a derivada de y em relagdo a z).
T

Exemplo 3.2. Dada f(z) = 52® + 62 — 1, encontre f'(2).
Solucgao: Por defini¢ao,temos:

f(2+h)—f(2) 5-2+h)?2+6-(2+h)—1—(5-22+6-2—1)

/ s s
i e h
. 26h + 5h?
= lim ——
h—0 h
= 1im(26 + h) = 26.
h—0

Exemplo 3.3. Dada f(z) = z3 encontre f'(z).

Solucgao: Pela definicao temos:

Aplicando na fun¢ao dada, obtemos:

1 1
/ 1 f(x+h)§—f(x)§
fiw) = fim h
Fazendo a troca de varidveis, Sejam (z +h) = t3 e x = a*. Entdo,
t —a 1 1
/ pr— 1 —_— 1 p—
J@) _%g%tii — @ imeta-t+a  3-a2
Como a = zé, vem que
1
!
€Tr) =
P =

. 1, ,
A partir desse exemplo podemos observar que, f(z) = 3 é continua em 0, mas

1
f(z) = nao é definida em 0.
3-x

Wi

3.2 Continuidade de funcgoes derivaveis

Através do Exemplo 3.3, podemos concluir que f(z) é continua em xg, 0 que nao

implica na existéncia de f’(zg). A reciproca porém é verdadeira, observe o teorema abaixo.

Teorema 3.1. Toda funcao derivdvel num ponto xy € continua nesse ponto.
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Demonstragio. Seja f(x) uma fungao derivavel em xy. Vamos demonstrar que f(z) é

continua em xg, ou seja, demonstrar que as condi¢oes da Defini¢ao 2.6 sao validas. Isto é:

i. f(xo) existe;

ii. lim existe;
T—TQ

iii. mll)rrxlo = f(xo).

Por hipétese f(x) é derivavel em xy. Portanto, f'(x() existe e

o) — 1 £@) =G0

T—TQ €xr — xo

Entao f(zo) deverd existir para que o limite tenha significado. Além disso, temos que:

i [7(0) — f(oo)] = i | (o — ) - LS
= lim (x — x¢) - lim w
T—T0 T—T0 _

—0- ')
Portanto, $li_>r£10[f(x) — f(x0)] = 0. Dai,

lim f(x) = lim [f(z) — f(zo) + f(0)]

P P
= lim [f(z) = f(zo)] + lim f (o)
=0+ f(zo)
= f(z0)

Entao, valem as condigoes i, ii e iii. Concluindo-se que f(x) é continua em z. ]

3.2.1 Derivadas laterats

Definigao 3.2. Se a fungdo y = f(z) estd definida em zy, entdo a derivada a direita de f

em z ¢ denotada por f! (z¢) e definida por:
f(z) — f (o)

fi(wo) = lim f@o+h) = flwo) _ ) J@) = F(@o)

caso este limite exista.
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Definicao 3.3. Se a fungao y = f(z) estd definida em zg, entdo a derivada a esquerda de
f em zq é denotada por f’ (xg) e definida por:

h—0~ h a—zy T — X

caso este limite exista.

A funcao é derivavel em um ponto quando as derivadas a direita e a esquerda
existem e sao iguais, isto é, quando f! (zo) = f’ (x). Quando as derivadas laterais existem

e sao diferentes num ponto xg, dizemos que este é um ponto anguloso do grafico da funcgao.

3.2.2 Regras de derivacgdo

A seguir, deduziremos varias regras de derivagao, que permitem determinar as

derivadas das fungoes sem o uso da definicao.

Proposicao 3.1. ( Derivada de uma constante)

Se ¢ é constante e f(x) = ¢ para todo x, entdo f'(x) = 0.

Demonstragdo. Seja f(x) = c entdo temos,

flxth)=flx) . c—c

f(w) = lim . = lim —— =0.
|
Proposicao 3.2. (Regra da poténcia)
Se n é um inteiro positivo e f(z) = x™ entdo f'(x) =n-z" L.
Demonstragio. Seja f(x) = x™ entdo temos,
Fla) = }111{)% f(x+hl1— f(x) _ }lllg(l) (x+h)" —x”.

Expandindo (x 4+ h)™ utilizando o bindémio de Newton,

(n—1
{m”—kn-x”1-h—|—n(7;)-a:”2-h2+...—l—n-a:-h"1+h”]—x”
/ BT !
fiz) = Jim h
—1
h-|nz" !+ n(n2'):c”_2h +dn-xz-h" 24 h”_l}
= lim :
h—0 h
—1
:}llir%{n-x"_qun(nQ')-x”‘Q-h—l—...—l—n-x-h”_2+h”_1]:n-x”_l.
— !
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Proposigao 3.3. (Derivada do produto de uma constante por uma fung¢io) Sejam f uma
fungao, ¢ uma constante e g a fungao definida por g(z) = c- f(x). Se f'(z) eziste, entdo
g'(@) =c- f(z).

Demonstragao. Por hipotese, existe

f'(w) = lim Y
Dai, temos
e fa ) —e ()
h—0 h
[ h) @)
h—0 h
o S ) (@)
h—0 h
=c- ['(z)

Proposicao 3.4. (Derivada de uma soma)

Sejam f e g duas fugoes e h a fung¢do definida por h(z) = f(x) + g(x). Se f'(z) e
g'(x) existem, entdo

W(xz) = f'(z) + g'(z).

Demonstracao. Por hipotese, existem

PIR (RO ()

h—0 h

yon g gle+h) —glx)
g'(z) = lim N -
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Dai temos,
(o) =l (x+ h)h— h(z)
~ lim [f(@+h)+g( +:)] — /(=) + g(x)]
:]%[f(wrh)—f(w)];:[ (z+h) — g()]
:}lg%f(w+hf)L—f(w)+}% (z+h) = g(z)
= f'(z) +4'(z)

Proposicao 3.5. (Derivada de um produto)
Sejam as fungées f e g e a fungao h seja definida por h(z) = f(x)-g(x). Se a f'(x)
e ¢'(x) existem entdo temos:
W(r) = f(z)-g'(x)+ f(2) - g(x).

Demonstragao. Pela hipdtese, temos que

flx+h) = f(x)

f'(x) = lim ;
(§
h—0

Através da Propriedade 3.4, onde toda funcao que é derivavel num ponto x vai ser

continua nesse ponto, podemos concluir que f é continua em z. Entao,

lim f(a -+ h) = f(z).
Temos:

) — i M) (@) L f@h) g+ h) = f(x) - g(a)
N h -

Agora, adicionando e subtraindo a expressao f(x + h) - g(z) ao numerador, temos que:

p L@t gl t+h)— flz—h)-glx) + flz+h) - g(z) — f(z) g(2)

W(w) = f1L1—>o Y
— lim flx+h) [glx+h)—g(@)]+gl@)|[f(x+h) = f(z)]
h—0 h
- ’115% Fz+h)- (erhf)L_ (x)] +lim o) - f(a:+hf)L f(z)
:HH@+m}gf“+2_“)+gg()gﬁx+2_ﬂ@

= f(x) - ¢'(x) +g(x) - f'(2).
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Proposicao 3.6. (Derivada de um Quociente)

Sejam f e g fungoes e h uma fungao definida por h(x) = M desde que g(x) # 0. Se

g9(z)’
f'(x) e ¢(x) existem, temos que:
vy g@) - f'x) — flz) - g'(2)
"= FE C—

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.1, temos que g ¢ continua e assim }llirr(l) g(x+h) = g(x). Dai,
—

fle+h)  f(z)

h—0 h—0 h
— lim L f(x+h)'9($)—f($)'9(w+h)]
"0 g(z+h) - g(z) ‘

Agora, vamos adicionar e subtrair f(x) - g(x) ao numerador. Veja.

=
8
_l’_
=
2
8
N
|
=
8
~—
K
—
&
|
—
—
a¥
=2
aX
|
=
&
=2
8
+
=

(x +h) — f(z)
h

o) g F) - oy

lim g(z + h) - lim g(z)

3.2.3 Regra da Cadeia

dy du
Se y = g(u), u = f(z) e as derivadas d—y e existem, entdao a fungdo composta
u dr

y = g(f(z)) tem derivada que é dada por:

dy _dy du

de  du dr

ou
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Demonstracao. Demonstraremos supondo que existe um intervalo aberto I que contém x,

tal que

Au = f(x+h)— f(z) # 0 sempre que (z+h) € [ e h #0. (3.3)

Isto se aplica para um grande niimero de fungoes, mas nao para todas. Por exemplo,
se f for uma funcdo constante tal condi¢do nao é satisfeita. Neste caso, podemos provar a
férmula. De fato, se f(z) = c entdo f'(x) =0 ey = g(f(x)) = g(c) é constante. Assim,
y'(@)=0=g'(u) ()

Provemos que y'(z) = ¢'(u) - f(z) quando f(z) satisfaz a condi¢ao 3.3. Como

y = g(f(x)), temos:

y@»:hmgﬁw+hh—gﬁ@h

h—0 h ’

se esse limite existir. Considerando primeiro o quociente,

g(f(z+h)) = g(f(z))
- .

Seja Au = f(x+h) — f(z). Entdao Au depende de h e Au — 0 quando h — 0. Dai, temos:
g(f(x+h) —g(f(x)) _ g(f(z+ Au)) — g(f(x))

h N h
_ glut Au) —g(u)

h

Através da condicao 3.3, Au # 0 em um intervalo aberto contendo x. Entao, podemos
9(u+ Au) — g(u)

dividir e multiplicar o quociente por Au. Temos entao:

h
9(f(x+h) —g(f(z)) _ glutAu)—g(u) Au
h h Au
_ glu+Au) —g(u) Au
Au h
glut Au)—g(w) f(x+h)— fa)
Au h .
Aplicando o limite, temos:
/ - g(f(z+h)+9(f(z))
y'(w) = Jim h
o g A —g() ) — S
Au—0 Au h—0 h
=g'(u) - f'(@).
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Proposigao 3.7. Se u = g(z) € uma fungio derivdvel e n é um nimero inteiro nio nulo,

entao

Demonstragio. Se fizermos y = u", onde u = g(z) e aplicando a regra da cadeia, temos

que:

"l on o] = n- o)) - g'(e).

Pode-se generalizar a regra da poténcia como: Se u = g(x) é uma fungao derivavel e r é

y'(x)=n-u

um nimero racional nao nulo qualquer, entao

Llga)y = r - @) o)

Ou ainda,

Proposicao 3.8. Se f(x) = x=™ onde n € um inteiro positivo e x # 0, entao

Fla) = —n- !
1
Demonstragao. Note que, podemos escrever z™" como —. Através da Proposicao 3.6,
x
temos que, f(z)=1-2".
() 2" 0—1-+n- -zt !
xTr) =
(z7)?
-n - x-&-n—l
T am
=_n x+n71 . :Con = _—n-r n—1

Teorema 3.2. (Derivada da fung¢io inversa)

Seja y = f(x) uma funcao definida em um intervalo aberto (a,b). Suponhamos que f(x)
admita uma fungdo inversa x = g(y) que seja continua. Se f'(x) existe e é diferente de

zero para qualquer T que pertence ao intervalo (a,b), entio g = f~1 € derivdvel e vale:

,()_1_ 1
TNV = @)~ Flaly)
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Demonstrag¢io. Considerando y = f(x) e Ay = f(x + h) — f(x). Nés podemos observar
que, como f possui uma inversa, se h # 0 entdo f(x + h) # f(x) portanto, Ay # 0. Como
f € continua quando h — 0 temos que Ay também tende a zero. Do mesmo modo, quando

Ay — 0, h =g(y + Ay) — g(y) também tende a zero.

Dai, temos

h—0<s Ay — 0.

Por outro lado, para qualquer y = f(z) vale a identidade:

1
gy+8y) —gly) (e +h) -z h _ flet+h) - f(x)
Ay fle+h)—flz)  flz+h)—f(z) h '

Como f’(x) existe é f(x) # 0 para todo = € (a,b) temos:

i 90+ AY) —9ly) _ 1 _ 1

Ay—0 Ay lim flx+h)—f(z)  fl(z)

Ay—0 h

Podemos concluir que, ¢'(y) existe e vale ¢'(y) = f’zx)' |

3.3 Derivadas Sucessivas

Seja f uma funcao derivavel definida em um determinado intervalo. Sua derivada
de f’ é também uma funcao, definida no mesmo intervalo. Podemos, de fato, pensar na

derivada da fungao f.

Definigao 3.4. Seja f uma fungao derivavel. Se f’ também for derivavel, sua derivada é
chamada derivada segunda de f e é representada por f”(z) ( 1é-se f-duas linhas de x) ou

2f

dr?’
Exemplo 3.4. Seja f(x) = 23 Entdo f'(x) = 322 Dai, f"(z) = 6x; f”(z) = 6, para todo
n > 4.

3.4 Derivadas das Funcgoes Trigonométricas

A seguir, iremos calcular as derivadas de algumas fungoes trigonométricas.

Proposicao 3.9. (Derivada da fungdo seno)

Se y = senx entdo y = coszx.
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Demonstragio. Seja y = senx, aplicando a definicao de limite, temos,

_ i sen(z + h) — senx
y'= = h

Para desenvolver este limite, utilizaremos a féormula trigonométrica:

_ (p—Q> (p+CI)
sen p — sen q = 2sen 5 - COS 5

Segue que,

o=l

(x—l—h—x) <w+h+x)
2sen - os| ———
2
h
2

2sen(

) (2:{; + h)
cos 5
= Jim h
h
‘ 288n<2> 2 + h
= lim | ——%% | - lim cos ( )
h—0 9. ﬁ h—0 2
2
sn ")
=2-—-lim 2 lim cos <2x+h>
h—0 ﬁ h—0
2
=2-—-1-cos(x) = cos(x)

Proposicao 3.10. (Derivada da fungao cosseno)
Se y = cosx entdo y = — senz.

Demonstragao. Seja y = cos x, utilizando a definicao de limite, temos,

Y cos(x + h) —cosx
v = = h

Utilizando a féormula trigonométrica abaixo,

- 2sen(f 1) sen ()
cosp — cosq = —2sen 5 - sen| ——
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Entao,

r+h+x r+h—x
—2sen (> - sen <>

Y 2 2
y = lim h
h
9 h sen(>
zlim<—2sen( T ))-111112
B0 2 o0, b
2
1
:—2-(senx)-§-1:—senx.

Proposicao 3.11. (Derivada da Fung¢ao Tangente)

Se y = tanx entdo y' = sec? z.

Demonstracdo. Note que, tanz = , portanto, utilizando a regra do quociente, temos

COsS T

,  COST-cosx — senx - (— senx)
y =

cos? x
cos® r + sen’z

cos? x
1
= S = sec? x.
cos? x

As demais fungdes trigonométricas podem ser definidas a partir das fungoes seno
e cosseno, e, portanto, podemos empregar as regras de derivagao para determinar suas
derivadas. Similarmente, encontramos:
_ N 2,..
e Se y = cotgx entdo y' = —cosec x;
o Se y = secx entao y' = secx - tgr;

o Se y = cosecx entao y' = —cosecx - cotgz.

3.4.1 Derivada das Fungoes Elementares

Proposicao 3.12. (Derivada da Exponencial)

Se y = €e* entdio y = €e*.
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1
Demonstragio. Por definicao e = lim (1 + —)* = 2, 718...

T—r00 €

1
Tomando, x = o podemos fazer uma mudanca de variaveis,
1
T,

e = 11;11&(1 +t)

Agora, utilizando a definicao de derivada,

N\ 1:

=

zlim6 :
h—0

. etleh 1)
-y 5
h

T (6 _1)

Realizando uma mudanca de varidveis tomando e — 1 = ¢ e isolando e",

h=t+1=me"=In(t+1)=h=Int+1).

Substituindo,

(") =e hlg(l)ln(t—l—l) ¢ hlg(lJ%ln(t—I—l)

Pela propriedade de logaritmo, segue que

Proposicao 3.13. ( Derivada de Inx )

Sey=Inx entao y = —.
x
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Demonstragao. Utilizando a definicdo de derivada, segue que
- fle+h)— fz)
!
V=l
Dai,
In(z+h)—Inzx
/T
(na) = =%
Utilizando uma das propriedades de In temos,
h
In (1 + *) 1 h
I 1 7’ _7; _ . _
(Inx) _llzgr(l)ih }lllir(l)h ln(1+x).
h
Tomando ¢ = — obtemos,
x
(Inz) =1 L In(1+1)
nz) = lim —-In
1 1
=1lim—-In(1+1¢)?
—0
= —Inlim(1 + t)%
€T h—0
1
= —Ine
x
_ 1
=
]

Proposicao 3.14. (Derivada da Fung¢ao Logaritmica)

1
Sey =log,z(a>0,a#1) entioy = —log,e; (a>0 e a#1)
T
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Demonstragio. Pela definicdo tem-se que,

s log,(z + h) —log,
L h
T+ h
log

= Jim ——

-ty [ 1o (14)

= lim log, (1+Z)’11

a

= log, }lgr(l) (1 +

N——

= log, llllir(l) (1 +

= log, }Zlir(l) (1 +

= log, llzlir(l) (1 +

1 . 1
= —log, [hm (1 + )
T h—0

S e I S N R R s

z

Observe que, }lliH(l) (1 + )h = e. Dal, segue que
_).

8| =

1
y' = —log, e.
x

Proposicao 3.15. (Derivada da Fung¢io Exponencial)
Sey=a" entioy =a"lna (a > 0,a #1).

Demonstragdo. Seja y = a® aplicando a definicdo de Derivada, tem-se

a:erh —a® a:p(ah _ 1)
I 1 R, I RS
e e
h 1
= lim a® - lim .

al —
Como lim
h—0

= Ina entao, tem-se:

y' = a"lna.
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3.4.2 Funcoes Trigonométricas Inversas

A seguir apresentaremos algumas fungoes trigonométricas inversas, tais como:
arccos x,arcsen r,arctg

Proposicao 3.16. (Derivada da fung¢ao arco seno)

Seja f : [-1,1] — [ definida por f(x) = arcsenz. Entio y = f(x) é

_T q
272
derivdvel em (—1,1) e
1
/

YT
T
Demonstragao. Sabemos que y = arcsenr < x = seny para todo y € [—5, E]
T
Como (seny)’ existe e é diferente de zero para qualquer y que pertenga a {— 5 5} , através

do Teorema 3.2, segue que

1 1
4 p— pr— 3.4
4 (seny)’  cosy (34)

} temos cosy = /1 — sen?y. Realizando a

T
Como, para qualquer y que pertence a [ — 35

substituicao, temos:
1
/ p—
v = V1 — sen?y’
Como seny = x temos:
, 1
Yy = —=——= para x € (—1,1).

V1—2a?

Proposicao 3.17. (Derivada da fung¢ao arco cosseno)

Seja f : [—1,1] — [0, 7] definida por f(x) = arccosz entio y = f(x) € derivdvel em (—1,1)

e
;L -1
4 V1—a2
. . - (s .. .

Demonstracio. Utilizando a relacdo arccosr = 5 arcsenr e a proposicao anterior
(Derivada da funcao arco seno), temos,

= (% ) 1 € (~1,1)

= (= —arcsenr) = ———, paraz € (— )
y 2 m? p 9

Para = que pertence ao intervalo (—1,1). |



Capitulo 3. DERIVADAS 60

Proposicao 3.18. (Derivada da fungao arco tangente)

Seja f: R — (—g, g) definida por f(x) = arctgzr entao y = f(x) é derivdvel e € igual a

, 1
12

Y
Demonstragio. Sabemos que,

T
Yy =arctgr & x = tany , yE(—g,g)

Como a (tany)’ existe e é diferente de zero para qualquer y que pertenca ao intervalo

( - g, g), pelo Teorema 3.2, temos que,

1 1

(tany)  secZy’

/

Como sec?y = 1 + tan?y, obtemos:

Ao substituir tan y por x, temos que,

As demais Fungoes Trigonométricas Inversas possuem derivadas dadas por:

—1

e Se y = arccotgx entao y = ———.
y g Y =1

« Se y = arcsenx, |r| > 1 entdo y' = lz[vaZ -1’ 1 > 1.

e Se y = arccosecx,r > 1 entdo y' =
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4 APLICACOES DE DERIVADAS

A seguir, apresentaremos algumas das mais importantes aplicacoes das Derivadas.
Podendo utiliza-las para calcular valores extremos de fungoes, determinar e analisar o
formato de graficos, calcular limites de fragoes cujos numeradores e denominadores tendem

a zero como também, determinar numericamente em que ponto uma funcao ¢ igual a zero.

Definicao 4.1. (Méximo absoluto, minimo absoluto)

Seja f uma funcao de dominio D. Entao f tem um valor maximo absoluto em D em

um ponto c se

f(x) < f(e), para qualquer x em D.

e um valor minimo absoluto em D no ponto c se

f(x) > f(c), para qualquer x em D.

Maximos e minimos absolutos sao chamados extremos absolutos, também denomi-

nados como extremos globais, para diferenciar dos extremos locais.

Teorema 4.1. (Teste do Valor Extremo)

Se f € continua num intervalo fechado [a,b] entdo f assume um mdzimo e um minimo

em |a,b]. Isto significa que existem pontos x1,xs em [a,b] tais que,

F(22) = maz f(z),x € [a,b]

f(z1) = minf(x),x € [a,b].

A demonstragdo deste teorema demanda um entendimento aprofundado do sistema

de numeros reais, razao pela qual sua apresentacao nao serd abordada neste contexto.

Teorema 4.2. (Teorema da Derivada Primeira para Extremos locais)

Se f possui um valor mazrimo ou minimo local em um ponto c¢ interior de seu dominio e
se f' € definida em ¢, entao

f'(c)=0.
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Demonstrag¢io. Para demonstrar que f(c) é zero em um extremo local, primeiro temos

que provar que f’(c) ndo pode ser positiva e nem pode ser negativa.

Suponhamos que f tenha um valor maximo local quando = = ¢, de modo que
f(z) — f(c) <0, para qualquer = préximo de ¢. Como ¢ é um ponto interior do dominio

de f, f'(c) é definida pelo limite bilateral

) — i T = 1)

Tr—C xr —C

Isso significa que ambos os limites, a direita e a esquerda, existirao quando x = c e

serao iguais a f’(c). Analisando os limites separadamente, tem-se:

lim <0 (4.1)
z—ct r—cC
De maneira semelhante,
im 0= (4.2)
T—c™ r —cC
Juntas as equagdes 4.1 e 4.2 implicam que f’(c) = 0. |

O Teorema 4.2 diz que a primeira derivada de uma fungao é sempre zero em um
ponto interior onde ela tenha valor extremo local e sua derivada definida. Entao, os iinicos
locais onde uma funcao f pode ter valores extremos sao em seus pontos interiores onde

f" =0, pontos interiores onde f’ ndo exista e nas extremidades do dominio de f.

Definicao 4.2. (Ponto Critico)
Um ponto interior do dominio de uma funcao f onde f’ é zero ou indefinida é um ponto

critico de f.

Note que, os tinicos pontos do dominio em que uma funcao pode assumir valores

extremos sao os pontos criticos e as extremidades.

Teorema 4.3. (Teorema de Rolle)

Suponha que y = f(x) seja continua em todos os pontos do intervalo fechado [a,b] e

derivdavel em todos os pontos de seu interior (a,b), Se,
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entdo, hd pelo menos um ponto ¢ em (a,b) no qual

f'(c)=0.

Demonstra¢io. Como f é continua tem maximos e minimos absolutos em [a, b]. Todavia,

isso pode ocorrer apenas onde:

1. Em pontos interiores onde f’ é zero;
2. Em pontos interiores onde f’ nao existe;

3. Nas extremidades do dominio da funcao a,b.

Por hipétese, f tem derivada em cada ponto do interior de [a,b], ou seja, a
possibilidade 2 acima é nao ocorre. Logo, ficamos com os pontos interiores onde f’(c) = 0,
além das extremidades de a e b. Se 0 maximo ou o minimo ocorrerem num ponto ¢ entre
a e bentao f'(¢) = 0 de acordo com o teorema anterior, encontramos um ponto para o

teorema de Rolle.

Se 0 maximo e minimo absolutos estdo nas extremidades entao, como f(a) = f(b)
deve ser uma funcao constante f(x) = f(a) = f(b) para qualquer x que pertenga a [a, b].

Assim f'(x) = 0 e o ponto ¢ podem ser tomados em qualquer lugar no interior de (a, b)

Teorema 4.4. (Teorema do Valor Médio)

Suponha que y = f(x) seja continua num intervalo fechado |a,b] e seja derivdvel

no intervalo aberto (a,b). Entao existe um nimero ¢ no intervalo (a,b) tal que

£(b)  fla)

flo ==

Demonstragao. Inicialmente, vamos observar a interpretacao geométrica deste teorema.

O teorema do Valor Médio estabelece que, se a fungdo y = f(z) é continua em
[a, b] e derivavel em (a,b), existe, pelo menos, um ponto ¢ entre a e b onde a tangente &

curva é paralela a corda que une os pontos P(a, f(a)) e Q(b, f(b)). Observe:
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Figura 9
y = fz)

| |
| |
| |
| |
! !
! !
| |
| |
: :
a b

Fonte: Adaptado de Thomas (2002)

Considere P(a, f(a)) e Q(b, f(b)). A equacao da reta PQ é

h(z) = (ﬁ) (z —a) + f(a).

Note que, h(z) é uma func¢ao polinomial, entdo h(z) é continua e derivdavel em todos os

pontos.

Ao considerar a fungao g(x) = f(z) — h(z). Esta fun¢ido determina a distancia
vertical entre um ponto (z, f(x)) do grafico de f e o ponto correspondente na reta secante

PQ@. Dai, temos:
f(b) — f(a)

gla) = fla) - H0 =

(e —a) ~ f(a)
Pelo Teorema de Rolle, a funcao g(x) satisfaz tais hipdteses:

1. g(z) é continua em [a, b] ja que f(x) e h(z) sdo continuas em [a, b];
2. g(x) é derivavel em [a, b] j4 que f(z) e h(x) sdo continuas em |[a, bl;

3. g(a) = g(b) =0, pois
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g(b):f(b)—(ﬁ)'(b—a)—f(a):o.

Entéao, existe um ponto ¢ entre a e b tal que ¢'(c) = 0. Como

g0 = (o) - {U =1,
temos,
0=g() = (o) - LU -1
Desta forma, obtemos,
RRRR(CES (0]

Corolario 4.1. (Fungoes com derivadas nulas sao constantes) Se f'(z) = 0 em todos os
pontos de um intervalo (a,b), entao f(x) = C para qualquer x € (a,b), onde C' é uma

constante.

Demonstragao. Queremos demonstrar que f tem valor constante no intervalo (a, b). Fazemos
isso mostrando que, se x1, e o, sdo dois pontos quaisquer em (a,b), entdo f(z1) = f(x2).
Numerando z1, e x9, da esquerda para a direita, teremos x; < xs. Assim f satisfaz a
hipétese do teorema do valor médio no intervalo [z, xs]: é derivavel em qualquer ponto de

(1, x29] €, portanto, continua em qualquer ponto também. Dessa forma,

ey L) = Fe)

T2 — I
em algum ponto ¢ entre z; e x3. Como ' = 0 ao longo de (a,b), essa equagao se traduz

| f(z2) — f(z1)

To — X1

=0, f(za)— f(x1) =0 e f(x1) = f(x2),V21, 29 € [a, b
[ |

A relacao entre duas fungoes que tenham derivadas idénticas ao longo de um
intervalo ficard explicita no préximo corolario que nos diz que seus valores no intervalo

guardam uma diferenca constante entre si.

Corolario 4.2. (Fungoes com a mesma funcao derivada diferem por uma constante)

Se f'(x) = ¢'(x) em cada ponto de z de um intervalo aberto (a,b), entdo existe uma
constante C' tal que f(z) = g(x) + C para qualquer = € (a,b). Ou seja, f — g é uma

constante em (a, b).
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Demonstragio. Para cada ponto = € (a,b), a derivada da funcao diferenca é

Assim, h(z) = C em (a,b). Isto é, f(x) — g(x) = C em (a,b), entdo f(z) = g(x)+ C.

Os Corolarios 4.1 e 4.2 também podem ser aplicados quando o intervalo aberto

(a,b) nao é finito.

4.1 Teste da Primeira Derivada para Extremos Locais

Suponha que ¢ seja um ponto critico de uma funcao continua f, tal que f seja
derivavel em qualquer ponto de um determinado intervalo que contenha ¢, exceto o proprio
ponto c¢. Ao mover-se no decorrer de ¢, da esquerda para direita, temos:

1. Se f’ muda de negativa para positiva em ¢, entao f possui um minimo local em ¢;

2. Se f" muda de positiva para negativa em ¢, entao f possui um méximo local em c;

3. Se f’ nao muda de sinal em ¢, ou seja, f’ é positiva ou negativa em ambos os lados de

¢, entdao ¢ nao ¢ um extremo local de f.

Demonstragdao. Inicialmente, vamos observar o item 1. Note que, como o sinal de f” muda
de negativo para positivo em ¢, existem dois niimeros a e b tais que, f > 0 em (a,b) e em

f'>0em (cb). Se z € (a,c) entdo temos:

fle) < f(x),

pois f' < 0 implica que f estd decrescendo em [a, c]. Se x € (¢,b) entdo temos:

f(x) > f(c),
pois f/ > 0 implica que f esta crescendo em [c, b]. Portanto, f(z) > f(c) para qualquer
x € (a,b). Logo, f possui um minimo local em c.

Agora, observando o item 2, o sinal de f’ muda de positivo para negativo em c.

Existem dois niimeros a e b, tais que f' < 0 em (a,c) e em f' <0 em (b,c).
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Se x € (a,c¢) entdo temos:
f'(e) > f(x)

pois f' > 0 implica que f estd subindo em [a, c]. Se x € (b, ¢) entdo temos:

f(z) > f(c),
pois f* < 0 implica que f estd caindo em [b, ¢|. Portanto, f(z) < f(c) para qualquer
x € (a,b). Logo, f possui um méximo local em c.

A parte (3) pode ser provada de maneira analoga. O]

4.1.1 Teste da Segunda Derivada para Extremos Locais

Suponha que f” seja continua em um intervalo aberto que contenha x = c.

1. Se f'(¢c) =0e f"(c) <0, entdo f possui um maximo local quando = = ¢;
2. Se f'(¢) =0e f"(c) > 0, entdo f possui um minimo local quando = = ¢;

3. Se f'(¢) =0e f"(c) =0, entdo o teste falha. A fungao pode ter maximo, minimo local

ou nenhum dos dois.

Demonstragao. Para o item 01.

Tem-se que, f”’(c) < 0, entdo f(x) < 0 em algum intervalo aberto I que contenha
o ponto ¢, uma vez que f” é continua. Portanto, f’ é decrescente em I. Como f(c) =0, o
sinal de muda de positivo para negativo em ¢, de modo que apresenta um maximo local

em ¢, de acordo com o teste da primeira derivada.

Vamos provar o item 2. Se f”(c¢) > 0 entao f”(x) > 0 em algum intervalo aberto I

que contenha ¢, uma vez que f” é continua.

Logo, f’ é crescente em I. Como f'(c) = 0, o sinal muda de negativo para positivo
em ¢, de modo que f apresenta um minimo local em c. Analogamente, pode-se fazer o

item 1.

Para provar o item 3, considere as seguintes funcoes:

y:x4 ; y:—:LA@yISCg.
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Para cada uma dessas funcoes a primeira e a segunda derivadas sdo nulas em x = 0. Apesar
disso, neste ponto a funcio y = x* apresenta um minimo local, y = —2* apresenta um
méaximo local e y = 2 é crescente em qualquer intervalo aberto que contenha x = 0, ou

seja, o teste falha.

Para compreender este teste precisamos conhecer f” apenas em ¢, e ndo em um
intervalo em torno de ¢, mas esse teste torna-se inconclusivo quando f” = 0 ou f” nao

existe.

Juntas f’ e f” mostram o formato do grafico da funcao, ou seja, onde os pontos
criticos se localizam, o que acontece com cada um deles, onde a funcao é crescente ou

decrescente, comportamento da curva.

E através dessas informacoes que utilizamos para esbocar um grafico de uma funcgao

que capte todos os aspectos-chaves. |

4.2 Regra de L’Hopital

A regra de L’Hopital, atualmente nomeada em homenagem a Guillaume de
L’Hopital, é uma importante ferramenta no célculo diferencial. Ela foi inicialmente de-
senvolvida por John Bernoulli e publicada pela primeira vez por Guillaume de L’Ho6pital,
um nobre francés, em seu pioneiro texto introdutério de Calculo Diferencial. Esta regra é
utilizada para calcular limites de fragoes em que tanto o numerador quanto o denominador
tendem a zero ou a infinito. Ela desempenha um papel fundamental na resolucao de

problemas desafiadores no campo da matematica.

Se fungoes continuas f(z) e g(x) sdo ambas nulas em x = a a substitui¢do resulta
em 0/0 o que representa uma expressao sem determinagdo numérica imediata. Utilizamos
esta forma 0/0 para indicar uma situagao de indeterminacao. Por vezes, é possivel encontrar
limites que levam a essa forma por meio de cancelamento ou manipulagoes algébricas.
A regra de L’Hopital nos proporciona um método para resolver tais indeterminacoes,
permitindo calcular os limites usando derivadas. Abordagens alternativas para limites que

levam a formas indeterminadas também podem ser empregadas.

Teorema 4.5. (Regra de L’Hopital - primeira forma)
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Suponha que f(a) = g(a) =0, que f'(a) e ¢'(a) ezxistam e que ¢'(a) # 0. Entdo,
f() _ ['(a)

2 e@) ~ gla)

Demonstragio. Para realizar essa prova, vamos analisar a partir de f’(a) e ¢'(a), ou seja,

de tras para frente.

Observe.
i [@) = S @
f'(a) _T2 x—a
dla) ~ . J@) = [
f(z) = f(a)
~ ) @
o L) = (@)
w=a g(x) — g(a)
= lim flx) =0
==e g(x) =0
i 1@
z—a g ZL‘)

Existe também a forma mais forte da regra de L’Hopital, cuja demonstragao baseia-
se no teorema do valor médio de Cauchy. Este teorema passa a envolver duas funcoes em

vez de uma.

Inicialmente, provaremos o teorema de Cauchy e, posteriormente, mostraremos

como ele leva a regra de L’H’6pital (forma mais forte).

Teorema 4.6. (Teorema do valor médio de Cauchy )

Se f e g sao duas fungoes continuas em [a,b], derivavéis em (a,b) e se ¢'(x) # 0
para todo x € (a,b), entdo existe um nimero ¢ € (a,b) tal que:

f'(e) _ fb) - f(a)

g(c)  g(b) —gla)’

Demonstragao. Provemos primeiro que g(a) # g(b). Se g(b) fosse igual a g(a), o teorema

do valor médio resultaria em:
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para algum c entre a e b,0 que nao é verdade, pois ¢'(z) # 0 em (a,b). Agora, vamos

aplicar o Teorema do Valor Médio a funcao

A fungédo h satisfaz as hipdteses citadas no teorema de Rolle em [a, b, pois,

1. Como f e g sdo continuas em [a, b}, h é continua em [a, bJ;

2. Como f e g sao derivaveis em [a, b], h é derivavel em (a,b);

Logo, existe um ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0. Como K (x) = f'(x) — [

temos

Agora, conseguiremos provar a regra de L’Hopital em sua forma mais forte, veja.

Teorema 4.7. (Regra de L’Hopital) (forma mais forte)

Suponha que f(a) = g(a) =0, que f e g sejam derivaveis em um intervalo aberto

I contendo a e que g'(x) #0 em I se x # a. Entao temos:

f@) @)
M ge) % (o)

desde que o limite do lado direito da desigualdade exista.

?

Jis) - sta

Demonstragao. Suponhamos que z se situe a direita de a. Entao, ¢'(x) # 0, aplicando o

teorema do valor médio de Cauchy ao intervalo fechado de x a a, vamos ter um ntimero ¢

entre a e x tal que,
f'(e) _ flz) — fla)
g'(c)  glz) —gla)
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Como f(a) = g(a) = 0, teremos entao

(z)
Note que,quando x — a, ¢ — a porque c esta entre a e x. Entao:

lim /(@) = lim F'(z)

z—at g(ZL’) z—at g/ (.7))

f'le) _ fx)
9

Que estabelece a regra de L’Hopital para x que se aproxima de a por cima. Para o
xr que se aproxima de a de baixo para cima pode ser provado pela aplicagao do teorema

do valor médio de Cauchy ao intervalo fechado [z, a],z < a. |
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5 PRIMITIVAS E TEOREMA FUNDAMENTAL DO CAL-
CULO

5.1 Primitivas

Anteriormente, estudamos como encontrar a derivada de uma func¢ao. Todavia,
alguns problemas exigem que recuperemos a funcao a partir da sua derivada. Por exemplo,
um bidlogo que conhece a taxa segundo a qual uma populacao de virus esta crescendo
pode querer deduzir qual o tamanho da populacdo em um certo momento futuro. Note
que, na situagdo acima, o problema é encontrar uma funcao F(x) cuja derivada é uma

funcao conhecida f(z). Se tal fungdo F' existir, serd denominada primitiva.

Defini¢ao 5.1. Uma fungao F'(z) é uma primitiva de f(z) em um intervalo I se F'(x) =

f(z) para qualquer x em I.

Exemplo 5.1. Determine a primitiva da fungao f(z) = 2.

Solugao:Note que F(z) = 2, pois F'(z) = 2x. Contudo, a fungdo F(x) = 2 nao é a
tinica funcdo cuja derivada é 2. Observe a que derivada da funcdo 22 + 1. A derivada
de 22 4+ 1 é 2. Assim como 2% + ¢ para quaisquer constante ¢, se F(x) = 2% + 1, temos

F'(z) = 2x. Assim se F(z) = 22 + ¢ onde ¢ é constante temos F’(r) = 2x.

Veja a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 5.1. Seja F(x) uma primitiva da fungao f(x). Entao, se ¢ é uma constante

qualquer, a fung¢ao G(x) = F(x) + ¢ também é primitiva de f(x).

Demonstra¢io. Como F(x) é primitiva de f(z), temos que F'(z) = f(x). Assim,
G'(z) = (F(z) +c) = F'(z) + 0 = f(),

onde G(z) = F(z) + ¢ é uma primitiva de f(z).

Entao, se F'(x) é uma primitiva de f(z) em um intervalo I, entdo a primitiva mais
geral de F'(x) em [ é
F(z)+c,

donde ¢ é constante arbitraria. [ |
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As primitivas possuem algumas propriedades que serao tteis para os calculos, observe a

proposicao abaixo:
Proposigao 5.2. Sejam F(x) e G(x) primitivas das fungoes f(x) e g(x), respectivamente,

e k € uma constante; entao temos:

1. A primitiva de kf(x) é kF(x) + ¢, onde k € constante;

Demonstragio. Se F(x) é uma primitiva de f(x) entdo,

Desse modo, temos:

2. A primitiva de f(z) + g(z) é F(z) 4+ G(z) + c.
Demonstragio. Se F(x) e G(z) sdo primitivas de f(z) e g(z) respectivamente, entio:
F'(z) = f(z) e G'(x) = g().
Dai, segue que
(F(z) + G(x) +¢) =[F+G)(z) = F'(x) + G'(x) = f(x) + g(z).

Logo, a primitiva de f+ g é F(x) + G(x) + ¢. Para demonstrar a diferenca, segue-se de

maneira analoga. L

5.2 Integral Indefinida

Um simbolo especial ¢ utilizado para denotar o conjunto de todas as primitivas de

uma fungao f(x).
Definigao 5.2. (Integral indefinida, integrando)

O conjunto de todas as primitivas de f é a integral indefinida de f com relacao a
x, denotada por
[ f@)ds
onde / é o simbolo da integral. A funcdo f(z) é o integrando da integral e = é a varidvel

de integracao.
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A partir da definicdo acima, decorre que:

1. /f(x) dr = F(z) +c = F'(z) = f(z);
2. / f(z) dx representa uma familia de fungdes.

Proposicao 5.3. Sejam f,g: 1 — R e k uma constante, entdo:

1. /k-f(x)dx:k/f(x)d:c.
Demonstragio. Se F(x) é primitiva de f(z). Entao,
F'(z) = f(z) = (F(z) + o) = f(x).
Logo, k € R, tem-se

k- (f(x) + o)) = k- (F(z) + ¢
=k-(F'(x)+0)
=k-F'(z)=k- f(x).

Dali,

/f(a;)dx:k-F(x)Jrc:k-F(x)+kc:k[F(x)+c]:k/f(g;)dx.

2. /(f(x) +g(x)) dx = /f(.r) d:v—l—/g(a:) de.
Demonstragao. Sejam F(x) e G(x) primitivas de f(z) e g(z), respectivamente, entao

F(z) + G(x) é uma primitiva da funcao (f(x) + g(x)) pois
[F+ G]'(z) = [F(z) + G(z)] = F'(z) + G'(x) = f(z) + g(x).
Portanto,

J (@) + g(@)) dz = [F(a) + G(a)] +
= [F(z) + ]+ [G(z) + (]
_ /f(x) dz + /g(x) dz.
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5.2.1 Integracao

A ideia bésica da integracao é que muitas quantidades podem ser calculadas se sao
quebradas em pequenos pedacos e, depois, soma-se a contribuicdo que cada parte da. A
relagdo entre o papel da derivada e da primitiva, estd contida no teorema fundamental do

Calculo, que é uma das mais importantes ideias do Céalculo.

5.2.1.1 Somas de Riemann

Georg Friedrich Bernhar Riemann foi um matematico alemao, com contribuicoes
fundamentais para a andlise a teoria do limite das aproximacoes finitas. A seguir, intro-

duziremos o conceito da soma de Riemann que é fundamental para a teoria da integral

definida.

Considerando uma fungao arbitraria f definida em um intervalo fechado [a, b].

Observe a Figura 10.

Figura 10
Y
S
x
a b

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2006)

Agora, podemos subdividir o intervalo [a, b] em subintervalos, e formarmos somas.
Para tanto temos, P = xq, x1, ..., T,, entre a e b, sujeitos a condicao de que
Aa=To <1 <Xy < ... < Tp_1 < T, =>b.
O conjunto
P = {.To, T1yeeey n_1, In}
é chamado de partigdo do intervalo [a,b]. A particdo P divide [a,b] em n subintervalos
fechados,

[1'0, 1'1], [%1, .CL'Q], ey [l’nfl, iBn]
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O k-ésimo subintervalo de P é [x_1, x|, sendo k um inteiro entre 1 e n e seu comprimento
é Axp = xp — 1_1. Agora, em cada subintervalo, construimos um retangulo que tem
base no eixo x e toca a curva em um determinado ponto (¢, f(cx)). Em cada um dos
subintervalos, pode-se formar o produto f(cx) - Azy. Quando f(cx) > 0 o resultado do
produto é a area de um retdngulo e quando f(cx) < 0 o produto é um niimero negativo,
oposto da area de um retangulo que comeca no eixo = e se estende até o nimero negativo

f(cx). Por fim, ao somar todos esses produtos obtemos:

Sp = Xn: f(Ck) . A$k,
k=1

a qual é chamada Soma de Riemann de f em |[a, b].

5.2.2 Integral Definida

Os subintervalos da particao P nao devem, necessariamente, ter o mesmo com-
primento. Denotamos ||P|| o comprimento do maior subintervalo da partigao, ou seja,

||P|| = maxi<gen{zr — zx_1}. Este nimero é chamado norma da partigao de P.

Quando f : [a,b] — R é continua pode-se provar que existe o limite

Zf Ck A;L‘k

HPH

Neste caso, dizemos que f é integravel em [a, b] e escrevemos,

/bf(x = lim chk - Awy,.

1Pll—

Quando cada particdo tem n subintervalos iguais, cada um com comprimento

Ap — (b—a)

, também escrevemos,

b n
/a f(x)de = T}grgo];f(ck) - Axy,
desde que o limite do segundo membro exista.

b
Na / f(z) dx temos que a é o limite inferior da integral, b é o limite superior da
a
integral, / sinal de integral ou interagdo, f(z) é a fungao integrando, e dx indica que

estamos integrando com respeito a variavel z de integracao.
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Teorema 5.1. (Existéncia de Integrais Definidas) Todas as fungoes continuas sao integrd-
veis. Isto €, se uma fungio f é continua em um intervalo [a,b], entdo sua integral definida

em |a,b] existe.

b
Observagao 5.1. Quando f : [a,b] — R é continua e positiva entao a / f(z) dx representa
a

a area sob o grafico de f(z) limitadas pelas retas © = a, = b e pelo eixo dos z.

O teorema a seguir estabelece sete propriedades das integrais, dadas como regras

que elas satisfazem. Tais propriedades sdo muito tuteis no Calculo das integrais.

Teorema 5.2. Quando f e g sao integrdaveis no intervalo [a,b], a integral definida satisfaz

as sequintes propriedades:

b a

1. Ordem de integragao / flx)de = —/ f(x)dx
a b

2. Intervalo de largura zero: / f(z)dx =0

3. Multiplicagdo por constante:

/abk-f(&?)dx:k-/abf(m)da: e para k =1, /ab—f(x)d:c:— f(z)dx

Demonstra¢io. Como f é derivavel em [a, b] existe o

n

HPH

Entao podemos escrever,

/bk’-f(a:)dx: lim Zk fler) - Axy, =

[1P||—0 ¢

=k- lim chk Az, =

1Pl|=0 ;=
=k / f(x)dx
Do mesmo modo, pode-se fazer para k = —1. |

4. Soma e subtragdo: /b(f(x) + g(x))dr = /ab f(x)dr £+ /abg(x) dx

a

Demonstragio. Como f e g sao integraveis em [a, b], existem os limites,

Zf Ck AZL‘k

HPH

Que, por definicdo é [ f(z) dxr. Como também ¢ é derivavel em [a, b]. Daf temos o

limite,
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b
lim cr) - Az que é a / z)dzx.
||P||+ozg k) - ATk a , 9()
Entao, podemos escrever,

n

/ab[f(fﬂ) + g(z)]dz = lim Z (f(ck) 4 g(ck)) - Az,

[1Pl|—=0 =

= lim c) - Az + lim cr) - Ax
|P||%ozf k) - ATk 1P~ Zg k) - A

/ dxi/

5. Aditividade: / ) dr + / ) dr = / F(z) de

Demonstracao. Para demonstracao dessa regra, vamos considerar uma particao no
intervalo [a,b] de tal forma que ¢ seja um ponto da partigdo, ou seja, ¢ = xy, para

algum k.

Podemos dizer que dividimos o intervalo [a, b] da seguinte forma [a, c|, [¢,b] em (n — r)

subintervalos. Escrevendo as somas de Riemann, temos:

ki f(Ck) . AZL’k (& i f(Ck> . Al’k

k=r+1

Entao,
Z ) Awp =3 fler) Awp+ Y. flen) - Axy.
k=1 k=1 k=r+1

Pela definicao de integral,temos

/bf( dz = lim chk Az

[I1P||=0

= lim chk ) - Az, + z”: flew) - Axy)

|P||—>0

k=r+1
= lim cr) - Az + lim cr) - Ax
||P||+ozf k) - ATk |Pﬁok§1f( k) - ATk

=[x dx+/

6. Se f tem o valor mdzimo maxf e o valor minimo minf em [a,b] entdo

(b—a)minf < /abf(a:) dx < (b—a)mazxf.



Capitulo 5. PRIMITIVAS E TEOREMAS FUNDAMENTAIS 79

Demonstragao. Pela regra, a integral de f em [a, b] nunca é menor que o valor minimo
de f vezes o comprimento do intervalo e nunca maior do que o valor maximo de f
vezes o comprimento do intervalo. A razdo é que para cada divisao de [a, b] e para cada

escolha dos pontos ¢,

(minf)-(b—a) =minf > Awy zn:Axk:b—a

k=1 k=1

<N flew)Amy min f < f(ck)

< zn: mazx f - Axy, fler) < maxf

Todas as somas de Riemann para f em [a, b] satisfazem a desigualdade

n

minf(b—a) <Y f(ck)Azy < maxf(b— a).

k=1

Por isso, seu limite, a integral também satisfaz. [ |

7. Sef(x) >0 em [a,b] entdo [° f(x)dx >0 para todo x € [a,b].

Demonstragio. Como f(x) > 0 para todo x € [a, b] segue que
> flew) Ay > 0.
k=1

Portanto,

lim Xn: fler)Azy > 0.

1[0 &=

Por definicao,
b
/ f(z)dz > 0.

8. Se f(x) > g(x) em [a,b] entdo [0 f(x)dx > [°g(x)dz, para todo x € [a, D).
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Demonstragdo. Se f(x) > g(x) para todo x € [a,b] entao f(x) — g(z) > 0. Entao, pelas

propriedades anteriores, temos:

Consequentemente,

Corolario 5.1. Sejam f, g : [a,b] — R continuas tais que f(x) < g(z) para todo z € [a, b].

Entao vale,

Demonstragdo. Temos que, g— f é continua em [a, b] e g(z) — f(z) > 0 para todo x € [a, b].

Logo, pela Propriedade 8., temos

[ (o) = s@)dr =0 [Tgw) - f@lde=0e [ gaydr— [ f@)ar=0

Logo,
/ab f(z)dx < /abg(x) dzx.

5.3 Teoremas Fundamentais do Calculo

A seguir, apresentaremos os teoremas mais importante do célculo integral, sao eles:
Teorema do Valor Médio para Integrais Definidas e o Teorema Fundamental do Célculo. O
Teorema do Valor Médio afirma que uma funcao continua num intervalo fechado assume
seu valor médio ao menos uma vez no intervalo. O Teorema Fundamental do Célculo (TFC)

tem esse nome, devido a ligagdo que ele faz entre as operacgoes de derivagao e integracao,
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tal como, ao conhecer uma primitiva de uma func¢ao continua f : [a,b] — R, podemos

calcular a sua integral definida.

Teorema 5.3. (Teorema do Valor Médio para Integrais Definidas)

Seja f : [a,b] — R continua. Entdo existe pelo menos um ¢ € [a,b] tal que,

b
| f@de = f(e)- (- a).
a
Demonstracao. Sendo f continua, assume seu minimo m e seu maximo M em pontos do

intervalo [a, b], ou seja, tem-se

m < f(x) < M Vz € [a, b

e pelo Corolario 5.1 temos que,

m@—ahgff@ﬁmgﬂﬂb—@,

ou ainda

m < 1-/U@mng.

b—a

b
(b—a)

la, b], segue-se do Teorema do Valor Médio Para Integrais Definidas que f deve assumir o
1

(b—a)

b
Dai, : / f(z)dz € [m, M] e como f assume todos os valores entre m e M em

valor - [* f(z) dz em algum ponto ¢ € [a, b], ou seja,

Entao, /b f(z)dx = f(c)(b— a) para algum c € [a, b]. |

5.3.1 Teorema Fundamental do Cdlculo, parte 1

Se f(t) for uma fungao integravel, a integral definida de a até = representa uma
funcao F. O valor de F' em x é dado pela expressao resultante da integragao de f(¢) no

intervalo [a, x].
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F(z) = / ") dt. (5.1)

Para cada valor da variavel independente x, hd um valor claramente definido

associado a funcao, que, neste caso, corresponde a integral de f de a até x.

A Equagao 5.1 nos fornece um caminho para definir novas fun¢gdes bem como
descrever solugoes de equagoes diferenciais. Tal Equacao 5.1 Estabelece uma relagdo entre
integrais e derivadas. Se f for continua, entao F' sera derivavel de x cuja derivada é f.

Para cada valor de x,

d d [
—F@) = — [ ) dt = f(a)

Essa concepcao é tao importante que constitui a primeira parte do Teorema

Fundamental do Célculo.

Teorema 5.4. (Teorema Fundamental do Cdlculo, Parte 1) Se f é continua em |a,b|,

entao a fungdo

¢ derivdvel em todo = € [a, b] e,

L= L sty =g (52)

Demonstracao. Para demonstrar este Teorema, vamos utilizar a definicdo de Derivada
diretamente a fungao F'(x). Isso significa, mostrar que:
F h) —F
lim (z+h) () = f(x) (5.3)

h—0 h

Ao substituir F'(z+ h) e F(x) por suas integrais definidas, o numerador da equagao

5.3 torna-se

Fla+h) - F(z) = /a“h swye— [y
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Pela propriedade das integrais, temos que,

z+h

F(z +h) + F(z) = / £(t) dt.

xT

de modo que a equagao 5.3 se torna

F(x+h) — F(z)

1
L= — [P+ h) - F(o)]

h
_ ]11 / N dt. (5.4)

Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais Definidas, o valor da equagao 5.4 é um dos

tomados por f no intervalo que une x a x + h . Para algum ntimero ¢ nesse intervalo,

[ = o). (5.5)

1
Pode-se descobrir o que acontece para 7 multiplicado pela integral de h — 0 vendo

o que acontece com f(c) quando h — 0.

lim f(c) = f(2). (5.6)
—0
Entao, retomando, temos:
dF y F(x+h) — F(x)
dr  hso h
z+h
= }ng(l)ﬁ ; f(t)dt
= lim f(c)

5.3.2 Teorema Fundamental do Cdlculo, Parte 2

A segunda parte do Teorema Fundamental do Calculo mostra como calcular integrais

definidas diretamente a partir de Primitivas.
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Teorema 5.5. (O Teorema Fundamental do Cdlculo, parte 2)

Se f € continua em todo x € [a,b] e se F' é qualquer primitiva de f em [a,b] entdo

Dali, quando F' for qualquer primitiva de f entao F'(z) = G(z) + C para alguma constante
C.Logo,

F(b) — F(a) = [G(b) + C] — [G(a) + C]
b) — G(a)

el
:/abf(t)dt—/aaf(t)dt
:/abf(t)dt—o

Para Thomas (2002), qualquer integral definida de qualquer func¢ao continua f
pode ser calculada sem tomar os limites, sem calcular somas de Riemann e geralmente
sem esforco, desde que uma primitiva de f possa ser encontrada. Se vocé puder imaginar
como isso era feito antes desse teorema (e também antes dos computadores), quando
aproximagoes por meio de somas tediosas eram a tnica alternativa para resolver muitos
problemas do mundo real, entdo vocé pode imaginar como o calculo foi considerado

milagroso.
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6 CONCLUSAO

Ao concluir esta pesquisa, torna-se evidente a significativa importancia do CAl-
culo Diferencial e Integral, especialmente no que diz respeito a compreensao de suas

demonstragoes.

No decorrer desta, conseguimos demonstrar os teoremas e proposi¢oes que consti-

tuem os pilares do Célculo Diferencial e Integral.

Acreditamos firmemente que as demonstracoes aqui desenvolvidas nao apenas
consolidam nosso entendimento, mas também tém o potencial de servir como valioso

material de apoio para aqueles que aspiram aprofundar seus estudos nesta area.
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