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RESUMO

Apresenta-se, neste trabalho, uma abordagem analitica da conhecida sequéncia de Fibonacci.
Inicialmente, foi realizado um estudo sobre sequéncias numéricas, abordando os seus prin-
cipais conceitos e resultados, bem como os principais casos utilizados no ensino bésico e
trazendo, juntamente a isso, fatos historicos sobre a sequéncia de Fibonacci, que mostram
como a mesma surgiu. Além disso, através de uma pesquisa bibliografica a respeito do tema
pode-se observar a variedade de aplicagoes da sequéncia de Fibonacci e, da Analise Ma-
tematica, foi possivel realizar um estudo mais aprofundado sobre como determinar os termos

da sequéncia e sobre o numero de ouro.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci; Sequéncias Numéricas; Analise Matematica.



ABSTRACT

It’s presented, in this article, an analytical approach of the acquaintance Fibonacci’s sequency.
Initially it was conducted a study about numerical sequences, approaching the main concepts
and results, as well as the main cases utilized in the basic education and bringing, herewith
that, historical facts about Fibonacci’s sequency, that reveals how this sequence emerged.
Furthermore, through a bibliographic research on the subject, one can observe the variety
of applications of the Fibonacci sequence. From Mathematical Analysis, it was possible to
conduct a more in-depth study on how to determine the terms of the sequence and on the

golden ratio.

Keywords: Fibonacci’s sequency; Numerical Sequences; Math Analysis.



2.1
2.2

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12

Al
A2
A3
A4
A5

LISTA DE FIGURAS

Sequéncia finita . . . . . ... 13
Sequéncia infinita . . . . . . . ... 13
Problema dos coelhos . . . . ... ... 24
Espiral durea . . . . . . .. 27
Arvore genealdgica dos zangoes . . . .. ... L 28
Crescimento dos ramos de uma cevadilha . . . ... ... ... ... ....... 29
Espiral de Fibonacci no girassol 1 . . . . . . . ... ... ... ... 29
Espiral de Fibonacci no girassol 2 . . . . . . ... ..o Lo 30
Espiral de Fibonacci no nautilus e caracol . . . . . .. ... ... ... ... ... 30
Mascara de Marquardt . . . . . . . ... ... 31
Espiral nas obrasde arte 1 . . . . . .. . ... ... 32
Espiral nas obras dearte 2 . . . . . . ... ... 32
Partenon . . . . . . 33
Espiral na arquitetura moderna . . . . . .. ... 33
Retangulo de ouro . . . . . . . . . . .. 46
Passo 1 . . . . . e 47
Passo 2 . . . . e 47
Passo 3 . . . . . e 48
Passo 4 . . . . . e 48



2.1
2.2

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.5.1
3.5.2
3.5.3
3.5.4
3.6
3.6.1
3.6.2
3.6.3
3.7

4.1
4.2

SUMARIO

Péagina
INTRODUCAO 10
SEQUENCIAS NUMERICAS 13
Limite de uma sequéncia . . . . ... ... ... ... ... ... 18
Principais exemplos . . . . ... ... ... ... 18
SEQUENCIA DE FIBONACCI 23
Fatos historicos . . . .. . . . . . .. ... 23
O problema dos coelhos e a sequéncia de Fibonacci. . . . . .. ... .. 23
Numero de ouro . . . . . .. . . . . ... 25
O retangulo de ouro e a espiral durea . . .. ... ... ... ... ... ... 26
Fibonacci e suas representacoes na natureza. . . . . . ... ... ... .. 27
Arvore genealdgica dos zangoes . . . .. ... oo 27
Crescimento dos ramos de uma cevadilha . . . . ... ... ... .. ....... 28
Girassol . . . . 29
Nautilus e caracol . . . . . . . . . . . ... 30
Ligacao entre a beleza e Fibonacci . .. ... ... ... ........... 31
Na estética . . . . . . . . 31
Na arte . . . . . . . e 32
Na arquitetura . . . . . . . . . 33
Relacao entre o niimero de ouro e o mercado financeiro. . . . . . . .. 34
ANALISE DA SEQUENCIA DE FIBONACCI 35
Numero deouro . . . . . ... ... ... 35

Férmula de Binet ou férmula generalizada da sequéncia de Fibonacci 38
CONSIDERACOES FINAIS 44
REFERENCIAS 44

APENDICE A — TITULO DO APENDICE 45



10

1 INTRODUCAO

Com o passar dos anos, a concepgao sobre “a origem do universo” tem sido amplamente
debatida por cientistas e estudiosos. Assim, inimeras teorias, foram criadas com o intuito de
responder uma Unica pergunta: “Como surgiu o universo?”. Nisso, a matematica acabou se
tornando uma ferramenta caracteristica para provar e desmascarar teorias, assim se definindo
para uns e outros de diferentes formas, ja diria Galileu Galilei: “A matematica é a linguagem
com a qual Deus escreveu o universo”, como também, descrito no livro “O homem que
calculava [TAHAN (2015)]” a frase de Euclides: “As leis da natureza, nada mais sdo, que
pensamentos matematicos de Deus”. No entanto, o que esses pensamentos e diversos outros
tém em comum? A existéncia e a aparicdo da matematica na natureza. A sequéncia de
Fibonacci revela bem esse fato, pois é possivel encontrar na natureza caracteristicas da mesma
manifestada de varias formas.

Neste trabalho, buscamos fazer um estudo sobre sequéncias numeéricas, abordando espe-
cialmente, a sequéncia de Fibonacci, algumas de suas aplicagoes e a analise de seu termo
geral. Além disso, buscamos fazer um estudo introdutério sobre a abordagem das sequéncias
numéricas na educacao basica (PA e PG), apresentar fatos histéricos da sequéncia de Fi-
bonacci, bem como analisar caracteristicas, propriedades e formulas referentes ao seu termo
geral.

Como metodologia de estudo, foi realizada uma pesquisa bibliografica através de livros,
artigos, teses e alguns sites com o objetivo de analisar e entender o tema abordado neste
trabalho, visando o entendimento de como a sequéncia de Fibonacci é importante para a
matematica e para a sociedade no geral.

A principio, definimos o que é uma sequéncia, suas caracteristicas e os principais conceitos
e propriedades associados a uma sequéncia. Dando seguimento ao nosso trabalho, adentramos
um pouco no como a sequéncia de Fibonacci surgiu e o porqué dela ser tao conhecida, além
de um pouco da histéria de quem foi Fibonacci ou, como era chamado ao nascer, Leonardo
de Pisa, assim, exploramos alguns dos seus feitos e legados para a matematica que hoje
conhecemos. Discutimos algumas apari¢oes dessa sequéncia na natureza e em outras areas
fundamentais da sociedade e, por fim, apresentamos um estudo analitico demonstrando uma
formula bem importante para se encontrar os termos da sequéncia de Fibonacci, conhecida
como féormula de Binet, ou simplesmente, férmula geral da sequéncia de Fibonacci.

No entanto, antes de entrarmos a fundo no nosso trabalho, é importante explicar um
pouco o que sao sequéncias numeéricas, que nada mais sao que um grupo de numeros que

possuem uma ordem, geralmente, bem definida. Essa que possui sua merecida atencao dentro
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dos guias curriculares nacionais, tais como os PCN’s (Parametros Curriculares Nacionais) e
a BNCC (Base Nacional Comum Curricular), normalmente, relacionando-as com fungoes.
Como podemos perceber em [BRASIL (2017)]:

Com relacao as sequéncias, é preciso garantir uma abordagem conectada a ideia de
fungao, na qual as relagoes com diferentes fungbes possam ser analisadas. O estudo
da progressao geométrica infinita com razado positiva e menor que 1 oferece talvez a
tnica oportunidade de o aluno estender o conceito de soma para um ntimero infinito
de parcelas, ampliando sua compreensao sobre a adicao e tendo a oportunidade de se

defrontar com as ideias de convergéncia e de infinito.

Além disso, essas ideias também aparecem destacadas nas competéncias que falam sobre

o ensino de sequéncias numeéricas, voltadas para o ensino médio na disciplina de matematica,
onde encontramos as habilidades a seguir:

(EM13MAT507) Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) a fungoes afins

de dominios discretos, para andlise de propriedades, dedugao de algumas férmulas e
resolugao de problemas.

(EM13MAT508) Identificar e associar progressoes geométricas (PG) a fungoes ex-
ponenciais de dominios discretos, para andlise de propriedades, dedugao de algumas

férmulas e resolucao de problemas.

Ademais, sabemos que as sequéncias tém sua devida importancia quando vamos relacionar
a diversas coisas na vida real, desde listas, alinhamentos de filas, entre outros. Mediante a
todo esse desenvolvimento, temos o surgimento de uma das sequéncias mais conhecidas, a
sequéncia de Fibonacci, como ja foi citada anteriormente, que além de aplicacoes em diversas
areas, como arquitetura, estética e arte, ela ainda serve como embasamento na hora de se
investir na bolsa de valores, isso se for utilizada da forma correta. Além disso, gracas a ela, e
através dela, podemos estudar e nos aprofundar em diversos resultados e conceitos da teoria
de sequéncias numeéricas.

Neste trabalho, dividimos os capitulos de uma forma em que os pontos abordados es-
tejam mais bem encaixados e que haja um acimulo de conhecimentos até que chegue ao
desenvolvimento analitico da sequéncia. Com esse intuito, o Capitulo 1 apresenta uma breve
introducao sobre o que iremos trabalhar. No Capitulo 2, abordamos as sequéncias e suas
demais definicoes, além dos exemplos mais utilizados e pontos importantes que devem ser
vistos sobre as mesmas. Seguindo com o trabalho, chegamos ao Capitulo 3, responséavel por
trazer a bagagem histérica da sequéncia de Fibonacci. Além disso, sao trazidas algumas de
suas aplicacoes em diversas areas e ambientes. Ja no Capitulo 4, é onde os calculos aparecem,

nele trazemos uma férmula capaz de encontrar qualquer termo da sequéncia de Fibonacci
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e junto a ela apresentamos um estudo mais aprofundado sobre o nimero de ouro e sobre o

retangulo de ouro, além do fato de aprendermos a construi-lo.
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2 SEQUENCIAS NUMERICAS

Neste capitulo, sao apresentadas algumas defini¢oes sobre sequéncias numéricas, desde
sua lei de formacgao e comportamento, até a nocao de limite de uma sequéncia, apresenta-
mos também alguns exemplos especificos de sequéncias, como a PA e PG, e as suas demais

caracteristicas. O conteido pode ser encontrado em [IEZZI (1977)].

Definicao 2.1. Chama-se sequéncia finita ou n-upla, toda funcao f com dominio no conjunto

Nz ={1,2,3,...,n} e assumindo valores em R.

Assim, em toda sequéncia finita, a cada niimero natural 7, onde 1 <17 < n, esta associado

um nudmero real a;, tal que f(i) = a;.

Figura 2.1 — Sequéncia finita

[

Ch
az
3 =33

Fonte: lezzi (1977)

Definicao 2.2. Chama-se sequéncia infinita toda funcao f de N* (ou N) em R.

Em toda sequéncia infinita, a cada n € N* estda associado um a, € R, de modo que

f(n) =a,.

Figura 2.2 — Sequéncia infinita

1 a
2 az
3 d3

Fonte: lezzi (1977)
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Vamos, daqui em diante, indicar uma sequéncia f anotando apenas a imagem de f:

(a17a27a37 ceny Ay )

onde aparecem entre parentéses ordenadamente, da esquerda para a direita, as imagens dos
naturais 1,2,3,...,n, ... .

Quando queremos indicar uma sequéncia f qualquer, escrevemos

(@n ) nen+ ou (@)

e a, ¢ chamado de n-ésimo termo da sequéncia ou de termo geral.

A lei de formacao de uma sequéncia é dada por uma expressao algébrica, ou uma certa
regra, que nos permite encontrar qualquer termo da sequéncia através de uma férmula para
determinar o termo geral a,,. Existem sequéncias, em particular, que possuem formas légicas
de se encontrar os seus elementos através de uma lei de formacao, um exemplo seria a

sequencia do tipo,

anp=2n+1

em que a sequéncia dada por essa lei de formagao é (1,3,5,7,....,2n+1,...).
Diante disso, interessam a Matematica as sequéncias que possuem uma lei de formacao,

onde estas podem ser apresentadas de trés maneiras que descrevemos a seguir.
i. Formula de recorréncia

Pode-se representar a sequéncia através de uma formula de recorréncia, onde sao dadas
duas regras: uma que deve ser utilizada para se encontrar o primeiro termo a; e outra para

calcular cada termo a,, a partir do antecedente a,,_;.

Exemplo 2.1. Escrever os dez termos iniciais da sequéncia infinita (a,) dada pela seguinte

formula de recorréncia:

l,sen=1en=2
ap =
Ap-1+ Qp_o,9€n >3

Solucgao. Atribuindo valores para n vamos obter:

en=1=>a =1
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en=2=as=1

en=3=>a3=ay+a; =>az=2

en=4=>a,=a3+ay=>as=3

en=b=>a5=a4+0a3=0as5=95

e n=0=>ag=0a5+a4 = ag=38

en=7=>a;=ag+as=ay; =13

e n=8=>ag=a7+ag = ag =21

e n=9=>a9=ag+a; = a9 =34

e n=10=ajp=ag +ag = ajg =55

Entao, (a,) =(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...), que é a tao conhecida sequéncia de Fibonacci.

Exemplo 2.2. Escrever os cinco termos iniciais da sequéncia infinita (a, ) dada pela seguinte
formula de recorréncia:

ag=2ea,=2-a,-1,YneNen > 2.

Solugao. Atribuindo valores para n vamos obter:

en=1=a =2
en=2=>a,=2-a1=2-2=4
en=3=>a3=2-a9=2-4=8
en=4=a4=2-a3=2-8=16
en=0=>a5=2-a,=2-16=32

Portanto, (a,) = (2,4,8,16,32,...).
ii. Férmula para o termo geral

Pode-se representar a sequéncia através de uma férmula para o termo geral. Neste caso,

é dada uma funcao que expressa a, em funcao de n.
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Exemplo 2.3. Escrever a sequéncia finita (a, ) cujos termos obedecem a lei:
a, =3", ne{l,2,3,4}.

Solucgao. Atribuindo valores para n vamos obter:

Logo, (a,) =(3,9,27,81).

Exemplo 2.4. Escrever os cinco termos iniciais da sequéncia infinita (a,) em que os termos
verificam a relacao
a, =4n+2, Vn e N*.

Solugao. Atribuindo valores para n vamos obter:

e a1 =4-1+2=6
® a;=4-2+2=10
e a3=4-3+2=14

o ay=4-4+2=18

as=4-5+2=22

Entao, (a,) = (6,10,14,18,22,...).
iii. Propriedade de termos

E possivel definir uma sequéncia atribuindo uma propriedade que os termos devem satis-

fazer.



17

Exemplo 2.5. Escrever a sequéncia finita (a,) de seis termos em que cada termo é igual ao

numero de divisores naturais do respectivo indice.

Solugao. Seja D(n) o conjunto dos divisores naturais de n. Atribuindo valores para n vamos

obter:

D(1)={1}=>a;=1

D(2)={1,2} = ay=2

D@3)={1,3} =>a3=2

D(4)={1,2,4} = as,=3

D) ={1,5} = a5=2

D(6)={1,2,3,6} =>ag=4

Entao, (a,) =(1,2,2,3,2,4).

Corportamento de uma sequéncia

A depender da forma como a sequéncia (a, ) é formada, nés podemos descrever que tipo
de comportamento ela possui, mas antes é necessario que haja entendimento do que seria
uma sequencia mondtona.

Chamamos de monétona uma sequéncia (a,) que possui a, < a,,1, para todo n € N, ou
ainda, quando a,,; < a,, para todo n € N. Disso, temos que uma sequéencia se divide em
dois casos. No primeiro caso, dizemos que (a,) é mondtona nao-descrescente, e no segundo,
que (a,) é mondtona nao-crescente. Ainda, se formos mais precisos, se a, < a,,1, para todo
n € N, diremos que a sequéncia é crescente. De modo analogo, se a,.1 < a,, para todo n € N,
a sequéncia é decrescente.

Uma sequéncia (a,,) diz-se limitada superiormente quando existe ¢ € R tal que a,, < ¢ para
todo n € N. Respectivamente, diz-se uma sequéncia limitada inferiromente, quando existe
c € R tal que a, > ¢ para todo n € N. Disso, diz-se que a sequéncia (a,) é limitada quando
ela é limitada superior e inferiormente. Isto equivale a dizer que existe k > 0 tal que |a,| < k
para todo n € N.

Dada uma sequéncia a = (a,)ney, uma subsequéncia de a é a restrigao da fungao a a

um subconjunto infinito N’ = {n; < ng <--- <ng <---} de N. Escreve-se @’ = (a,)nev OU
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(Anys gy oy Qpyy -+ +), OU (@, ke para indicar a subsequéncia o’ = a|N’. A notacao (ay,,)ken
mostra como uma subsequéncia pode ser considerada como uma sequéncia, isto é, uma funcao
cujo dominio é N.

Lembremos que N’ ¢ N ¢ infinito se, e somente se, é ilimitado, isto é, para todo ng €
N existe ny € N’ com n; > ng. Ainda mais, toda sequéncia mondtona nao-descrescente é
limitada inferiormente pelo seu primeiro termo, respectivamente, toda sequéncia mondétona

nao-crecente é limitada superiormente.
2.1 Limite de uma sequéncia

Dizemos que um nimero L é o limite de uma sequéncia (a,) se, para cada ¢ > 0, existe

no = np(e) € N tal que

la, — L| <&, Yn > ny.

Esta definicao descrita acima significa que, para valores muitos grandes de n, os termos a,,
tornam-se e se mantém tao proximos de L quanto se deseje. Mais precisamente, estipulando-
se uma margem de erro € > 0, existe um indice ng € N tal que todos os termos a,, da sequéncia
com indice n > ng sao valores aproximados de L com erro menor que €. Quando uma sequéncia
(a,) possui limite L dizemos que (a,,) converge para L, ou é convergente para L, e denotamos

por:

lima, = L.

Assim, dizer que lima, = L significa afirmar que qualquer intervalo aberto de centro L
contém todos os termos a, da sequéncia, salvo para um ndmero finito de indices n (a saber,
os indices n < ng, em que ng é escolhido em funcao do raio £ do intervalo dado). Em vez de
lima, = L, pode-se escrever também lim,,ya, = L, lim,_ a, = L, ou ainda, a,, - L. Caso

contrério, se a sequéncia nao possuir limite L, dizemos que (a,) é divergente.
Teorema 2.1. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.
Demonstragao. Ver [LIMA (2012)] O

2.2 Principais exemplos

A seguir, faremos um estudo sobre as progressoes aritméticas e geométricas (PA e PG),
que sao os tipos de sequéncias mais presentes no ensino de matematica nas escolas e as suas

principais caracteristicas estudadas, desde a classificacao até a formula de seu termo geral.
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Esses exemplos que sao extremamente necessarios para o estudo de alguns assuntos, apare-

cendo dentre as habilidades da BNCC, como podemos ver abaixo:

(EM13MAT507) Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) e progressoes ge-
ometricas a fungoes afins de dominios discretos, para anélise de propriedades, deducao de

algumas formulas e resolucao de problemas.
Progressao aritmética (PA)

Defini¢ao 2.3. Chama-se de progressao aritmética (PA) uma sequéncia dada pela seguinte

formula de recorréncia:

a =a
Qp =CQp1+1,Yn€ Nyn>2

em que a e r sao numeros reais dados.
Assim, uma PA é uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, é a soma do

anterior com uma constante r dada, chamada de razao da PA.

CLASSIFICACAO DE UMA PA

As progressoes aritméticas podem ser classificadas em trés categorias:
Crescentes: Uma PA ¢é dita crescente, quando:

Ap > Apl < Ay, — Ap_1 > 0 <=1 >0.

Por exemplo, (a,) =(1,3,5,7,9,11,...) coma; =1 er=2.
Decrescentes: Uma PA ¢ dita decrescente, quando:

Qp < Ap_1 <= Ay, — Ap_1 <0 <=1 <0.

Observe que, (a,) = (-1,-3,-5,-7,-9,-11,...) em que a; = -1 e r = =2, é um exemplo de

uma PA decrescente.

FORMULA DO TERMO GERAL

A partir da féormula de recorréncia que define uma PA temos:
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as =ap+r
as=as+r
as=ag+r

Somando essas n — 1 igualdades, temos:
ay+az+ag+...+a,=a;+as+ag+...+a,1+(n-1)-r.
Logo,
an=ar+(n-1)-r,
0 que prova o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Na PA em que o primeiro termo € a1 e a razao € r, 0 n-€simo termo €

ap=ar+(n-1)-r.
Progressao geométrica (PG)

Definigao 2.4. Chama-se progressao geométrica (PG) uma sequéncia dada pela seguinte

formula de recorréncia:

a =a

Qp =0p-1-q,YVne N,n>2

onde a e q sao reais dados.
Assim, uma PG é uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, é o produto

do anterior por uma constante ¢ dada, chamada de razao da PG.

CLASSIFICACAO DE UMA PG

As progressoes geométricas podem ser classificadas em cinco categorias:

Crescentes: Uma PG é dita crescente quando a, > a,_; e, assim, temos dois casos a

considerar:
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1. Quando a PG é formada por termos positivos:

Qn

Ay, > Qo < >l<<—qg>1.

Ap-1

2. Quando a PG ¢é formada por termos negativos:

Qn,

Ap > Ap1 <0< <l=0<gqg«<l.

Ap-1

Por exemplo, (a,) = (1,3,9,27,81,...) com a; = 1 e ¢ = 3, é crescente.

Decrescentes: Uma PG ¢ dita decrescente quando a, < a,_1 e, assim, temos dois casos

a considerar:

1. Quando a PG é formada por termos positivos:

Qn,

p < Qp-1 <= 0< <l<=0<g«<l.

anp-1

2. Quando a PG ¢ formada por termos negativos:

An

Ay, < Uy < >1l<<—=qg>1.

ap-1
Por exemplo, (a,) = (1, %, %,

Alternantes: Sao as progressoes geométricas em que cada termo tem o sinal contrério
ao do termo anterior. Isto ocorre quando ¢ < 0. Por exemplo, (a,) = (1,-1,1,-1,1,...) em

que a; =1eqg=-1.

Observagao: Uma sequéncia constante é uma PA (com r = 0) e também uma PG (com

g=1oua =0).

FORMULA DO TERMO GERAL

A partir da férmula de recorréncia que define uma PG e admitindo que a; # 0, temos:

az =04 -q
az =das-q

Qg =a3-q
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Multiplicando essas n — 1 igualdades, temos:
— n—1
Ag-A3 Q4" ... " Ap =0A1 A2 A3 A4 " ... Ap_1*( s

e, entdo, a, = a; - ¢"~', 0 que prova o seguinte teorema:

Teorema 2.3. Na PG em que o primeiro termo € ay e a razdo € q, o n-€simo termo é:

Como vimos, a teoria das sequéncias numéricas possi diversos exemplos e propriedades.
A seguir iremos fazer um estudo de um tipo especial de sequéncia, que é o tema central deste
trabalho.
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3 SEQUENCIA DE FIBONACCI

Neste capitulo, apresentamos alguns fatos histéricos sobre o nosso principal tema, a
sequéncia de Fibonacci, desde quem foi Fibonacci, até o proprio surgimento da sequéncia.
Além do mais, também serao apresentados o niimero de ouro, a espiral aurea e alguns exem-

plos da aparicao da sequéncia na natureza, na estética, na arte e na arquitetura.
3.1 Fatos historicos

Segundo Eves (1995), no prelidio do século XIII nasceu a figura de Leonardo Fibonacci
(filho de Bonaccio, ¢. 1170-1240), um dos mateméticos mais talentoso da Idade Média.
Também chamado, naturalmente, de Leonardo de Pisa (ou Leonardo Pisano), devido a sua
cidade natal, Pisa, pertencente ao pais da Italia, local de grande concentracao comercial onde
o seu pai, Guglielmo dei Bonacci, estava fortemente envolvido. As ligacoes comerciais da Italia
com o Mar Mediterraneo, serviram de caminho para que Fibonacci recebesse parte da sua
educacao em uma cidade chamada Bejaia, norte da Africa, cidade onde seu pai desempenhava
uma de suas funcoes alfandegarias. Gragas ao seu envolvimento com as viagens para o exterior
e com a matematica existente, destacada pelos procedimentos matematicos orientais e arabes,
nao demorou muito para que nele despertasse um interesse pela aritmética e, posteriormente,
por extensas viagens para a Grécia, Siria, Egito e Sicilia, para se aprofundar no conhecimento
da mesma. Devido a essas viagens e seus estudos ele volta para a sua terra natal totalmente
convencido da ideia de que a matematica indo-arabica era imensamente superior a que era
usada na época, no ponto de vista da praticidade dos calculos.

Logo apéds a sua volta, no ano de 1202, ele publica a sua obra intitulada Liber Abaci, esse
livro foi responsavel por desenvolver a sua ideia com relagao aos métodos indo-ardbicos. O
livro possuia diversos problemas, dentre eles esta o problema responsavel por, futuramente,
originar a importante sequéncia de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, ..., , y, +y, ...). Dentre os anos
de 1220 e 1225 ele publicou mais trés obras intituladas: Practica Geometriae, Fios e Liber

Quadratorum, trabalhos esses que possuem a sua devida importancia na histéria.
3.2 O problema dos coelhos e a sequéncia de Fibonacci

Vamos avancar um pouco na historia, até o desenvolvimento da ideia para a descoberta
da sequencia de Fibonacci, que na verdade, comeca em um dos problemas do livro Liber

Abaci que diz o seguinte:
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Um certo homem p6s um par (macho e fémea) de coelhos num lugar cercado por todos
os lados por um muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par
em um ano se, supostamente, todos os meses cada par dd & luz um novo par (macho e
fémea), que é fértil a partir do segundo més? (PINHO (2013), p.3).

Figura 3.1 — Problema dos coelhos

Nimero de Pares

1

Fonte: Extraida do site www.sites.google.com. Acesso em 17 de Maio de 2023.

De acordo com Silva (2017), no final dos primeiros dois meses, haverd apenas o par de
coelhos que iniciou a producao. Como no terceiro més ele geraria outro par de coelhos, ao
final do terceiro més, teremos dois pares de coelhos, sendo o par que introduziu a pesquisa
e o outro gerado ja com um meés de vida. Como o par de coelhos que iniciou ja possui mais
de dois meses de vida, a partir desse momento, em todos os meses, ele ja poderd gerar um
novo par. Assim, no final do quarto més, haverd trés pares de coelhos, o par inicial, o que foi
gerado no meés anterior, agora com dois meses de vida, com isso podendo gerar mais pares,
e o que foi gerado no inicio deste meés, tendo assim, um més de vida. O nimero de pares de
coelhos, ao final do quinto més, pode ser visto da seguinte maneira: Ao terceiro meés teriamos
dois pares de coelhos e ambos com mais de um meés de vida, dois meses depois, ou seja, ao
fim do quinto mes, esses dois pares se duplicarao, pois cada um gerara um novo par, € como
no meés anterior haviam trés pares, tem-se um total de cinco pares de coelhos, sendo dois do
meés anterior que se duplicaram e o que ainda nao é fértil (Figura 3.1). Seguindo assim, o
numero de pares de coelhos cresce com extrema velocidade a cada més. No entanto, com o
intuito de melhorarmos o entendimento e evitarmos a execucao de muitos cdlculos, definimos
a sequéncia F,, como o numero de pares de coelhos ao final do n-ésimo més.

Por consequéncia, ao final de um determinado meés, F), sera o dobro do nimero de dois
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meses anteriores, ou seja, 2F,_o , mais os que ainda nao geraram um novo par, o que, no
caso, ¢ igual a subtragao do numero de pares dos meses anteriores F),,_; — F,, 5. Portanto,
para determinarmos o nimero de pares de coelhos de um meés qualquer, podemos descobrir

da seguinte forma:

Fn:2Fn72+Fn71_Fn72:Fn72+Fn717 (31>

em que n é dado como maior que 2. Transladando o indice da sequéncia para ela ser valida

a partir de n =0, obtemos:

Fn+2 = Fn+1 + Fn (32)
Sendo que, Fy=F; =1.
Esse problema, que como dito antes, foi apresentado no livro Liber Abaci, originou uma

sequencia, que so6 veio a ser nomeada no século XIX pelo matematico frances Edouard Lucas,

recebendo assim o nome “Sequéncia de Fibonacci”, representada da seguinte forma:
(1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, ...),

em que a partir do terceiro termo, o seu conseguinte é a soma dos dois nimeros precedentes

a ele.
3.3 Numero de ouro

Nesta se¢ao, iremos definir o nimero de ouro. Para isto, observe que, se dividirmos
qualquer termo da sequéncia de Fibonacci pelo seu termo anterior, podemos definir uma

sequéncia da seguinte forma:

¢n = Fn/anl-

Na tabela a seguir serao apresentadas algumas das razoes:
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Tabela 1.1 Aproximacao do niimero de ouro

n| F, | Fu/Fp:
41 3 1,5

51 5 |1,666667
6| 8 1,6

71 13| 1,625
8 | 21 | 1,61538
9 | 34 | 1,61905

10 | 55 | 1,61765
11| 89 | 1,61818
12 | 144 | 1,61798
13 | 233 | 1,61806

Fonte: Construida pelo Autor.

O limite da sequéncia (¢,) é o que denominamos ‘“razdo aurea”’ou ainda “numero de
ouro”, é possivel mostrar que:
E 1+V5
lim ¢, = lim —— = V5 ~ 1,618034, (3.3)

em que esse numero é representado pela letra grega ¢ (phi), em homenagem a Phidias,

arquiteto do Partenon. Veremos no Capitulo 4 uma demonstracao de (3.3).
3.4 O retangulo de ouro e a espiral aurea

O numero de ouro, citado anteriormente, possui diversas representacoes, dessas a re-
presentacao em formato de espiral durea é a mais conhecida, vista e captada em diversos
espacos da natureza e é daqui onde vamos tirar os préximos exemplos. A espiral aurea, como
o proprio nome sugere, possui o formato espiral, que é proveniente do seguinte retangulo

visto na imagem a seguir:
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Figura 3.2 — Espiral aurea

Fonte: Extraida do site www.design culture.com.br. Acesso em 16 de Novembro de 2022.

E esse retangulo trata-se de uma figura retangular cuja divisao da base pela altura
aproxima-se do numero de ouro ¢. Ele é o resultado da juncao de quadrados cujas areas
sao iguais aos numeros da sequéncia de Fibonacci, como pode ser visto na imagem acima. A
espiral é formada por arcos de circunferéncias com extremos em vértices opostos dos quadra-
dos. A seguir serao mostrados alguns exemplos de apari¢oes da espiral durea na natureza.

No Apéndice A, apresentamos a defini¢ao e construgao de um retangulo de ouro.
3.5 Fibonacci e suas representacoes na natureza

Foi percebido pelos pesquisadores a frequente presenca do niimero de ouro e da sequéncia
de Fibonacci em fenomenos naturais, além de diversas formas de se aplicar. Para isso, vejamos

alguns exemplos, em que a sequéncia de Fibonacci aparece presente na natureza:

3.5.1 Arvore genealogica dos zangoes

E possivel determinar o nimero de abelhas em cada geracao da arvore genealdgica da
abelha macho utilizando a sequéncia de Fibonacci. Contudo, é necessario explicar o porqueée
disto acontecer e o contexto que iremos discutir. Em uma determinada colmeia, existem
abelhas féemeas e machos, onde ja é esperado que saibamos que cada uma possui uma funcao
especifica e diferente dentro de uma colmeia. Para ser gerada uma abelha fémea é necessario
que, no despejo dos ovos, seja incluido o gene feminino e o gene masculino nesse ovo, ja na
geracao de uma abelha macho, s6 é necesséario a inclusao do gene feminino. Sabendo disso,
agora ¢ possivel entender a arvore genealogica de cada abelha macho da colméia, para isso,

verifique o esquema abaixo:
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Figura 3.3 — Arvore genealdgica dos zangoes

/Fémea
) S
/ Fémea
Macho —» Fémea Macho —— -

\Macho — Fémea —

S

Fonte: Construida pelo Autor.

Perceba que, a arvore genealdgica sempre vai crescer da mesma forma, é gerado um ma-
cho, que vem de uma fémea, essa que tem pai e mae, assim sucessivamente. Com isso,
chega a ser perceptivel a semelhanca com algo que ja foi discutido nas linhas anteriores. A
linhagem das abelhas macho, surge através da sequéncia de Fibonacci, onde cada geragao é
determinada pela soma das duas geragoes anteriores, assim se continuassemos desenvolvendo
0 esquema acima até a 9 geragao, teriamos chegado ao resultado de 34 (9° termo da sequéncia

de Fibonacci) abelhas machos somente em uma geragao.

3.5.2 Crescimento dos ramos de uma cevadilha

Existem plantas que crescem seguindo o fluxo da sequéncia de Fibonacci, entre elas temos
a Cevadilha. Digamos que a planta precisa de 2 meses para produzir um novo ramo e depois
se ramificar todos os meses, quantos ramos tem a planta ao fim de 6 meses? A imagem a

seguir vai ilustrar melhor o que acontece com o crescimento dos ramos dessa planta:
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Figura 3.4 — Crescimento dos ramos de uma cevadilha

N / [ WA B V4

\ \

[

Fonte: Extraida do site www.mat.uc.com.br. Acesso em 20 de Marco de 2023.

Veja que no primeiro més nasce apenas 1 ramo nessa planta, depois novamente cresce
mais 1 ramo, a partir dai, se completam 2 meses e a planta comeca a se ramificar de més em
mes, crescendo assim mais 2 ramos no terceiro meés, 3 no quarto, 5 no quinto e 8 no sexto,

formando, exatamente, os nimeros de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...).

3.5.3 Girassol

Se pararmos para observar as sementes do girassol, é possivel perceber que ela possui
um formato espiral, tanto para um lado quanto para o outro. Ambos os sentidos seguem a

proporcao da sequéncia de Fibonacci. Vejamos na imagem abaixo o formato das sementes:

Figura 3.5 — Espiral de Fibonacci no girassol 1

= : TR AN A g

Fonte: Extraida do site: https://r-knott.surrey.ac.uk/Fibonacci/fibnat.html. Acesso em 23
de Marco de 2023.
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Assim como nas pinhas, o girassol possui, também, se contarmos no sentido horério e
anti-horario, nimeros conseguintes, como mostra as figuras abaixo:

Figura 3.6 — Espiral de Fibonacci no girassol 2
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Fonte: Extraida do site: https://r-knott.surrey.ac.uk/Fibonacci/fibnat.html

3.5.4 Nautilus e caracol

As espirais de Fibonacci aparecem em diversas situagoes, como ja foi dito anteriormente
e ainda serao apresentadas posteriormente. As conchas como a do nautilus, exprimem com
precisao a espiral, como também a dos caracédis, o qual do corpo até a cabeca, é possivel

aplicar, perfeitamente, a sequéncia de Fibonacci. Verifique nas imagens abaixo:

Figura 3.7 — Espiral de Fibonacci no nautilus e caracol

Fonte: Extraida do site www.hipercultura.com. Acesso em 21 de Marco de 2023.
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3.6 Ligacao entre a beleza e Fibonacci

Com o surgimento do ntimero de ouro, ocorreu uma grande mudanga em todo o mundo da
arte, em areas como arquitetura, na pintura e até na estética, onde nela, por exemplo, para
um homem /mulher ser considerado bonito e atraente, as suas proporgoes tem que equivaler

ao numero de ouro.

3.6.1 Na estética

MASCARA DE MARQUARDT

Como podemos ver Santos (2017) em uma das grandes descobertas para esse ambito,
temos a Mascara de Marquardt. Stephen Marquardt foi um cirurgiao plastico americano,
que passou a vida estudando sobre a beleza humana em sua pratica com as cirurgias orais
e maxilo-faciais e concluiu que a atratividade facial de um humano tem por base o nimero
de ouro. A partir desse conceito matematico, a utilizacao de computadores e bases de dados
macicas de rostos considerados atraentes pelos demais, ele descobriu que todos possuiam um
determinado padrao, todos eles acumulavam as mesmas percepcoes de beleza facial.

Com toda a sua pesquisa, Marquardt concluiu que a beleza estd sim ligada ao nimero
de ouro, mas nao sé a isso, a raga, o sexo, a cultura, as etnias, as eras e, principalmente,
com a mascara que ele mesmo desenvolveu e patenteou. Essas mascaras sao feitas a partir
de pentdgonos e decagonos, que incorporam o numero de ouro em todas as suas dimensoes.

Abaixo serd mostrado os modelos de mascara feminina e masculina, respectivamente:

Figura 3.8 — Méscara de Marquardt

Fonte: Extraida do site www.cosmethica.com.br. Acesso em 24 de Marco de 2023
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3.6.2 Na arte

Como vérios artistas e arquitetos acreditavam que a espiral de ouro potencializava a
estética, muitos comecaram a aplica-la em seus demais feitos e se tornam muito evidentes
nas obras de artes plasticas de artistas mundialmente consagrados, vejamos a sua apari¢ao

nas imagens a seguir:

Figura 3.9 — Espiral nas obras de arte 1

Fonte: Extraida do site www.hipercultura.com. Acesso em 24 de Marco de 2023.

Figura 3.10 — Espiral nas obras de arte 2

Fonte: Extraida do site www.hipercultura.com. Acesso em 24 de Marco de 2023.

A sequéncia de Fibonacci, ainda pode aparecer na construcao de poesias e letras musicais,
ambas coordenadas pelo nimero de ouro, onde a razao entre as estrofes maiores e menores

resulta em um nimero proximo a ¢.
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3.6.3 Na arquitetura

Grandes obras arquitetonicas conhecidas espelham o retangulo de ouro em suas pro-
porgoes, as mais conhecidas sao as Piramides do Egito, Catedral de Notre Dame de Chartres

e o conhecido Partenon que ilustra, em seu planejamento, o uso do retangulo de ouro.

Figura 3.11 — Partenon

R e i

Fonte: Extraida do site www.projetobatente.com.br. Acesso em 24 de Marco de 2023.

Evidenciando mais algumas obras, mas agora atuais, nés temos a utilizagao do retangulo
de ouro para a construcao da fachada da sede das Nacoes Unidas, que possui trés retangulos
aureos dispostos horizontalmente. Outro exemplo atual seria a torre CN, no Canada, que

possui altura diretamente proporcional ao seu deck de observacao.

Figura 3.12 — Espiral na arquitetura moderna
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Fonte: Extraida do site www.projetobatente.com.br. Acesso em 24 de Marco de 2023.
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Todos esses projetos buscam a perfeicao através da relacao com o ntimero de ouro, ten-

tando assim alcancar a perfeicao e simetria.
3.7 Relagao entre o niimero de ouro e o mercado financeiro

Com incremento e o crescimento do mercado financeiro, alguns estudiosos comecaram a
dedicar o seu tempo a estudar a “aleatéria” bolsa de valores, que com o passar dos anos
perceberam que essa “aleatoriedade” seguia as porcentagens do nosso querido niimero de
ouro. Com isso, foram desenvolvidas diversas estratégias para se prever quando os gréaficos
subiriam ou desceriam, essas, a partir do niumero de ouro. Uma delas que nés chamamos de
retracao de Fibonacci, funciona da seguinte forma:

A retracao de Fibonacci trata-se de um popular indicador técnico, utilizado por diver-
sos traders e investidores, formado por linhas horizontais que cortam uma série de precos,
onde cada uma delas é representada por porcentagens e indices em que a distancia entre
elas obedece a sequéncia de Fibonacci. A aplicacao da mesma pode ser feita em qualquer
grafico, seja de agoes, criptomoedas, entre outras, seguindo sempre a observacao dos valores
maximos e minimos para auxiliar na identificacao de pontos de reversao. Esse indicador tem
como principal objetivo mostrar pontos de alerta em que se deve ter mais atencao, em que,
geralmente, vao mostrar potenciais reversoes de tendéncias, resisténcias ou suportes.

De modo geral, as ferramentas de Fibonacci servem para mensurar uma mudanca nas
tendéncias dos precos, ou seja, quando uma certa acao esta subindo o seu valor e ela sofre
uma brusca queda no seu preco e sobe novamente, ou quando esta ocorrendo uma queda
constante de precos e ela sofre uma brusca subida e desce novamente, a ferramenta serve
para verificar essas possiveis mudancas no mercado.

Como vimos, a sequéncia de Fibonacci, apds a sua descoberta, mudou o rumo de diversas
areas ligadas ou nao a matematica e isso esta inteiramente conectado as propriedades que
ela possui. A seguir iremos fazer uma analise mais detalhada de algumas das propriedades

da sequéncia de Fibonacci.
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4 ANALISE DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

Nesse capitulo, iremos fazer uma analise um pouco mais detalhada de alguns pontos im-
portantes da sequéncia de Fibonacci, dentre eles o niimero de ouro, iremos também provar
que a sequéncia (¢, ) converge e apresentar o desenvolvimento da férmula geral para se desco-
brir qualquer termo da sequéncia de Fibonacci através de conceitos analiticos da matematica,

além de destacar como é construido o retangulo de ouro e algumas propriedades.
4.1 Numero de ouro

Para verificar (3.3) observe que, de (3.1), o termo geral da sequéncia de Fibonacci pode

ser escrito na forma:

Fn+1 :Fn+Fn—17 nx2e F():Fl =1.
Dividindo toda essa equacao por F), obtemos o seguinte resultado:

Fn+1 Fn Fn—l

= —+ .
F, F, F,
Usando que:
an = Fn/Fn—17
temos,
1
Gn1 =1+ @

A partir disso, vamos assumir por um momento que (¢, ) é convergente (o que provaremos
mais adiante), fazendo n — oo e considerando lim ¢, = ¢, podemos escrever a equacao da

seguinte forma:

1
=1+—.

Multiplicando ambos os membros por ¢,

P=p+l=?-¢-1=0.

Calculando a raiz positiva da equagao,

A=(-1)2-41.(-1)=1+4=5.
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Obtemos:
1+ \/5
2 )

em que 1 < ¢ < 2. Assim demonstrando a relacao entre o niimero de ouro e a sequéncia de

b =

Fibonacci. No entanto, tudo o que acabamos de demonstrar foi que, se a sequéncia (¢,,)

converge entao o seu limite é:
1+ \/5
5

Para se justificar a passagem ao limite na expressao

o=

¢n+1=1+¢_

deve-se mostrar que, de fato, (¢,) é uma sequéncia convergente.

1

Teorema 4.1. A sequéncia (¢,,), n> 1, € dada recursivamente por

1
pr=1¢€ ¢, = +1, n>2.
¢n—l
_ _Fn

Demonstracao. A partir da sequéncia anterior, dada por ¢, = o lembrando que F),,; =

F, + F,,_1, segue-se que:

Fn Fn—l + Fn—2 Fn—l Fn—2 1 1
O = = = + =1+ 7 = 1+
Fr Fo Fr Fn FZ:; ¢n—1
L]
O que prova que:
On = +1, n>2.
n—1
Logo,
1
¢n -1= 3
(bn—l
ou seja,
1 1 o+1
:¢n_1:1+ :¢TL2+ ,
¢n -1 ¢n—2 ¢n—2

invertendo novamente as fragoes, temos:
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gy -1z On2t 1oL
¢n—2 +1
separando as fragoes,
2 + 1 1

B ¢n—2 +1 ¢n—2 +1

dividindo os termos em comum, obtemos:

b
¢n—2 +1 '

Assim, isolando o termo ¢, obtemos a seguinte expressao:

¢n_1:1_

1
_— . N
¢n—2+17

Agora, para mostrar que nossa sequéncia converge, consideremos as subsequéncias de

b =2 - >3,

indices pares e impares, respectivamente, (¢a,) € (¢2,-1), de (¢,,). Mostraremos, por indugao,

que (¢p9,,) é decrescente e (¢9,-1) € crescente. De fato, observe que:

1. ¢2=2>¢4=g

2. Supoe-se valido para n = k, isto é,

ok > Poga.

Como a funcao

flx)=2-

x+1’x20’

é crecente, temos:

Poks2 < Go = f(Pors2) < f(Par) =

=2 -

_ < 2- = < .

Isso mostra que (¢o,) é decrescente. De forma andloga, pode-se demonstrar que (¢2,1)
é crescente.

E, de merecida importancia, observar que (¢g,) é limitada inferiormente por 1 e (¢2, 1)
é limitada superiormente por 2. Ambas sao convergentes e além disso, como satisfazem a

mesma relacao de recorréncia
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1
¢n—2 + 1,

e podemos concluir que os seus limites sdo iguais e, consequentemente, a sequéncia (¢,,)

¢n:2

converge para esse mesmo limite, que é o valor

1+5
¢:T,

encontrado nas demonstracoes calculadas anteriormente.
4.2 Formula de Binet ou formula generalizada da sequéncia de Fibonacci

O fato da sequéncia de Fibonacci poder ser definida por meio de uma recorréncia, faz
com que seja possivel a descoberta de uma férmula capaz de encontrar qualquer um de
seus termos, F},, desde que saibamos a posicao n deste determinado termo. Gracas a essa

propriedade nos é garantido a obtencao de todas as solucoes da equacao de Fibonacci,

Foia=F,+Fya, (41>

com n > 1.

No entanto, antes, vamos ver alguns resultados importantes sobre recorréncias lineares
homogéneas que serao importantes para esta solugao. E importante dizer que uma recorréncia
linear de segunda ordem homogénea [LIMA (2006)], com coeficientes constantes, isto, uma
expressao da forma a,,9 + pa,.1 + qa, = 0, serd associada a uma equagao do segundo grau,
r2+pr+q =0, com ¢ # 0, chamada de equacao caracteristica. A partir disso, podemos

descrever um teorema muito importante.

Teorema 4.2. Se as raizes de r>+pr+q =0 sao ry e ry, com 1 £ 19, entdo, todas as solucoes

da Tecorréncia Qpyo + Paniy + qayn, = 0 sao da forma a, = Cir{ + Corl com Cy e Cy constantes.

Demonstracao. Seja (a,) uma solu¢ao qualquer de a, o+ pa, 1+qa, = 0. Uma vez que 1 # o,

r1 #0 e r9 # 0, podemos obter constantes C; e Cy, que sao solugoes do sistema de equacoes:

017"1 + CQTQ

Cir? + Coyrs

a1

a2

Vamos provar que a,, = Cir] + Cory para todo n € N. A afirmativa vale paran=1en =2,

ja que C7 e Cy foram escolhidas de modo que isto ocorra. Disso, suponhamos entao, vélida
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para os naturais n e n + 1(Hipdtese de Indugao):

Aps1 = ClT’riHl + OQT;H—I

a, = Cir7 + Cory.

Temos a9 + pan.1 +qa, = 0. Logo, para isso vamos escrever a,,.o em funcao de a,,1 € a,:

Ap+2 = —Pap+1 — qp.

Utilizando a nossa hipdtese de inducao, temos que:
(nso = —p(Crri*h + Cory™h) — q(Crr + Cary),
disso,

apyo = —p(Crriry + Corlry) — q(Cyry + Cory)

—-pChriry — pCoryry — qCiry — qCsry.

Somando e subtraindo Cyr*2 + Cori*?, temos:

Unio = —C1r(pri+ q) = Cor(pra + q) + CLr2 + Cori* — Cr*? — Cori*?

= _Clr{‘(rf +pri+q) - Cgrzn(rg +pro+q)+ 017{”2 + 027“5”2.

Como 7y e ry sdo raizes da expressao r? + pr + ¢, entao

Apso = —017“? -0 - CQT; -0+ C’lr{”Z + CQT;HQ.

Assim,

_ n+2 n+2
Ap+o = 017”1 + CQT2 s

provando o teorema. O]

Vejamos um exemplo de aplicacao do Teorema 4.2.

Exemplo 4.1. Determine o niimero de Fibonacci F),.
Sabendo que a sequéncia de Fibonacci é definida por F),.» = F,.1 + F,, com Fy = F; = 1.

Segue-se que a equacgao caracteristica igual:
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r?=r+1.

Organizando a equacao do segundo grau, e resolvendo, temos:

r?—r-1=0.
Sabemos que para tal resolucao utilizamos:

b+ Vb2 - dac
N 2a ’

vendo que os coeficientes a =1, b=-1 e c=-1, temos:

r

. (-1 x/(-1)?-4-1-(-1) 125

2.1 2
sendo:
1+5
=
2
e
1-v5
o = .

Assim, pelo Teorema 4.2:

Fn:Clr?+02r§:Cl-[(1+\/g)r+02-[(1_\/g)r.

2 2

Disso encontramos a férmula mais geral possivel da sequéncia de Fibonacci. Contudo, se

tomarmos um caso particular, a saber,

Fy=1e F) =1, temos como resultado C; + Cy=1e C -7 + Cy -1y = 1, de onde segue o

sistema de equagoes:

Cl+02:1
C1'7’1+02'7”2:1

Na primeira equacao, temos que:

Cr=1-C, (4.2)
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substituindo (4.2) na segunda equagao, obtemos:

(1+ﬁ).(1—c2)+(1_ﬁ).02=1.

2 2
Aplicando a propriedade distributiva,

1—Cz+\/5—02\/5+02—02\/5_1
2 2 -

somando, temos:

1+\/3_202¢5
2 2

=1.

Portanto,

1+v5-20575=2= -20,V5=2-1-5,

multiplicando ambos os lados por (-1):

205V5 = -1+ /5,

encontramos,

02=—1_\/5. (4.3)

2V/5

Substituindo agora (4.3) em (4.2), teremos:

) is

temos,

1+\/5
W5

O, = (4.4)

_ 1+/5 e Oy = 15

Logo, obtemos C = N ENE

Deste modo, substituindo os valores de C; e Cy na equacao F),, conseguimos obter uma
formula que é capaz de determinar qualquer termo da sequéncia, sem ao menos precisar saber

qual é o termo antecessor. Formula esta, que recebeu o nome do matematico Franceés, cujo
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nome era Phillipe Marie Binet (1786 - 1856), responsavel por descobri-la e ficou conhecida

como Formula de Binet.

Recapitulando quem é F,, temos:

Fcl(lfﬂc[(lzﬁﬂ

Substituindo (4.3) e (4.4), obtemos a seguinte expressao:

ae (S - )

colocando /5 em evidéncia,

) )5 ()

juntando os termos iguais a partir da multiplicacao de poténcias,

A

Agora, com a férmula de Binet, vamos, por exemplo, descobrir o 4° termo da sequéncia,

a partir dela, lembrando que nossa sequéncia é (F,,) = (Fy, F1, Fy, F3, ...), disso temos que:

)5 )

Para Facilitar o calculo, vamos usar umas das propriedades da poténcia:

S ) R A

resolvendo a poténcia separadamente, temos:

(1i\/3)2_ 12+2-1-V/5+(V5)2 1+25+5 6+2/5
2 - 4 - 4 4

simplificando por 2, ambos os termos:

145\ 3415
(57) -

Agora a segunda poténcia:
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(3:|:\/5)2_32:l:2-3-\/5+(\/5)2 946V5+5 14465
2 B 4 B 4 4

simplificando por 2, ambos os termos:

(3i\/5)2: 7435
2 2

Continuando com a resolugao de (4.5):

1 l7+3¢5_(7—3\/3)]_ 1 6T¢S

o= —. - .
2 2 75

Dai, vemos que o resultado d4, exatamente, igual ao 4° termo da sequéncia de Fibonacci,

veja abaixo:
(1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...).

Neste capitulo, pudemos ver com mais detalhes algumas das principais propriedades da
sequéncia de Fibonacci e alguns resultados interessantes que vieram a partir da utilizacao da

Anadlise Matemaética e dos conteudos de sequéncias.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, pudemos estudar um pouco sobre o que sao as sequéncias numéricas e
seus demais conceitos, isso baseando-se em um exemplo de grande renome que é a sequéncia
de Fibonacci. Também foram analisadas algumas aplicagoes da sequéncia de Fibonacci na
natureza, na arte, na arquitetura e no mercado financeiro. Através deste trabalho é possivel
perceber o quao presente a matematica é nos diversos ambientes da sociedade e o quao bela
ela pode ser, quando vista por olhos mais ensinavéis.

A partir deste trabalho, podemos dar continuidade no estudo de sequéncias numéricas,
aplicando e analisando o funcionamento da sequéncia de Fibonacci. Além disso, é possivel se
aprofundar no como a sequéncia de Fibonacci traz um sentido de beleza, tanto na arte, quanto
na arquitetura e até no como essa sequéncia pode ser utilizada para o ensino dentro das escolas
e em quais situagoes. De modo geral, este trabalho contribuiu para um aprofundamento do
conhecimento sobre a teoria de sequéncias e suas aplicacoes. Entendemos que ainda h& muito
o que se abordar sobre a sequéncia de Fibonacci, analisar por exemplo, como a mesma tem
sido usada como ferramenta no mercado financeiro, de uma forma que podemos decifrar essa

temida incognita que é a bolsa de valores.
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APENDICE A — RETANGULO DE OURO

Como foi citado no capitulo anterior, o retangulo de ouro, trata-se de uma figura retan-
gular cuja divisao da base pela altura resulta no niimero de ouro ¢, mas o que caracteriza
um retangulo ser de ouro e como podemos construi-lo? Nés podemos destacar, a partir
de [PEREIRA (2008)], que um retangulo é de ouro, quando é possivel perceber a seguinte
propriedade. Dado um retangulo ABC'D:

Figura A.1 — Retangulo de ouro

Fonte: Construida pelo Autor.

Podemos retirar o quadrado ABEF e o retangulo CDFE restante serd semelhante ao
retangulo original ABCD, ou seja,
b
@2 (A1)

a+b a

Dito isto, a construcao do retangulo de ouro pode ser feita através dos seguintes passos:

1. Comegamos construindo um quadrado ABEF com lado a e dividindo um dos lados do

quadrado ao meio. O ponto que interceptara a base, chamamos de M.
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Figura A.2 — Passo 1

Fonte: Construida pelo Autor.

2. Seguindo, tracaremos uma diagonal saindo do ponto M até o ponto F, e prolongaremos

um pouco a base do nosso quadrado.

Figura A.3 — Passo 2

Fonte: Construida pelo Autor.

3. Com o uso de um compasso fixado no ponto M, tracaremos um arco de comprimento
ME até que ele toque o prolongamento feito na base no nosso Passo 2. Esse ponto de

interseccao entre o arco e o prolongamento, chamaremos de D.
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Figura A.4 — Passo 3

Fonte: Construida pelo Autor.

4. A partir do ponto D tracamos uma reta paralela a E'F', e prolongando o lado superior
do quadrado até interceptar esta paralela em um ponto C, obtemos um retangulo que

¢ exatamente o retangulo de ouro, como mostra a figura a seguir:

Figura A.5 — Passo 4

a2

Fonte: Construida pelo Autor.
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Para comprovar que o retangulo ABC'D ¢é realmente de ouro, observe inicialmente que,
se F'D = b, entao
ME=MD=b+ g

Utilizando o teorema de Pitdgoras ao triangulo M F'E, obtemos:
2 2
-
2 2

V+ab=a*=bla+a)=a-a

ou seja,

onde, chegamos justamente na relagao (A.1),

a+b a
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