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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar a construcdo das Funcdes Hiperbdlicas a
partir da Hipérbole como curva geratriz. Aqui apresentaremos as funcdes hiperbdlicas,
apresentando as suas defini¢des, graficos, derivadas e suas principais propriedades. Por
fim, apresentamos algumas comparagoes entre a Trigonometria circular e a Trigonometria

Hiperbdlica.

Palavras-chave: FungBes Hiperbolicas; Hipérbole; Trigonometria Hiperbdlica.



ABSTRACT

This work aims to present the construction of Hyperbolic Functions based on the Hy-
perbola as a generating curve. Here we will present the hyperbolic functions, presenting
their definitions, graphs, derivatives and their main properties. Finally, we present some
comparisons between Circular Trigonometry and Hyperbolic Trigonometry.

Key-words: Hyperbolic Functions; Hyperbola; Hyperbolic Trigonometry.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho trata-se de uma pesquisa bibliografica sobre as fungdes hiperbolicas,
onde nosso principal objetivo consiste na tentativa de ampliar o entendimento de como
sdo definidas cada uma das seis principais fungdes hiperbolicas, em uma perspectiva que
proporcione uma certa originalidade a partir de uma abordagem feita utilizando a curva
geratriz hipérbole para dar a definigao de cada uma dessas funcdes.

O matematico suico Johann Heinrich Lambert (1728-1777) foi um dos primeiros a
realizar estudos sobre esse tipo de funcdes.

Geralmente, este contetdo é estudado durante o curso de Calculo Diferencial e
Integral, e normalmente sdo apresentadas sem nenhuma conexdo com a hipérbole. A
apresentacdo dessas defini¢des acontecem expondo suas defini¢des a partir da combinacédo
da soma e subtracdo de uma fungdo exponencial par e outra impar.

Posto isso, para atender o objetivo de nosso trabalho e explicitar a relevancia que
este conteudo possui, iremos realizar um estudo sobre as func¢des hiperbdlicas a partir
de sua curva geratriz, isto é, relacionando-as com a hipérbole, tecendo a construcdo das
defini¢des, como estas estdo relacionadas e ddo origem a algumas proposicdes, iremos
trazer também seus graficos e o célculo de suas derivadas.

Iniciamos nosso estudo apresentado a defini¢ao da hipérbole em um plano qualquer,
apresentando os principais elementos que a compdem. Apresentando as equacdes da
hipérbole, as equacdes de transformacdo das coordenadas a um novo sistema de coordenadas
decorrente de uma rotacdo de eixos em torno da origem e as equacdes reduzidas.

Em seguida, iremos apresentar as func@es hiperbdlicas, que surgem da comparacdo
da area de uma regido limitada por uma hipérbole dada pela equacdo x> -Y 2 = 1, dando
assim origem as defini¢oes, graficos, dominio, imagem, e propriedades de cada uma delas,
ver Freitaset al.(2015).

Porfim, traremos o calculo de suas derivadas, e algumas tabelas que fazem uma
breve comparacdo das férmulas da Trigonometria Circular e da Trigonometria Hiperbdlica.
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2 CURVA GERATRIZ

A hipérbole

Definigao 2.1.Sejam F; e F> pontos distintos de um plano qualquer, situados a uma
distancia2 c entre si, temos que c equivale a}d(Ff F%. E, consideremos um numero a, tal
que a satisfaca a relacdo,0 <a<c. Chamarznos dehipérbolea curva do plano formada
pelos pontosPque satisfazem a relagéo:

|d(P, F1)—d(P, F 3)|=2a (2.1)

Figura 1 — Hipérbole

Fonte: Freitas(2015, p.12).

Abaixo iremos definir 0s elementos que estdo presentes na Figura 1.

Elementos da Hipérbole

- Focos:sdo 0s pontosF 1 eF 3;

- Eixo focal:é a reta que contém os focos;

- Distancia focal:é a distancia de um foco a outro, equivalente a2c;
- Eixo normal:é a reta perpendicular ao eixo focal;

- Centro da hipérbole:é o ponto médio do segmento  F1F3;

- Vértices:sdo 0s pontosV 1 eV que intersectam o eixo focal.
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A hipérbole da Figura 1 mostra um caso especial da hipérbole em que o eixo focal
e 0 eixo normal coincidem respectivamente com 0s eixos Ox e Oy do sistema cartesiano, e
centro da hipérbole com a origem do sistema.

Observacgdo 2.1.Veja que os pontos Vi e V, fazem parte da hipérbole, pois satisfazem a
definigdo 2.1. ParaV 1, temos:

d(Vi, F1) =c—a

d(Vy, F2) =a+c
dessa forma,
|d(Vy, F1)—d(V 1, F2)|=|(c—a)—(c+a)|=|c—a—c—a|=|-2a|= 2a.
E, paraV ;:

d(V>, F1) =a+c

d(Vo, F?) =c—a
logo,
ld(Vo, F1)—d(V 2, F2)|=|(a+c)—(c—a)|=|a+c—c+a|=|2a|= 2a.

Nesta proxima secao, esclareceremos o motivo da hipérbole da Figura 1 possuir
dois conjuntos disjuntos de ramos.

Ramos da hipérbole
Temos que a Equacéo (2.1) equivale ainda a:
d(P, F1)—d(P, F 3) ==%2a.
Quando consideramos
d(P, F1)=(P, F 2) = 2a
temos que

d(P, F1) =d(P, F 1) + 2a. (2.2)

Desta forma, temos que a distancia de P ao foco F; é maior que a distancia de P ao foco
F>. Ou seja,
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d(P, F1)> d(P, F 2).

Agora, se considerarmos
d(P, F1)-d(P, F 2) =—2a

temos que

d(P, F2) =d(P, F 1) + 2a. (2.3)

Para este Ultimo resultado, temos o contrério, que a distancia de P a F1 € menor
que a distancia dePaF ;, ou seja

d(P, F1)<(P, F 2).

Assim, podemos concluir que um Unico ponto P ndo pode satisfazer simultaneamente
as equacdes (2.2) e (2.3). Por este motivo a hipérbole é formada por dois conjuntos disjuntos
de pontos, que sdo consideradosramos da hipérbole.

Os pontos sobre o ramo da direita satisfazem a equacéo (2.2), e os pontos sobre o
ramo da esquerda satisfazem a equacéo (2.3).

Equacdo reduzida da hipérbole

Iremos determinar as equacdes da hipérbole em relacédo ao sistema de eixos xOy,
para quatro casos distintos.

Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Ox.

Consideremos o caso da hipérbole da Figura 1, cujo eixo focal e normal coincidem
respectivamente com 0s eixos Ox e Oy, e centro da hipérbole com a origem do sistema.
Dessa forma os focos terdo coordenadas F1 = (-c,0)e F> = (¢, 0). Tome P um ponto
de coordenadas( x, y)sobre a hipérbole. Desenvolvendo a equacdo (2.1) em termos de
coordenadas, temos:

q q
(x+c) Z+y 2~ (x—c) 2+y 2 =%2a

q
dai, somando (x—c) 2+y 2 aos dois lados da igualdade,ficamos com

q -
(x+c) 2 +y 2 =20+  (x—c) 2+y?

elevando ambos os membros ao quadrado e calculando, obtemos
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a
(x+c) 2+y? =40 t4a (x—c) 2+y 2 + (x—c) 2 +y 2

implicaem
a——— 2
+4a (x-c) 2+y?2 =4cx—4a
gue € 0 mesmo que,
q

ta (x-c) 2 +y 2 =cx-a

Agora, elevando novamente ambos os membros ao quadrado, encontramos

az(x—c) 2 +a 2y2 =c %x* —2a %cx+a *
0 que implica
(JZX2 +a 2C2 +a 2y2 =C 2X2 +a 4.
Assim,
C2X2 —-a 2X2 —-a 2y2 =a 2C2 —-a 4.
Colocando os fatores em comum em evidéncia, tem-se
(c2 -a 2)x2 -a 2y2 =q 2(c2 -a 2).
-
Sendoc >0, definimosb= c?2-a?, logo
b>* —a 2y =a 2b?
e dividindo esta Gltima equacéo pora 2b?, obtemos

A equacdo (2.4) € denominada equacgdo reduzida da hipérbole, quando o eixo focal coincide
com 0 eixoO0x.

Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Oy.

No caso em que a reta focal coincide com o0 eixo Oy e a hipérbole tem centro na
origem dos eixos coordenados, como ilustrado na Figura 2, a equagéo reduzidafica na
seguinte forma:

- =1 (2.5)
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Figura 2 — Hipérbole ;”; - sz =

Fonte: Santos (2015, p.21).

O procedimento feito para encontrar a forma da equacéo (2.5) acontece de modo
analogo ao feito anteriormente.

Hipérbole com centro diferente da origem e eixo focal coincide com o
eixoOx.

Para 0 caso em que o eixo focal coincide com o eixo Ox, mas o centro da hipérbole
€ um ponto qualquer C = (xo, yo)diferente da origem do plano cartesiano, temos que a
equacdo reduzida para este caso € da forma:

(x—x ) by o) _

; > 1. (2.6)
a

Para a obtencdo da equacdo acima, os calculos podem ser encontrados no livro??)
e deixamos para o leitor conferir.

Hipérbole com centro diferente da origem e eixo focal coincide com o
eixo0y.

Para o caso em que o eixo focal coincide com o eixo Oy, mas o centro da hipérbole

é um ponto qualquer C = (xo, yo)diferente da origem do plano cartesiano, temos que a
equacdo reduzida para este caso € da forma:

2 2
XX
o) ol @2.7)
a? b2
Novamente, para a obtencdo da equacgdo acima, os calculos podem ser encontrados
no livro??) e deixamos para o leitor conferir.
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Hipérbole xy=k

Nesta se¢do, iremos estudar a hipérbole de equacédo xy = k, com k > 0,onde x e y
nao podem ser nulos. Quanto maior for o valor de x, menor sera o valor de y, e quanto
maior o valor de y menor sera o de x. Ou seja, iSs0 significa que a hipérbole se aproximara
do eixo Ox ou Oy indefinidamente sem toca-los. Dessa forma, 0s eixos coordenados servem
de assintotas para a hipérbole.

Observacdo 2.2.As assintotas sdo retas das quais a hipérbole se aproximara indefinida-
mente dos eixos coordenados, sem encostar. A tendéncia da hipérbole € tangenciar as suas
assintotas no infinito.

- Paraxeypositivos tem-se um dos ramos da hipérbole no primeiro quadrante;

- Paraxeynegativos tem-se um dos ramos no terceiro quadrante.

Apresentaremos a seguir algumas proposicoes relacionadas a um tipo de retangulo
especial, onde este possui vértices na origem do sistema de coordenadas, um ponto no eixo
Ox, outro no eixo Oy e um Gltimo ponto na hipérbole. E denominado como retangulo de
coordenadas do pontoA, comAsendo ponto da hipérbole.

A proposicdo a seguir leva em conta a area denotada por esse retangulo.

Proposicao 2.1.A drea do retdngulo é igual a k e ndo depende do ponto A da hipérbole.
Figura 3 — Retangulo de coordenadas

v

M * A
g p X

Fonte: Santos (2015, p.22).

Demonstragdo. Temos que as coordenadas do ponto A (qualquer que seja ele) sdo dados
por(x, y) = ( OP, OM). Dai, a area do retainguloOPAMEé



Capitulo 2. Curva geratriz 19

AOPAM = WOM=X.y=k,

para qualquer ponto da hipérbole. ©

A proposicédo abaixo, faz referéncia a simetria dos ramos da hipérbole e ao centro
de simetria existente.

Proposicdo 2.2.A hipérbole possui os ramos simétricos, portanto hd a existéncia de um

centro de simetria em relagdo a origem do sistema de coordenadas.

Demonstragdo.Seja o retangulo de coordenadas de ponto A, situado no primeiro quadrante
da Figura 3 . Tome P simétrico a P , em relacdo ao eixo Oy, M simétrico a M em relacdo
a0 eixoOx. SendoA ' o ponto de coordenadas( OP /, OM ), temos queA | pertence a esse
outro ramo da hipérbole pois os retangulos OPAM e OP JAIM J possuem a mesma area,
onde

x'y= OP* OM= OP’ * OM =k,

comOP=0OP | eOM=0OM .

Figura 4 — Simetria em relacdo a origem

yl
M A
‘ P X
A~—1le

Fonte: Santos (2015, p.24).

O ponto Al é simétrico ao ponto A em relacdo ao sistema de coordenadas, pois as
coordenadas|OM|e|OM  I|sdo iguais. ©

Hipérbole Rotacionada

Considerando os dois pares usuais de eixos coordenados Ox e Oy, e dois novos
pares de eixos OX e OY , estes obtidos ap0s uma rotacdo de um angulo $ no sentido anti-
horario em torno da origem, como mostra afigura abaixo, temos a seguinte proposi¢cao
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Figura 5 — Hipérbole rotacionada

Proposicao 2.3.Se um ponto A de coordenadas( x, y)apds uma rotagdo em torno da

origem passa a ter coordenadas( X, Y ), temos que as equacbes de transformacdo do sistema
inicial ao novo sGo dadas por:

x=Xcos(B)-Ysen(p) (2.8)

y=Xsen(B) +Ycos(p). (2.9

Demonstragdo.Observando a Figura 5, temos que as coordenadas do ponto A no sistema

inicial sdo dadas por x = OP ey = OM = AP , e as coordenadas desse mesmo ponto no
novo sistema sdoX=0LeY=0T=AL. Assim, temos que

x= OP= OV- PV

y= AP= PQ+ QA.

Dai,

x=Xcos()-Ysen(p)

y=Xsen(3) +Ycos().
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A equacdo da hipérbole xy = k no sistema de coordenadas xOy, tem como pontos
de formacdo o par ordenado( x, y). Ao multiplicamos a coordenada x desse ponto por
um m > 0, obtemos( mx, y). Com essa multiplicacdo a equacdo da hipérbole assumira
a forma xy = mk. Devido, a operacao realizada na coordenada x, e por a coordenada y

ter permanecido inalterada. Ao realizarmos novamente uma operacao de multiplicacdo no

ponto( mx, y)agora sendo a coordenada y multiplicada por __, obtemos( mx, ). Sendo
m m

(x, y)ponto da hipérbole de equacdo xy = k, 0 ponto( mx, Y )também pertence a mesma
hipérbole e é distinto de(x, y), quandomi—= 1.

Definicao 2.2.A operacdo que transforma( x, y)em( mx, y _), ambos pontos da mesma
m

hipérbolexy=k, com coeficientem >0¢é denominada derotacéo.

Angulo Hiperbolico
Antes de definirmos angulo hiperbolico, vamos determinar a equacéo da hipérbo_l)e
|
xy = k, com k = 5 em um novo par de eixos, apos uma rotacdo de um angulo 8 = "
radianos em torno da origem.

Utilizando das equagdes de transformacao (2.8) e (2.9) substituindo os valores de x

eyrespectivamente na equacdo da hipérbolexy= _, temos o seguinte
2
1
(Xcos(B)-Ysen(B)) (Xsen(B) +Ycos(B)) = 3
e
como o angulo de rotacdo é dado porf= _, temos:
4
© O—)I - 0_» S O—N - Q)I S 1
Xcos — -Ysen — Xsen — +Ycos — ==
4 4 4 4 2
dai,
- | - 11 - | - 11
2 2 2 2 2
-l
2 Cn
colocando o fator em comum - em evidéncia,ficamos com
-t | -1
72 (X-Y) 72 (X+Y) = _
2 2 2

e, realizando algumas operacgdes entre os produtos, obtemos

1 1
2 2
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ou ainda,
X2 -y ?=1. (2.10)

~ . ~ s 1 .
A equacio (2.10) é a equagao correspondente da hipérbole xy = > NOS NOVOS eixos OX e
_)|

OY, apobs a rotagdo de um angulof=
4

Observagdo 2.3.Para mais, denominamos a equagédo (2.10) como sendo a equacédo da
hipérbole unitaria, pois a distancia do centro aos veértices é igual al.

Defini¢do 2.3.Sejam A e S dois pontos que estdo sobre o mesmo ramo da hipérbole
X -y?=1A regido quefica delimitada pelos segmentos OA e OS e pela parte
compreendida pela hipérbole entre os pontosAeSé denominadosetor hiperbdlico.

Figura 6 — Setor hiperbdélico

Fonte: Santos (2015, p.25).

Podemos agora definir 0 angulo hiperbolico compreendido por este setor.

Defini¢do 2.4.Dados dois pontos A e S pertencentes a0 mesmo ramo da hipérbole,
definimos o4ngulo hiperbdlico -, entre os segmentos OA e OS, como sendo duas vezes
a area do setor hiperbd6licoOSA.

Observacdo 2.4.0 angulo hiperbdlico ndo representa um angulo da mesma forma como

acontece com as funcdes circulares, enquanto que nas fungdes circulares este é dado em
graus ou radianos, o angulo nas funcdes hiperbdlicas é dado em unidade de &rea. E, como
a curvatura da hipérbole cresce indefinidamente, temos que o angulo hiperbdlico varia de

-RA+~R.

Observacéo 2.5.As defini¢oes de angulo da trigonometria circular e da trigonometria
hiperbodlica sdo dadas de maneira andloga, porém possuem conceitos diferentes. A medida
do angulo central do circulo trigopnométrico é dado como sendo o dobro da area do setor
circular por ele limitado. Para algum caso em que o angulo possuir medida « graus (ou
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Figura 7 — Angulo hiperbdlico

Fonte: Santos (2015, p.26).

- ~ , . I
radianos), entdo a area do setor circular por ele representado mede  unidades de area,

ver Observacdol .14, em Santoset al.(2015). De modo analogo, acontece para os angulos

hiperbolicos que sao representados com relacdo a area do setor hiperbélico. Dado um ponto

A na hipérbole X?-Y 2 = 1, define-se o0 setor OAS e o angulo Albs. Assim, 0 angulo tera

medida « quando area do setor hiperbolico por ele determinado for de _ \nidades de &rea.
2

Figura 8 — Setor hiperbolico

Fonte: Santos (2015, p.26).

A Proposicado apresentada a seguir trata-se da possibilidade em transpor um angulo
qualquer na hipérbole X°> -y 2 = 1dentro do sistema de coordenadas XOY , onde a
medida do angulo transportado permanece a mesma do angulo inicial.

2

Proposicao 2.4.Dado um dngulo hiperbdlico « na hipérbole X? -y %= 1,0bserve na

Figura 9 que este dngulo estd determinado pelos pontos O, A e S, pontos que formam o
setor hiperbdlico. Existem Al e S' pontos dessa mesma hipérbole, com S pertencente ao

eixoOX, onde o dngulo determinado porO, A ' eS ) é igual ao dngulox.
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Figura 9 — Preservacdo de Angulo Hiperbolico

Fonte: Santos (2015, p.26).

Demonstragdo.Ver Propriedade 3.3 em Rodrigues (2014). O
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3 FUNCOES HIPERBOLICAS

Iremos definir as seis principais fungdes hiperbodlicas a partir da curva da hipérbole
[

unitaria X* -y * = 1. Seja A um ponto na hipérbole, de modo que Apsa = -, €Nt&0 0

angulo slAtem medidax. E, seja E\Ié reta tangente a hipérbole no pontos.

Figura 10 — Definindo as funcdes hiperbdlicas

Fonte: Santos (2015, p.30).

Defini¢do 3.1.Definimos as funcdesseno e cosseno hiperbdlicos, respectivamente
por:

senh(x) = i ecosh(x) = %
oS oS
Como OS= 1, entdo
senh(x) =LA (3.1)
e
cosh(x) =OL. 3.2)

Com as fungdes seno e cosseno hiperbdlicos definidas, podemos assim definir as
demais fungdes hiperbolicas.

Defini¢do 3.2.Definimos as fung¢destangente, cotangente, secante e cossecante
hiperbdlicos, por
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LA
tgh(u—) = W =
cosh(x) oL
cotgh(e) = ") _ oL
senh(v) LA
h 1 '
sech(v) = cosh(x) oL
cosech(«x) = 1 = i
senh(v) LA

Relacbes entre as Fun¢bes Hiperbdlicas
Nesta se¢éo, iremos apresentar algumas propriedades dessas funcdes.
Proposicdo 3.1.cosh 2 («)-senh %(v) =1

Demonstragdo.Como mostra a Figura 10, parao ponto A de coordenas X =0LeY =LA,
substituindo esses pontos na equacao da hipérbole unitaria, temos

(OL)? —-(LA)%2 =1

logo,

cosh?()-senh 2(x) =1 (3.3)
O

Proposicado 3.2. tgh(«) = SJ, onde J é o ponto de intersegcdo entre a reta tangente a

hipérbole no pontoSe a reta determina pelos pontosOeA.

Demonstragdo.Utilizando semelhanca de triangulos, entre os tridangulos OSJ e OLA da
Figura 10, temos que

LA SJ

oL OsS
comoOS= 1, segue que

LA

__=5J

OL

logo,

tgh(«) =SJ.
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O
Proposicdo 3.3.1-tgh  *(«) =sech *()
Demonstragdo.Se dividirmos a equacgédo (3.3) porcosh 2 (), temos
senh?(«) 1
) cosh?(«) B cosh?(¥)
ou seja,
1-tgh 2(x) =sech 2(«).
O
Proposicédo 3.4.cotgh 2(k)-1 =cosech  %(¥)
Demonstragdo.Se dividirmos a equacéo (3.3) por senh 2(«), temos
cosh? (¥) 1
senh?(r) senh(x)2
ou seja,
cotgh?(«)-1 =cosech ().
O

Fung¢dbes hiperbdlicas e exponenciais

A .
Sendo A um ponto sobre a hipérbole x>~y 2 = 1, tal que A osa = > determinando
assim um angulo hiperbolico de medidax.

As coordenadas do pontoAnos eixosX0OYsao dadas por
(X, Y) = (0L, LA) = (cosh (r),senh(x) )e nos eixos xOy as coordenadas do ponto A sdo
(x, y) = (OP, OM).
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Figura 11 — Coordenadas deAno sistemaXOYe noxOy

A y

Fonte: Santos (2015, p.32).

Fazendo uso das Equacdes de transformacéo (2.8) (2.9) e sendo o angulo de rotacéo

B=45 ~, temos:

—)IE —)I2 ] ]
X= T(X—Y) = 7(cosh(/\)—senh(/\))
e
y= 2§(X+Y) = f(cosh (x) +senh(x))

Agora para 0 ponto S, temos que suag_cogrdgnadas no sistema XOY correspondem

- 2in(cosh(x)—senh(x))

= Lin(cosh(r) +senh(x))

a(0,1)e no sistemaxOya(OV, OF) = 22 22 .
Podendo assim, calcular a area das regidesPV SAeMFSAque sdo dadas por:
I~ — ﬂ
1 OF 1 2 A
Apysa = In = In = i =
e 2 2 %z (cosh(z)-senh(x))
l— K—2 ﬁ
_ 1 OM _ 1, _—(cosh(r)+senh(r))
AnMFsa = z|I"\ = Zln ?

COMOA osa =A py sa, tEMOS

1
== ,#n(cosh(x)-senh(x))

N>l

ou seja,

~=-In(cosh (x)-senh(zr))

2
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ou ainda, aplicando a fungdo exponencial,ficamos com
er® = cosh(x)-senh(x). (3.4)
Agora, COMOA osa =A mrsa, analogamente
e® = cosh(n) +senh(=). (3.5)

Para determinarmos cosh (x), basta somarmos as equacfes (3.4) e (3.5), assim
obtém-se

ee +e 0

€9 +e "® = 2 cosh(x)~<cosh(r) = Y (3.6)

e, para determinarmos senh(z)basta subtrairmos (3.4) e (3.5)

6 _ ef-e”
b —e " = 2senh(x)~<senh(x) = ?-(3-7)

Observacdo 3.1.Veja que
(cosh (&) +senh(x))*(cosh (=))-senh(z)) =e 8-e70 =1,3.8)

Com as funcdes seno e cosseno hiperbdlicos definidas na forma de exponenciais,
podemos definir as demais.

Defini¢do 3.3.Definimos as fung¢destangente, cotangente, secante e cossecante
hiperbdlicos, respectivamente por:

tgh e¥ -e™®
(%)

~ eP+end

th(z) ed +e 70 ]
coth(x) = 5——5
M T ob _g b

2
sech(r) = ;
ed +e =0
2
csch(r) = .
ee —-e Ke

Proposicéo 3.5.Temos que a fungdocoshé par, enquanto a fungdo senh é impar.

Demonstragdo.Para isso, novamente iremos fazer uso da curva da Hipérbole unitaria.

AN
Sendo P um ponto na hipérbole, onde a area do setor OAP tem medida 5 as coordenadas
do pontoPsédo dadas porX= coshaeY=senhx.
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Para isso, iremos considerar uma area negativa, uma area abaixo do eixo X. Como
a hipérbole unitaria é simétrica em relacdo ao eixo x, entdo basta tracar uma reta paralela
ao eixo y passando por P . A intersecdo dessa reta com a curva da hipérbole é o ponto P J,
simétrico deP.

—A

L0go,A oap’ = 7 O pontoP ' tem coordenadasX= cosh (—z)ey=senh(-x).

Figura 12 — Representacdo grafica da hipérbole unitaria

Fonte: Freitas (2015, p.29).

Note que as coordenadas x dos pontos P e P’ sdo as mesmas, devido a simetria da
hipérbole unitaria.

Logo, ocoshé uma funcao par, pois
cosh (&) = cosh (-&).

Agora, observando as coordenadas de P e PJ no eixo das ordenadas, temos que
d(0, y) =d(0,~y).

Logo, o senhzé uma fungdo impar, pois

senh(x) =-senh(-x).

Observacédo 3.2.As fungdes Seno e Cosseno hiperbolicos, ndo sdo periodicos. Istoficara
mais claro quando estudarmos os graficos dessas funcgdes.



Capitulo 3. Fungées Hiperbdlicas 31

Na continuacdo, serdo apresentadas algumas relacGes entre arcos das fungdes seno
e cosseno hiperbdlicos.

Proposicao 3.6.0 seno e cosseno hiperbdlicos da soma de dois arcos sdo dados por :

senh({1+B) =senh({t) cosh (B) +senh(B)’cosh (11)(3.9)

cosh (T+B) = cosh (1)*cosh (B) +senh(f)*senh(3)(3.10)

Demonstragdo.Escrevendo({+) =&, temos

senh({1+B) =senh(x)

cosh ({14+B) = cosh ()

Utilizando das equacdes (3.7) e (3.6), podemos escrever

e-*+-) e ~(>+-)  emrem R e R"

senh(T+B) = 5

e(—n+\<—) +e NEED)] e~ 'e- 4+e~" e A-

cosh({T+pB) = 5 = 5

Agora, utilizando das equacdes (3.4) e (3.5), e ap0s termos realizado as devidas substituicdes
e realizado todas as operacdes necessarias, tem-se

senh(f+B) =senh(f)*cosh (B) +senh(f) cosh (11)(3.11)

cosh (f1+f) = cosh (1)*cosh (B) +senh({) senh(p)

como queriamos demonstrar. O

Corolario 3.1.0 seno e cosseno hiperbdlicos da diferenca de dois arcos sdo dados por :

senh(ft-B) =senh({)*cosh (B)-senh(B) cosh (1)(3.12)

cosh (-B) = cosh () cosh (B)-senh(f) senh(f3)(3.13)
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Demonstragdo.A demonstracdo ocorre de maneira andloga a anterior, quando escrevemos
(-B) = (+ (-B)) =~, trocando apenasfBpor-p. O

Corolario 3.2.Para o angulo duplo das funcdes seno e cosseno hiperbolicos, valem as

seguintes relacdes:
senh(2{t) = 2senh(f) cosh (1)(3.14)

cosh (211) = 2senh *f+ 1 (3.15)

ou
cosh (201) = 2 cosh® fi-1. (3.16)

Demonstragdo.Como senh(2{t) = senh({+1') e cosh (21') = cosh ({1+1) , utilizando da
Proposigéo3.6temos,

senh({t+1) =senh(ft) cosh (1) +senh({)*cosh () = 2senh({) cosh (1)

cosh (©1+1) = cosh (1) cosh (1) +senh(f})'senh(f}) = cosh 2 (1) +senh (1).

De acordo com (3.3) temos duas opc¢8es de substituicao,
cosh (201) =senh %(01) +senh (1) + 1 = 2senh *fi+ 1

cosh (211) = cosh? i+ cosh 2 -1 = 2 cosh 2 -1

como queriamos provar. O

Proposicao 3.7.0 seno e cosseno hiperbdlicos do arco metade séo dados por:

s
senhE)z cosh(f)-1
2 2

s
B cosh(B)+1
coshg) =

Demonstragdo.Simbolizando2 {t = 8 e utilizando do resultado da Equacao(3.15). Temos
assim,
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cosh (B) = 2senh 2([i) +1
2

isolando senh([i)
2
S
senh(®) _y  cosh(B)-1_
2 2
Agora, pela Equagéo (3.16) temos,
cosh (B) = 2 cosh? (E)_ 1
2
isolandocosh( E)
2
S
cosh(fB)+1

cosh(E) =+
2

Proposicao 3.8.A forma de produto entre seno e cosseno hiperbdlicos, sdo dadas por:

1 1
3 ienh(ﬁ+3) + > ienh(ﬁ—B) =senh({t)"cosh(B)ou
5 senh(TT+f)- > senh(1t-B) =senh(B)*cosh(f)

Demonstragdo.Somando o primeiro membro das Equacdes (3.9) e (3.12) temos,
senh({+p) +senh({T—-B) = 2senh({) cosh (B)
dividindo esta ultima equacdo por2, obtemos:
1 1
2— senh({+p) + ; senh(T-B) =senh(fr) cosh (B).
E agora, se subtrairmos as Equacdes (3.9) e (3.12) temos,
senh(f+B)-senh({t—B) = 2senh(p) cosh (1)

dividindo esta ultima equacdo por2, obtemos:

L senh(0+g) + T senh(-p) =senh(B) cosh (1.
2 2
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Proposicao 3.9.As férmulas do produto entre duas fungées cosseno hiperbdlico e entre
duas fungbes seno hiperbdlico, sGo dadas por:

1 1
. cosh(T+B) + _ cosh(f1-P) = cosh(f)*cosh(B)e

- COSh(ﬁ"'B)_ 5 cosh(ﬁ—B) =senh(ﬁ)'$enh(8)

Demonstragdo.Somando as Equacdes (3.10) e (3.13) temos,
cosh({T+fB) + cosh(T—3) = 2 cosh(fr) cosh(3)
dividindo esta ultima equacdo por2, obtemos:
1 1
2 cosh(T+p) + > cosh(1-B) = cosh(f) cosh(B).
E, subtraindo (3.10) e (3.13) temos,
cosh(f{1+B)-cosh(t—B) = 2senh(f)senh()

dividindo esta ultima equacdo por2, obtemos:

1 1
5 cosh({T+fB)- 5 cosh(1-B) =senh(fr)senh(p).

Graficos das funcdes hiperbdlicas

Grdfico do seno hiperbdlico:

A funcédo seno hiperbdlico é uma funcdo real, que possui dominio e imagem sendo
todo o conjunto dos numeros reais.
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Figura 13 — Grafico do seno hiperbolico

y

Fonte: Santos (2015, p.33).

Como ja mencionado ela € uma funcéo impar, ou seja, senh(z) =—senh(-=x).

Grdfico do cosseno hiperbdlico:

Enquanto, a funcdo cosseno hiperbélico possui dominio como sendo todo o conjunto
dos nameros reais, e imagem o conjunto definido pelo intervalo[1,+=).

Figura 14 — Grafico do cosseno hiperbdlico

)

e

7

y:

-
.

=3 -
2 -

-

Como j& mencionado é uma funcdo par, ou seja,cosh (z) = cosh (-x).

Fonte: Santos (2015, p.34).
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Grdfico da tangente hiperbdlica:

A funcdo tangente hiperbdlica € estritamente crescente, possui dominio o intervalo
(-~; +=)e imagem o intervalo[-1,1]

Figura 15 — Grafico da tangente hiperbdlica

y
2
(0,.)0
(0.1)
y = tanh(«)
(-2.0) (-1.0) , (1.0) 20 X
.................... S CisEie e
(0.-1)
y
(0.-2)

Fonte: Santos (2015, p.40).
A funcdo tangente hiperbdlica € uma funcdo impar, ou seja, tgh(x) =—tgh(-=%).

Grdfico da cotangente hiperbdlica:

A funcéo cotangente hiperbolica é estritamente decrescente no intervalo( -=, 0)e
(0, ~ ). Possui dominio o conjunto( - =, 0) S(0, + X )e imagem o conjunto( -~,-1) S(1, +x).

Figura 16 — Grafico da cotangente hiperbdlica

y = coth(a)

Fonte: Santos (2015, p.43).
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Grdfico da secante hiperbdlica:

N&o é mondtona nos reais, essa funcdo possui como dominio todo o conjunto dos
numeros reais, e imagem o intervalo(0,1].

Figura 17 — Grafico da secante hiperbélica

y = sech(a)

(-2,0) (-1.0) T(1.0) ‘270) X

Fonte: Santos (2015, p.45).



Capitulo 3. Fungées Hiperbdlicas 38

Grdfico da cossecante hiperbdlica:
A fungéo cossecante hiperbolica é estritamente decrescente no intervalo( -=, 0) (0, +~=).
Figura 18 — Grafico da cossecante hiperbodlica

A

y = csch(a)

Fonte: Santos (2015, p.47).

Derivadas das funcdes hiperbdlicas

Nesta secdo apresentaremos as derivadas das principais fungfes hiperbolicas, os
resultados foram obtidos através da utilizacdo dos métodos de derivacdo apresentados em
Thomas (2002).

Proposicdo 3.10.Para todox€R, temos:

—(senh(x)) = coshx.
dx

- B eX —e ™X o
Demonstragcdo.Com efeito, sendo senhx= — entao

e -e KX) = (e"+e™)(2) _(e * _e ™)(0) e*+er

i(senh(x)) = E( -
dx dx 2 22 2

Logo,

d
&(senh(x)) = coshx.

Proposicdo 3.11.Para todox€ER, temos:

—(cosh(x)) =senhx.
dx
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. ) eX +e ™ .
Demonstragdo.Com efeito, sendocoshx= — entdo
? cosh d e+e™ (¢ _e™)2)_(e*+e?)0) e-em
axlcoshx)) = - (5 52 =7
Logo,
d
&(cosh(x)) =senhx.
O
Proposicéo 3.12.Para todox€R, temos:
d
—(tgh(x)) =sech 2.
dx
. eX —e AX N
Demonstragdo.Com efeito, sendo tghx= ————, entao
eX +e "X
d X _ AX
—(tghx = 4 €€
dx dx ex +e ~x
(e +e ™) (" +e *)—(e —e ™)(e" —e ™)
- (ex +e RX)Z
_ (82x+ 2 +e K2X)_(e 2X _2 +e sz)
(ex +e KX)Z
4
- (ex +e KX)Z
_ 22
- (e¥+e ™2
2 2
- (ex +e KX) ’
Logo,
d (tgh(x)) =sech %x
dx g N '
O

Proposicéo 3.13.Para todox€ER, temos:

d
— (cotghx) =€osech 2.
dx

. ) eX +e ™
Demonstragdo.Com efeito, sendo cotghx= ——— temos
ex—en
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d ef+e™ (e -e™)(e -e™)-(e *

+e ¥)(e" +e ™)

7( ~ ) = (ex —e KX)Z
d X —p AX
xe e _ (e -2 +e ™)—(e ¥ + 2 +e ¥

(ex —-e xx)Z
4
(ex —e KX)Z
22
(ex -e KX)Z
2 2

(ex —-e KX)

Logo,

d _ >
dX(cotghx) =€osech “x.

Proposicdo 3.14.Para todox€ER, temos:

d
a(sech(x)) =—sech(x) tgh(x)
2

Demonstragdo.Como sechx= ——, temos
eX +e AX

d 2 (0)e+e)-(2)(e"~e ™)

dx' v ve ) = (eX+e™)?
2(e* —e ™)

(ex +e KX)Z
2 (e* —e ™)

Logo,

d
gsech(x) =-sech(x) tgh(x).

Proposicdo 3.15.Para todoxeR %, temos:

d
S lcosech(x)) =-cosech(x)"cotgh(x).

- (ex +e KX) (ex +e KX) .
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2
Demonstragdo.Como cosech(x) = ——, temos:
eX _e "X
d 2 (0)(e* —e ™)=(2)(e *+e ™)

- = X —p AX)2
dx(e" —e KX) 2(€X +e(exx) € )

- (ex —-e KX)Z

2 (e* +e ™)

- (ex —e KX) (ex —e Kx)'

Logo,

d
a(cosech(x)) =-cosech(x) cotgh(x).

Comparando formulas trigonomeétricas

Nessa secao faremos uma comparacao das formulas da Trigonometria Circular com
as da Trigonometria Hiperbolica. Seguindo a ideia trabalhada em Santoset al.(2015) para
expor algumas dessas comparagoes.

A primeira tabela faz comparacéo acerca das relacdes fundamentais.

Tabela 1 — Rela¢Bes Fundamentais

Trigonometria Circular | Trigonometria Hiperbdlica

cos” (x) +sen “(x) = 1 cosh? (x)-senh %(x) = 1

1 +tg “(x) = sec” (x) 1-tgh “(x) =sech “(x)

cotg®(x) + 1 =cosec “(x) | cotgh?(x)-1=cosech *(x)
Fonte: Santos (2015, p.51).
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Nesta segunda tabela é feita uma comparacgédo das definigdes das fungbes tangente,

cotangente, cossecante e secante, decorrentes inicialmente das fungbes seno e cosseno.

Tabela 2 — Fungdes

Trigonometria Circular | Trigonometria Hiperbdlica
_ sen(x) _ senh(x)
909 = Cosi 9hi) = ehix)
COtg(X) _ COS(X]) COtgh(X) _ COSNiXx)
sen(x) senh(x)

cosec(x) = cosech(x)=____
sen(x) senh(x)

sec(x) = - sech(x) = 1
cos(x) cosh(x)

Fonte: Santos (2015, p.52).

Essa Ultima tabela faz uma comparacdo em relacdo as derivadas de cada uma das

principais funcdes.

Tabela 3 — Derivadas

Trigonometria circular

Trigonometria Hiperbdlica

:x(sen(x)) = cos(x)
0

a
E(Senh(x) = cosh(x)
U

a(ucos(x)) =-sen(x)

E(COSh(X)) =senhx

S4tg) = sec *(x)

dx (tgh(x)) =sech 2(x)

d
gx(cotg(x)) =—cosec 2(x) E&(cotgh(x)) =-cosech %(x)
a a
] a(sec(x)) = sec(x)tg(x) ] ﬂsechx) =-sech(x) tgh(x)
i (cosec(x)) =—cosec(x) cotg(x) i, (cosech(x)) =—cosech(x) ‘cotgh(x)

Fonte: Santos (2015, p.53).
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4 CONCLUSAO

Esta pesquisa teve como objetivo apresentar um estudo das Funcdes Hiperbdlicas
utilizando da Hipérbole como curva geratriz, para que assim fosse possivel ter uma
compreensao de como sdo dadas as defini¢des de cada uma das funcgdes hiperbolicas.

O estudo atraves da Hipérbole, revela que a forma de como os conceitos vao sendo
construidos permitem uma boa assimilacdo sobre o objeto de estudo, propiciando uma
aprendizagem de construgdo significativa, sendo assim possivel acompanhar todos os
resultados e propriedades existentes.

Em vista, de como acontece os estudos desses tipos de fungdo normalmente nos
cursos de Calculo pode-se constatar que hd uma certa limitacdo, principalmente no que
diz respeito a como sdo dadas as devidas definigdes.

A partir dos resultados encontrados durante os estudos feitos para a realizacdo
desta pesquisa, constatamos que o conteudo referente as Fungfes Hiperbdlicas devem
ser apresentados de modo que seja feita uma associagao a partir da construgao junto a
Hipérbole, pois assim ndo ha saltos na construcao de como sdo dadas as defini¢oes.
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