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RESUMO

No decorrer de nosso estudo de Geometria Hiperbolica (GH), concentramo-nos na andlise
da quadratriz de Hipias. Essa curva desempenhou um papel significativo na busca por solu¢des
para o problema da quadratura do circulo. Nosso principal objetivo era compreender e abor-
dar esse desafio matematico, para o qual conseguimos oferecer uma solu¢do ao explorar a GH.
Mergulhando mais profundamente nessa nova geometria, também dedicamos atenc¢do a que
configuracio assumiria nela o teorema de Pitdgoras. A versdo desse teorema na GH enriqueceu
nossa compreensao das relagdes entre os elementos geométrico nesse ambiente nao euclidiano.
Trabalhamos no modelo proposto pelo matematico Jules Henri Poincaré para a GH. Esse mo-
delo, denominado Disco de Poincaré, nos permite investigar as propriedades e comportamentos
dos objetos dessa geometria.

Palavras-chave: Geometria Hiperbdlica. Disco de Poincaré. Quadratura do Circulo. Teorema
de Pitdgoras.



ABSTRACT

During our study of Hyperbolic Geometry (HG), we focused on the analysis of the Hippias
quadratrix. This curve played a significant role in the search for solutions to the problem of
squaring the circle. Our main goal was to understand and address this mathematical challenge,
for which we were able to offer a solution by exploring GH. Diving deeper into this new geo-
metry, we also pay attention to what configuration the Pythagorean theorem would assume in
it. The HG version of this theorem has enriched our understanding of the relationships between
geometric elements in this non-Euclidean environment. We work on the model proposed by
mathematician Jules Henri Poincaré for GH. This model, called Poincaré Disk, allows us to
investigate the properties and behaviors of the objects of this geometry.

Keywords: Hyperbolic Geometry. Poincaré disk. Squaring the Circle. Theorem of Pythagoras.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Hiperbdlica é uma fascinante drea da Matemadtica que se destaca por sua natu-
reza ndo intuitiva e intrigante. Para entendé-la, € fundamental primeiro considerar a Geometria
Euclidiana, a qual foi formulada por Euclides na Grécia Antiga e serviu como um paradigma
para a Matematica por séculos.

A Geometria Euclidiana € construida a partir de uma série de axiomas, dos quais o quinto
postulado de Euclides é um dos mais notdveis. Este postulado estabelece que, por um ponto fora
de uma reta, é possivel tracar uma tinica reta paralela a reta dada. No entanto, ao longo do
tempo, matematicos notaram que o quinto postulado de Euclides era diferente em sua natureza
dos outros axiomas, parecendo ser menos intuitivo e mais suscetivel a questionamentos. Isso
levou a busca por uma forma de demonstrar que o quinto postulado poderia ser derivado a partir
dos outros axiomas euclidianos, um empreendimento que se estendeu por muitos séculos.

Foi somente no século XIX que matemdticos como Nikolai Lobachevsky, Janos Bolyai e
Carl Friedrich Gauss comecaram a explorar alternativas a geometria euclidiana. Eles ousada-
mente propuseram que se poderia construir sistemas geométricos consistentes modificando-se
o quinto postulado de Euclides. Nessa tentativa de demonstrar o famigerado postulado, foi
construida a Geometria Hiperbdlca, na qual adota-se o seguinte axioma das paralelas: Dado
um ponto fora de uma reta, existem ao menos duas retas que passam por aquele ponto e sdo
paralelas a reta dada.

A busca por solugdes para problemas geométricos desafiadores tem sido uma constante ao
longo da histéria da Matemética. Um desses enigmas cldssicos € o problema da quadratura do
circulo, um dos trés problemas famosos da geometria antiga, ao lado da duplicag@o do cubo e
da trissec¢do do angulo. A quadratura do circulo refere-se a tentativa de construir um quadrado
com a mesma drea que um circulo, usando apenas régua e compasso. Essa tarefa se revelou
uma busca sem sucesso, uma vez que, por mais de dois milénios, matematicos procuraram
uma solug@o que se mostrou esquiva. Enquanto o problema da quadratura do circulo cativava a
imaginacdo dos matemdticos, hd um teorema fundamental que leva destaque: o teorema de Pi-
tdgoras. Este teorema estabelece uma relacio entre os lados de um triangulo retangulo, segundo
a qual o quadrado da medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das meddidas dos ca-
tetos. No entanto, a medida que exploramos os limites da geometria cldssica, surge a fascinante
questdo: serd que o teorema de Pitdgoras mantém sua validade na Geometria Hiperbdlica?

Na Geometria Euclidiana, o teorema de Pitdgoras € inquestiondvel, mas a Geometria Hiper-
bolica desafia as nogdes intuitivas estabelecidas por Euclides. Em um espago nao euclidiano, as
regras familiares da geometria sdo subvertidas, e conceitos fundamentais podem se comportar
de maneira surpreendente. E nesse contexto que nos deparamos com a intrigante ddvida: serd
que as verdades geométricas que aceitamos implicitamente podem ser reinterpretadas em ambi-
entes nao euclidianos? Ao explorar as fronteiras da geometria, somos convidados a questionar
e reconsiderar nao apenas os problemas cldssicos, como a quadratura do circulo, mas também
os teoremas que consideramos universais. A Geometria Hiperbdlica emerge como um terreno
fértil para desafiar nossas intui¢des e expandir as fronteiras do conhecimento matematico.

Este trabalho representa a continuacdo dos estudos que tive o privilégio de conduzir du-
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rante meu periodo de Inicia¢do Cientifica. Ao longo dessa jornada de pesquisa, mergulhei nas
complexidades da Geometria Hiperbdlica, procurando desvendar seus mistérios e explorar as
possibilidades matematicas que ela oferece. Este Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) é,
assim, uma sintese do meu comprometimento com o avan¢o do conhecimento nesse campo
desafiador. O presente trabalho estd organizado como segue. Na primeira parte, introduzimos
os elementos fundamentais da Geometria Hiperbdlica, com €nfase no modelo no qual trabalha-
mos: o Disco de Poincaré, constituido pelos z € C tais que |z| < 1. Este modelo oferece uma
representacdo visualmente acessivel e matematicamente rica do espago hiperbdlico, fornecendo
a base necessdria para a andlise aprofundada que se seguird. Na segunda parte, exploraremos
com detalhes a Quadratriz de Hipias, considerada uma das primeiras curvas concebidas apds o
circulo, apresentando sua relevancia. A Quadratriz, com sua natureza Unica, desempenha um
papel crucial na nossa investigacdo, uma vez que nos fornece ferramentas valiosas para abor-
dar o desafiador problema da quadratura do circulo, examinando como essa curva oferece uma
quase solucgdo para o referido problema. Na terceira parte, vamos nos dedicar a apresentagao
da solugdo proposta para a quadratura do circulo na Geometria Hiperbolica. Revelamos como a
peculiaridade do espacgo hiperbdlico pode influenciar e até mesmo possibilitar abordagens ino-
vadoras para resolver esse tipo de problema cldssico que perdurou sem soluc¢do por séculos. Por
fim, no dltimo capitulo deste TCC, traremos a tona o teorema de Pitdgoras na sua versao hi-
perbolica. Desafiaremos as concepgdes tradicionais desse teorema tao fundamental, explorando
como ele se manifesta e se adapta em um ambiente geométrico hiperbdlico. Essa anélise ofere-
cerd uma visdo mais ampla sobre como conceitos matematicos essenciais podem ser redefinidos
em contextos ndo euclidianos.

Ao longo deste trabalho, buscarei nao apenas apresentar resultados e conclusdes, mas tam-
bém refletir sobre os limites de nossa compreensdo matematica e as possibilidades que a Geo-
metria Hiperbdlica oferece para redefinir paradigmas estabelecidos.
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2 ELEMENTOS DA GEOMETRIA HIPERBOLICA

A Geometria Hiperbdlica (GH) € uma édrea fascinante da Matemadtica que se baseia no Pos-
tulado de Lobachevsky, que desafia as suposi¢des fundamentais da Geometria Euclidiana. Ao
questionar o quinto postulado de Euclides, que afirmava a existéncia de apenas uma reta pa-
ralela a uma dada reta através de um ponto externo, Lobachevsky deu inicio a um novo ramo
da Matemadtica. A Geometria Hiperbodlica desafiou as nog¢des tradicionais de espaco e forneceu
uma base fundamental para o desenvolvimento das Geometrias ndo euclidianas e da Teoria da
Relatividade de Einstein no século XX.

2.1 Os Axiomas de Hilbert para a GH

Os axiomas que fundamentam a Geometria Euclidiana, complementando as lacunas deixa-
das por Euclides, sdo os axiomas de Hilbert. Os axiomas da Geometria Euclidiana Plana valem
para a Geometria Hiperbdlica Plana, exceto aqueles que s@o equivalentes ao Axioma das Para-
lelas. Para a Geometria Hiperbdlica, temos:

Termos Indefinidos

e Ponto
e Reta
e Plano

(I) Axiomas de Incidéncia
(D1 - Para cada dois pontos distintos exite uma tnica reta que os contém;
()2 - Toda reta contém pelo menos dois pontos;

(D3 - Existem pelo menos trés pontos que nao estdo sobre uma mesma reta e estdo sobre o
mesmo plano.

(IT) Axiomas de Ordem

(II)1 - Se um ponto B estd entre A e C, entdo os trés pontos pertencem a uma mesma reta e
Bestaentre C e A;

(II)2 - Para quaisquer dois pontos distintos A e C, existe pelo menos um ponto B perten-
cente a reta AC' tal que C estd entre A e B;

(ID)3 - Se trés pontos distintos estdo sobre uma mesma reta, ndo mais que um ponto estéd
entre os outros dois;
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(I1)4 - (Pasch) Sejam A,B e C trés pontos que ndo estdo sobre uma mesma reta e seja [ uma
reta do plano que ndo contém algum dos trés pontos, entdo, se [ intersecta o segmento AB, ela
também intersecta o segmento AC' ou o segmento BC'.

(IIT) Axiomas de Congruéncia

(TIIH1 - Se A e B sdo dois pontos em uma reta [ e A’ é um ponto de uma reta I’, nao necessa-
riamente distinta da anterior, entdo é possivel encontrar um ponto B’ em um dado lado da reta
I’ tal que os segmentos AB e A’ B’ sdo congruentes;

(TIT)2 - Se um segmento A’B’ e um outro segmento A” B” sdo congruentes a um mesmo
segmento AB entdo os segmentos A’B’ e A” B” sdo congruentes entre si;

(IIT)3 - Sobre uma reta [/, sejam AB e BC' dois segmentos da mesma reta que, exceto por
B, nio tém pontos em comum. Além disso, sobre uma outra ou a mesma reta I, sejam A’B’
e B'C’ dois segmentos que, exceto por B’, nio tém pontos em comum. Neste caso, se AB é
congruente a A'B’ e BC' é congruente a B’C’, entdo, AC' é congruente a A’C’;

(14 - Se ZABC' é um angulo e se B’ C" ¢ uma semirreta, entdo existe exatamente uma

semirreta A’ B’ em cada lado da reta B'C" tal que Z A’ B’C" é congruente a ZABC'. Além disso,
cada angulo € congruente a si mesmo;

(IID)5 - Se, para dois tridngulos AABC e AA'B'C', AB é congruente a A’B’, AC é con-
gruente a A’C" e ZBAC é congruente a /B'A'C’, entdo ZABC é congruente a ZA'B'C" e
ZACB é congruente a LZA'C'B'.

(IV) Axiomas de Continuidade

(IV)1 - Axioma de Arquimedes: Se AB e C'D sido segmentos, entdo existe um niimero

natural n tal que n cépias de C'D construidas continuamente de A ao longo da semirreta E
passard além do ponto B;

(IV)2 - Axioma de Completude da Reta (ou Axioma de Cantor): Se A, B,, n € N, é uma
colecdo de segmentos encaixados, entdo existe pelo menos um ponto P pertencente a todos os
segmentos da colecao.

Axiomas das Paralelas

Considerando o axioma de Playfair para o postulado das paralelas de Euclides:

“Por um ponto ndo pertencente a uma reta dada, pode ser tracada uma tunica reta que nao
intersecta a reta dada."

Na negacdo desse axioma tem-se o nascimento da Geometria Hiperbolica:
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(V) Axioma das paralelas para a Geometria Hiperbélica
(Postulado de Lobachewsky)

“Por um ponto ndo pertencente a uma reta dada, podem ser tracadas pelo menos duas retas
distintas que ndo encontram a reta dada.”

Definicao 2.1. (Disco de Poincaré) O disco de Poincaré D € dado como
D={z€C; |z| <1} ={(z,y) =2*+y* < 1}
e a fronteira definida como
D ={z€C; |z[=1} ={(z,y) =2° +y* =1}

também chamada de absoluta (circulo em oo) ou limite de D. Lembrando que os pontos da
fronteira ndo fazem parte de D.

- S
” ~
7’ DS
/ \
V4 \

/4 \
Y4 \
1 \

I \
I 1
: I
I
\ D !
\
\ 1

\ /

\ V4

/7

oD N ’
~ 7’
\N ”

‘-——’

Figura 2.1: Disco de Poincaré

2.2 Elementos Hiperbélicos

2.2.1 Pontos Ideais

No modelo do disco de Poincaré, indicaremos por H o plano hiperbdlico que é representado
pelo interior de um circulo euclideano; o bordo ou circunferéncia deste circulo € chamado de
absoluta e representa o infinito, o horizonte. Os pontos da absoluta sdo chamados de pontos
ideais. Denotaremos os pontos ideais da absoluta por (). Por fim, é conveniente observar que
pontos ideais ndo siao pontos do plano hiperbdlico (assim como +o0o ou —oo ndo € ponto da reta
real).
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Figura 2.2: Pontos Ideais

2.2.2 H-Linhas

Definicao 2.2. (Reta Hiperbdlica) Ha dois tipos de h-linhas (“A” de hiperbdlico). (Tipo I)
Dados dois pontos A, B € D colineares com O (origem), entdo a reta hiperbdlica é um dia-
metro, semelhante a reta euclidiana. (Tipo /1) Caso contrario, as h-linhas em D sdo arcos de
circunferéncias perpendiculares a absoluta. Em geral as h-linhas sdo dadas como

(h—linhas) =T ={(x —a)*+ (y—b)* =r*} ND

Figura 2.3: Retas Hiperbdlicas



Construcao geométrica da reta que passa por dois pontos A e B
Para o (Tipo I) considere a interse¢do da reta euclidiana passando por A, B e O com D.

Para o (Tipo /1), considere os seguintes passos :
1. Trace a E-linha (“E” de euclidiano) que passa por A e B;
2. Considere a semirreta O—1>4;
3. Trace a reta perpendicular s a (74 no ponto A;
4. Seja C'um dos pontos da intersecdo s N ID;
5. Considere a semirreta O? ;
6. Trace a reta perpendicular ¢ a O? no ponto ('
7. Seja A’ = (74 Nt
8. Trace a reta mediatriz m do segmento AA;
9. Trace a reta mediatriz n do segmento AB;

10. Seja O’ =mnNn;

11. Trace a circunferéncia I" de centro O’ e raio O’ A.

A interse¢do entre /' e D € a h-linha desejada.

Figura 2.4: h-linha Passando Por Dois Pontos
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Observe que o ponto A’ é 0 mesmo obtido pela reflexdo em relagdo a um circulo (inversdo):
dado um ponto A € D o ponto A’ é chamado inverso de A em relagdo ao circulo, quando
OA - OA" = r?. De fato, os triangulos AOAC e AOCA’ sdo semelhantes, pois possuem o
angulo O comum aos dois triangulos e cada um possuindo angulo reto. Assim,

04 _oC,
OoC  0OA”
como @ = r, temos
OA-0OA" =2

Definiciio 2.3. (Angulo Hiperbélico) O 4ngulo (hiperbélico) entre duas h-linhas que passam
por um ponto A em ID é o angulo euclidiano entre suas tangentes (euclidianas) em A.

Figura 2.5: Angulo Hiperbélico

A partir dai, podemos determinar os poligonos em I, como tridngulos e quadrilteros.

Figura 2.6: Triangulo Hiperbdlico

Na figura 2.6 temos o exemplo de um tridngulo hiperbdlico onde os pontos A, B e C per-
tencem a D, determinado pela intersecdo de trés h-linhas. Podemos também ter tridngulos com



17

pontos na absoluta. De modo andlogo, os quadrildteros hiperbdlicos sao determinados com a
intersecdo de quatro h-linhas.

Proposicao 2.1. Sejam r uma reta e P um ponto ndo pertencente a r. Entdo, existem infinitas
retas que passam por P e ndo intersectam r.

Demonstracao: Pelo postulado de Lobachewsky, existem retas m e n passando por p, tais
que mNr =nNr = (). Desse modo as retas m e n dividem o plano hiperbdlico em quatro
setores angulares. Seja () o pé da perpendicular baixada do ponto P a reta . Consideremos os
angulos 3 e o de vértice comum em P formado pelas retas m e ene , respectivamente.
Seja um ponto 2 em um dos setores angulares, tal que v = RP() esteja contido no setor angular
B e contenha o setor angular (ndo esteja contido) em «. Seja ¢ a reta passando por P e R.

Figura 2.7: Suporte Para Demonstracdo de Infinitas Retas Paralelas

Logo t # n. Temos que ¢t N r = (). De fato, se ¢ interceptasse r em um ponto A, teriamos
um tridngulo APQ).
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Figura 2.8: Suporte Caso ¢ Interceptasse r

n entra no tridngulo APQ pelo ponto P. Pelo axioma de Pasch, terfamos um ponto de
intercessdo entre a reta n e r, ou seja, n N r # () (o segmento m esta contido na reta ), uma
contradicio com a hipétese. Da mesma forma para a reta m, m N QA # (), uma contradigio.

Logo t N = (). Como h4 infinitos pontos R que podem ser escolhidos, conforme acima,
concluimos que existem infinitas retas ¢ que passam por P e ndo intersectam 7. ]

Proposicao 2.2. Sejam r uma reta e P um ponto ndo pertencente a r. Entdo, as retas paralelas
a r passando pelo ponto P formam dngulos congruentes com a perpendicular baixada de P a
reta r. Além disso, os angulos congruentes mencionados sdo agudos.

Demonstracao: Suponha que oy < ay. Seja () o pé da perpendicular baixada do ponto P a
r. Sejam «; e as a medida dos angulos formados pelas retas paralelas m e n com o segmento
em comum. Seja R um ponto em r, no setor angular de «;, tal que, o angulo Rﬁ@ = Q.
Seja S um ponto em 7 tal que Q € RS e RQ = QS.
Logo QﬁS tem medida menor que as. Assim, Pelo caso LAL, PQR = PQS, o que
implica QﬁS tem medida s, Absurdo! Assim, ar; = ap. Como m e n s@o distintas, seja § 0s
angulos opostos pelo vértice em P (entre as retas m e n).
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Figura 2.9: Angulos Agudos

)
LOgO (0[1 + 0[1) + 204 + 20 = 360° = a; = 90° — 5 = oy < 90°. |

2.2.3 Angulo de Paralelismo

Consideremos o angulo de paralelismo entre as retas n € 7 no ponto p € n. Notemos que
a nogao de angulo de paralelismo esté associada a um tridngulo retdngulo generalizado PQ<2 e
que seu angulo interno P ¢ exatamente o angulo de paralelismo entre n e 7 em P € n. Sendo
assim, chamemos o dngulo P de angulo de paralelismo do triangulo retangulo generalizado
PQS relativo a altura PQ). Como n, r e {2 estdo fixos, notemos que o angulo de paralelismo P
depende apenas da altura P() do tridngulo retangulo generalizado PQ)).

Logo, podemos definir uma fung¢io, chamada de fun¢io Angulo de paralelismo, do seguinte
modo:

h — ©O(h)=q,
tal que 1 € a medida da altura P do tridngulo retdngulo generalizado PQS e o € a medida
(em radianos) de seu angulo interno P. A funcdo angulo de paralelismo € bijetora quando o

contra dominio € definido no intervalo (0, 7). O angulo de paralelismo é uma fungéo continua
também; vide [1].

2.3 Diferencas Entre Geometrias

2.3.1 Quadrilateros Especiais

Um quadrilatero convexo ABC'D € dito Quadrilatero de Saccheri de base AB, topo DC
e laterais AD e BC' quando os lados laterais sdo congruentes e perpendiculares ao lado base,



20

Figura 2.10: Angulo de Paralelismo

ouseja, AD = BC, AD 1 ABe BC 1 AB.

Construcao do Quadrilatero de Saccheri:

1. Trace E-linha r passando pelo centro do disco;

2. Determine outra E-linha s, perpendicular a r tal que obtemos os pontos {{2;,{2} =
s M OD. (Como na figura);

3. Determine o ponto O’ inverso do ponto O.

(a) Trace areta h tangente a JD no ponto §2q;

(b) Da mesma forma a reta i’ tangente a JD no ponto €25.
Temos o ponto O = h N A’

4. Construa a circunferéncia de centro O’ e raio O’(2y, i.e., I'(O’, O'Q}y);
5. Determine 7’ o arco de circunferéncia, ou seja, a h-linha de extremos §2; e (2.
6. Trace uma [E-linha ¢ perpendicular a r, obtemos os pontos A,B € 7.

7. Determine as h-linhas perpendiculares a 7’ que passam pelos pontos A e B.

(a) Trace as E-linhas ¢; e ¢, tangentes a 7’ nos pontos A e B respectivamente.
(b) Trace a E-linha n tal que t; Nn = P ety Nn = (. (Como na figura).
(c) Dai construimos as circunferéncia (P, PB) e 7'(Q, QA).

(d) Em seguida, trace E—linha n' perpendicular a r, tal que n’ passe por 7 e 7/, obtemos
os pontos D, C € D.
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Figura 2.11: Quadrildtero de Saccheri

8. Trace a h-linha que passe por C' e D.
O quadrilatero ABC'D é o Quadrilatero de Saccheri.

Proposicio 2.3. O segmento ligando os pontos médios da base e do topo de um quadrildtero
de Saccheri ABC'D é perpendicular a esses lados. Além disso, os dngulos do topo C' e D sdo
congruentes.

Demonstracao: Sejam M e N os pontos médios do topo e da base respectivamente.

N —_————

Figura 2.12: Segmento Perpendicular e Angulos Agudos no Quadrildtero de Saccheri

Pelo caso de congruéncia LAL:

ADM = BCN = DN = CN.
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Pelo caso de congruéncia de tridngulos LLL:
DNM =CNM = NM 1 DC.
como
AND = BNCe DNM = CNM = NM 1 AB.
Alem disso,
ADN = BCNe NDM = NCM = D = C.

Prova de que os angulos do topo sdo agudos. Considere um ponto ideal €2 na reta ﬁ tal
que B esteja entre A e (), e também um ponto F na reta ﬁ forade DC. % e fﬁ sdo hiper-
paralelas, Logo, ﬁi divide o angulo ADC'. Analogamente, m divide o angulo DCE.

Temos

a=0(AD)=06(BC)=p
(pois, sao angulos de paralelismo correspondentes aos segmentos congruentes).

Note que ECQ =6 éum angulo externo do tridngulo C'Df), logo § > v = CDX). Temos,

5+a>’y+a:5:BéD:AlA)C
=0+p>¢

Comoe+f+d=m
=>T—e>e=>e<3,
Portanto os angulos do topo sdo agudos.

Um quadrilatero € dito Lambert quando possuir trés angulos internos retos.
Quadrildtero de Lambert é consequéncia ao de Saccheri, com um angulo reto a mais.
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Figura 2.13: Quadrildtero de Lambert

Proposicao 2.4. O dngulo interno ndo conhecido de um Quadrildtero de Lambert é agudo.

Demonstracao: Seja ABC'D um quadrildtero de Lambert com D=A=DB=090. To

o
memos um ponto £ € BAe F € C"ﬁ tal que FA = AB e F'D = DC'. Por congruéncia
de tridngulos podemos mostrar facilmente que £ = 90° ¢ F'/E = C'B, ou seja, FEBC € um

quadrilatero de Saccheri. Logo C' é agudo. ]

- -
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’ \
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/ F c \
1 \
1 D \
1 1
1 1
1 1
1 1
\ 1
\ 1
\ 1
\ 1
\ A 7
\ E B ’
\ ’
\ /
\ ’
N ’
N 4
N I
N e
~ 7

I R

Figura 2.14: Angulo Interno no Quadrilitero de Lambert
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2.3.2 Angulos Internos

Proposicao 2.5. A soma dos dngulos internos de um tridngulo qualquer é menor do que dois
retos.

1) Primeiro faremos a demonstracdo que a soma dos angulos internos de um triangulo re-
tangulo é menor que dois angulos retos.

Considere um tridngulo retingulo ABC' com angulo reto em C'. Seja P o pé da perpen-
dicular baixada de M a CB, onde M é o ponto médio de AB. Seja D de tal forma que
DAB = o = ABC. Seja @ € jﬁ tal que AQ) = PB. Logo pelo caso LAL AQM = BPM.
Assim, MQ) L AD e P, M e @ sao colineares. Deste modo o AC'P() é um quadrilatero de
Lambert, ou seja, (7 = C'EB) + (BA\D = a) < 90° (pois ndo existe quadrado na geometria
hiperbélica e como a soma dos trés angulos da 270° obrigatoriamente o quarto angulo ¢ menor
que 3), logo A+ B + C < 90°.

c

Figura 2.15: Soma dos Angulos Internos Menor que 180 Graus, no Tridngulo Retingulo Hiper-
bolico

Demonstracao: Consideremos um triangulo ordinario ABC' qualquer e tracemos a altura
relativa ao vértice de maior angulo (suponha que seja A).

1

Figura 2.16: Soma dos Angulos Internos Menor que 180 Graus, em um Tridngulo Hiperbolico
Qualquer

Assim dividimos o tridngulo ABC' em dois tridngulos retngulos ordindrios ABD e AC'D,
Logo, Pelo item 1) (« = DBA) + (BAD = ) < 90° e (DAC = v) + (6 = ACD) < 90°.
Assim A+ B+ C < 90°. ]

(Lembrando que os segmentos dos tridngulos sdo h-linhas, i.e., segmentos hiperbolicos)
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2.3.3 Distancia Hiperbolica

Introduziremos, na Geometria Hiperbdlica, a nocdo de comprimento de um segmento hiper-
bdlico. Dado o segmento hiperbdlico A B, sejam €2, e {2, pontos ideais da absoluta.
Definimos o comprimento hiperbdlico do segmento AB como:

d(A,B) = k

Y

d(A, Qg) d(B,Ql)
n (d(A, Q) d(B, m))

onde k£ > 0 € uma constante arbitraria, denominada constante de Gauss. Um fato interessante
sobre tal defini¢ao de distancia é que, quanto mais proximos da absoluta os pontos A e B esti-
verem, maior serd a distdncia d(A, B) e quanto mais distantes tais pontos estiverem da absoluta,
menor serd a distancia d(A, B), donde se conclui que, se A e B forem pontos da absoluta, a
distancia entre eles € infinita.

Figura 2.17: Distancia Hiperbdlica

Lema 2.1. Seja A um ponto no interior de D. A relacdo entre a distdncia euclidiana de um
ponto A do circulo e a distancia hiperbdlica do ponto A ao centro do disco é dada por:

1—2z

d(o,A):1n<1”),

onde x é a distancia euclidiana entre O e A.
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=~ -

Figura 2.18: Suporte Para demonstra¢do do Lema 2.1

Demonstracao: Considere o disco de raio unitario com centro em O e os pontos ideais ); e
2, tal que O e A esteja contigo no didmetro hiperbdlico €21€2. SejaQ A = 1+ze QA =1—=x.
Pela férmula da distancia hiperbdlica com k£ = 1, tem-se

d(0, A) = In Ggfg) zln(if).

Traremos uma outra definicao hiperbdlica para quaisquer dois pontos em D dissociada de
pontos ideais, que servird para demonstracdo de um dos teoremas principais deste trabalho.

Definicdo 2.4. A distincia hiperbdlica d(z1, z2), para quais quer 2, zo € D, é dada por

)

Caso um dos pontos seja a origem, ou seja, d(0, z), entdo temos a seguinte férmula

29 — 21

d(z1,2) = tanh™* (

— 2122

d(0, z) = tanh ' (|2|) (2.1)

2.3.4 Area Hiperbélica

Definicao 2.5. (Defeito) Seja ABC' um tridngulo com angulos internos «, [3 e 7. Nestas condi-
¢oes, chamamos de defeito do tridngulo o nimero A = 7 — (a + 8 + 7).

Na Geometria tradicional, tem-se A = 0, ja que a soma dos angulos internos de um triangulo
euclideano € justamente 7. Na Geometria Hiperbdlica, A > 0.

Proposicao 2.6. Todo poligono hiperbolico tem defeito positivo.
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Demonstracao: Considere A;As, ..., A,, um poligono hiperbélico e P um ponto interior
do poligono. Tragando os segmentos hiperbdlicos PA;, PA,, ..., PA,, obtemos os tridngulos
PA{Ay, PAsAs, ..., PA,A;. Cada um dos tridngulos acima tem trés angulos internos, um dos
quais no vértice P. Além disso, os tridngulos que tém um lado comum, digamos PA;, contém
angulos no vértice comum A;, que, somados, correspondem ao angulo interno do poligono no
vértice A;. Deste modo, a soma dos angulos internos, no vértice P, dos tridngulos acima referi-
dos, € 27 e a soma dos demais angulos internos dos tridngulos corresponde a soma dos angulos
internos do poligono.

[\

Figura 2.19: Suporte para Demonstra¢do, Defeito Positivo

Assim, denotando por oy, as,...,a, os angulos internos do poligono, conclui-se que a
soma dos defeitos de PA; Ay, PAyAs, ..., PA, A é dada por

nm— (24 o+ ot tan) =w(n—2) = > a;
=1

ou seja, a soma dos defeitos dos tridangulos acima referidos nada mais é do que o defeito do po-
ligono A, As, ..., A,. Mas o defeito de cada um dos tridngulos é positivo (Proposi¢do 2.5). Dai,
segue que o defeito do poligono € uma soma de quantidades positivas e, portanto, € positivo. =

Como consequéncia da proposi¢ao anterior todo triangulo hiperbdlico tem defeito positivo,

como provamos anteriormente que a soma dos angulos internos de um tridngulo € menor que
180°.

Definicao 2.6. Seguindo [9], assim definimos a drea de um circulo hiperbdlico de raio 7:

A, = 47 sinh® g = 2m(coshr —1).
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Area do Quadrado

E relevante destacar que o quadrado, na Geometria Hiperbélica, é um poligono com qua-
tro lados congruentes e quatro angulos agudos e de mesma medida, ja que o defeito de todo
poligono, em tal Geometria, € sempre positivo.

Definicdo 2.7. (Area de um poligono hiperbélico)
Seja A1 A,...A,, um poligono hiperbélico com angulos internos oy, ao, ..., a,,. Entdo, a drea
de tal poligono é dada pelo seu defeito, ou seja,

Area(A1Ay - Ay) =7(n—2) — Z Q.
i=1

Assim, a area do quadrado é dada por
An = 27 — 4o,

onde o € o angulo do canto de um quadrado.

2.3.5 Trigonometria Hiperboélica

A Trigonometria se ocupa do estudo das relacdes entre os lados e os angulos de tridngulos.
E sabido que, na Geometria Euclidiana, dado um tridngulo retangulo qualquer, sido definidas as
relacdes trigonométricas seno, cosseno e tangente, dentre outras:

. cateto oposto cateto adjacente cateto oposto
Siny = ——; Cos Q¥ = - ; tana =
hipotenusa hipotenusa

cateto adjacente’

As fungdes trigonométricas também fazem sentido na Geometria Hiperbdlica, mas apenas
seria possivel defini-las da mesma forma que a Geometria tradicional em modelos conformes,
como o do disco de Poincaré, nos quais os angulos sao medidos da mesma forma que na Geo-
metria Euclidiana. No entanto, uma resposta mais geral para o problema diz respeito a definir
as funcdes trigonométricas hiperbdlicas de forma puramente analitica, para depois utilizd-las
no contexto da Geometria. Deste modo, sdo introduzidas as seguintes defini¢des das fungdes
seno hiperbdlico (sinh) e cosseno hiperbdlico (cosh):

e ) e
coshx = T; sinhx =

— €

2

A tangente hiperbdlica é definida de maneira andloga a da trigonometria tradicional:

sinh x et —e”

tanhz = = .
coshx e+ e®
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Com relacao as fungdes trigonométricas hiperbdlicas, também existe uma relacdo funda-
mental, cosh? x — sinh? z = 1. De fato,

—z\ 2 —z\ 2 2 -2 2 )
ef +e* et —e " et +24e 7 e —24 e
cosh?z — sinh?z = <+—> — ( ) = + 4+ — 4+ =

242
= =

1.

Podem ser provadas, ainda, outras relagdes entre as funcdes trigonométricas hiperbdlicas
que sdo bem andlogas as da trigonometria tradicional. Bem como, por [3], temos

B 1+ 22
1 — g2

cosh(2tanh™" )

se fizermos x = tanh ¢ na equac¢do acima obtemos
1+ (tanht)?
1 — (tanht)?

Trouxemos apenas algumas identidades necessdrias para prova de alguns problemas mais
adiante

cos(2t) = (2.2)
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3 OS TRES PROBLEMAS CLASSICOS DA GEOMETRIA

H4 trés problemas cldssicos de construtibilidade que foram cogitados ainda na Grécia An-
tiga. Na geometria da Antiga Grécia existiram trés problemas cldssicos considerados de extrema
importancia para o desenvolvimento da Matematica. Estes problemas de constru¢do com régua
nao graduada e compasso resistiram as diversas tentativas dos gregos para resolvé-los. Proble-
mas sdo eles: a duplicag@o do cubo, a trissec¢cdo do angulo e a Quadratura do Circulo.

(Duplicagao do Cubo) Construir, com régua e compasso, a aresta de um cubo que tenha
volume correspondente a duas vezes o volume de um cubo dado.

(Trisseccio do Angulo) Construir, com régua e compasso, um dngulo com medida que cor-
responde a um terco da medida de um dngulo dado.

E, em especial nesse trabalho,

(Quadratura do Circulo) Construir, com régua e compasso, um quadrado que tenha a
mesma drea que um circulo dado.

Lembrando que todos os problemas devem ser resolvidos em uma quantidade finita de pas-
sos. Antes de mostrarmos a impossibilidade do problema da quadratura do circulo e uma res-
posta para esse problema na geometria hiperbdlica, é conveniente apresentarmos os seguintes
conceitos.

3.1 Numero Algébrico e Transcendente
Definicao 3.1. (a) Qualquer solucdo de uma equag@o polinomial da forma
"+ ap 12" '+ .+ ar+ag=0,a; €Q,Vie{l,2 . .n}

¢ chamado de Nimero Algébrico, ou seja, um nimero « é algébrico quando € possivel
encontrar uma equacao polinomial com coeficientes racionais tal que « seja raiz.

(b) Um nimero que ndo seja algébrico é chamado Transcendente.

Numeros Construtiveis

O passo-a-passo na construcao por régua e compasso, consideramos uma régua nao gradu-
ada. Na prética estaremos utilizando os seguintes axiomas euclidianos:
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Axioma 1: Conhecendo-se dois pontos distintos, € possivel tragar uma reta por esses dois
pontos utilizando a régua.

Axioma 2: Com o compasso, dado um segmento de medida r e um ponto C, tragamos uma
circunferéncia de raio r e centro em C'.

A partir desses axiomas podemos comegar com algumas construcdes bésicas.

e Sejam r uma reta e A um ponto, podemos construir uma reta g, que contém o ponto A e é
perpendicular a reta r.

eSejam 7 uma reta e A um ponto exterior a r, podemos construir uma reta g, que contém o
ponto A e é paralela a reta 7.

e Seja f um angulo, podemos dividir # em dois angulos congruentes.

Definicao: Um nimero real positivo a € chamado de Construtivel se conseguirmos, usando
apenas régua nao graduada e compasso, construir com um nimero finito de passos um segmento
de reta cujo comprimento seja a, a partir de um segmento cujo comprimento tomamos como a
unidade.

3.2 A Impossibilidade da Quadratura do Circulo

Teorema: O problema da quadratura do circulo ndo tem solugdo com régua e compasso na
Geometria Euclidiana.

Demonstracio: Considere um circulo de raio 7, que tem drea 2. Queremos construir um
quadrado de lado a, que tenha a mesma 4rea do circulo, o que resulta em a?> = 7r2. Deste
modo, a = r/7, donde se conclui que a é construtivel se, e somente se, /7 é construtivel.
No entanto, 7 € transcendente e, por via de consequéncia, ndo pode ser construido com régua e
compasso, ja que todo niimero construtivel é algébrico. Como 7 ndo é construtivel, segue que
/7 também ndo é construtivel, o que resulta na impossibilidade de constru¢do, com régua e
compasso, na Geometria Euclideana, de um quadrado com a mesma area que um circulo dado.

]

A demonstragdo de que 7 € um nimero transcendente vai além do objetivo desse trabalho,
mas pode ser verificada em [11]. Um fato interessante sobre a quadratura do circulo, € um pro-
blema soldvel usando a curva Quadratriz de Hipias. Mas, ainda h4 sua (IM)possibilidade para
esse problema. Apresentaremos essa curva e porque o problema ainda continua impossivel na
Geometria Euclidiana.

3.3 A Quadratriz de Hipias

Sua Construcao

A construgdo dessa curva se da pelos pontos de intercessdo de duas semirretas uniformes
tais que, sejam O A e OB dois raios de uma circunferéncia de centro em O e raio R. Considere
as semirretas 7 de origem B e paralela a OA, e s de origem em O e que passa por B. Imagine a
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semirreta r "caindo"paralelamente a O A e a semirreta s fazendo uma rotacio no sentido hordrio,
na mesma direcdo de OA, com a condi¢do que as duas semirretas terminem seu percurso ao

mesmo tempo, até ambas coincidirem com OA. A Quadratriz sdo os pontos de intercessao
entre r € s.

0

Figura 3.1: Quadratriz de Hipias

Propriedade da Quadratriz

Dado um ponto qualquer (z,y) da quadratriz, temos que

y ¢ Ty
L —=——_— == 3.1
R 3 2R G-D
cateto oposto Y ) N
Note que tanfl = , = =, aplicando a funcdo tan em ambos lados da
cateto adjacente x

equagdo em 3.1, obtemos

Y\ Y
tand =t C—):—
an an B -

o que nos leva a concluir que a equacdo cartesiana da quadratriz é dada por

x:#y com(0<y<R
tcm( )

2R
3.4 A (IM)Possibilidade da Quadratura do Circulo

Na construcao da quadratriz, quando as duas semirretas coincidirem no seu percurso final,
ha um ponto "limite" da quadratura que ndo é possivel determinéd-lo com régua e compasso,
chamemos o ponto X. O grande feito do gedmetra grego Dinostrato, foi perceber que a solu-
cdo da quadratura do circulo estd ligada no calculo da distancia OX. Usaremos o artificio do
Calculo Diferencial para determinar essa medida, em suma, um dos limites fundamentais do
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. sent
calculo lim — = 1.
t—0 ¢
Considerando-se a equacdo cartesiana da quadratriz, o valor da distancia OX ¢é igual ao

valor de = quando y se aproxima de 0.

(. y)

@]

Figura 3.2: Equacao Cartesiana da Curva de Hipias

Assim,
™ 2R (7ry>
Yycos | — —cos | —= OR
OX = lim ———— = lim — 20/ _ 7 2217 _ 2%
=0 tan <ﬂ> v=0 sen <ﬂ) y=0 sen(—y) Q
2R 2R 2R
my
2R

Como queremos determinar que a drea do quadrado seja igual do circulo, precisamos des-
crever um segmento cuja me_di)da sejal = R/ a partir do segmento O X . Considerando R = 1,
sejam as semirretas OX e OY formando um angulo qualquer em O. Dados os pontos R e S na

semirreta OY com R entre OS e os pontos P e () na semirreta OX com P entre OQ), tais que
OR=0X =2, RS = OP =1sendo SQ || RP. Pelo teorema de Tales, temos que

PQ_oP _ PQ
1

RS~ OR = 2Pe=m

>]|[\D|n—~

Com isso, podemos descrever uma constru¢do para um segmento de medida /7. Seja um
semi-circulo com didmetro AB = (2PQ = 7) + 1 e um segmento perpendicular a AB cujo
ponto de intercessdo da circunferéncia e do segmento AB é C' e D respectivamente, sendo
AD = 2PQ = n, DB = 1. O A ABC é retangulo em C|, portanto, por uma propriedade de
triangulo retangulo temos que

(CD?=AD-DB = CD=+/x
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Vimos que com o auxilio da Quadratriz de Hipias e o Célculo Diferencial, é possivel resol-
ver o problema da quadratura do circulo. Porém, se o ponto "limite" da quadratriz, nesse caso
o ponto X, fosse possivel construir com régua e compasso, como consequéncia entiao o lado do
quadrado igual /7 seria também construtivel com régua e compasso (porém ja provado pelo
matematico Ferdinand Lindeman que 7 € um nimero transcendente, logo, ndo construtivel, por-
tanto /7 também néo €). Essa é uma das justificativas da impossibilidade de quadrar o circulo
na Geometria Euclidiana, o ponto X nd@o pode ser determinado em uma quantidade finita de
passos com régua e compasso, furando a regra de construcdo geométrica para o problema da
quadratura do circulo.

3.4.1 Solucao/Construcio para Quadrar o Circulo na Geometria Hiperbélica

Serd realizada a constru¢do de um caso particular, em que o centro do quadrado e do circulo
coincidem com o centro O do disco de Poincaré, o que nio implica perda de generalidade. Para
realizar tal intento, a primeira observagao necessaria € que serd utilizada a férmula de distancia
do referido modelo, com k£ = 1 e com o raio da absoluta igual a 1. Pelo lema da distancia
hiperbélica, temos que o comprimento OX, de um segmento que passa pelo centro do disco é

dado por
In (1 + x) (3.2)
1—2z

onde z é a distancia euclidiana entre O e X.

Por outro lado, como a drea de um circulo hiperbdlico de raio r é dada por

T _rN\ 2

ez —e 2
da | —— 3.3
(555 63

e a area de um quadradro hiperbdlico é 27 — 40, em que o € a medida de um dos quatros
angulos. Considere-se, agora, um circulo centrado em O, em que a outra extremidade de um

dos raios é P, tal que a distancia euclideanade O a P ¢ 5 Dai, por (3.2) segue que

1 3
1+ = 2

(O, P) = In —% —In % = In3
1— = Z
2 2

com essa medida do raio (In3) podemos obter a drea do circulo, por (3.3) obtemos que

m3  _ns\ 2 V3 n\ 2 V3— L\’
_ i3 _ o"ME 4
PO s o N e WO G e A N
2 2 2 3

. 4
Como queremos construir um quadrado de mesma drea <? devemos obter o angulo

interno o

47 T ., N .
2 — 4o = 3 = 0= 3 que € um angulo construtivel
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Para realizarmos a constru¢do, devemos proceder da seguinte forma:

1- construir dois tridngulos ABC' e ADK congruentes e refletidos, com angulos internos T
, % e g , de tal modo que o adngulo A, de medida % , seja comum aos dois tridngulos. Para
a construcdo, desses tridngulos, € vidvel iniciar construindo um tridngulo equilatero AADZ,
depois tracar uma bissetriz no angulo A, seja K o ponto de intercessao dessa primeira bissetriz
com o segmento D Z. Trace uma segunda bissetriz no angulo DAK, seja o ponto E intercessdo
da segunda bissetriz com o segmento DK . Agora trace um perpendicular ao segmento AD
passando por E. Obtemos os pontos C' e B como na figura 3.3.

-

Figura 3.3: Passo 1 da Construgao
Considere apenas os tridngulos AABC e AADK.

2- tragar os circulos de centros B e D e raios de medida DE = BFE, que se intersectarao
AB e AD nos pontos F' e H, respectivamente. Os arcos de circulos delimitados por F' e F' e
por F e H correspondem a dois lados do quadrado que se pretende construir.
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Figura 3.4: Passo 2 da Constru¢do

3- obter o ponto O, que € o incentro comum aos dois triangulos retadngulos. Para tanto, basta
tracar duas das bissetrizes dos angulos de ABC' e ADK, que se intersectardo em O.

A

Figura 3.5: Passo 3 da Constru¢do
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4-tracar uma circunferéncia, de didmetro O B, que cortara o circulo centrado em B no ponto
J. O segmento O.J, corresponde ao raio do disco de Poincaré, (como na fig. 3.6)

A

Figura 3.6: Passo 4 da Constru¢do

5-para obter o ultimo vértice e os outros dois lados do quadrado, devemos fazer a reflexao

dos circulos dos centros B e D, pela E-reta ﬁ, suporte da diagonal oposta a E. Estes dois
ultimos circulos terdo dois pontos de interse¢do, um dos quais € o vértice G do quadrado. Os
arcos de circulo delimitados por ' e G e H e GG sdo os outros lados do quadrado. (como na fig.
3.7)
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Figura 3.7: Passo 5 da Constru¢do

6-para construirmos o circulo de mesma drea que o quadrado £ F'GH, devemos lembrar
que o raio do disco de Poincaré é O.J, que corresponde & medida euclideana 1 e que o circulo
a ser tracado tem centro O e raio euclideano % . Assim, para desenhar o circulo em questdo,
basta obter o ponto médio N de O.J e tracar o circulo procurado, que tem raio ON. Apés
desenharmos o disco de Poincaré com raio O.J, a construgao estard finalizada.

A

Figura 3.8: Passo 6 da Construgdo
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Demonstracio do angulo requerido: a reta euclideana ﬁ € tangente ao circulo com centro
D, que contém a reta hiperbdlica que passa por F e H, donde se conclui que £S 1 DK e, por

via de consequéncia, £.S & paralelo a AK e K AD = ESD = % Do mesmo modo, como a

[E-reta ﬁ é tangente ao circulo que contém a reta hiperbélica que passa por Ee T, ET 1. BC
Logo, ET é paralelo a AC e BTE = BAC = % Dai segue que, no quadrilatero euclideano

5
ETAS (figura), ha um angulo de medida % e dois angulos de 27 Uma vez que os angulos do

quadrilatero devem somar 27 tem-se que o angulo formado entre as retas tangentes ﬁ e ﬁ
. m .
tem medida 5 como desejado.

NS
N
S

K

Figura 3.9: Suporte para Prova do Angulo Requerido (%)

~ . A m . .
Para a demonstracio dos demais angulos de & considere t; e to retas tangentes as circun-

feréncias de centro O, e B ambas no ponto F' (Como na fig. 3.10). Segue de [9] que EFGH é
um quadrado. Por construgao o tridngulo A BEF’ é equilatero, do mesmo modo que o tridngulo

AO,GF. Logo, o angulo 0, FG mede g Na mesma linha de raciocinio, o tridngulo AEDH é

equildtero com o angulo EHD medindo g Por consequéncia o E-segmento AC é paralelo ao

raio O, F, ja que formam Angulos de mesma medida com os E-segmentos paralelos EH e FG,
respectivamente. Como O, F é perpendicular a ¢, e AC' L BC, segue, do paralelismo provado
acima, que t; & paralelo a BC. A reta ty é perpendicular ao raio BF. Dai, segue que, como
BF 1 DK, logol t, é paralelo a DK. Sendo assim, o angulo entres os segmentos hiperbélicos
EF e FG, ou seja, o angulo entre as retas tangentes ¢, e t, nada mais € do que o angulo agudo
formado entre as retas BC' e DK. Por construcio o tridngulo AC'E D, t€m-se que o angulo

A T A T ~ ~ ™ . ‘ T
C= 5 D = 3 logo E = CED = —. Portanto o angulo determinado entre ¢, e t5 é igual a —.
Como queriamos demonstrar. Seguindo essa dedu¢do na demonstracao para os demais angulos,



o 3°

40

pela simetria existente na construcao, conclui-se que os outros dois angulos também medem

Figura 3.10:

Suporte para Prova dos Demais Angulos de (f)
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4 DESCOBRINDO A GEOMETRIA HIPERBOLICA DAS HIPOTENUSAS

4.1 Transformaciao de Mobius

Definicao 4.1. A funcio f : C — C é uma Transformacao de Mobius se for da forma:

f(2)

_az—l—b
ez +d

coma,b,c,d € Cead— bc # 0.

As transformacdes de Mobius incluem translagdes, homotetias, rotagdes, inversoes e re-
flexdes, bem como quaisquer combinagdes das anteriores. Além disso, as transformacdes de
Mo6bius formam um grupo com a operagdo de composi¢do de fun¢des, mapeam circunferéncias
(generalizadas) em circunferéncias (generalizadas) e preservam os angulos e as suas orienta-
coes. Nao almejamos neste trabalho investigar propriedades dessas transformagdes; remetemos
o leitor interessado a [7].

Um caso particular da composi¢ao de Transformagao de Mobius € a seguinte aplicagdo (vide

[3D):

Definicao 4.2. (Transformacgdo Hiperbdlica direta)

b
M(z) = i +_ com |b| <|al 4.1)
bz+a
Correlagdo com f(z) temos o caso quando ¢ = be d = a. E um tipo de transformagio que
estd restrito para o préprio disco de Poincaré (D).

Teorema 4.1. A transformacdo Hiperbdlica direta M (z) pode ser escrita como

M(z)—K(Z_m>, (4.2)

1—-—mz
onde K e m sdo nimeros complexos com |K| =1em € D.

Essa € um tipo de transformacdo que podemos mapear o ponto m para a origem, € serd
usada na demonstra¢@o do teorema principal desse trabalho.

Demonstracdo: Sabemos que uma trasformacgdo hiperbdlica direta é da forma (4.1). Se
dividirmos a equagdo M (z) por @, podemos reescrevé-la como

a b —b
=2+= 4|7 —
M(z)=4 @ _ - 2,
b a a b
-z + = 1-— 4
a a a
p a - ~ <
como queriamos mostrar. De fato, com K = — e m = —, como a e b sdo complexos, entdo
a a
la| = |al, segue que |K| = 1, e, pela outra condi¢do da tranformagdo hiperbdlica direta, temos

|b| < |a|logo |m| < 1. m
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Exemplo 4.1. Determine a forma geral da transformacao hiperbdlica que mapeia o ponto % — %

para O (origem).

Por (4.2) temos

(1 Z)

Z_ _—— —

2 2 2 — 14

M(z) = K , k() onde |K| = 1.
1 2—(1+4)z

Em geral, a forma inversa da transformacao hiperbdlica direta é escrita como

z+ Km
- 4.3
mz+ K’ 4.3

M 1(z) =

onde |K| = 1 (vide [3]). M~1(2) é o tipo de transformagdo que leva a origem ao ponto m.

4.2 Teorema de Pitagoras Hiperboélico

Teorema 4.2. Seja AABC' um tridngulo hiperbolico com dngulo reto em C. Se a, b e ¢ sdo os
comprimentos hiperbdlicos de BC, C' A e AB respectivamente, entdo

cosh(2c) = cosh(2a) cosh(2b).

Antes de passarmos a demonstracdo do Teorema de Pitdgoras hiperbdlico, é de suma de-
monstrarmos outro resultado.

Teorema 4.3 (Lema Da Origem). Seja A um ponto de D diferente da origem O. Entdo existe
uma h-linha [l tal que a reflexdo hiperbolica em relacdo a | mapeia o ponto A para origem O.

Demonstracao: Seja um circulo euclidiano I' que intercepte perpendicularmente absoluta
em algum ponto P. A condi¢do que desejamos para que A seja mapeado para a origem O com
relacdo a h-linha [, é que satisfaca a condic¢ao

RO -RA = (RP)? (4.4)
Onde RP € o raio de I'. (Como na figura 4.1)

Figura 4.1: Lema da Origem

Como I' é uma circunferéncia ortogonal, logo temos um tridngulo retingulo AOPR com
angulo reto em P. Pelo teorema de Pitdgoras euclidiano sabemos que
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(OP)? + (RP)* = (OR)?
Desde que OP seja o raio do disco de Poincaré, ou seja, OP = 1, temos
(RP)* = (OR)* -1 (4.5)
Por 4.4 e 4.5 obtemos

RO-RA = (OR)* — 1
= (OR)? — RO-RA =1

= RO(OR — RA) =1
Note que OR — RA = O A portanto obtemos
OA-OR =1

Como desejado. Além de R ser o ponto inverso de A correlagdo a absoluta, R é também o

centro de I' cuja faz inversdo do ponto A para O em relacdo a h-linha /.
u

Demonstracao: A demonstracdo do Teorema de Pitdgoras Hiperbodlico partird do Lema da
Origem. Dado um tridngulo hiperbélico qualquer Aa5¢, com angulo reto em (. Aplicaremos
uma inversao hiperbélica (Lema da Origem) para mapear o ponto ( para origem O = C. (Como
na fig. 4.2)

Figura 4.2: Mapeamento do Ponto ( para Origem
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Como consequéncia os segmentos hiperbdlicos do tridngulo A« 5¢ sao refletidos junto com
o ponto (, e é claro que, como todo segmento hiperbdlico que passa pela origem sio didmetros
euclidianos, juntamento com o angulo reto que também € preservado na reflexao, com isso, logo
teremos um novo tridngulo A ABC' mais convencional para trabalharmos. Assim sendo, seja o
tridngulo AABC' com o ponto C no centro de D, o ponto A cuja estd do didmetro horizontal e
B no eixo do didmetro vertical. Denotamos por A = d/, B=1il' e C =0onde ¢’,b' € Rem D
e as h-linhas BC = a, AC = be AB = c. (como na figura 4.3).

Figura 4.3:

Figura 4.4: Triangulo Hiperbdlico

Segue da distancia hiperbdlica (2.1)
a=d(0,V) = tanh™'(|b'])
b=d(0,a") = tanh=*(|d’|)

Para facilitar nossos célculos, podemos usar outra Transformacido de Mobius, dessa vez,
mapeamos o ponto A para o centro de D, (denotaremos de A — A’ = 0) por (4.2)
z—ad z—dad

M(z) = =

1—dz 1—dz

Agora o ponto B para outro ponto qualquer de D complexo mantendo o ponto a’ no centro,
(B — B’ =b") obtemos
it —d
M@EY) =b"= ——
(it) 1 —at/
Mais uma vez, mapeando o ponto C' da origem para o eixo do diametro horizontal, fazendo
M (0) = —a’ temos o ponto C' — C" = —a’. Obtemos o tridingulo hiperbdlico AA’B’C’ com
A=0,B=beC" =—-d.
Esse processo com as transformacdes preservam as h-linhas, ou seja, A’B’ = AB = c.
Assim, pela forma da distancia hiperbdlica temos



Figura 4.5: Triangulo Hiperbdlico

W —d
1 —a't

c=d(d,b) =d(a", V") =d(0,0") = tanh~1(|V]) = tanh™! (

)

Seguimos por (2.2)

1
cosh(2a) = i = 5 =

De mesma forma,

1+ (a')?
cosh(2b) = = (0)?
iy — a
Portanto, como ¢ = tanh ™! ! - a conclui-se
1 — 't
-, < il —a ) (@) + ()
cosh(2c) = —at L+ (@b
1 it — (a)* + (v)* )2
1—ia b’ 'b’)

- (i) (iEZiii)

= cosh(2a)cosh(2b)

45
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Exemplo 4.2. Use o Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico para determinar a hipotenusa do trian-
gulo AABC' com angulo reto em C, cujos vértices sao A = é, B=3eC=0.

Considere os segmentos hiperbélicos CB = a,CA=be AB = c.

Pela formulada distancia hiperbdlica 2.1 temos

a=d(0,B)=d (0, %) = tanh™! (‘%D = tanh~! (%)
o) o () o)

Pela equacdo do teorema de Pitdgoras Hiperbdlico temos a seguinte expressao

1 1 1
cosh(2a) - cosh(2b) = cosh | 2tanh™ | = ) | - cosh | 2tanh™ [ = | | = > 15 _ 6
2 5 3 12 36

como queremos determinar a hipotenusa c, Segue-se

65 1 65
h™"(cosh(2c)) = cosh™" | — =—cosh™' ().
cosh™ " (cosh(2¢)) = cos (36> = ¢ = 5 cos (36)

Ha uma versdo interessante desse teorema em relacdo com o Teorema de Pitdgoras da Ge-
ometria Euclidiana, ainda mais semelhante se as h-linhas forem suficientemente pequenas. Por
um polindmio de Maclaurin, Sabemos que,

o.)
2 4 6 2(2n)

[ A
Segue-se,
2¢)? 2c)4 2¢)8
COSh(20)21+( ) +( ) +( ) + ...

2! 4] 6!

Vamos desconsiderar o somatorio com poténcia > 4, por considerarmos nimeros suficien-
temente pequeno, temos

2 2
cosh(2c) =~ 1+ %

De mesmo modo, para cosh(2a) e cosh(2b), verifica-se que

2a)? 2b)?
cos(2a)cosh(2b) ~ (1 + ( ;> > <1 + ( 2') ) =1+ 2a® + 2b* + 4a*V?
Mais uma vez, se ignorarmos 4a2b?
conclui-se que

por ser tdo pequeno quanto os termos que ja eliminamos,

2 2
1+2a2+2b2%1+%
a? + b? ~ 2

O que lembra a versio do Teorema de Pitdgoras da Geometria Euclidiana.
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5 CONCLUSAO

A Geometria Hiperbdlica, um sistema geométrico intrigante e ndo intuitivo, € tdo consistente
quanto a Geometria Euclidiana, que por muito tempo serviu como padrao de referéncia na
Matematica. Essa consisténcia € notdvel, uma vez que a Geometria Hiperbdlica satisfaz os
axiomas fundamentais de Euclides, que formam a base da Geometria Neutra, mas modifica o
coracdo da Geometria Euclidiana, que € a nogdo de paralelismo, trocando o Quinto Postulado
de Euclides pelo Postulado de Lobachevsky.

Muitos resultados obtidos na Geometria Euclidiana t€ém contrapartes hiperbdlicas. Isso res-
salta a complexidade e a riqueza da Matemaética, mostrando como diferentes sistemas podem
coexistir e oferecer perspectivas tunicas. Nosso estudo da Geometria Hiperbodlica constitui tra-
balho em andamento, que deve culminar no trabalho de conclusdo de curso do primeiro autor
sob orientacdo do segundo.
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