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A MATEMATICA CONTRA A PESTE: UMA INTRODUCAO AO MODELO SIR

Matheus Dantas de Oliveira*

RESUMO

Neste artigo, apresentamos uma modelagem de epidemias, focando em doencas nas quais a
recuperacdo confere imunidade ao individuo. O modelo SIR, proposto por Kermack e McKen-
drick em 1927, € fundamentalmente baseado em equacdes diferenciais, destacando-se por sua
aplicacao na compreensdo quantitativa da dinamica de propagagdo de doencas infecciosas. Tal
modelo € analisado em tempo continuo, com algumas especificidades, como consideracdo de
dindmica vital e a presenca de vacinacdo constante. Nosso objetivo € fornecer uma compre-
ensdo da dinamica do modelo, apresentando resultados significativos, incluindo a andlise de
pontos de equilibrio no sistema SIR e as condi¢cdes necessdrias para a propagacao de doencas
infecciosas.

Palavras-chave: Modelo SIR. Equag¢des Diferenciais. Doencas Infecciosas.
ABSTRACT

In this article, we present an epidemic model, focusing on diseases in which recovery confers
immunity to the individual. The SIR model, proposed by Kermack and McKendrick in 1927, is
fundamentally based on differential equations, standing out for its application in the quantitative
understanding of the dynamics of the spread of infectious diseases. This model is analyzed in
continuous time, with some specificities, such as the consideration of vital dynamics and the
presence of constant vaccination. Our goal is to provide an understanding of the dynamics of
this model by presenting meaningful results, including an analysis of equilibrium points of the
SIR system and the conditions necessary for the spread of infectious diseases.

Keywords: SIR model. Differential Equations. Infectious diseases.
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1 INTRODUCAO

Equacdes diferenciais sdo ferramentas matemadticas que podem ser usadas para resolver
problemas em diferentes areas, como ciéncias fisicas, bioldgicas e sociais. Elas nos ajudam
a entender como as varidveis estdo relacionadas em um problema. Um campo exemplar que
ilustra a interse¢do entre matemadtica e ciéncias aplicadas € a epidemiologia matemadtica. Aqui,
a matemadtica se torna uma aliada crucial na compreensao da dindmica das doengas infecciosas,
na qual as equagdes diferenciais ganham grande destaque e importancia.

Um dos principais objetivos ao estudar doengas infecciosas € a busca por meios mais efica-
zes de controle e, possivelmente, erradicacio. E nesse contexto que os modelos mateméticos
desempenham um papel de destaque, permitindo a otimiza¢do do uso de recursos limitados
e o direcionamento de medidas de controle mais eficazes. Estratégias de controle podem ser
empregadas de maneiras diferentes, dependendo das caracteristicas especificas da doenca, dos
hospedeiros envolvidos e da dimensdo da epidemia.

Dada a importancia critica deste campo de estudo, pesquisadores de todo o mundo se de-
dicam ao desenvolvimento de modelos mateméticos que contribuem para a compreensao € o
controle de doencas infecciosas. A epidemiologia matemdtica, como um campo em constante
expansdo, estd cada vez mais ganhando destaque, € a modelagem dessas doengas tornou-se uma
area de pesquisa de grande interesse.

Neste trabalho, vamos explorar o Modelo SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado). Este mo-
delo € particularmente relevante para doencas nas quais a imunidade € adquirida apds a recu-
peracdo da infec¢do, incluindo doengas como a rubéola, o sarampo e a catapora. Através dessa
andlise, buscaremos contribuir para o avan¢o do conhecimento e para a melhoria das estratégias
de controle dessas enfermidades.

A dinamica do Modelo SIR € regida por um conjunto de equagdes diferenciais que descre-
vem como as taxas de transmissdo, recuperacio e contato entre os grupos mudam ao longo do
tempo. Essas situacdes incluem a taxa de contato entre suscetiveis e infectados, bem como a
taxa de recuperacio dos infectados, que envolve a aquisi¢do de imunidade. Essas taxas sdo fun-
damentais para entender como a doenca se espalha e como uma estratégia de vacinagdo pode
ser eficaz. E importante destacar que o modelo SIR é constituido por trés equacdes diferenciais
distintas, uma para cada categoria: suscetiveis, infectados e recuperados. Elas serdo uteis para
compreender a evolugdo de um surto epidémico, possibilitando uma andlise aprofundada e a
previsdo de medidas para a erradicacdo da doencga.

Para ilustrar o funcionamento do modelo epidémico SIR, comecaremos na secdo 2 expli-
cando o processo de construcdo de modelos matematicos utilizando as equacgdes diferenciais.
Na se¢do 3, exploraremos o funcionamento do modelo SIR em tempo continuo, com conside-

racdo de dinamica vital e na presenca de vacinagao constante.



2 A CONSTRUCAO DE MODELOS MATEMATICOS

Nesta se¢do, mostraremos como as equacgdes diferenciais sdo empregadas na modelagem
de problemas. Para aplicar as equacdes diferenciais nos variados campos em que se mostram
tteis, € essencial, em primeiro lugar, elaborar uma equacao diferencial adequada que descreve

ou modela o problema em questao.

2.1 Modelagem matematica

De acordo com Bassanezi (2013), “Modelagem Matematica € um processo dinamico utili-
zado para a obtencio e validacdo de modelos mateméticos. E uma forma de abstragio e gene-
ralizagdo com a finalidade de previsdao de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente,
na arte de transformar situacdes da realidade em problemas matematicos cujas solucdes devem
ser interpretadas na linguagem usual.”

A Modelagem Matemadtica se destaca por sua capacidade de representar e compreender
fendmenos do mundo real por meio de linguagem matematica. Essa abordagem consiste em
traduzir situagdes concretas em problemas matematicos, permitindo a construcao de modelos
que descrevem o comportamento de sistemas complexos. O processo de modelagem envolve a
formulacdo de equagdes e relagdes matemadticas que capturam as caracteristicas essenciais do

fendmeno em estudo.

Situacgdo -- Problema
do
Mundo Real

Problema
Matematico Abstrato

Solucdo da Situacdo Solu¢do do Problema
-- Problema Real Matematico Abstrato

Figura 1: Diagrama simplificado do processo de modelagem. Fonte: BERTONE et al. (2014)

Um dos campos em que a Modelagem Matematica desempenha um papel importante é no
ramo da epidemiologia, oferecendo uma abordagem analitica para compreender a propagacio
de doencas infecciosas. Essa ferramenta permite ndo apenas identificar caracteristicas essenci-
ais do processo, mas também avaliar os impactos de medidas de controle, como, por exemplo,

a vacinagao.



2.2 Modelos matematicos

A Modelagem Matemadtica é uma ferramenta poderosa em diversas dreas, ela permite aos
pesquisadores explorar cendrios, testar hipoteses e tomar decisdes informadas. No entanto, €
importante reconhecer que nenhum modelo € perfeito, e sua utilidade esta diretamente ligada a
precisdo das simplificacdes e suposi¢des feitas durante o processo de construcao.

Os modelos mateméticos podem ser elaborados de acordo com a natureza dos fendmenos ou

situacOes analisadas, sendo classificados conforme o tipo de abordagem matematica empregada.

Definicao 2.1. Chamaremos de Modelo Matemdtico a um conjunto de simbolos e relagdes

matemadticas que representam de alguma forma um objeto estudado.

Conforme Bertone et al.(2014), “Um modelo epidemiolégico (sistema de equacgdes dife-
renciais) que considera o grupo de infectados como sendo homogéneo e onde todos os seus
elementos tém as mesmas propriedades é um exemplo de um modelo objeto”. O Modelo Ob-
jeto € a representacdo de um objeto ou fato concreto. Tal representacdo pode ser pictdrica
(um desenho), um esquema compartimental, um mapa, férmula matemdtica, um conjunto de
simbolos etc.

Quando se elaboram modelos matematicos, ¢ fundamental ter em mente que cada problema
¢ unico, e a capacidade de modelagem nao pode ser simplificada em um conjunto fixo de re-
gras. Na verdade, a criagdo de um modelo predominante muitas vezes representa a parte mais
desafiadora de um problema. Apesar disso, pode ser util listar alguns passos que fazem muitas

vezes parte do processo, abordados por Boyce e Diprima (2010):

1. Identifique as varidveis independente e dependente e atribua letras para representd-las.

Muitas vezes a varidvel independente € o tempo.

2. Escolha as unidades de medida de cada varidvel. Essa escolha é, de certa forma, arbi-
traria, mas algumas escolhas podem ser mais convenientes do que outras. Por exemplo,
escolhermos medir o tempo em segundos no caso de um objeto em queda e em meses no

problema populacional.

3. Use o principio bésico subjacente ou a lei que rege o problema em investigacdo. Isso
pode ser uma lei fisica amplamente reconhecida, como a lei do movimento de Newton,
ou pode ser uma hipdétese um tanto especulativa baseada na sua propria experi€éncia ou em
observacdes. De qualquer modo, € provavel que essa etapa ndo seja uma etapa puramente
matemadtica, mas uma em que serd necessdrio ter familiaridade com o campo de aplicacdo

onde o problema se originou.

4. Expresse o principio ou lei do passo 3 em funcio das varidveis escolhidas no passo 1.
Isso pode ser mais fécil falar do que fazer. Pode exigir constantes fisicas ou parametros
e a determinacdo de valores apropriados para eles. Ou pode envolver o uso de varidveis

auxiliares, ou intermedidrias, que t€ém que estar relacionada com as varidveis primadrias.



5. Certifique-se de que cada parcela em sua equacdo estd nas mesmas medidas fisicas. Se
isso ndo acontecer, sua equagdo estd errada e vocé deve tentar consertd-la. Se as uni-
dades sdo as mesmas, entdo sua equacio estd pelo menos consistente do ponto de vista

dimensional, embora possa conter outros erros que esse teste nao revela.

6. Em alguns problemas, o resultado do passo 4 € uma tnica equagdo diferencial, que cons-
titui o modelo matemadtico desejado. Lembre-se, no entanto, de que em problemas mais
complexos o modelo matemaético resultante pode ser muito mais complicado, podendo

envolver, por exemplo, um sistema com vdrias equacoes diferenciais.

A constru¢do de modelos matematicos usando equagdes diferenciais é uma abordagem po-
derosa para entender e prever o comportamento de sistemas complexos em uma variedade de
campos, incluindo a epidemiologia. Neste trabalho, serd abordado um desses modelos, o mo-
delo epidémico SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado), que desempenha um papel no estudo e

no controle de doencgas infecciosas.

2.3 Equacoes Diferenciais

A utilizacdo de equacdes diferenciais € fundamental na aplicacdo de modelos matematicos.

Aqui, abordaremos alguns aspectos da teoria de equagdes diferenciais.

Definicao 2.2. Equagdes diferenciais ordindrias (EDO’s) sdo equacdes que contém somente
derivadas ordindrias de uma ou mais varidveis dependentes em relacdo a uma unica varidvel

independente e € uma relacdo do tipo

2 3 n
du d*u d*u du):(), "

F (t’““m’mﬁww

k pd b ’, ~ ~ . . .
d’u & a derivada de u de ordem k e F' é uma fungio dada inicialmente.

onde u = u(t), G

Definicao 2.3. A ordem de uma equacio diferencial é dada de acordo com a derivada de maior

ordem que aparece na equagao.

Uma solucdo de uma equacdo diferencial é uma funcdo que satisfaz a equacao dada.
Uma equacdo diferencial juntamente com condi¢des iniciais dadas é denominada problema
de valor inicial, ou simplismente PVI, e é uma relag@o do tipo

&= f(t,u), t>to,

u(ty) = up. @
De modo geral, uma Equacao Diferencial Ordindria (EDO) pode ter vérias fungdes que a satisfa-
zem. Para obter uma solugao tnica, € essencial conhecer o valor inicial uy da func¢do solu¢do em
um ponto especifico ty. Em suma, os dados do problema devem incluir a condi¢o u(tg) = wo,

permitindo a determinagdo da solugdo especifica da EDO.
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Figura 2: Familia de solu¢des de uma EDO. Fonte: JUVITO (2022).

Em diversas situagdes, a modelagem de problemas por meio de equacdes diferenciais en-
volve mais de uma varidvel. Considere, por exemplo, o comportamento de um sistema econo-
mico, onde as varidveis podem incluir taxas de producdo, demanda e custos. Para abordar
e analisar esses problemas, é necessario empregar mais de uma variavel dependente e mais de
uma equacgdo. Nesses casos, os sistemas de equacoes diferenciais sdo ferramentas fundamentais

para a andlise e resolucdo.

Definicao 2.4. Um sistema de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem é um con-
junto de n equagdes que envolvem as n varidveis dependentes, suas derivadas de primeira ordem

e a varidvel independente:

du

% = Fl(t,ul,'LLg, ,Un)

d

% =F2(t,u1,u2,...,un) (3)
)

duy,

a Fn<t,U1,U2, "'7un)7

onde uq, ug, ..., U, S0 as varidveis dependentes da varidvel independente ¢.

Ressalta-se que ndo € necessdrio criar sistemas de equagdes de ordem superior a 1, uma vez
que uma equacdo diferencial de ordem £ pode ser reformulada de maneira equivalente como

um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem.

Definicao 2.5. Um sistema de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem € chamado
de autéonomo quando as fungdes Fj, i = 1,...,n, ndo dependem explicitamente da varidvel

independente ¢, mas apenas das varidveis uy, us, ..., U,, OU S€ja,
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d

% = Fl(ul,UQ, ,Un)

d

G :.Fg(ul,u%...,un) @
dun,

= Fu(ur, ug, ... un).

Defini¢do 2.6. Um ponto = € R é dito ponto de equilibrio do sistema (4) se F;(x) = 0, onde

1=1,...,n.

3 ESTRUTURACAO DO MODELO SIR EM TEMPO CONTINUO

Nesta se¢do, aprofundaremos nossa compreensdo da estrutura deste modelo epidémico em
tempo continuo, explorando suas caracteristicas e especificidades em trés cendrios diferentes:
sem dinamica vital, com dindmica vital e a presencga de vacinagdo constante. O modelo SIR em
tempo continuo € uma ferramenta fundamental para analisar como as doengas se propagam ao
longo do tempo, considerando variagdes importantes, como a taxa de natalidade e mortalidade
da populagdo, bem como o impacto da vacinagao.

O problema que motiva a andlise e a criagdo do modelo SIR € formulado conforme o estudo
de Kermack e McKendrick. Em A Contribuition to the Mathematical Theory of Epidemics, eles
afirmam que “Uma (ou mais) pessoa infectada € introduzida em uma comunidade de individuos
mais ou menos sensiveis a doenca em questdo. A doenca se espalha a partir do contato do in-
fectado com o ndo-infectado por contato infeccioso. Cada pessoa infectada passa pelo curso de
sua doenca, e, finalmente, € removida do nimero daqueles que estdo doentes, por recuperacio
ou por morte. [...] com o desenrolar da epidemia, o nimero de membros ndo-infectados da
comunidade se torna reduzido. [...] No decorrer do tempo, a epidemia pode chegar ao fim”
(KERMACK e MCKENDRICK, 1927, p. 700-701, traducdo Aline de Oliveira Vieira).

3.1 Modelo SIR sem dinamica vital

Nesta variacdo do modelo sem dinamica vital, consideramos o tamanho da populagdo cons-
tante, ignorando fatores como nascimentos e mortes na populagdo em meio a andlise de uma
doenca (esses casos serdo tratados como casos de remocdo). Portanto, ndo ha categorias ou
compartimentos especificos para individuos que nascem ou morrem no modelo SIR sem dina-
mica vital. Essa simplificacdo € adequada quando a epidemia € de curta durag@o e o nimero de
nascimentos € mortes € relativamente pequeno em comparacao com o tamanho total da popu-
lagdo e a taxa de propagacdo da doenca. Ele é adequado para doencas em que a imunidade é
permanente ou quando a populagio ndo sofre alteragdes significativas devido a nascimentos ou
mortes durante o periodo da epidemia.

Considere duas taxas ndo negativas 3 e g na modelagem. A taxa de transmissao (3 representa

a taxa segundo a qual os individuos suscetiveis se tornam infectados quando entram em contato
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com a doen¢a. Enquanto isso, a taxa de recuperagdo g representa o ritmo com que os individuos
infectados se recuperam e desenvolvem imunidade.
A imagem abaixo ilustra o fluxo dos individuos no modelo SIR sem dindmica vital, ofere-

cendo uma representacao visual do movimento dos individuos ao longo do tempo.

SUSCETIVEIS 5 INFECTADOS RECUPERADOS
Is gl

S —_— | —_— R

Figura 3: Esquema compartimental do modelo SIR sem dinamica vital

Vamos assumir que a mudanga no nimero de suscetiveis ao longo do tempo é proporcional
a quantidade de contatos entre individuos suscetiveis e infectados, e € negativa, uma vez que os

individuos fazem a transi¢cao dessa classe para a classe dos infectados, assim:
ds(t)

dt
A variac@o no numero de infectados ao longo do tempo € determinada pela diferenca entre o

— _BIS. (5)

nimero de novas infecgdes e a parcela de infectados que se recuperaram, adquiriram imunidade
ou morreram. Assim:
di(t)

A variac@o do ndmero de recuperados ao longo do tempo estd relacionada a propor¢ao de

infectados que se recuperaram, adquiriram imunidade ou morreram. Dessa forma:

aR() _
BT gl (7N

Dessa maneira, as equagdes (5), (6) e (7) representam o modelo SIR sem dindmica vital:

as(t) _

- = —PIS

dl

—d:) =pIS —gl . (8)
dR(t) _

=91

Sabendo que a populagdo total, 7'(¢), é dada pela soma das populacdes dos individuos sus-
cetiveis, infectados e recuperados e, por hipétese, é constante (logo, podemos assumir 7' = 1),

temos:
SO +IH+RH) =T =1 9)

A terceira equacdo do sistema (8) pode ser obtida por meio de (9) e das demais equagdes de
(8). Segue-se que, para a andlise deste modelo, podemos considerar apenas as duas primeiras

equacdes do sistema (8), ou seja,
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A : (10)

No modelo SIR proposto, duas intervengdes desempenham um papel de destaque. O pri-
meiro deles € a intensidade da infec¢do, que define a maneira como o virus se propaga e a
rapidez com que se dissemina na populacdo. O segundo parametro € o indice de reprodu-
tibilidade basal, que exerce influéncia significativa no crescimento, estabilizagdo e declinio da
doenca. Essas intervencdes desempenham um papel crucial em nossa compreensao da dindmica

de epidemias e sdo determinantes na formulacao de estratégias eficazes de controle e prevencao.

3.1.1 Intensidade de infeccao

A intensidade de infec¢@o € um fator determinante no grau de risco que um individuo sus-
cetivel, pertencente a populacdo, enfrenta ao se tornar infectado. Isso nos permite avaliar até
que ponto um individuo j4 infectado pode disseminar potencialmente a doenga para outros. O
parametro 3, associado a taxa de crescimento da infeccdo, desempenha um papel crucial nesse
processo, regendo a transi¢do da populagio de suscetiveis (S(t)) para a populagdo de infectados
(I(t)). A fracdo de individuos infectados € diretamente influenciada pela taxa de infeccao /5 em
relagdo ao total de habitantes da populacdo, representada por 7'(¢). Sabendo que um indivi-
duo infectado ndo pode infectar outros individuos a ndo ser os suscetiveis, a capacidade de um
individuo infectado infectar outras pessoas € dada por

p5(t)

) (11)

chamada de razao de infec¢do. Assim, a quantidade de novos infectados num dado tempo ¢ é
BIS

T Y

chamada de incidéncia da doencdo, que representa a transferéncia dos individuos da classe de

(12)

suscetiveis para a classe de infectados.

3.1.2 Reprodutibilidade basal

Um dos principais aspectos que estamos investigando € determinar se a doenga terd capaci-
dade de se espalhar. Se a doenga se propagar, analisaremos sua trajetéria ao longo do tempo até
que sua infecgao seja interrompida.

Uma condicdo necessdria para que a doenga se espalhe na populagio € ter a variagdo dos
infectados maior do que zero. Analisando a segunda equacao do sistema (10), uma condic¢io
necessdria para que uma doenga se espalhe na populacdo € ter a variagdo dos infectados ao

longo do tempo maior do que zero, ou seja,
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%(0) >0 <= (fSy—9)p>0 <= % > 1. (13)

O nimero Ry = ﬁ ¢ definido como a taxa de reprodutibilidade basal. Este indice R é o
termo utilizado para designar o nimero de casos secunddrios da doencga gerados a partir de um
caso primdrio que um individuo infectado produz durante todo o seu periodo de infec¢@o entre
a populacgdo inteiramente suscetivel. Essa taxa descreve a capacidade de uma doenca infecciosa
de se espalhar em uma populagdo.

Por (13) sabemos que a doenga se espalha se cada individuo infectar mais de 1 suscetivel,
ou seja,

Ro>1<:>@>1<:>50>2. (14)

g B

Portanto, hd um nimero critico de suscetiveis quando Sy > g para que a doenga se espa-
lhe. Caso Ry > 1, ocorre um crescimento no nimero de individuos infectados, resultando em
uma epidemia. Se Ry < 1, uma epidemia tende a declinar e desaparecer gradualmente. Por
outro lado, quando Ry = 1, a doenca continua de maneira instavel na populag¢io, podendo se

disseminar ou extinguir.

3.1.3 Nimero de infectados em func¢ao do niimero de suscetiveis

Outra maneira de analisar a propagacao da doencga é observar como o nimero de infectados
varia em relagdo ao numero de suscetiveis, ou seja, /(,5). Vamos iniciar esta andlise examinando

a derivada de / em relagdo a .S.

ﬂ_dl/dt_ﬂ]S—g]__1+i
ds — dS/dt —pIS BS

Por uma questdo de simplicidade notacional, sejam

(15)

. dS(t) . dI(t)
5= dt e I= dt -

Embora expressemos / em termos de .S, é importante lembrar que, apés o inicio da pro-
pagacdo da doenca, quando tivermos um nimero inicial de suscetiveis Sy, uma quantidade de

individuos suscetiveis diminuird a medida que o tempo avanga. Portanto, para que uma epide-
mia seja estabelecida, € necessdrio que o niimero inicial de suscetiveis .S seja tal que g (Sp) <0

(pois, a medida que S diminui, / aumenta), ou seja, ﬁiS < 1, o que implica em Sy > %
0

Integrando (15) com relagd@o a .S, teremos:

I(S) = —S + %111(5) +E, (16)

sendo k£ uma constante de integracdo. Observe a familia de solugdes:
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w|@

S

Figura 4: Familia de solugdes de (16). Figura adaptada.

Ao analisarmos a familia de solug¢des, observamos que o comportamento de uma epidemia
estd inicialmente relacionado a quantidade de individuos suscetiveis, Sy, na populacdo. Em
outras palavras, quanto maior o nimero de individuos suscetiveis acima do valor critico %,
maior serd o nimero de individuos que se tornardo infectados. A medida que o ndmero de
suscetiveis diminui até atingir o limite S(t) = % em algum ponto no tempo ¢, uma epidemia se
encerra, ¢ o nimero de novos infectados comeca a diminuir até atingir zero. Enquanto isso hd
uma grande entrada de novos individuos na classe dos recuperados.

Assim, se Iy = 0 a populagdo estd livre da doenca e Sy = S(t) = T'(t), para todo t. Mas, se

Iy > 0, temos o seguinte:

g , . L
e Se S5y < B’ o numero de infectados decrescerd até chegar a zero;

g ..~ . . . . p
* Se Sy > = entdo teremos uma epidemia, com o nimero de infectados crescendo até que

s

se atinja o valor critico de suscetiveis S(t) = % para algum instante de tempo ¢, quando,

entdo, /(t) comega a decrescer até zerar.
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3.2 Modelo SIR com dinamica vital

Nesta variacdo do modelo SIR considera-se o niimero de nascimentos € mortes na popu-
lacdo. Os nascimentos referem-se aos individuos suscetiveis (livres da doenca). E importante
observar que as mortes podem ser por causas naturais ou em decorréncia da doenca e que o
nimero de nascimentos € igual ao nimero de mortes, mantendo assim uma populag¢do 7' cons-
tante. Definimos os pardmetros ndo negativos m, 5 e g como taxa de natalidade/mortalidade,
taxa de infeccdo e taxa de recuperagdo, respectivamente.

Admitimos as seguintes hipéteses para a utilizagdo do modelo SIR: (7) todos os individuos
nascem suscetiveis; (i) tamanho da populagdo constante (para isso, consideramos as taxas de
natalidade e mortalidade constantes e iguais); (ii¢) infectados que se recuperam ganham imu-
nidade; (iv) intera¢@o entre os componentes se dd de forma homogénea; (v) ndo hd emigracéo
nem imigracao.

Veja abaixo a representacdo do modelo SIR com dinamica vital:

m SUSCETIVEIS
S

B INFECTADOS
|

RECUPERADOS
R

lm

; F

Figura 5: Esquema compartimental do modelo SIR com dinamica vital

As setas indicam o fluxo de entrada e saida de cada compartimento segundo as taxas m, (3
eg. Semougéigual a0 e 1, estamos diante de casos triviais (por exemplo, se m = 0, nio
havera nascimento ou mortalidade dos individuos da populagdo, entdo, com o passar do tempo,
todos os individuos suscetiveis se tornariam infectados e, posteriormente, recuperados). Logo,
consideramos para estes parametros as seguintes restricoes: 0 < m, g < 1.

A partir do esquema compartimental apresentado na figura 3, montamos o modelo SIR com

dindmica vital em tempo continuo, obtendo o seguinte sistema de equagdes:

IS
%:m —%—mS
IS
w OIS g (17
%:g[—mR

onde S(t) representa a populacao de suscetiveis (individuos que estdo propensos a infeccao,
caso sejam expostos a doenga), () representa a populagio de infectados (individuos que con-
trairam a doenca e podem transmiti-la aos suscetiveis) e R(t) representa a populacdo de recu-
perados (individuos que s@o imunes a infeccdo e, consequentemente, ndo afetam de nenhuma

forma a dinamica de transmissio).
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Sabendo que a populagao total, T'(¢), é dada pela soma das popula¢des dos individuos sus-

dT'(t
cetiveis, infectados e recuperados e, por hipétese, € constante, temos di ) = 0. Além disso,
podemos assumir 7' = 1, ou seja,
St)+I(t)+R(t)=T(t)=1 (18)
Assim, obtemos:
% =m—B1S —mS
g —=pIS—ml—gl . (19)

% =gl —mR
Com isso, temos a taxa de varia¢do de individuos em cada compartimento no instante de

tempo ¢. A terceira equacdo de (19) pode ser obtida por meio de (18) e das demais equagdes de
(19), sendo

R(t)=1— S(t) — I(2). (20)

3.2.1 Pontos de equilibrio do modelo em dinamica vital

Segue-se que, para a andlise deste modelo, podemos considerar apenas as duas primeiras

equagoes do sistema (19), ou seja,

dt
d — B1S —ml — gl

dat

48—y — BIS — mS
) 21
Os pontos de equilibrio do sistema ocorrem quando as populagdes de suscetiveis e infecta-
dos mantém-se constantes, ou seja, ndo apresentam crescimento ou decrescimento. Em termos

matematicos, esses pontos de equilibrio sdo definidos quando as derivadas se igualam a zero.

ds
7%?'_'0
(22)
dlio
dt

Proposicao 3.1. O sistema (21) apresenta os pontos de equilibrio Ey = (1,0), chamado equi-
m—+g m 1— m+g

B 7 mtg B

librio livre de infeccdo, e F/y = ( D chamado de equilibrio epidémico.

Demonstracdo. Devemos encontrar os pontos (S, I) solu¢des do seguinte sistema homogéneo

(23)

m— IS —mS =0
BIS —ml —gl =0

Da segunda equacdo de (23), temos

(BS—g—m)I =0
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deste modo,
I=0 ou fS—g—m=0.
Caso I = 0, substituindo na primeira equagao, obtemos
m —mS = 0;
assim, como 0 < m < 1, temos
S=1

Assim Ey = (1,0) é um ponto de equilibrio do sistema (21).

Por outro lado, se 55 — g —m = 0, ou seja, S = 244 temos

B
m—+g m-—+gq
m — (1 -m =0
B B
que pode ser reescrito como
Tmotg) =m 1= "0
e nos fornece
=" {1 _m*y ]
m+g B
Deste modo, £ = (m;g , m’ig [1 — m;rg ]) € o outro ponto de equilibrio do sistema (21).

O

3.2.2 Condicao epidémica

Uma condicao necessdria para que a doenga se espalhe na populacdo € ter a variacdo dos

infectados maior do que zero. Analisando a segunda equagao de (21), vemos que

dl
—(0)>0:>(BS(0)—m—g)I(O)>O:>R0:@>1 (24)
dt m+g

em que a constante Ry = ﬁS—i(_O) ¢ denominada reprodutibilidade basal (¢ o nimero médio

de infec¢des causada por um dnico individuo). Sabemos que serd estabelecida uma epidemia
quando Ry > 1, isto é, se
m+4g

S — 25
0)>—3 (25)

~ . . . P m +
Entdo, existe um nimero critico de suscetiveis S(0) > J

para que a doencga se espalhe
na populagdo. Portanto, se /(0) = 0 a populag@o estd livre da doenga, mas, se /(0) > 0, temos

0 seguinte:
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m+ . . £ ot4
* Se S(0) < 3 g’ o nimero de infectados decrescerd até chegar a zero;
mtg . ,
* Se S(0) > , entdo teremos uma doenca se espalhando na populacdo, com o nimero
. . . . .- , . m—+g
de infectados crescendo até que se atinja o valor critico de suscetiveis S(t) = T, para

algum instante de tempo ¢, quando, entdo, I(¢) comeca a decrescer até zerar.

3.3 Modelo SIR com vacinac¢ao constante

A implementagdo de medidas de controle, como a vacinacdo, € uma abordagem eficaz para
gerenciar a transmissdo de doengas. Consideramos p a proporcdo de sucesso da campanha de
vacinagdo constante, sendo 0 < p < 1. Para modelos com vacinagdo constante, o esquema
compartimental pode ser descrito abaixo

m SUSCETIVEIS B INFECTADOS g RECUPERADOS
S | R

" " "
Figura 6: Esquema compartimental do modelo SIR com vacinacgdo constante

As setas indicam o fluxo de entrada e saida de cada compartimento e os parametros m, (3,
p e g representam as taxas de natalidade/mortalidade, de infec¢@o, vacinacao e de recuperacao,
respectivamente. Lembrandoque 0 < m, g < le 3 > 0.

O tamanho da populagio é normalizado para a unidade, sendo S(¢)+I(t)+R(t) =T(t) = 1

Com as campanhas de vacinagao constantes, a propor¢ao de individuos recém-nascidos sus-
cetiveis diminui para (1 — p)m, enquanto o compartimento dos individuos recuperados tem um
aumento de pm. Levando em conta que a populagdo total foi normalizada para a unidade, o

sistema de equagdes continuas para o modelo com vacinagdo constante € definido da seguinte
forma

4 = (1—p)m— BIS —mS

b = BIS —mI — gl . (26)
%:pm+gl—mR

Para analisarmos os pontos de equilibrio do sistema (26), basta considerarmos as duas pri-

as dI

meiras equacoes, o e I De maneira andloga aos modelos sem dindmica vital e com dindmica

vital, a dltima equagdo do sistema pode ser obtida por meio das demais equagdes e o fato da
populacdo ser normalizado para a unidade.
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Ressaltamos que, para ser usado um modelo com uma campanha de vacinagao, s6 faz sen-
tido se tivermos uma reprodutividade basal maior que 1, Ry > 1. Como foi mostrado nos
modelos anteriores, caso Ry < 1, o sistema declinard para o ponto livre de infec¢do e nao ha-
verd epidemia, tornando desnecessaria a aplicacdo de uma estratégia de vacinagdao. O calculo
de R é o mesmo utilizado no modelo com dinamica vital, em vista que ndo houve mudancas

na equagdo de infectados.

3.3.1 Pontos de equilibrio do modelo em vacinag¢ao constante

Vamos encontrar os pontos de equilibrio do sistema (26), utilizando as equacdes de susceti-

veis e de infectados do modelo SIR em questao.

Proposicao 3.2. O sistema para o modelo com campanha de vacina¢do constante admite dois
pontos de equilibrio, Ey = (1 — p,0), chamado de equilibrio livre de infeccdo, e £y =

1— 1
(m;— g’ [ b —] ) chamado de equilibrio epidémico.

m+g B
Demonstragdo. Com o intuito de encontrarmos os pontos de equilibrio do sistema, devemos

fazer
dsS
=0
dt
dl
—!
dt

Deste modo, temos

(1—pm—pBIS—mS =0
BIS —mI— gl =0 '

Da segunda equag@o do sistema, obtemos (S — m — g)/ = 0. Entdo,

m—+g
I=0o0usS=—"7-=>
B

Caso I = 0, substituindo na primeira equacéo, temos S = 1 — p. Logo Fy = (1 — p,0) é o

primeiro ponto de equilibrio, chamado equilibrio livre de infeccao.

Por outro lado, sendo S = ; J , substituindo na primeira equacao:
1
Q_Mm_Mm+m_gmm+m:Q
g g
ou seja,
(1 —p)mpB —m(m+g)

m—+g)l ;
( ) 5

assim,
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que pode ser reescrito como

(L—pmB  m(m+g).

1= Bnta)  Blmtg)
entao
_(d=pm m
(m+g) B

que nos fornece

N e
Im[m+g 5}

1— 1

Entdo F; = mty ,m [ P —}) € o segundo ponto de equilibrio do sistema (26),
N B lmtg B

chamado equilibrio epidémico. U

3.4 Outra abordagem de /7, no modelo SIR simples

No modelo SIR mais simples, em que assume-se uma populacao constante e desconsideram-

se fatores como nascimentos e mortes de individuos na populacio, a equagdo que determina a
variagdo dos infectados é dada da seguinte forma
dl  BIS

pri gl, 27)

em que as taxas e g representam os parametros de infeccdo e recuperagdo, respectivamente.

Com isso, temos a taxa de varia¢do de individuos no compartimento de infectados no instante

de tempo t. A populacao total 7'(¢) é dada pela soma dos individuos suscetiveis, infectados e

recuperados.

Proposicao 3.3. O pardmetro Ry de reprodutibilidade basal, dado por meio da equagdo de

infectados (27) possui Ry = — como valor.
g

Demonstracdo. Na condicao inicial de uma doenga, vamos assumir que a quantidade de susce-
tiveis S(t) é igual a populagdo total 7'(¢). Assim, de (27),

dI

— =61 —gl;

g =Py
daf ,

I'(t) = (8—g)I =0.

Resolvendo esta EDO pelo método do fator integrante, temos que seu fator de integracio é

/,L — ef_(ﬂ_g)df :> ‘u/ — 6_(ﬁ_g)t;

multiplicando o fator de integracdo na EDO, temos
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I'(t) - e B9t (B — g) - e~ B~ = (;
assim,
[e=(B=9t . I(t)] =0
Aplicando a integral em ambos os lados da igualdade, temos
e~ B=9)t . [(t) = I(0),
que nos fornece
I(t) = 1(0) - el#=9)t,

considerando que I(t) > 0 < I(0) > 0.

Da funcdo encontrada, temos

O

Note que a fungdo I(t) = I(0) - e9Fo=D? admite crescimento exponencial quando Ry > 1;
logo, neste caso, temos uma epidemia. Caso contrario, se iy < 1 teremos um decrescimento

exponencial, que implicaria a ndo existéncia de uma epidemia.

3.5 Simulacao dos pontos de equilibrio do modelo SIR

Podemos usar ferramentas computacionais para investigar os pontos de equilibrio do modelo
SIR e seus comportamentos. A figura abaixo descreve o ponto de equilibrio endémico para uma
populacdo pequena de pessoas suscetiveis a um virus, com o objetivo de mostrar o comporta-
mento de cada populacdo (representada por suas curvas). Trabalhamos com o simulador criado
por Juan Carlos Ponce Campuzano no GeoGebra (https://www.geogebra.org/classic/utbemrca).

Quando analisamos as curvas representativas de cada compartimento ao longo do tempo, um
dos aspectos mais importantes € identificar os pontos de equilibrio. Esses pontos sdo aqueles em
que as derivadas em relac@o ao tempo de cada compartimento sdo iguais a zero. Ao identificar
esses pontos de equilibrio nas curvas, podemos determinar como a epidemia se desenvolve ao
longo do tempo. Por exemplo, se a taxa de infecc@o superar a taxa de recuperagdo, a epidemia
continuard a se espalhar. Se a taxa de recuperacdo superar a taxa de infecc@o, a epidemia
diminuird. Essa andlise ajuda a compreender a evolucao das epidemias e € fundamental para o

planejamento de medidas de controle e intervencdes de saide publica.
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Figura 7: Simulador do modelo SIR simples criado por Juan Carlos Ponce Campuzano

4 CONCLUSAO

Em sintese, a andlise do modelo SIR revela-se ndo apenas como uma ferramenta matema-
tica robusta para compreender a propagacido de doencas infecciosas, mas também como um
instrumento valioso para orientar estratégias de controle. Ao explorar os pontos de equilibrio,
dindmicas vitais e cendrios de vacinacdo constante, este estudo proporcionou uma visao intro-
dutdria sobre a epidemiologia matemadtica.

As conclusodes obtidas a partir de um modelo se destacam por sua aplicacdo direta em poli-
ticas de saude publica e tomada de decisdes durante surtos epidémicos.

Nesse cendrio, esse estudo evidenciou a importancia da epidemiologia matematica e ofere-
ceu a seu autor uma contribuicdo enriquecedora para sua formagao académica e uma base s6lida

para futuros estudos, em nivel de pds-graduagao.
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