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RESUMO

Este Trabalho ird abordar a analise das séries de poténcias e suas aplicagbes na
matematica aplicada, especialmente no estudo de fun¢cBes elementares (seno,
cosseno, exponencial e logaritmica) e equacgdes diferenciais ordinarias. O estudo
inicia-se com uma introducéo as séries numeéricas, detalhando conceitos como limite,
série geométrica, teste da série alternada, convergéncia absoluta e teste da razao.
Esses conceitos fundamentais sdo essenciais para compreender as séries de
poténcias e sua aplicabilidade em diferentes contextos matematicos. A segunda parte
do trabalho foca nas séries de poténcias propriamente ditas, incluindo sua
representacdo de fungdes e processos de derivacao e integracdo. As séries de Taylor
e Maclaurin recebem destaque, evidenciando como essas ferramentas mateméaticas
sao utilizadas e mostrando que sdo mais que meros conceitos teoricos. Na terceira
parte, o estudo avanca para as equacoées diferenciais ordinarias (EDOs), abordando
a ordem e linearidade dessas equagfes, bem como a solugdo em séries de poténcias
em pontos ordindrios. Esta secdo € de extrema importancia para demonstrar a
aplicabilidade pratica das séries de poténcias na resolucdo de EDOs, o que € ilustrado
de forma mais aprofundada na andlise da Equacdo de Hermite. A Equacdo de
Hermite, de grande relevancia na fisica matematica, que é o foco da quarta parte, é
apresentada como uma aplicacdo significativa das séries de poténcias. A resolucdo
dessa equacao, que surge em diversos contextos da fisica e matematica aplicada, é
detalhada, mostrando como as séries de poténcias sdo utilizadas para encontrar sua
solucdo. Esse exemplo refor¢a a importancia dessas séries tanto na teoria quanto na
pratica, destacando sua utilidade na representacdo e andlise de funcbes reais (a

imagem sendo um subconjunto de R, f:D c R - R).

Palavras-Chave: Equacéo de Hermite; Equacao diferencial; Ensino de Matematica.



ABSTRACT

This work will address the analysis of power series and their applications in applied
mathematics, especially in the study of elementary functions (sine, cosine, exponential
and logarithmic) and ordinary differential equations. The study begins with an
introduction to numerical series, detailing concepts such as limit, geometric series,
alternating series test, absolute convergence, and ratio test. These fundamental
concepts are essential for understanding power series and their applicability in various
mathematical contexts. The second part of the work focuses on power series
themselves, including their representation of functions and processes of differentiation
and integration. Taylor and Maclaurin series are highlighted, demonstrating how these
mathematical tools are used and showing that they are more than mere theoretical
concepts. In the third part, the study advances to ordinary differential equations
(ODEs), addressing the order and linearity of these equations, as well as power series
solutions at ordinary points. This section is crucial for demonstrating the practical
applicability of power series in solving ODEs, which is illustrated more deeply in the
analysis of the Hermite Equation. The Hermite Equation, of significant importance in
mathematical physics, is the focus of the fourth part and is presented as a significant
application of power series. Solving this equation, which arises in various contexts of
applied physics and mathematics, is detailed to show how power series are used to
find its solution. This example reinforces the importance of these series both in theory
and in practice, highlighting their utility in the representation and analysis of real

functions (the image being a subset of R, f:D c R - R).

Keywords: Hermite Equation; Differential Equation; Mathematics Education.
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1 INTRODUCAO

A andlise de séries de poténcias e suas aplicacfes é um assunto fundamental
na matematica aplicada, com grande importancia em areas como fisica e engenharia.
Neste trabalho, exploraremos o valor das séries de poténcias, especialmente as séries
de Taylor e Maclaurin, na representacdo e analise de funcdes reais, aléem de sua
aplicacao na resolucdo de equacdes diferenciais ordinarias (EDOS).

Um exemplo classico é a Equacdo de Hermite, que surge na solugcdo da
equacao de onda unidimensional e em problemas de mecanica quantica. Essa
equacao pode ser resolvida usando séries de poténcias, destacando a importancia
pratica e tedrica dessas séries na modelagem de fendmenos fisicos complexos.

O objetivo deste trabalho é fornecer um material didatico de qualidade
destinado a alunos universitarios interessados em aprofundar seus conhecimentos
sobre Séries de Poténcias e suas diversas aplicacoes

Por meio deste trabalho, ndo apenas apresentaremos os fundamentos
tedricos das séries de poténcias e suas aplicacdes, mas também demonstraremos
sua relevancia em contextos praticos, como na resolucdo de EDOs e na
representacdo de funcbes. A compreensdo desses conceitos € essencial para o

progresso da matematica e sua aplicacdo em diversas areas do conhecimento.
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2 ANALISE DE SERIES DE POTENCIAS E SUAS APLICACOES

Neste capitulo, iremos explorar como as séries de poténcias, juntamente com
as séries de Taylor e Maclaurin, desempenham um papel fundamental na matematica
e nas ciéncias. Elas nos permitem representar fungdes reais de forma mais simples,
0 que € muito importante para analisar funcbes em pontos especificos, tornando

calculos mais faceis e aproximando fun¢gdes complicadas por meio de polinémios.

2.1 Séries Numéricas

Nesta secdo, sera dado uma breve introducdo ao conceito de séries
numeéricas como forma de relembrar alguns dos conteddos que serdo abordados
neste capitulo. Recordaremos os conceitos béasicos de convergéncia de séries

numericas e alguns de seus principais critérios.

2.1.1 Convergéncia

Para que nosso objetivo neste capitulo seja alcancado, é necessario que
revisemos 0 que € a convergéncia de uma série. Primeiramente, iremos ver uma
nocao intuitiva, para introduzir a revisao.

Suponha que temos a sequéncia

(2n}is = {2;4,6;8;-+},
se quiséssemos somar os termos dessa sequéncia, como ficaria? Considere S,, como
uma soma dos r primeiros termos da sequéncia, sendo S; a soma do primeiro termo
da sequéncia, S, a soma dos dois primeiros termos da sequéncia, e assim por diante.

S, =2
S,=2+4
S3=24+4+6
S, =2+4+6+8

com isso, temos a sequéncia {S,}; = {51;S5,;S5;S,;---}. Dada uma sequéncia
{a,};:Z, podemos formar {S, };2, fazendo:

Sn=a1+a2+a3+a4+"’+an
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Sl = al
STl: n_1+an, VTlZZ
Podemos ainda escrever usando outra notacdo, a qual serd utilizada neste

trabalho. Veja:

n
Sn = Z a;
i=1

Quando denotarmos o simbolo X (sigma), saberemos que estamos falando
de uma soma que se iniciaraemi =1 até i =n dostermos a;, dessa forma, quando

vermos essa simbologia, chamada de somatorio, saberemos que esta se referindo a
uma soma, na qual as parcelas da soma serdo a;, e a quantidade de parcelas sera
dada pelo indice n .
Diremos que 0s termos da série Sao a,, a,, as, a,, . Definiremos ainda que a,,
€ o termo geral da série. Por fim, afirmaremos que S,, € a soma parcial da série.
Agora, tendo em vista esse pequeno resumo sobre séries, iremos adentrar o
real objetivo dessa subsecéo, onde faremos a seguinte pergunta sobre o estudo de

séries: O que acontece com a soma parcial S,, quando ela possui um namero infinito

. . .. ;. 1
de parcelas? Considere o exemplo: Quais as somas parciais da série Z?‘;1;?

1 1 1 1
54 =§+§+2—3+?= 0,9375
Se continuassemos com as somas parciais, no S;,, teriamos algo como
1 1 1 1 1
Si0 = ﬁ + ? + 2—3 + 2—4 + -+ ﬁ = 0,9990234375
Perceba, que fazendo as somas parciais desta série, temos uma impressao

de que quando maior for 0 nosso n, mais proximo de 1 ficaremos. Porém, na
matematica, ndo podemos viver de impressdo, mas sim de algo confirmado, porém
como afirmar essa impressédo? Observe o seguinte:

1 1 1 1 1 1 1

Sn:§+§+§+?+“.+2n—2+2n—1+2n
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T 1
vamos multiplicar ambos os lados por >

1 1 /1 1 1 1 1 1 1

25 =3 (GrEt ety t et
usando a propriedade distributiva, temos:

1 1 1 1 1 1 1 1

5'5 2z +?+z—4+ﬁ+ T +2_n+2n+1

perceba que em

ni

parcial, entdo podemos representar --§, como:
2

1 1 1
5 S =S o7t o
isolando o S,,, temos:
1 1 1
ES” Sn §+2n+1
1 1
Sn—ﬁ+2n+1
Sp = T
2
1 1 2
S”:<S" 21+2n+1) 1
2 2
Sp=2 Sn—§+2n+1
2
S, =25,—-1 o
1
S, =28, —1+2—n
1
Sn ZSn——1+2—n
1
—Sp=-l+ (1)
1
Sn:]‘_z_n

Agora que obtemos S,, =1 — zin podemos perceber que:

. : 1
7111_{?0(5")_711_{“ (1—2—n> 1-0=1

Entdo, confirmamos agora aquela nossa impressao, que S, = 1. Vamos

S
L

i=1

representar da forma
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Agora que ja vimos a nogao intuitiva da soma de uma série, veremos nesse
momento sua definicao.

Definicdo: Dado uma sequéncia (a,),ey de nimeros reais, definimos a série

considerando
S= gi_r){}o(z?ﬂ a;).
Chamaremos S de soma da série. Se S for finito, diremos que a série € convergente.

Se S for infinito, diremos que a série é divergente.

Teorema 2.1.1: Para uma série ), a,, :

i) Se lim(a,) # 0 ou lim (a,) ndo existe, entdo a série diverge.
n—oo n—>oo

i) Se lim(a,) =0, isso ndo garante que a série converge. Neste caso, outros
n—->oo

testes de convergéncia devem ser aplicados.

O Teorema 2.1.1 é demonstrado no livro "Calculo, volume 2" por STEWART,
J (p. 640).

Exemplo 2.1.2: Verifique se a série abaixo converge ou diverge:
Yn=o 2"

Como lim (2™) = o, entdo pelo Teorema 2.1.1 essa série é divergente.
n—-oo

2.1.2 Série Geométrica

Uma Série Geomeétrica € uma série da forma
Yioa-rk,
Veja que, se |r| < 1, entdo

oo R

k=0 @ T" = —,

sendo a a nossa primeira parcela da soma infinita e r a razdo, neste caso, dizemos
gue a Série Geométrica converge, por outro lado se |r| = 1, entdo a Série Geométrica

diverge.
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Porém, devemos tomar cuidado com essa notacédo, pois se k = 0, ela ndo
funcionara. Como, de acordo com a série apresentada, nosso numerador € a , ou seja,

€ a primeira parcela da nossa soma, qualquer niumero que k assuma diferente de 0,
nao daria certo com a notacao apresentada.

Para compreendermos melhor essa situagéo, vamos ver um exemplo:
k
© 4. l) - T 1,
SEel-(3) =145+ 45+
. . z ~ 1 . 1
Perceba que nossa primeira parcela € 1, e a razao 5 Veja que |5| < 1, logo ela

converge para 2. Um dos métodos simples para sabermos para qual nimero uma

série geométrica converge, basta utilizarmos a férmula:

primeiro termo da soma
razao

S =

TPV
Il
[
N
Il
N

Iniciando a soma em k = 2, como ira ficar a nossa soma?
oo
> =i
2) 4 8 16
k=2
Perceba que a soma continua convergente, porém o nimero a qual a série

converge mudou, veja:

S =

1 2 1
=2.2==="Z
4 4 2

NIR|s R

L, . ~ . . 1
Note que a nossa série ndo converge mais para 2, mas sim, para -. Logo,

devemos tomar cuidado ao utilizarmos a formula da série geométrica, quando k # 0 .
2.1.3 Teste da Série Alternada

Nesta subsecdo, veremos um teste de grande importancia para a
compreensao desse capitulo, pois muitas vezes, encontraremos séries nas quais 0s
termos estédo alternando de sinal. Em uma série alternada, os termos sdo alternados
entre positivos e negativos, a qual podemos escrever na forma:

Yn=1(—=1)" - by.

Onde b,, >0, Vn € N.
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Note que em uma série alternada, sempre tera um termo que fara o termo
geral da nossa série alternar de sinal, e esse termo multiplicara o restante do termo
geral, que chamamos de b,,. A pergunta que fica é: como saber se uma série alternada

€ convergente?

Teorema 2.1.2: Se a série alternada
Yoo ()" 1.b,=b —b,+by—by+bs—bg+- b,>0,
satisfaz
) bpy1 <b,VneNe
i) lim(b,) =0,
n-co

entdo a série é convergente.

O Teorema 2.1.2 € demonstrado no livro "Calculo, volume 2" por STEWART,
J (p. 658).

(-pnt

Exemplo 2.1.3: Verifique se a série Yo, converge ou diverge.

Observe que

Yn=1

vamos verificar se ela satisfaz as condi¢des do teorema 2.1.2.

Rl
n

:1_l+l_l+l_l+...,
2 3 4 5 6

. 1 ~ . - .
i) Ostermos b, = —~Ss&o decrescentes, ou seja, b, 11 < b, Vn. Isto € verdade, pois

— <>, VneN.
n+1 n

) Jimen) = fim 3 =0
Como ambas as condi¢cbes do teorema 2.1.2 foram satisfeitas, podemos

concluir que a série converge.
2.1.4 Convergéncia Absoluta e Condicional
Uma série Y,_,a, € dita absolutamente convergente se Y. ,la,| for

convergente. O termo empregado “absoluto” ndo significa ser algo irrefutavel, mas

utilizamos essa palavra para nos referirmos ao modulo.
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Teorema 2.1.3: Suponha que f seja uma funcdo continua, positiva e
decrescente em [1,x) e seja a, = f(n). Entdo a série ), a, é convergente se, e
somente se, a integral impropria floof(x)dx for convergente. Em outras palavras:

i) Se [ 1°° f (x)dx for convergente, entdo ).;_; a, é convergente.

i) Se floof(x)dx for divergente, entdo Y.;°_, a,, é divergente.

O Teorema 2.1.3 € demonstrado no livro "Calculo, volume 2" por STEWART,
J (p. 650).

="
n2

Exemplo 2.1.4: Verifique se a série Y., € absolutamente convergente.

Como na definicdo, vamos calcular o modulo de a,,.

oo

_1n _11 _12 _13 _14—
z(z):()+()+()+()+"'
n 12 22 32 42
n=1
i DA 1|+|1|+| o
n2 | 4 9| " |16
n=1
w |EDT r,1r.1, .
Zn=1|nz =145+ ++

Podemos perceber que a nossa série com o médulo, ficou no formato
1
o —
Zn=1n—2——+—+—+—+~--,
para sabemos se esta série converge ou diverge, iremos utilizar o Teste da Integral,
isto é, o teorema 2.1.3. Para aplicamos o Teste da Integral, precisamos comparar a

7 - . . ~ . o 1 ~ . .
série com a integral imprépria fl ;dx. Entdo, agora iremos calcular a integral de

[ = dx:

1 x2

® 1 . b1 ey L 1 _

[ = Jim (J) ) = Jim |2 = Jim (—5+1) = 1.

Portanto, a integral f1°°x—12dx converge. Pelo Teste da Integral, como a integral

;. 1 , o z z
converge, a série Z;‘len—z também converge. Como essa série com modulo é

convergente, chamamos ela de absolutamente convergente. Porém, lembre-se que

converge a série com o médulo, mas serd que sem o modulo, essa série continua
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convergente? Isso & o que veremos. Utilizando o Teste da Série Alternada na série

sem o modulo, vamos ver se b, < b,,.

1 _ 1 1 . ) ,

Como temos n? dos dois lados e depois da desigualdade temos mais parcelas,
€ natural afirmarmos que essa desigualdade esta correta, entdo pelo Teste da Série
Alternada, o primeiro critério € satisfeito. Vamos testar agora se ela converge também
no segundo critério.

|
lim — =0
n—-ocon

Como a série satisfaz os dois critérios do teste da série alternada, a série

Y1 (_nlz)n converge.

Agora, veja algumas informacfes importantes sobre convergéncia absoluta.
Podemos provar que se uma série for absolutamente convergente ela também sera
convergente. Porém, isso ndo implica dizer que uma série convergente é
absolutamente convergente. Se uma série for convergente, mas nao for
absolutamente convergente, ela sera chamada de condicionalmente convergente,

veja o exemplo.

(_ 1)n+1

Exemplo 2.1.5: Verifique se a série Y,_; € condicionalmente

convergente.

Utilizando o Teorema 2.1.2, vamos verificar o item i), paran > 1:
1 1

n+1 n’

Isso mostra que b,, € uma sequéncia decrescente.

Vamos verificar o item ii):
. 1

lim = = 0.

n-oon

Como ambas as condi¢cdes do Teorema 2.1.2 foram satisfeitas, esta série

converge. Mas serd que ela continuara sendo convergente se aplicamos o valor

_il
B n

n=1

absoluto? Vamos verificar:

o

2.

n=1

(_1)n+1
n
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Perceba que a série encontrada é a série harmonica, que € conhecida por ser
divergente. Portanto, esta série é condicionalmente convergente, pois ela converge
satisfazendo o Teorema 2.1.2, mas diverge aplicando o valor absoluto.

2.1.5 Teste da Razao

Adentraremos agora em um dos mais importantes testes de convergéncia
para séries de poténcias. Ao invés de sempre precisarmos de conferir se uma série é

absolutamente convergente, para saber se essa mesma série é convergente,
podemos usar o teste da razao.

Teorema 2.1.4: Dado uma série Y., a,

im &£ = , ari oA, € )
) Sel Z“ L <1, aseérie Y5-,a, € absolutamente convergente
n—-oo n

) Se lim % = L > 1 ou for infinito, a série Y5, a,, € divergente.
n—-oo n

1) Se lim [=1| = 1, o teste da raz&o é inconclusivo.
n—-oo an

O Teorema 2.1.4 € demonstrado no livro "Calculo, volume 2" por STEWART,
J (p. 662).

Exemplo 2.1.5: Verifique se a série converge ou diverge:
o (_z)n
2L1=1 '

n

Entéo, a primeira coisa que devemos fazer é substituir n por n+ 1 na série para

—_2\n _2\n+1
podemos aplicar o Teorema 2.1.4. Se a,, = ( 721) ,entdo a, ., = (-2

. Substituindo na
n+1

formula, temos:

(_2)n+1

an+1
an

lim

n—-oo

n+1
(=2)n
n

= lim

n—->oo

empregando a propriedade da divisdo de fragcbes, que diz que, quando temos uma

divisdo de fracdes, repetimos a primeira fracdo e multiplicamos pelo inverso da
segunda, temos:
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(_2)1’L+1

_o\n+1
= lim (=2) r

an+1
nooo | n+1 =2)rl’

an

n+1
(=2)n
n

Aplicando a propriedade da potenciacdo, que dize que, quando houver uma

= lim
n—-oo

lim
n—-oo

multiplicacdo de mesma base, repete-se a base e soma 0s expoentes, mas no NOSSO

caso, faremos o inverso. Como temos (—2)"*!, podemos reescrevé-lo como (—2)" -

(—2).

(_2)n+1
lim An+1| lim |- +1 | _ (=2)m+t o n (=2)"- (—2)' n
n-w | a, n-oo | (=2)" noo| n+1 (=2)* n-oo n+1 (=2)n
n

Sabendo que o numerador e o denominador possuem um fator (—2)",

podemos simplificar. Fazendo n — «, podemos retird-los do modulo, pois ele sera

positivo.
+1
a AT |_ e 2" (-2 _n
lim [ = lim ntl | . :
n-w | a, nooo | (—=2)" noo| n+1 (=2)* n-ow n+1 (=2)n
n
y < 2n ) y 2n y 2 2 2 5
= lim = mj| ———-F-1= Ilim = = - =
n-oo\n+ 1 n-oo Tl(1+%) n—oo 1+% 140 1

Entdo, como L > 1, essa série € divergente.
Agora, que ja foi entendido como é empregado o teste da razdo, podemos

aplicar nas demais séries que serdo apresentadas nesse capitulo.

2.2 Séries de Poténcias

Definimos uma série de poténcias como uma série que pode ser escrita por

Yo Cn - x"=Co-x°+Cy-x1+Cy - x%+ -,
no qual x é uma variavel, isto é, consideramos x € R, e 0s valores (, Sao 0s
coeficientes. Nas séries numéricas, quando havia apenas coeficientes, usavamos
diversos testes de convergéncia, porém em séries de poténcias temos uma variavel
x, para cada valor de x, a série de poténcias pode ser convergente ou divergente.
Diferente das séries numéricas, nas séries de poténcias a convergéncia e divergéncia
irA depender da variavel x.

A série Y, n, é definido como
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[oe]

Dn=04+142+43 44+
n=0

Esta série é divergente. Porém, como antes citado, a série de poténcia &
diferente, portanto, tornando-a em série de poténcia, acrescentando a variavel x™,

temos:

Zn-x"=0-x°+1'x1+2-x2+3-x3+'--
n=0
Pode-se perceber que ao acrescentar x™, a série pode ser convergente,
dependendo do valor de x.

Utilizando o teste da razao, temos:

| Qns (n+1)-x"*?t n+1)-x"-x  (n+1)
lim = lim [————| = ————| = lim - x|
n—oo an n—-oo n-x n—oo n-x n—oo n
n+1
=|x|-lim( )=|x|~1=|x|

n—oo

Portanto, pelo teste da razdo, para que essa Série seja convergente, 0
resultado do limite, sendo ele |x|, precisa ser menor que 1, ou seja, -1 <x < 1.
Exemplos particulares da série Y5_on - x™.

Tome x > 1, ou seja, tomemos x = 2.

oo

Zn.zn=0'20+1'21+2~22+3~23+---
n=0
Y on-2"=0+2+8+24+
Logo, sendo x > 1, a série é divergente.
Agora tome x =
S 1" 1,° 1! 1\2 13
;”'(z) =0-(3) +1:(3) +2:(3) +3:(3) +~
Zﬁzon-(é)n =0+5H+5H+2+
Logo, sendo —1 < x < 1, a série € convergente. Feito isso, iremos estudar séries de
poténcias mais detalhadamente.
No geral, uma série de poténcia pode ser escrita da forma
Yin=0Cpn - (x —a)™,
a qual, é chamada de série de poténcia centrada em a, a qual significa que a expansao

da funcéo é feita em torno do ponto x = a, ou seja, a € o ponto de referéncia.
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Teorema 2.2.1: Para a série de poténcia no formato Y;°_, C, - (x — a)™, temos
trés possibilidades:
I. A série converge apenas quando x = a;
Il. A série converge para todo valor de x;
[ll. Existe um namero positivo R , tal que a série converge para |x — a| < R e diverge
se |x —a| > R, sendo R chamado de raio de convergéncia.

Representacgédo na reta real do intervalo de convergéncia da possibilidade I:

1 LY
T 7

a

Representacdo na reta real do intervalo de convergéncia da possibilidade II:

LA
/s LSS A
a
Representacgédo na reta real do intervalo de convergéncia da possibilidade 111
(LA N

Y777 ?
a—R & a+ R

O Teorema 2.2.1 é demonstrado no livro "Célculo, volume 2" por STEWART,
J (p. A42).

Para melhor compreensado, pegaremos novamente a série Yo, n - x", a qual
esta centrada em 0. Sabendo que ela converge quando —1 < x < 1, temos:

Z:LO=0n ' (x - O)nl

ou seja, do centro até as extremidades a qual ela converge,0 R = 1.

R=1 R=1

—

{ | A S

\ ! 7 4
-1 0 1

Logo, entende-se que para todos os valores de —1 a 1 a série converge, porém, nas
extremidades ndo podemos afirmar com certeza, por conseguinte tem-se a

necessidade de testarmos se x = —1 e x =1 também sdo valores que fazem a série
convergir.

Parax =1
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oo

Zn-ln=0-1°+1-11+2-12+3-13+---
n=0

[ee)

Zn~1”=0+1+2+3+-~-

n=0

Logo, como lim (n- 1) = o, a série é divergente.
n—-oo

Para x = -1

[ee)

D D=0 (D01 (D2 (-1 43 (1)
n=0

[o0]

Zn-(—1)n=o—1+z—3+---

n=0
Logo, pelo teste da série alternada, a série € divergente. Entéo, a série dada converge
para-1<x<1.

Agora, aplicaremos os conhecimentos obtidos para resolvermos os seguintes

exemplos: determinar para quais valores de x elas convergem, seu raio e intervalo de
convergéncia.

Exemplo 2.2.1: Determine para quais valores de x a série abaixo converge,
juntamente com seu raio e intervalo de convergéncia:

Y= (D" nx™

Utilizando o teste da razao, temos:

An+1
an

lim

n—oo

= lim

n—-oo

— 1 |(_1)n+1,(n+1),xn+1
- (-D"n-x

| D)™ (-1)-(n+1)-x"x — lim

—x-(n+1)| _ )
(-1)nxn n—oo n - |x|

n—oo

lim (”nﬁ = |x| - 1 = |x|, entdo, essa série converge para |x| < 1 e diverge para |x| > 1.
n—oo

Isso significa que o raio de convergéncia € R = 1. Sabemos que a série converge no
intervalo (—1,1), mas antes de afirmarmos o intervalo de convergéncia, temos que

testar a convergéncia nas suas extremidades.

Parax =1

[ee)

Z(—D” ‘- 1n

n=1

Observe que temos 1", ou seja, como 1" = 1. Nossa série ficara assim:
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2(—1)71 = (=1 1+ (=12 24 (=1)% 3 +
n=1

YO (Dt n=—142—3+-.

Pelo teste do termo principal, como néo existe lim (—1)" - n, a série diverge.

n—-oo

Parax = -1

PG R E
n=1
Observe que temos (—1)" - (—1)™, ou seja, podemos reescrever essa operacao

como(—1)?". Nossa série ficara assim:

Z(_l)Zn n = (_1)2‘1 1+ (_1)2'2 2+ (_1)2‘3 -3 4 -
n=1

YE (=D n=14+2+3+ -

Logo, como lim (-1)?" - n = w0, a série é divergente.
n—oo

Portanto, a série Yo ,(—-1D"-n-x™ converge quando —-1<x<1. Se

enquadrando na possibilidade Il do Teorema 2.2.1.

Exemplo 2.2.2: Determine para quais valores de x a série abaixo converge,

juntamente com seu raio e intervalo de convergéncia:

xTL
i

Utilizando o teste da razao, temos:

n+1 x n!

x n! | x™ -
(n+1)-n! x®

(n+1)! x"

X 1
— i |—|= i — |x] -0 = 0.
| i T =

im = lim
n—oo n—oo

Entdo essa série converge para todos os valores de x. Portanto, o raio de
convergéncia é R = « . Logo, o intervalo de convergéncia € (—, »), se enquadrando

na possibilidade Il do teorema 2.2.1.

Exemplo 2.2.3: Determine para quais valores de x a série abaixo converge:

Z?{J:O Tl' * xn.

Utilizando o teste da razao, temos:
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(n+1)l-xn*1

nl-x

An+1
an

lim

n—-oo

= lim|

n—-oo

. n+1)-nl-x"-x
— lim |;

nl-xmn

= lim|(n+1)-x| =|x|- lim(n+
n—oo n—-oo

n—-oo

7

1) = |x| -0 = . Entdo, essa série € convergente apenas para x =0, pois para
quaisquer outros valores de x, a série sera infinita, se enquadrando na possibilidade |

do Teorema 2.2.1.
2.3 Representacdo de Funcdes como Séries de Poténcias

Antes de adentrarmos na derivacado e integracdo de séries de poténcias, €
necessario primeiro, que conhecamos como é representada uma funcdo como séries
de poténcias. Introduziremos esse conteudo com um exemplo, o qual ja somos

capazes de resolver.
Exemplo 2.3.1: Qual o raio e o intervalo de convergéncia da série Y, x™?

Como estudado na secdo 2.1, poderiamos utilizar o teste da razdo para
descobrirmos o raio e o intervalo de convergéncia, porém ha algo que pode facilitar
nosso resultado, que é perceber que nossa série € uma série geoméetrica que possui
a forma

Yn=oT",

e essa série é convergente quando —1 < r < 1, e quando esse requisito for cumprido,

o resultado dessa soma sera

1

Zn=o™" =12

Logo, como no exemplo, nossa série € uma Série Geométrica. Usaremos essa
informacao para determinar o raio e o intervalo de convergéncia. Entédo, pelo teste da
série geométrica, nossa Série converge para —1<x<1 € possui 0 raio de

convergéncia R = 1 com intervalo de convergéncia (—1,1).

Seguindo as regras da série geométrica, ¥ ,x" =—. Logo, podemos

1-x

concluir que ﬁ =¥ x™, |x| < 1.
Se chamarmos f:(-1,1) > R, f(x) = i entdo acabamos de comprovar, que

uma funcado pode ser representada como uma série de poténcias.

[oe]
1
f(x)=ﬁ=2x"=x°+x1+x2+x3+x4+---

n=0
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Gréfico 2.3.1: Funcdo f(x) = i

Fonte: Elaborado por VAZ, L. S. (2024)

O grafico representa a funcdo f(x) = ﬁ Com isso, utilizando infinitas
parcelas da série de poténcia Y-, x", podemos chegar nessa igualdade.

A partir de agora, iremos adentrar nas representacdes de funcdes como séries
de poténcias, algo na forma

f&x)=0Cp- (x—a)™

1
1+4x3

Exemplo 2.3.2: Represente a funcdo f:(—1,1) - R, f(x) =

COmoO a soma

de uma série de poténcias e encontre o intervalo de convergéncia.
1° Passo: Deixar nossa funcdo o mais proximo possivel do formato f(x) = ﬁ

Como na fungédo do exemplo temos um sinal positivo no denominador, temos

gue transforma-lo em um sinal negativo. Para isso, note que
1
fG) = T—(cx3)

observe que a fungéo permanece com a mesma estrutura.
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2° Passo: Identificar a razao.

A raz&8o sempre sera o numero a qual esta no denominador e sendo subtraido

de 1. Assim, nossa razao sera r = —x3.

3° Passo: Substituir r = —x3 na nossa série Y-, r™.

N = i(_x3)n — i(_l LX) = i(_l)n . x3n
n=0 n=0 n=0 n=0

1
1+x3

Para verificar graficamente que nossa funcédo f(x) = =Y (=" x3",
Tomamos apenas cinco parcelas da série encontrada,n=0,n=1,n=2,n=3, n=4.
Para melhor visualizacdo, chamaremos cada parcela da nossa série como uma fungao
ax)=1,b(x)=1—x3c(x)=1—-x3+x%d(x)=1—-x3+x%—x% e(x) =1 —x3+x°—

x2 + x1?

Gréfico 2.3.2: Soma das 5 primeiras parcelas da série Ym_,(—1)" - x3", comparado com a

1
1+x3

fungédo f(x) =

Fonte: Elaborado por VAZ, L. S. (2024).

Observe que quanto mais parcelas da nossa soma acrescentamos, mais

proxima ela fica da funcao original, demonstrada na cor preta.
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4° Passo: Encontrar o intervalo de convergéncia.

Sabendo que a nossa razao é r = —x3, temos que |—x3| < 1. Logo,

—1<x3<12Y-D)<V3<V1I=>-1<x<1

Entdo, o intervalo de convergéncia é (—1,1).

A funcdo coincide com a série de poténcia apenas no intervalo que a seérie
converge.

Exemplo 2.3.3: Represente f:(—3,3) - R, f(x) =£ como a soma de uma

série de poténcia e encontre o intervalo de convergéncia.

Utilizando os mesmos passos do exemplo 1, temos:

2 2,
_ 3 __3 _“
[ =333 x= [ 2"3 %
373 173 3
2 v " 2 et 2 XM o 2x™
f@=526) =3 2 5= 255" Lm
n=0 n=0 n=0 n=0

A série converge quando |’3—‘| <1, isto é, |x| <3. Assim, o intervalo de

convergéncia é (-3,3).

2x™
3n+1’

Para verificar graficamente que a nossa fungao f(x)= é =0
Tomamos apenas cinco parcelas da série encontrada,n=0,n=1,n=2,n=3,n=4.
Para melhor visualiza¢do, chamaremos cada parcela da nossa série como uma fungéo

2 2 2x 2 2x | 2x? 2 2x | 2x% | 2x3 2 2x | 2x?
Cl(X) —5, b(X) = §+?, C(X) —§+?+7, d(X) = §+?+?+E' e(X) —§+?+?+

2x3  2x*
81 243"
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2x™

Gréfico 2.3.3: Soma das 5 primeiras parcelas da série Y5, prry comparado com a funcéo

f@) =55

d
Vi

Fonte: Elaborado por VAZ, L. S. (2024)

Observe que quanto mais parcelas da nossa soma acrescentamos, mais

proxima ela fica da funcéo original, demonstrada na cor preta.

2.4 Derivacao e Integracao de Séries de Poténcias

Entendido sobre a representacdo de fungbes como séries de poténcias, com
exemplos especificos, iremos agora introduzir o conceito de derivacao e integracao
de séries de poténcias. Iniciaremos essa subsecdo com um teorema bastante

importante.

Teorema 2.4.1: Se a série de poténcias Y, C,.(x —a) tiver um raio de
convergéncia R >0, entdo a funcdo f(x) definida por f(x) =Cy+C;-(x—a) + C, -
x—a)?++Cp - (x—a)"+-=Y2,C, - (x—a)*, é diferenciavel, portanto continua
no intervalo (a — R, a+R) €

) ff)=C+2-C-(x—a)+3-C3-(x—a)l+-=Ynon-Cp-(x—a)*?

(x_a)n+1

n+1

(x—a)? (x—a)?

i) [f)dx=C+Cy-(x—a)+C;- —+ G + ¢,onde

+ o= Zfzozocn'

C é uma constante.
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O Teorema 2.4.1 € demonstrado no livro "Calculo, volume 2" por STEWART,
J (p. 675).

Os raios de convergéncia das séries de poténcias nas equacdes i) e ii) sdo

ambos iguais a R, ou seja, f(x), f'(x) e [ f(x) possuem raios de convergéncia iguais.

Para melhor compreensdo, podemos reescrever os resultados de i) e ii) da
seguinte forma:
) L[5 (x— )] = Bg = [Cy - (x — )]
Pois podemos derivar uma série de poténcia termo a termo, da mesma forma
que fazemos com os polindmios.
A derivada da soma é a soma das derivadas, ou seja, podemos permutar 0os
simbolos de derivada e somatério.
) [ B Cr (n—a)™dx = T 0[S Cp - (x — a)"dx]
Pois, a integral da soma é a soma das integrais, quando se trata de uma soma
finita de parcelas, porém o resultado visto acima, diz que isso vale também para

funcdes que séo representadas por séries de poténcias.

Exemplo 2.4.1: Represente f:(-1,1) - R, f(x) = ﬁ como a soma de uma

série de poténcia e encontre o raio de convergéncia.

Como visto na secdo 2.1.2, iremos transformar a funcdo em uma série

parecida com a série geométrica.

1
(1-x)?

Podemos perceber que f(x) = € a derivada da funcao f(x) = i Para

chegarmos a esse resultado, basta utilizarmos a regra do quociente ou a regra da

cadeia. Entdo temos:

1 (o8]
f(x)=m=1+x+x2+x3+-~-22x”
n=0

Para encontrarmos a série de poténcia da derivada dessa funcdo, basta

derivarmos termo a termo.

f'(x) = (Tlx>’ c At xtaltadte) = (an>’
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1 (00}
f’(X)=m=0+1+2x+3x2+---=Zn'x"‘l
n=1
1

(1-x)?

Logo, a representacdo da funcéo f(x) = em série de poténcia é
Yoo n-x™L

De acordo com o teorema 2.4.1, se f(x) possui R =1, f'(x) também possui

Gréfico 2.4.1: Soma das 5 primeiras parcelas da série Y-, n - x™ 1, comparado com a fungéo

fO) = 2

-

Fonte: Elaborado por VAZ, L. S. (2024)

Exemplo 2.4.2: Represente f:(-1,1) - R, f(x) =In(1 +x) como a soma de

uma série de poténcias e encontre o seu raio de convergéncia.

De forma direta, ndo conseguimos observar uma forma de transformar essa
funcdo, na funcéo f(x)zﬁ, como na secdo anterior. Se pensarmos bem, e
utilizarmos nossos conhecimentos prévios sobre derivagdo e integracdo, podemos

d 1
observar que aln(l +x) = P Logo,

1
J1+xdx—ln(1+x)+C
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Sabendo dessa informacgéo, segue nossa representacao

1 1 [00] o]
=5 = 1o - ;<—x> = ;(—n x

E isso vale para |-x| < 1, ou seja, —1 < x <1 com o raio de convergéncia R =

1. Como o raio R > 0, podemos usar a propriedade de integracéo, exposto no inicio
dessa subsecao.

Sabendo que a nossa representacao ficou
fO) =15 = Znoo(-1) - <™,
iremos integrar dos dois lados

[ omdx = [ Bo(—1) - x™ dx,
utilizando a propriedade ii) do terorema 2.4.1, a integral da soma é a soma das

integrais, segue

1 [00)
— _1q\n . ,n
f1+xdx— E( D™ x™ dx
n=0

. n xn+1
In(1+x) = Xno(=D" - —
Portanto, encontramos a representacao de funcfes no formato de séries de poténcias,

usando a integracdo. Nesse caso, pelo teorema 2.4, o raio permanece sendo R = 1.

n+1
Gréfico 2.4.2: Soma das 5 primeiras parcelas da série },;_,(—1)" ’;T comparado com a

fungdo f(x) = In(1 + x).

a
P gdp

Fonte: Elaborado por VAZ, L. S. (2024)
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2.5 Série de Taylor e Maclaurin

Antes de adentrarmos na série de Taylor e Maclaurin, € importante frisarmos
nossa base para seu entendimento, que séo as séries de poténcias.

No geral, uma série de poténcia no formato

ZCn-(x—a)”zCO-(x—a)°+C1-(x—a)1+C2-(x—a)2+---

n=0
€ chamada de série de poténcia centradaem a .

Na subsecao anterior, representamos funcbes em séries de poténcias, as
quais eram semelhantes a série geométrica. Mas, de forma geral, quais sado as
funcdes que podemos representar como séries de poténcias? Ou seja, dada uma
funcd@o qualquer, eu consigo representa-la como uma série de poténcia, mesmo ela
nao sendo semelhante com uma série geométrica? Isso € o que iremos descobrir.

Vamos comecar supondo que f(x) possa ser representada como uma série
de poténcia, temos:

fX)=Co+C-(x—a)t+Cy- (x—a)?+C3-(x—a)®*+-+, |x—a|l <R.
Como essa série esta centrada em a, iremos descobrir 0 que acontece com essa
fungéo quando substituir x = a .
fla)=Cy+C-(a—a)t+Cy-(a—a)>+C3-(a—a)*+, |x—a|l| <R
f(a) =Co

Substituindo x = a, anularemos quase todas as nossas parcelas, sobrando
apenas o C,. Entdo, se uma funcdo pode ser escrita como uma série de poténcia
centrada em a, a funcéo f(a) vale o proprio coeficiente C,.

Derivando agora nossa funcao inicial, temos:

flfX)=[Co+Ci - (x—a)t+C,- (x—a)’+C3-(x—a)®+-], |x—a| <R

ffX)=Ci+2-C-(x—a)+3-C3-(x—a)>’+4-(x—a)®+-, |[x—a|<R

Agora, 0 que acontece quando substituimos novamente x por a ?

ffla)=Ci+2-C,-(a—a)'+3-C3-(a—a)’+4-(a—a)®+-, |x—a| <R
fl(@ =0

Derivando novamente, teremos:

f'(x)=2-C,+2-3-C3-(x—a)'+3-4-(x—a)’+4-5-(x—a)®+-, |x—a| <R
f'"(@)=2-C,+2-3:C3-(a—a)'+3-4-(a—a)?+4-5-(a—a)®*+-, |x—a| <R
f'@=2-¢
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Derivando pela terceira vez, temos:
f"x)=2-3-C3+2-3-4-(x—a)!+3-4-5-(x—a)>+-, |[x—al<R
f""(@)=2-3-C3+2-3-4-(a—a)!+3-4-5-(a—a)>+-, |x—al <R
f"@)=2-3-C3
Observe que se continuarmos derivando, ira aparecer um padrdo. De forma
resumida, temos a quarta, quinta e sexta derivada, respectivamente:
fW@=2-3-4-C,
f®@)=2-3-4-5-C4
f@¥(@)=2-3-4-5-6-C.
Se formos derivando e substituindo x = a
f(n)(a)=1-2-3-4~5----n~Cn=n!~Cn,
ou seja, podemos notar que nossa funcdo se comporta como f™(a) = n!- C,. Como
gueremos representar nossa funcdo como uma série de poténcia, no formato Y5_, C, -
(x — a), s6 nos interessa descobrir ¢,;, note
f™@) =n!-C,
f™@)

n!

Cn

£™(a)

n!

Assim, C,, =

Se a funcgéo for infinitamente diferenciavel e tiver uma representacdo em
séries de poténcias, ela vai ser da forma

=
Foo =Y L@ gy
n=0

n

™ (a)

n!

Pois substituimos C,, = , o somatorio Y-, Cp, - (x — a)™.

Essa série que encontramos, é chamada de Série de Taylor, desde que ela
seja centradaem a.

Particularmente chamada de Série de Maclaurin, quando a = 0,

o fM(0)
f(x) = Zn:O X"

n!

Exemplo 2.5.1: Encontre a Série de Maclaurin da funcao f(x) = e* e seu raio
de convergéncia.

Como devemos encontrar a série de Maclaurin, sabemos entdo que a =0.
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1° Passo: Encontrar um padréo nas derivadas.

fx)=e*=>f0)=e=1 f"(x)=e*=f"(0)=e’ =1
f'lix)=eX=f"(0)=e=1 fOx)=e*=fM0O)=e"=1

2° Passo: Substituir na Série de Maclaurin £ (0) = 1.

©o

X

n!
n=0

Entéo, essa é a funcdo representada na série de Maclaurin.

n

3° Passo: Encontrar o raio de convergéncia.

Para isso, podemos usar o teste da razéao.

n+1 x nl

X n! | x"-
(n+1)-n! xm

(n+ D! x"
=|x|-0=0

— 1 | X
~ nbo (n+1)

= lim | = |x| - lim
n—oo n-on + 1

Pelo teste da razéo, essa série converge para todos os valores de x . Portanto,
o raio de convergéncia € R = « .

Entdo, o que exatamente significa essa representacdo? Vamos supor que
queiramos saber quanto vale e%°. E conveniente aproximarmos e®5 na funcéo
encontrada no 2° passo, pois ela esta centrada em 0, ou seja, e* ao redor de zero,

pode ser aproximado pela funcdo encontrada. Mas, antes temos que justificar a

. n
igualdade e = ¥, >

Teorema 2.5.1: Se f(x) = T,(x) + R,(x), onde T, é o polindbmio de Taylor de
n-ésimo graude f ema €
Al_r)rc}o(Rn(x)) =0

para |x —al < R, entdo f € igual a soma de sua série de Taylor no intervalo |x —a| < R

O Teorema 2.5.1 é demonstrado no livro "Calculo, volume 2" por STEWART,
J (p. 682).
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Para demonstrar que T{im(Rn(x))zo para uma funcdo especifica f,

costumamos utilizar o seguinte teorema:

Teorema 2.5.2: (Desigualdade de Taylor) se |f®*V(x)| < M para |x — a| < d,

entdo o resto Rn(x) da série de Taylor satisfaz a desigualdade

IR ()| <

< (n+1)' |x — a|™! para|x —al| <d.

O Teorema 2.5.2 € demonstrado no livro "Calculo, volume 2" por STEWART,
J (p. 682).

Utilizando esses dois teoremas somos capazes de mostrar que e* € igual a

soma de sua série de Maclaurin. Repare nas substituicdes que serao feitas na formula

|R, ()| <

M
< D |x —a|™*! para|x—a|<d

Se f(x) = ¥, entdo f™*V(x) = e* paratodo n, se |f™V(x)| < M, e* < M.

IR ()| <

< (n+1), |x —a|®™?! para|x—a|<d

Tendo em vista que a =0 (|x — 0] < d), d € qualguer niUmero positivo e |x| < d, entéo

|f(n+1)(x)| =e¥ < ed.

IR ()| <

T +1), —— | x|ttt para |x| <d

Veja que a mesma constante M = e? serve para cada valor de n. Ao aplicar os
teoremas 2.5.1 e 2.5.2, é util frequentemente usar o fato a seguir.

lim —, =0 paratodo nimero real x.

n—oo N

Com isto, temos
d

=e4 lim

lim n-o (n + 1)'

noe (n+ 1)

|x|n+1

Teorema 2.5.3: (Teorema do confronto) se f(x) < g(x) < h(x) para todo x em
um intervalo aberto que contenha a (exceto possivelmente ema) e
lim(f () = lim(h(®)) = L
Entao
lim(g(x)) =L
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O Teorema 2.5.3 é demonstrado no livro "Célculo, volume 2" por STEWART,
J (p. A37).

De acordo com o Teorema 2.5.3, isso € valido para todos os valores de x.
Portanto, pelo Teorema 2.5.1, a funcao € igual a soma de sua série de Maclaurin, ou

seja,

[ee)
n

X
€x=ZW,VXE]R

n=0

Provada esta igualdade, vamos substituir x = 0,5 .

s L 05° 05! 052 05
e =f03) =3+t or T3

1
e% =f(0,5)=1+05+0,125+ 15 ~ Lo46

Calculando o valor aproximado de e%°, com o auxilio de uma calculadora,
encontramos que e%° ~ 1,648. Logo, encontramos uma aproximagdo muito boa,

utilizando apenas quatro parcelas da nossa série.
Exemplo 2.5.2: Encontre a série de Taylor da fungéo f(x) =e*ema=1.

1° Passo: Encontrar um padréo nas derivadas.

f)=e* f'x)=e* f'(x)=e* fMW(x)=e*
f=et ffM=et f'rM=e' fFMWQA)=el

2° Passo: Substituir na Série de Taylor f™ (1) = e.

A

n! n!

Cn

fE) =) 2 =1

n=0

Entéo, essa é a funcdo representada na Série de Taylor.
O exemplo ndo pediu o raio de convergéncia, porém ele poderia ser

descoberto utilizando do mesmo método do exemplo 2.5.1.
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Grafico 2.5.1: Soma das 5 primeiras parcelas da série Z;‘{Loﬁ' (x — 1™, comparado com a

funcdo f(x) = e*.

Fonte: Elaborado por VAZ, L. S. (2024).

Exemplo 2.5.3: Encontre a Série de Maclaurin da funcao f(x) = sen(x).

Se é uma Série de Maclaurin, entdo a = 0. Vamos encontrar o padrao.
f(x) = sen(x) f'(x) = cos(x) f"(x) = —sen(x) f""(x) = —cos(x)
f(0) =sen(0) =0 f'(0)=cos(0)=1 f"(0)=—-sen(0)=0 f""(0)=—cos(0)=-1

Se derivarmos novamente, voltaremos para sen(0) = 0.

Entéo ficou da seguinte forma:

f@ =0, f(0)=1 f"(0)=0,f"(0)=-1

Podemos observar que quando a derivada é par nossa funcédo é iguala 0, e
quando é impar, ele alternaentre 1 e —1.

Seguindo o formato da Série de Maclaurin, para descobrirmos ¢,, temos:

Co=f(0) + f'(0) + £ (0) + f"(0) + f77(0) + f7(0) + -~

0 1 0 1 0 1
— o0 a2 3 S
Cn—O!x+1!x+2!x 3!x+4!x+5!x+
1 1 1
— a1l a3 a5,
C”_l!x 3!x+5!x+

Como os sinais estao alternando, entéao ¢, = (—1)".
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Como o denominador possui apenas numeros impares, entao

="
Cp=r—
2n + 1)!
Como o x esta sempre com expoente impar, entdo
_ D" L2041
" 2n+1)!
Logo, nossa representacao da funcao f(x) = sen(x) em Série de Maclaurin,
ficou assim:
_ N " 2n+1
=2 Gt D
n=0

Seguindo os mesmos passos da fungdo exponencial, conseguimos também

provar que a funcao € igual a série encontrada, porém n&o provaremos neste trabalho.

G
(2n+1)

2n+1

Gréfico 2.5.2: Soma das 5 primeiras parcelas da série Yo, X , comparado com a

fungdo f(x) = sen(x).

! I

[ b B N ) 1 ‘ 3\\\\:\\*_:////}/
-1
-2
c e
1

Fonte: Elaborado por VAZ, L. S. (2024)

w

Exemplo 2.5.4: Encontre a Série de Taylor da funcdo f(x) = In(x) centrada

eMa=2.

Para melhor compreensao do exemplo, iremos formar a série em etapas.
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Se é uma série centrada em a = 2, vamos encontrar o padrao.

f@O =M@ f@=2 f'@W=-% f"@O=% fPa)=-3
f(z) — IH(Z) fll(z) =% fll(z) — _% flll(z) zg fw(z) — _%
Seguindo o formato da Série de Taylor
c, = f™(a)
n!

para descobrirmos C,, temos

Ca=f@+f Q@+ f"@+f"@)+f¥(@2)+
1 2 6

21 221783 16.4

Agora, é s6 multiplicar ¢, - (x — a)™.

C, =1In(2) +

C, =1n(2) +L- (x —2)! —L-(x—Z)2 +i- (x —2)3 __° (x—2)*+ -
2-1! 4. 2! 8- 3! 16 - 4!
Como o nosso f(2) é muito diferente do restante, iremos coloca-lo fora da
nossa soma.
Podemos perceber que o sinal esta alternando entédo temos (—1)", e o sinal

comeca positivo, entdo ao invés de colocarmos (—1)", colocamos (—1)"*1,

In(2) + Z (—1)n+
n=1

No numerador, podemos perceber que ela esta seguindo um padrdo de
fatorial, ficaremos com n! . Porém, perceba que as duas primeiras parcelas se iniciam
com 1, entdo ao invés de colocarmos n!, colocaremos (n—1)!, assim NOSSO
numerador iniciardAem (n—1)! = (1 —1)! = 0! = 1 e a segunda parcela (2 - 1)! = 1! = 1.
No denominador, ela é escrita como poténcias de 2, pois f'(2) =2, f"(2) =
22, f""(2) = 23, f¥(2) = 2%, entdo temos

(-1 (n-1)!
2n ’

In(2) + 2524
acompanhado das poténcias de 2, temos outro fatorial. Além disso, nos resta s6
acrescentar o (x — 2)".

C (DM (- 1)

In(2) + T

(x = 2)"

n=1

Entdo essa € a Série de Taylor de nossa funcéo.
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_yn+1 (4
(-1 (n—-1)! . (x _ Z)n,

Gréfico 2.5.3: Soma das 5 primeiras parcelas da série In(2) + X2, P

comparado com a funcao f(x) = In(x).

-6 -5 -4 -3

Fonte: Elaborado por VAZ, L. S. (2024).

OBS.: Nem sempre iremos conseguir representar uma funcdo como uma
Série de Maclaurin, pois ha alguns critérios para que isso possa ocorrer. Sao elas:

* A Série de Maclaurin s6 converge para a fungao original apenas em uma
regido limitada ao redor de x = 0. Fora dessa regido, a série pode divergir ou
representar uma funcéo completamente diferente.

* A funcdo deve possuir derivadas de todas as ordens em torno de x =0 e
essas derivadas devem ser bem-comportadas. Funcdes que possuem singularidades,
descontinuidades ou outras propriedades ndo analiticas em torno de x = 0 ndo podem
ser representadas por séries de Maclaurin.

* Fungdes definidas apenas em um intervalo finito, podem nao ser
representaveis por séries de Maclaurin.

Vejamos agora um exemplo de uma funcdo que nao pode ser representada

como uma Série de Maclaurin. Iremos utilizar o quarto exemplo dessa subsecao.

Exemplo 2.5.5: Encontre a Série de Maclaurin da funcdo f(x) = In(x).
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Primeiramente, devemos derivar nossa fung¢do, como o exemplo pede a Série

de Maclaurin, entdo a = 0 para encontrar um padrao.

1

fG) =In(x) f'(x) =~

X

Podemos perceber que nosso f(0) ndo esta definido, portanto néo
conseguimos representar essa fungcdo com a = 0, ou seja, uma Série de Maclaurin.
Em contrapartida, temos o exemplo 2.5.1, que € uma das representacfes em

séries mais conhecidas e Uteis em matematica. Estou falando do

[oe]

xTL

e* = —
n!
n=0
Ela converge para todos os valores de x, 0 que significa que podemos usar
essa série para calcular e* para qualquer valor de x, ndo apenas para valores

proximos a zero.
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3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) é uma equacao que envolve uma
funcao incégnita, sua variavel independente e derivadas da funcéo incognita, podendo

ser escrita na forma

F (x,y(x),y'(X).y”(x),y”’(X)."',y(”‘l)(X).y(”)(X)) =0, n=21
Antes de analisarmos exemplos de EDQO’s, vamos primeiro entender o que
significa essa definicdo. Para melhor compreensdo, iremos utilizar algo que ja
conhecemos para exemplificar. Tome a funcéo y = f(x), podemos perceber que essa
escrita significa que nosso y € a variavel dependente e x é a variavel independente,
pois o valor de y depende do valor de x. Com nossas EDO’s, funciona da mesma
forma, com a estrutura %' onde y depende de x.

Veja os exemplos abaixo e verifiqgue se sdo ou ndo EDO’s.
Exemplo 3.1: % -5y=1

Para identificarmos uma EDO, temos que saber se nossa variavel dependente
depende de apenas uma variavel independente. Perceba que nossa variavel
dependente y , depende de apenas uma s6 variavel independente ¢, logo € uma EDO.

v

Lou _ov
Exemplo 3.2: 3 = ox

Veja que essa equacdo ndo € uma EDO, pois u possui duas variaveis
independentes, y e x.
Agora que entendemos como identificar uma EDO, vamos adentrar mais a

fundo nesse conteldo.
3.1 Ordem de uma EDO

A ordem de uma EDO é dada pela mais alta derivada da fungéo incognita
presente na equacao. Veja os exemplos.
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Exemplo 3.1.1: 4x - % +y=x

Perceba que a derivada de ordem mais alta nessa equacao é Z—z, logo é uma

EDO de 1¢ ordem.

Exemplo 3.1.2: %+sen(y) =0

- - - ~ 7 2 7
Veja que a derivada de ordem mais alta nessa equacao é ‘;T’Z’, logo € uma EDO
de 2° ordem.
3 2
Exemplo 3.1.3: x3 -%—xz -%+ 3x-3—§+ 5y = e*

d3y
dx3’

Note que a derivada de ordem mais alta nessa equacéao €& logo € uma

EDO de 32 ordem.
Uma observacdo importante, é que uma derivada de 12 ordem pode ser
representada como y’, assim como uma derivada de 22 ordem pode ser representada

como y"”, notacdo que usamos no capitulo anterior.
3.2 Linearidade de uma EDO

Uma EDO é dita linear quando pode ser escrita na forma
ar an—1t d
() 2 + a1 () T + o+ (0 72+ ag(0)y = g (),
onde cada coeficiente depende apenas da variavel x e a variavel dependente y e

todas as suas derivadas sdo de 12 ordem. Veja os exemplos:
. d%y dy _
Exemplo 3.2.1: ——2—+y=0

Perceba que cada coeficiente depende de x e que todas as poténcias da

varidvel y sdo de 12 ordem. Portanto, é uma EDO linear.

Exemplo 3.2.2: y" +2xy' +y=x
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Note que a nossa equacao so esta escrita de outra forma, mas a maneira de
se identificar a linearidade de uma EDO permanece a mesma. Veja que cada
coeficiente depende de x e que todas as poténcias da variavel y sdo de 12 ordem.

Portanto, € uma EDO linear.
Exemplo 3.2.3:y-y" —2y' =x

Podemos perceber que no caso dessa equacao, temos um y como coeficiente
gue multiplica nossa derivada y'”, em outras palavras, isso significa dizer, que essa

equacado nao depende exclusivamente de x . Entdo, essa EDO é dita ndo-linear.
LAy 2
Exemplo 3.2.4:—=+y* =0

Veja que y esta elevado ao quadrado, ou seja, seu expoente € 2 e nao
1. Entdo, essa EDO é dita ndo-linear.
Observe que para uma EDO seja linear, ela tem que cumprir esses dois

requisitos, ou seja, se ela cumprir um e ndo o outro, ela vai ser dita nao-linear.
3.3 Solucdes em Séries de Poténcias: Ponto Ordinario

Considere uma equagao no seguinte formato

P(x)-y"+Q(x)-y"+R(x)-y=0,

um ponto x, € ordinario quando% e % sao funcbes analiticas no ponto x,.

Chamamos de funcéo analitica, quando % e % podem ser desenvolvidas em séries

de poténcias no ponto x, e coincidem na Série de Taylor. Nesta se¢do, ndo iremos
desenvolver o Ponto Singular: P(x,) = 0, apenas o Ponto Ordinario: P(x,) # 0, pois
nosso objetivo é desenvolver essas funcdes em Séries de Poténcias.

Nesta secdo, teremos uma preferéncia por EDOs com coeficientes

polinomiais. Para ser caracterizado um ponto ordinario, P(x) # 0, veja o exemplo.

Exemplo 3.3.1: (x2—1)-y" +2xy'+6y =0, P(xq) #0
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Perceba que P(x) =x? -1, Q(x) =2x e R(x) = 6. Lembre-se da informacéo
dada anteriormente, P(x) # 0. Quais valores de x irdo zerar nosso P(x)? Simples,
basta igualarmos P(x) = 0.

Px)=0e x’ -1=0o x( =1 x=+t/l x=+1
Entdo, para que nosso P(x) #0, x# +1. Logo, quando estivermos falando de
coeficientes polinomiais, iremos simplesmente fazer esse teste. Serd que podemos
dizer que x, pode ser igual a 0 ? Claro que podemos, pois todos 0s x # +1 podem ser
um ponto ordinario.

Sabendo disso, adentremos agora no conteudo principal dessa secéo.

Seja uma EDO

y'+ Py +Qx)y =0,
se x = x, for um ponto ordinario dessa EDO, podemos encontrar a solugdo dessa EDO

no formato de série de poténcias centrada em x,:

y=ZCn-(x—x0)"
n=0

Teorema 3.3.1: Se x, for um ponto ordinario da equacéao diferencial

P(x)-y"+Qx)-y"+R(x)-y=0
RG)
P(x)

ou seja, se p(x) = % eqlx) =

forem analiticas em x,, entdo a solucéo geral sera
Y = 2o an(x — x0)™ = agy1(x) + a1y, (%),

em que a, € a, sao arbitrarios, e y, e y, sao duas solu¢bes em séries de poténcias
gue sao analiticas em x,. As solugdes y; e y, formam um conjunto fundamental de
solucdes. Além disso, o raio de convergéncia de cada uma das solucées em série y,
e y, € pelo menos tdo grande quanto o minimo dos raios de convergéncia das séries

parap eq.

O Teorema 3.3.1 € demonstrado no livro "Equacdes Diferenciais Elementares
de Problemas de Valor de Contorno"” por Boyce (secéo 5.3).

Exemplo 3.3.2: Resolva a seguinte EDO no formato de séries de poténcias:

y'" —2xy' 4+ 2y = 0 com as seguintes condi¢des, y(0) =0 e y'(0) = 1.
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1° Passo: Supor que a nossa EDO com as condi¢des iniciais pode ser

representada como uma série de potencias.

Para que possamos fazé-la o mais simples possivel, iremos tomar x, = 0,
temos:

Y = Y=o Cn - x™.
Iremos agora encontrar a primeira derivada dessa série, para isso devemos saber de
algumas informacdes, como por exemplo, iremos derivar essa série em relacdo a x e
ndo an, pois o n é 0 nosso indice da soma. Temos:

y, = Z?lozl Cn e x™h
Perceba que a derivada de x™ € n - x" 1. Veja que se continuarmos com n = 0, nossa
soma ira zerar, entdo iremos iniciar com n = 1. Derivemos novamente:

Y =3E,Chn (1) X",
Perceba que a derivada de x™ ! é (n — 1) - x™ 2. Veja que se continuarmos comn = 1,

nossa soma ira zerar, entdo iremos iniciarcomn = 2.

2° Passo: Substituir o vy, a primeira derivada y’ e a segunda derivada y’’ pelas

séries encontradas.

Tinhamos: y” — 2xy’ + 2y =0

Substituido, termos:

ZCn-n-(n—l)-x"‘z—2x-ZCn-n-x"‘1+2-ZCn-x"=O
n=2 n=1 n=0

Iremos agora organizar para ficar mais facil de se trabalhar. Perceba que
temos um 2x multiplicando a série, entdo podemos coloca-la dentro da série em
questdo para manipularmos o x, pois assim, podemos calcular x - x™1 = x1*1-1 = x,

Da mesma forma acontece com o 2 que multiplica com a terceira série. Temos:

zCn-rr(n—l)'x”‘z—ZZ-Cn-n-x”+ZZ-Cn-x”=
n=2 n=1 n=0

3° Passo: Fazer com gue 0s nossos indices n, comecem no mesmo lugar.
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Observe que na primeira série temos x"~2 e a série inicia-se em n = 2, logo
x272 = x°. Na segunda série temos x™ e a série inicia-se emn = 1, logo x*. Na terceira
série temos x" e a série iniciasse emn =0, logo x°.

Como nossos x, comegam em lugares diferentes, para podemos deixa-los
iguais, vamos tomar o x com a maior poténcia, portanto x*. Para que possamos fazer
isso, temos que fazer com que as nossas duas sé€ries comecem com n maiores, ou
seja, na primeira série n = 3, pois ficariamos com x372 = x! e na terceira sérien =1,

pois ficariamos com x*. A pergunta é: como é que fazemos isso? Relembre que

o]

Zan=a0+a1+a2+a3+---

n=0
Veja que comecamos com n = 0, para que comecemosemn=1, basta retirarmos a

primeira parcela da soma, entdo sera isso que faremos.

ch-n-(n—n-xn-z=cz-2-(2—1)-xH+c3-3-(3—1)-x3-2+---

n=2

Cz-2-(2—1)-x2‘2+ZCn-n-(n—1)-x"‘2=C3-3-(3—1)-x3‘2+---
n=3

Logo, nossa primeira série sera reescrita como

Cz-2'(2—1)-xz‘z+ZCn-n-(n—1)'x”‘2

n=3

Cz-2-1-1+Z:Cn-n-(n—1)-x"‘2

n=3

2-C2+Z(Jn-n-(n—l)-x"‘2

n=3

Fazendo da mesma forma na terceira série, teremos:

2-Ch-x"=2-Co-x"42-Cp-x+--

n=0

2-C0~x°+ZZ-Cn-x”=2-C1-x1+---

n=1

Logo, nossa terceira série sera reescrita como

2-Co~x°+ZZ~Cn~x"
n=1

2~CO.1+22.Cn.xn
n=1
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2-CO+ZZ-Cn-x”
n=1

Portanto, ao final de tudo, teremos:

Z'CZ+ZCn-n-(n—1)'x"‘2—z2-Cn-n-x”+2'CO+ZZ-Cn-x”=O
n=3 n=1 n=1

4° Passo: Reindexar a série para que todos os termos comegarem com 0O

mesmo indice.

Perceba que o n da primeira série € n =3, ou seja, 0 Unico n # 1, portanto
temos que fazer algumas manipulacfes para que a primeira série comesse com n =
1. Para isso, vamos chamar um k =n — 2, pois substituindo n = 3, teremos k =3 —
2=>k=1.

Vamos substituir k = n — 2 tendo em vista também quen=k+2 .

11=2-CZ+ZCk+2-(k+2)-(k+2—1)-x"
k=1

11=2-Cz+2Ck+2-(k+2)~(k+1)~x"
k=1

Agora que entendemos o que aconteceu, podemos voltar a nossa substituicdo
n = k, pois manipulamos tanto 0 k = 1 quanto 0 Cy,, - k + 2 - (k + 1) - x¥, ndo alterando
o resultado.

Teremos entao:

2-C2+ZCn+2-(n+2)-(n+1)-x"—ZZ-Cn-n-x”+2-Co+ZZ~Cn-x"=
n=1 n=1 n=1

5% Passo: Somar todas as séries.

Agora, como temos nas nossas séries, x com expoentes iguais e n iniciando

no mesmo numero, podemos somar todas as séries.

2-C2+2-C0+ZCn+2-(n+2)-(n+1)-x"—2-Cn-n~x"+2-Cn-x"=0

n=1

Como x™ esta multiplicando todos os termos da nossa série, podemos coloca-lo em

evidéncia.
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z-cz+z-c0+2(cn+2-(n+2)-(n+1)—2-cn-n+z-cn)-xn=o
n=1

6° Passo: Aplicar as relacdes de recorréncia.

Como queremos que nossa equacao zere, cada termo dela, deve ser igual a
0. Porém, como vimos no inicio desta subsecao, x™ # 0, temos:

2:C,+2-Co=0 e Coyz - M+2) - n+1)—-2-C,-n+2-C,=0

A partir dessas relagbes de recorréncia, conseguimos agora escrever uma
forma genérica de escrever os coeficientes da nossa série. Antes disso, iremos utilizar
as condi¢cdes do enunciado do exemplo, y(0) =0 e y'(0) =1. Com isso, iremos
conseguir encontrar alguns coeficientes sem muita dificuldade. Para isso, vamos
utilizar as séries que representam o y e o0 y’ para sabermos como elas poderdo nos

ajudar.

oo

y=ZCn~x"=CO+Cl‘x1+Cz~x2+---

n=0

Pela nossa condic¢ao inicial y(0) = 0, todos 0s n0ossos termos irdo zerar, menos

0 Cy, logo y(0) = ¢, = 0.
y’=ZCn-n-x"‘1=C1+C2-2-x1+C3-3-x2+---
n=1

Pela nossa condicao inicial y’(0) =1, todos 0s nossos termos irdo zerar,
menos o C;, logo y(0) = ¢; = 1. Isso significa que ja temos o valor de dois coeficientes.
Substituindo agora o ¢, = 0 € 0 ¢, = 1, nos valores de recorréncia, temos:

2:C,+2:C,=0
2:C,+2-0=0
2:C,=0
C,=0
Temos agora o valor de trés coeficientes. Vamos agora manipular a segunda
equacao dos valores de recorréncia isolando o C,.,,, para assim, descobrirmos Cj.
Chiz-(n+2)- n—-1)—-2-C,-n+2-C, =0
Chiz- M+2)- n—-1)=2-C,-n—2-Cy,
c _2:Cn—2-Gy
2T n+2)-(n+1)
2:C,-(n—1)
Cnt2 = n+2)-(n+1)
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Vamos descobrir o ¢;. Podemos fazer a seguinte manipulacdo: C; = C;4,, OU

seja, podemos dizer que n=1, poiS C,4; = C;4,. Lembre-se também que ¢, =1,

temos:
2:¢,-(1-1)
C3_Cl+2_(1+2)-(1+1)_0
2:1-0
3= 6
C3=0

Utilizando da mesma manipulacdo, vamos descobrir ¢,, lembrando que ¢, =

0.
2.C,-(2-1)
G=Cn =Gy e
2.0-1
*T T2
C,=0

Utilizando da mesma manipulacdo, vamos descobrir €5, sabendo também que

2.C3-(3-1)
=G =BTy 61D
2.0-2
57720
Cs=0

Perceba que todos nos nossos coeficientes irdo zerar, pois utilizam em suas
férmulas, os coeficientes anteriores que valem 0 . Entdo, o Unico coeficiente diferente

de o0 éo(;.
7° Passo: Escrever a solucéo.

Como foi estabelecido

y:zcn'xn
n=0

Como possuimos um unico coeficiente diferente de 0, temos:

y=ZCn-x”=C1-x1
n=0

Comoc¢, =1
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y=ZCn-x"=C1-x1=1-x=x
n=0

Portanto, y = x é a solucéo para a nossa EDO, que satisfaz as condicbes
iniciais. Lembrando que tivemos uma coincidéncia onde apenas um coeficiente nao
iria zerar, porém se ndo houvesse essa coincidéncia, a forma de resolver seria a

mesma explicada neste exemplo.
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4 EQUACAO DE HERMITE

A equacdo de Hermite € uma ferramenta matematica valiosa na fisica,
especialmente na mecéanica quantica e na teoria do calor. Em mecéanica quantica, o0s
polindbmios de Hermite, que sdo solucbes polinomiais da equacdo de Hermite,
aparecem nas solucdes da equacdo de Schrodinger para o oscilador harménico
guantico, ajudando a entender muitos sistemas fisicos.

Na teoria do calor, os polinbmios de Hermite resolvem a equacao do calor,
essencial para entender a conducao térmica. Em dptica e fisica estatistica, as fungdes
de Hermite-Gaussianas descrevem feixes de laser e distribuicbes de probabilidade
em sistemas gaussianos. Além disso, essas funcbes s&o Uteis em métodos
numericos, permitindo a aproximacao eficiente de outras funcodes.

A seguinte equacado € denominada equacao de Hermite:

y'=2xy'+ Ay =0,
onde 1 € R. Vamos mostrar que a solucéo geral da equacédo de Hermite é

y(x) =ag - y1(x) + ay -y, (%),
em que

(-0*(1-2.2k-2))2 ok
X ,
(2k)!

D*(2-2.2k-1))(A-2) | x2k+1
(2k+1)! '

yi(x) =1+3Xg,

y2(x) = x + Y=y

Antes de iniciarmos a nossa resolucéo, perceba que a equacédo de Hermite é
bastante similar ao exemplo 3.3.2, ou seja, 0S passos a serem seguidos para a
resolucao desta equacg&o serdo oS mesmos.

Primeiramente, devemos calcular a primeira e segunda derivada de y(x), para

entdo assim, substituirmos na equacgao y"” — 2xy’' + 1y = 0.

y(x)=§an-x"

0

Y = ay-nean!
n=1
Y= ) apn-(n=1) 2"

n=2

Substituindo, temos:
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(o] [ee] [ee]
Zan-n-(n—l)-x”‘z—2x-Zan-n-x"‘1+A-Zan-x”=O
n=2 n=1 n=0

Para simplificarmos nossa equacgao, iremos multiplicar o 2x e 0 2 as suas

respectivas séries.

(o] [00) oo

Zan~n~(n—1)-x”‘2—Zan'n-Zx'x”‘1+Zan-/1-xn=
n

n=2 n=1 =0
Iremos utilizar a propriedade da multiplicacdo de bases iguais na segunda
série nos termos x - x™ 1 = x™

o)

Zan-w(n—l)-x"‘z—ZZ-an-n~x"+Zan')l-x”=O
n=1 n=0

n=2

Com o intuito de conseguirmos deixar o x em evidéncia, iremos fazer algumas
manipulacdes matematicas para termos um expoente de tal modo que se inicie no
mesmo numero, pois na primeira série, como 0 somatorio inicia-se em n = 2, NOSSO
expoente sera 0, portanto x" 2 = x272 = x9,

De forma an&loga acontece com nosso terceiro somatorio, como n = 0, NOSSO
expoente sera 0, portanto x™ = x°. Nosso proximo objetivo é fazer com que nosso
expoente se inicie em 1, assim nas trés séries, teremos x!.

Pegando agora a primeira série

[ee)

z:an-n-(n—l)-x"‘2

n=2
Para que x™ 2 = x!, teremos um n = 3. Para que isso ocorra, devemos retirar

a primeira parcela da nossa soma, assim nosso somatorio se iniciarade n = 3.

o]

Zan-n-(n—l)-x"‘z=a2-2-(2—1)-x2‘2+---
n=2

[oe]

Zan-n-(n—l)-x"‘z=2-a2+---

n=2
2-a2+Z:an-n-(n—1)-x"‘2
n=3

Pegando agora a terceira série

(00

Zan-)l-x”

n=0
Para que x™ = x!, termos um n = 1. Para que isso ocorra, faremos o mesmo

procedimento que acabamos de fazer.
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[oe]

Zan-l-x"=a0-l-x°+---

n=0
(o]

Zan~/1-x"=/1'ao+--~

n=0

oo
/1-a0+2an-/1-x"
n=1

ApoOs esses procedimentos, teremos:
2-a,+ Y0 sa,n-(n—1)-x"2 =32 12ap n-x"+2A-ay+ Ymeqy - A-x" =
Agora, com o intuito de podermos somar os trés somatoérios, devemos torna-

los iguais, ou seja, possuir um n na qual se inicie no mesmo numero, lIogo no NOSSo
caso, n = 1. Perceba que apenas o primeiro somatério possui um n # 1, logo faremos
algumas manipulagées matematicas para tornarmos o n = 1.

Observe que queremos transformar o n =3 em n = 1, entdo tomaremos um
k=n—-2en=k+2.

Pegando o primeiro somatorio para a manipulacao

2-a2+2an-n-(n—1)-x"‘2
n=3

2 ay + Z az - (k+2) (k+2— 1) x*+22
k+2=3

2-a2+zak+2-(k+2)-(k+1)-xk
k=1

Com isso, podemos agora retornar para k = n.

2-a2+Zan+2-(n+2)-(n+1)-x”

n=1
Portanto, nossa equacdo ficara:
2:0,+ Y pqnir- M+2) - (n+1) - x" =Y 12-a, n-x"+A-ap+Ym1ap -

Agora que tudo ja foi feito, iremos juntar os nossos somatorios.
2-ay +/1-a0+2an+2-(n+2)-(n+1)-x"—2-an-n-x"+an-l-x"=0
n=1

Agora vamos colocar o x™ em evidéncia.

2-a2+A-a0+2[an+2-(n+2)-(n+1)—2-an-n+an-/'l]-x"=0

n=1
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Apos isso, vamos agora aplicar o valor de recorréncia.
2-a,+1-ap=0 € Anir M +2)-n+1)-2-a, n+a,-A=0,neEN
Vamos descobrir quanto vale a,. Pegue o primeiro valor de recorréncia.
2-a,+A-ay,=0
2-a, =—1-qag
A

azz—z.ao

Pegue agora o segundo valor de recorréncia.
sz M +2)- (n+1)—-2-a,-n+a,-A1=0
Aniz - M+2) - (n+1)=2-a, - n—a,-1
_2-ap-n—ap-A
W2 T+ D
_ 2:n—2»1
W2 =T ) O

Vamos agora descobrir quanto vale a;, mas perceba que ndo possuimos um

a; nos valores de recorréncia explicitamente, mas temos um a,,,, COMO n=1,
teremos a,,, OU seja, as.

2:n—27A
an+2=(n+2)-(n+1)'an
2:-1-1
2Ty arn &
2—21
as = 3.2 "4
Desta mesma forma iremos descobrir os demais.
2:-n—27~
N N R
2:2—-1
N R
4—-2
=73 *

Perceba que na nossa equacao temos um a, que ja sabemos seu valor, entdo

iremos substituir, e isso ocorrera também nas demais.

4—-2 A
i (D

T 4.3 \ 2
(=D (=D
W=y 3 P
_23-1 _24-d
43+2 = Gip ey B Qa+2 = Gipyar) M
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5 =5, 43 6= %5 M4
g = 6A 2R D R
57 54 32 1 6~ 6. 432 0
o = (60D o = B=DGD()
5 5.4-3-2 1 6 6-5-4-3-2

Se continuassemos fazendo essas operacoes, saberiamos que

(12-2)-(8-2)-(4-1)-(-1)
= . ao
8:7:6:5:4-3-2

_ (10-2)-(6-)-(2-2) _
7 7-6-5-4-3-2

Neste momento, ja somos capazes de identificar um padréo para a,y € aj41-

a, € ag

Primeiro, iremos fazer algumas manipulacdes matematicas para encontrar o resultado

desejado. Pereba que a, pode ser reescrita desta forma:

B A

az = 2 Qo
colocando o (—1) em evidéncia,

_(=Dt-a

az = 2 Qo
e no denominador, como 2 = (2.1)!, temos
_ =Dt
2 =" %

Da mesma forma faremos com os demais.

O a, ficara:
(4-1)-(-1)
s = 355 %o

colocando o (—1) em evidéncia,

_ED2@A-92
4+ 4-3:2

No numerador, temos que 4 = 2 - (2 - 2 — 2), € no denominador, temos que 4! = (2 - 2)!,

ag-

entdo ficara

_ (-D*(2-2:(2:2-2))-4
4 (2.2)! 0-

Faremos agora com ag:

_ @D
6~ 65432

Colocando o (—=1) em evidéncia, temos:

_ (1)%@2-8)A-4)1
6~ 6-5-4-3-2

no numerador, temos que 8 =2-(2-3 —2), ho denominador, temos que 6! = (2 - 3)!,

0

0

entao

(-13-(1-2:(2:3-2))-(1-2-(2.2-2))-A
= . a
(2:3)!

0
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ja podemos perceber um padrdo, mas vamos continuar no ag para nao restarem
davidas,
(12-2)-8-21)-(4-21) (=1
4 = 8765432 4o
colocando o (—1) em evidéncia, temos:

(-1)*(A1-12)-(1-8)-(1-4)-1
= . a01
8:7:6-5-4-3-2

as
no numerador, temos que 12 = 2 - (2.4 — 2), no denominador, termos que 8! = (2 - 4)!,

entao

_ (-D*(1-2-(2-4-2))-(1-2-(2:3-2))-(2-2-(2-2-2))-1
8~ (2-4)! "+ do-

Agora, observe que tanto no numerador como no denominador, temos produtos de 2
com um numero que sempre faria de acordo com meu a, chamaremos ele de k
(nmero natural), quando meu a,, k=1; a4, k=2; ag, k=3; ag, k=4 € assim
sucessivamente, perceba também, que a medida que meu a diminui, 0 k também
diminui. Como por indugéo, ja verificamos que vale, assumiremos agora que também
vale para ayy

DR (2-2-2k=-2))-(A-2-2-(k-1)=-2))-(21-2-2-(k=2)—2)) 21
= 2k)! o

Supondo isto valido para um k, vamos analisar a, 1)

Az

Pela relacdo de recorréncia

a —a _ 2:2k—A a
2(k+1) — U2k+2 — (2k+2)-(2k+1) 2k

Agora, substituindo a hipétese de inducéo (que é a férmula de a,y), temos:

A2(k+1) = A2k+2
B 2.2k — 2
T Rk+2)-Qk+1)
D (1-2-@2k-2))-(A1-2-2-(k-1)-2))-(A-2-2-(k—2)—2)) -2
' 2K)! "o

colocando o (—1) em evidéncia no primeiro fator do numerador

A2(k+1) = A2k+2

_(=D-(-22k)

T Rk+2)-Qk+1)

(D (A-2-@k-2)- 1-2-C k-1D-2)-(2-2-2 (k—=2)—-2)) 4
(2k)!

.ao

calculando agora esse produto, temos:

_ DD A-2-20)-(2A-2-(2k—2)) -2
Go(k+1) = G2k+z = 2k +2)- 2k + 1) - (2k)! o
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(=Dt (/1— 2-(2-(k+ 1))) (A=2-Q2k—-2))2
faern) = Gaker2 = 2k + 2)! -ay

Provado por inducado os indices pares, vamos agora provar para os indices

impares da mesma forma.

2—2

asz = 3.2 "4

colocando o (—1) em evidéncia
_(=D-1-2)
R N
no numerador, 3! = (2-1+ 1)!
Para as:
6-2)-(2-2)
=" 5.2.3.2 “

colocando o (—1) em evidéncia

_ (-1)*(A-6)@-2)
as = 5-4-3-2 1

no numerador, perceba que 6=2-(2-2-1), no denominador, 5!=(2.2+1)!,
substituindo, temos:

=(—1)2-(A—z-(2-2—1))-(/1—2)_

s 22+ D) 4
Para a;:
(10-2)-(6-2)-2-2)
a7 = 7.6-5-4-3-2 tag
colocando o (—1) em evidéncia
-1)3-(A— (A-6)-(1—
a, = (-1 (/17.61.05)44(-/13.26) (A-2) a,

no numerador, percaba que 10=2-(2-3-1), no denominador, 7!=(2-3+1)!,
substituindo, temos:
=13 (A-2-2:3-1))-(2-2-2-2-1)-(1-2)
7= 2-3+ 1) %
Agora, de maneira analoga a justificativa de a,y, a4, Sera:
D (1-2-@k-1D)-A1-2-2-(k-1)-1))(1-2)
Qk+1 = "
2k + 1!
Da mesma forma, acontece com a prova da inducdao.

Sabendo das férmulas gerais de a,;, € a,i.1, podemos substituir esses valores

na série y(x).

[ee] (o 0] (o)
_ _ 2k 2k+1
y(x)—Zan~x"—Za2k-x +Za2k+1'x
n=0

k=0 k=0
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o (—DF - (A -2 (2k—2)) -4 o (-DF-(1-2-2k—1))@A-2) .
kZO 2! o 'x2k+kz=0 2k + 1! a2

O somatadrio inicia-se em k = 1, entdo faremos o seguinte processo. Perceba
gue temos duas séries, na qual uma contém a,, que depende de a, € az,, que

depende de q,. Veja:

(@2 - @g - x%) + (azps1 - aq - x7*1)

(az.0-ag-x?%+az;-ag-x*T+ay,-ay-x*?+-)
+ (@g.041 a1 - X¥% Faggqg cag XPTT +ag00 - ag - xF P ) (a0 + ag
cag x?tag-ag-xt+)+(ag-x+ag-a;-x3tag-ag xS +)
colocando o a, € 0 a; em evidéncia, temos:
ap(l+ay - x?2+ay-x*+-)+a;(x+az-x>+as-x5+-)

portanto,

S (=1)k - (A=2-(2k = 2)) ---
“0'<1+Z( DF- (2 (ZZk)(!Zk 2)) a'x2k>+a1
k=1

C(-DF(A-2-@k-1)(A-2) .,
'(”kzzo @k + D! - 1)

como y(x) = ag - y1(x) + a; - y,(x)

o (—DF - (A—2- 2k —2)) -2
yl(x)=1+kz=:1 h)! - x2k

C(-DF(A-2-@k-1D)A-2) .,
y2(x) =x+kz:=1 kT D! - x 2kt

Agora, iremos mostrar que se 1 =4N, para N =1,2,---, entdo y,;(x) € um
polinbmio de grau 2N contendo apenas polinbmios pares de x. Vamos mostrar
também que se A =2-(2N + 1), para N = 1,2,--- , entdo y,(x) € um polindémio de grau
2N + 1 contendo apenas poténcias impares de x .

Perceba, nos valores encontrados nos a,;, que a, depende de a,, a, depende
de a,, as a4, € assim sucessivamente. Isso significa, que se substituirmos o0 1 = 4N

com N = 1,2, , teremos a,; = 0, observe:

4= (=D
="y 3., P
G RG]
W=y %
0 (%)
T 4.3.2

a4=0

ay Qo
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Se a, = 0, portanto, a; = 0, ag = 0, a;o = 0, pois todos eles dependem de a,, €
isso implica que todos 0s a,; = 0, exceto 0 a,, com k =1, entdo a,, =0 comk =N +
1, N+ 2,---, teremos, portanto, que y;(x) =ag + a, - x2, um polinbmio de grau no
maximo 2.

Agora, o0 que acontece se substituirmos 2 =2 - (2N + 1) em y,(x)? Teremos 0
mesmo resultado, na qual a,,,, = 0. Veja:
_6-1H-2-2

=7 5.4.3.2

_(6-2-@2N+1)-(2-2-(2N +1))

% = 5-4-3-2 N
(6-2-(2-1+1)-(2-2-2-1+1)
- 5-4-32 “
_(6-2-3)-(2-2-3)
@ = 5-4-32
_(6-6)-(2-6)
=75 4.3.2 *
_0-(—4)
5.4-3.2

a5:0

a

as

a

as as

De forma anéaloga a resolugcédo anterior, como todos os valores de az;,; =0
dependem de as, 1090 ay,., = 0 exceto 0 a;. Portanto, ay,,q =0 CcOmk=N+1, N+
2,-++ , portanto teremos que y,(x) = a, - x + az - x3.

Para titulo de curiosidade, iremos mostrar dois exemplos de duas solucdes

polinomiais para nossa equacao.

Exemplo 4.1: Utilizando a relacdo de recorréncia, mostre uma solucao

polinomial de y,(x) =a;-x+az-x3paral=3.

A relacéo de recorréncia para os indices impares é dada por

2-2(k+1) -2

como queremos descobrir a;, temos:

2:2(0+1)-3
A2k+3 = Q2043 = A3 = (2.0+3).(2'0+2)~a2.0+1
2:-2-3
a3=v~a1

_1
ag—g'al.
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substituindo na equacéo, temos:
y,(x) =a; -x +az-x3

1
y,(x) = a, -x+g~a1~x3
colocando o a; em evidéncia

yo(x) =ay - (x +§).

3
Gréfico 4.2: Representagdo grafica de y,(x) = a; - (x + %) parad=3,quandoa; = -5,a; =

—2,a, = 2 e a; =5, respectivamente.

T 3

M - b, =

Fonte: Elaborado por VAZ, L. S. (2024)

Exemplo 4.2: Utilizando a relacdo de recorréncia, mostre uma solucao

polinomial de y;(x) = ag+a, -x? +a,-x*parai=4.

A relacdo de recorréncia para os indices pares é dada por
2:2k—2
B2k+2 = o)) 2k + 1) 2k
como queremos descobrir a, € a,, respectivamente, temos:
2-2-0—-4
a2k+2=a2.0+2=a2=(2_0+2)'(2'0+1)~a2,0




65

—4
92 =
a2=_2'a0
Para a,:
2:2-1-4
12T 5Ty 21+
2:2-1—-4
a2k+2=a2-1+2=a4=(2_1+2)_(2_1+1)‘a2-1
4—-4
Ay = 4.3 s ap
0

Qy =E‘(—2)'ao
a, =0
substituindo na equacgéo, temos:
yi(x) =ag+ay -x?+a,-x*
yi(x)=ayg—2-ag-x>+0-x*

colocando o a, em evidéncia

y1(x) = ap - (1 = 2x?)

Gréfico 4.2: Representacéo grafica de y; (x) = aq - (1 — 2x?) para A = 4, quando a, = —5,
ap =—2,ay9 = 2 eay =5, respectivamente.

- !
il

H

Fonte: Elaborado por VAZ, L. S. (2024)
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CONSIDERAGCOES FINAIS

O desenvolvimento deste Trabalho permitiu uma andlise aprofundada sobre a
relevancia das séries de poténcias na matematica aplicada, especialmente na
representacdo de fungdes reais e equacdes diferenciais ordinarias. Através do estudo
das séries de Taylor e Maclaurin, foi possivel demonstrar como essas ferramentas
matematicas sdo essenciais na modelagem de fendbmenos fisicos complexos e na
solucéo de problemas em diversas areas como fisica e engenharia.

O trabalho realizado mostrou que as séries de poténcias ndo sao apenas
conceitos tedricos, mas possuem aplicacdes praticas significativas, como evidenciado
na resolucdo da Equacdo de Hermite. Este exemplo destacou a importancia dessas
séries tanto na teoria quanto na pratica, reforcando sua utilidade na representacéo e
andlise de funcdes reais.

Além disso, a compreensao e aplicacdo dos conceitos abordados neste
trabalho sdo fundamentais para o progresso da matematica e suas diversas
aplicagcbes. A andlise e resolucdo de equacdes diferenciais ordinarias através de
séries de poténcias sao apenas algumas das muitas aplicacbes possiveis,
demonstrando a versatilidade e indispensabilidade dessas ferramentas matematicas.

Conclui-se, que este estudo ndo apenas apresentou os fundamentos teéricos
das séries de poténcias e suas aplica¢cbes, mas também exemplificou sua relevancia
pratica, contribuindo para uma melhor compreenséao e aplicacdo desses conceitos na
matematica aplicada. O conhecimento adquirido através deste trabalho sera de
grande valor para futuras pesquisas e aplicacdes na area de matematica e ciéncias

afins, reafirmando a importancia continua do estudo das séries de poténcias.
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