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"A matematica é o instrumento mais
poderoso para a compreensao do mundo.”
Carl Friedrich Gauss



RESUMO

O presente trabalho surge a partir da modelagem matematica de um interessante e impor-
tante fenomeno fisico chamado sistema massa-mola. Inicialmente, apresentaremos como
aplicar principios fundamentais da fisica para descrever a posi¢ao do objeto preso em uma
mola por meio de uma equagao diferencial ordindria (E.D.O.) de segunda ordem. Feito
isso, reescreveremos tal equacao como um sistema linear de EDOs de primeira ordem.
Além disso, discutiremos o comportamento qualitativo das solugoes de um sistema de
EDOs de primeira ordem, apresentando tal estudo com o conceito de plano de fase. Por
fim, voltaremos ao sistema massa mola e aplicaremos os resultados obtidos a partir do
estudo qualitativo dos sistemas de EDOs de primeira ordem para descrever o comporta-

mento de suas solugoes.

Palavras-chave: Anélise qualitativa. Plano de fase. Plano trago-determinante .Sistema

massa mola.



ABSTRACT

This study develops a mathematical model of the mass-spring system, a significant physi-
cal phenomenon. We commence by deriving a second-order ordinary differential equation
(ODE) that describes the object’s position using fundamental physical principles. Subse-
quently, we transform this equation into a linear system of first-order ODEs. Additionally,
we examine the qualitative behavior of solutions to first-order ODE systems, employing
the phase plane concept. Ultimately, we apply the insights gained from this qualitative

analysis to elucidate the behavior of solutions to the mass-spring system

Keywords: Qualitative analysis. Phase plane. Trace-determinant plane.
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1 INTRODUCAO

As equacoes diferenciais sao uma importante ferramenta matematica que serve para
modelar, investigar e compreender fendmenos como crescimento populacional, o compor-
tamento de doencas virais e entre outros problemas das ciéncias naturais. A sua utilizacao
se da em diversas areas da ciéncia, engenharia, matematica aplicada e fisica, pois a partir
dela conseguimos montar graficos que nos darao nogoes de como se comportam tais pro-
blemas. A histéria das equagoes diferenciais ordinérias tem inicio com o estudo do calculo
com Pierre de Fermat (1601-1665), Isaac Newton( 1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716), os quais a partir do entendimento sobre derivadas e integrais conseguiram
contribuir para o avanco do que se compreende atualmente, como calculo diferencial e
integral.

Neste trabalho serao apresentados alguns conceitos da algebra linear e a classificacao das
equacoes diferenciais. Além disso, veremos como transformar uma equacao diferencial
ordindria de ordem superior em um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem.
No segundo capitulo, sera apresentado como se da a resolucao de sistemas lineares ho-
mogéneos com coeficientes constantes de acordo com algumas condigoes. No terceiro
capitulo, serd mostrado como se comportam as solucoes gerais desse sistema a partir do
estudo do seu plano de fase e sua representacoes geometricas. No quarto capitulo, sera
apresentada uma nocao sobre o plano de fase de um sistema linear homogéneo sem mesmo
ter encontrado sua solugao geral a partir do plano trago-determinante e por fim sera feita
a modelagem e uma analise qualitativa sobre o comportamento das solugoes do problema
chamado sistema massa-mola, onde a partir do plano traco determinante que em deter-
minadas condi¢oes dara o comportamento do sistema massa-mola no plano de fase, com

o qual descreveremos o comportamento do sistema.
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2 Resultados Preliminares
2.1 Auto-Valores e Auto-Vetores

Definigao 2.1. Seja S um K espago vetorial ( K o corpo dos niimeros reais ou o corpo
dos nimeros complexos) e T : S — S uma transformagao linear. Um escalar A € K é
dito um auto-valor de T se existe v € S ( v um vetor), v # 0, tal que T'(v) = Avewv éo

auto-vetor.

Exemplo 2.1. Seja T : R? — R? uma transformacao linear tal que T'(v) = 3v, v € R?,

veja que, para qualquer v = (z,y) € R%:

3 0 T 3z x
[T(v)] = = =3
03 1ly 3y y
deste modo, A\ = 3 é auto-valor de T' e os auto-vetores v # (0,0) estarao associados a A = 3.

Definicao 2.2. Dada uma matriz quadrada A de ordem n, o polinomio de grau n dado
por pa(A) = det(A - AI,,) é denominado polinémio caracteristico da matriz A, onde
I,, é a matriz identidade de ordem n.

Dada uma transformagao linear qualquer 7: V — V| temos que A = [T']p e dados A e R
e v e S, onde S é um espaco vetorial, tal que o sistema Av = A\v possua uma solugao nao
trivial, ou seja, (A — Al,)v =0 em que v # 0 para isso devemos ter det(A — \I,,) = 0, pois

caso contrario a matriz serd invertivel e teremos uma solucgao trivial.

Exemplo 2.2. Veja que no Exemplo a matriz:

[T]B=(§ g)A

onde B é a base canonica de R?, com isso teremos que pr(A) = det(A — \1l,,) sera:

sl

pr(\) = (3=2)2=A2=6)+9

neste caso A = 3 serd a tunica raiz do polinémio caracteristico de T, isto é , A = 3 é seu

Unico auto-valor.

Definicao 2.3. Seja A um auto-valor de uma operagao linear 7': S — S, com S um um

K espago vetorial de dimensao finita e supondo que pr(z) = (x — A\)™q(A),q(\) # 0, isto
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é, A nao é raiz de ¢ e m é entao denominado a multiplicidade algébrica de A\. Chama-
se multiplicidade geométrica de A & dimensdo do subespaco Sr(A), no qual Sp()\) é o

subespago formado por todos os auto-vetores de 1" associados ao auto-valor .

Com isso temos que de acordo com o Exemplo a multiplicidade algébrica de A = 3 ¢é
2. Agora para a multiplicidade geométrica temos pela definicao de auto-vetor e auto-valor

temos que :

Av = v
Av-Xv = 0
(A-X,)v = 0

isto é possivel gracas as propriedades dos espagos vetoriais e as propriedades das trans-
formacoes lineares.

Substituindo nossa matriz e o auto-valor na equagao temos:
30 \ 10 x
0 3 0 1 Yy
3-2 0 x
0 3-X Y

Il I}
P S
o O o O
SNS— S —

como ja sabemos A\ = 3 entao:

r
w
o |
w
o
J
—_——
< R
N —
I
—
o O
SN ——

Sl - ()

logo todo (z,y) € R? é auto-vetor associado ao nosso auto-valor A, agora para a base temos:

(2,y) = (x,0) + (y,0) = 2(1,0) +y(1,0)

com isso temos que a base de S4(3) é {(1,0),(0,1)}, nos quais os vetores sao linearmente

independentes e geram o espago, com isso temos que dimS4(3) = 2.
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2.2 Classificacao das Equacoes Diferenciais quanto ao tipo, ordem e lineari-
dade

As equacoes diferenciais sao equagoes que envolvem uma fungao desconhecida e suas
derivadas. Elas podem ser classificadas quanto ao tipo, ordem, linearidade e homogenei-

dade.

1 Classificagcao quanto ao tipo da equacgao diferencial

Uma equacdo diferencial é uma equagao diferencial ordinaria (EDO) se a fungao

desconhecida depende de uma tnica variavel independente.

Exemplo 2.3. A equagao:

d
% = 22 +3y (2.1)

é uma EDO, pois ¢’ = 2z + 3y depende apenas da varidvel y = y(x), nossa funcao

desconhecida, na qual depende apenas da variavel x € R .

Definigao 2.4. Uma equagao diferencial é uma Equagao Diferencial Parcial (EDP)

se a funcao desconhecida depende de mais de uma variavel.

Exemplo 2.4. Considere a seguinte equacao:

ou . u . d%u s d%*u
ot 0z Oy? 022

(2.2)

onde k é uma constante qualquer e a funcao u depende de x, y,z e t. Portanto (2.2))
¢ uma EDP.

2 Ordem de uma equacgao diferencial

A classificagao quanto a ordem de uma equacao diferencial se da a partir da derivada

de maior ordem que aparece na equacao.

No exemplo temos um exemplo de EDO de ordem 1, pois a derivada de maior

ordem na equacao ¢ de ordem 1.

Exemplo 2.5.
y"(z) + 2y () + 2y(z) = sin(x) (2.3)

Esta equagao é um exemplo de uma EDO de ordem superior, pois sua derivada de
maior ordem é 2. As EDO’s de ordem superior sao as que tem ordem igual ou maior

que dois.



13

3 Equacoes Lineares

Uma EDO linear de primeira ordem é uma equacao da seguinte forma:
Y +e(t)y = d(t) (2.4)

na qual ¢,d : I — R sao funcgoes, pois a funcao desconhecida e suas derivadas
estao elevadas a primeira poténcia e sem multiplicacao entre elas, se uma EDO de
primeira ordem nao tem a forma de (2.4) ela é dita nao linear.

Uma equagao linear de segunda ordem é da seguinte forma:

a(t)y" +b(t)y" +c(t)y = d(z) (2.5)

da mesmas forma a,b,c,d:I — R também sao fungoes, e percebe-se que de mesmo
modo a funcao e suas derivas estao elevadas a primeira poténcia e sem multiplicacao

entre elas, caso contrario sera uma equagao de segunda ordem nao linear.
4 EDO Homogénea de Primeira Ordem
Usando o Exemplo e considerando d(t) = 0, para todo t € I, temos:

Y+ e(t)y =0 (2.6)

esta equagao ¢ dita homogénea, pois é igual a 0 caso contrario ela nao sera ho-

mogenea.

5 Sistemas de Equacoes Diferenciais
Um sistema de EDQO’s de primeira ordem ¢ uma colecao de equagoes diferenciais

ordindrias de primeira ordem e geralmente sao escritos da seguinte forma:

'Ztl = Fl(twrluxQ? cee )xn)
jj? = FQ(t,fL’l,l‘Q, s 7',];71,)
(2.7)
Tn = Fu(t, oy, 20, ..., xy).
em que se cada uma das fungoes Fi,..., F}, for linear entao dizemos que temos um

sistemas de equagoes diferenciais lineares.
Exemplo 2.6. Vamos mostrar nesse exemplo como reescrever uma EDO linear de

ordem 2 na forma de um sistema de equacoes diferenciais lineares de primeira ordem.

Seja a equacao y” + 3y’ + by = 0, defina 1 = y,x2 = y’assim vamos ter que =} = o

e =), = y”, entao a equacao pode ser reescrita como x4, + 3xy + 51 = 0, desta forma
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teremos o seguinte sistema:

=z

1 2

(2.8)
xh = =3T3 — 51y

agora para um melhor entendimento e uma melhor visualizacao com a intencao de

facilitar na hora de mudar o sistema para a notacao matricial, chamaremos x; = x

e xg =y, assim 2} =2’ e x4, = y’ o sistema ficard com a seguinte forma:

' =
Y (2.9)
y'=-bxr -3y
passando para a notacao matricial teremos na forma compacta:
x'=Ax (2.10)

ou seja

()05 5)0)

perceba que no primeiro elemento da primeira linha é 0, pois no nosso sistema
x' = y,ou seja, nao possui x do lado direito da igualdade na primeira equagao do

sistema.

2.3 Sistemas de Equacgoes Diferenciais

Seja A = (a;j)nxn uma matriz de ordem n, nesta segdo vamos considerar um sistema

de equagoes diferenciais do tipo:
x'(t) = Ax(t) (2.11)

temos os seguintes teoremas:

Teorema 2.1. (Existéncia e unicidade de solugoes) Considerando o problema de valor
inicial (P.V.I):
{ X'(1)
X (to)

suponha que toda funcao a;j(t) : I — R, com 1 < i,j < n, seja uma fung¢do continua

A()X(1)

o (2.12)

num intervalo I = [a,b] contendo ty. Entao o problema tem uma unica solucao no
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intervalo I.

Este teorema nos diz que os sistemas do tipo (2.11)) possuem solugao e esta solugao é
Unica.
Teorema 2.2. (I)Se X1(t) e Xy(t) sao solugdes do sistema homogéneo

X'(£) = A() X (1)

entao, X (t) =1 X1(t) + c2Xa(t), onde ¢ e ca sao constantes, também € solugao.
(II) A dimensdo do espago de todas as solugoes do sistema de equagdes lineares ho-

mogeéneas € n.

As demonstragoes dos teoremas e sdo encontradas em [Reginaldo J. Santos
(2013).

Definicao 2.5. Pelo Teorema (IT) temos que os sistemas de equagoes lineares ho-
mogeéneos possuem n solugoes linearmente independentes x4, ..., x,, entao pelo teorema

2.2|I) nossas solugoes sao desta forma:
T =01y + o+ Cully,

a qual é denominada de solugao geral do sistema de equagoes linear homogéneo.

2.4 Analise Qualitativa de uma Equacgao Diferencial Ordinaria

Agora estudando um pouco mais a fundo as EDO’s tomando como referéncia o seguinte

exemplo:

Exemplo 2.7. Dado a € R e a equacao x' = ax , com condicao inicial x(0) = k, serd feita
uma andlise qualitativa a respeito do comportamento das suas solugoes.

Sobre esta equacao temos que z = x(t) é nossa funcao desconhecida, x’ é a sua derivada
e a € R é um parametro, no qual para cada valor de a temos uma equagao diferente com

isso para cada valor de ¢t € R temos o seguinte (P.V.I) :
' (t) =ax(t) , z(0) =k
e a solucao geral para esta equacao é:
x(t) = ke,
de fato

x'(t) = ake®
2'(t) = ax(t)
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z(0) = ke =k

onde k£ € R é a condigao inicial a ser determinada.

Agora fazendo uma anélise minuciosa de como se comportam as solucgoes desta equacao

diferencial temos:

1 No primeiro caso, temos que quando consideramos a,k >0, o tlim ke® = oo isso
—00
significa que as solugoes crescem ilimitadamente, mas quando k < 0 tlim ke = —oo
—00

ou seja as solugoes decrescem ilimitadamente;

2 No segundo caso, quando a=0 temos que ke® = k para todo t,ou seja, as solugoes

para esse caso ficaram dependentes do valor de k;

3 No terceiro caso, quando consideramos a < 0, tlim ke™ =0 ,ou seja, as nossas solucoes
— 00

tendem a 0.

Para uma melhor visualizagao podemos analisar graficamente o comportamento dessa

equacao para os 3 casos:

40

Figura 1 — Caso 1: para cada curva (ou seja para cada linha) temos uma equagcao particular
e percebe-se que quando a> 0 as solugoes se distanciam da origem. Fonte: Autor.

a=0

Figura 2 — Caso 2: agora vemos que quando a=0 vamos ter que x é constante, pois ' = 2.0
. Fonte: Autor.
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0>k

Figura 3 — Caso 3: neste caso temos que quando a< 0 as solugoes tendem para 0 .Fonte:
Autor.
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3 Sistemas Lineares com Coeficientes Constantes

Neste capitulo vamos aprender a solucionar sistemas de EDO’s que podem ser expres-
sos em sua forma matricial como z’ = Ax(t), no qual A é uma matriz de coeficientes
constantes de ordem 2. A transformagao de uma EDO de ordem superior em um sistema
foi ilustrado no Exemplo .

Para isso temos que o Teorema [2.1| nos garante a existéncia da solucao para esse tipo

de sistema e vamos procurar solugoes do tipo:

x(t) = eMv

2’ (t) = AeMo (3.1)

em que A € R é um nimero e o vetor constante v € R?, com v= (v, v3) # 0,, pois buscamos
uma solugao nao trivial, mas nosso sistema na forma matricial como ja dito é da forma

x' = Ax(t), nesse sentido temos:

= AeMv
por (3.1]) temos:
ey = eMAv
MAv - My = 0
MAv-) = 0
entao, como eM # 0,
Av- =0
(A - )\IQ)U =0

ou seja, para encontrar as solugoes para um sistema do tipo z’ = Az (t) basta encontrarmos
os auto-valores e auto-vetores associados a matriz, deste modo para encontrar os auto-

valores associados a A devemos calcular o polinomio caracteristico, que como ja sabemos
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pode ser calculado da seguinte forma:
pa(N) = det(A-\3)

onde I, é a matriz identidade de ordem 2, com isso vamos resolver a equagao de segundo
grau, que nos dara 2 raizes, as quais serao nossos auto-valores associados a A e essas raizes
podem ser A, A2 € R com Ay # Ay ou A\ = Ay ou A, A € C. Em seguida devemos encontrar

nossos auto-vetores associados a A da seguinte forma:
(A - )\[2)1} =0

entendendo isso na secao seguinte sera dada uma melhor explicacao a respeito destas

solugoes e como resolver em cada um dos 3 possiveis casos.
3.1 Auto-valores Reais e Distintos

Dado uma matriz A na qual pa(A) = det(A—AI) =0 se caso encontrar as raizes deste
polinémio (ou seja os auto-valores de A), na qual elas sejam reais e distintas basta encon-

trar os auto-vetores associado a matriz da seguinte forma

(A - )\1[2)1}1 =0
e a solucao é
A

x; = e Mty

e para a segunda solugao

(A - )\2[2)1)2 =0
entao
A

Ty = e ?tyy

observe que x1,r9 sao duas funcgoes linearmente independentes, logo a solucao geral do

sistema 2’ = Ax serd dada por:

T =Cx1+Cxs.



Para facilitar o entendimento sera feito o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1.

17
xTr = T
71

Solucao: O primeiro passo é encontrar o polinomio caracteristico:

I-Xx 7

p()\):det(A—/\I)=[ -1

]:(1—)\)2—48:)\2—2)\—48

com isso temos que os auto-valores de A sao: \; = -6 e Ay =8.

7T 7 a 0 Ta+7b=0
(A—(—6I))U=[7 7](b)=(0)$ N =a=-b

1
Com isso temos que um auto-vetor v; = ) exl(t)=e ( | )

Agora o segundo auto-vetor:

]
R DR A
:

1
Com isso temos que um auto-vetor vy = ) e 22(t) = b ( ) )

Portanto temos que z;(t) = e75 ( . ) e xo(t) =¥ ( ) ) sao solugoes do sistema.

verificando se x1,r5 sao linearmente independentes, temos:

|
e}

C1T1 + CoX2

c1e76 + cyedt 0
—c1e76 4 coeBt 0
o6t 8t e
e 6t o8t ¢

e 6t eSt
- )

I
—
o O
N —

Temos que

20

(3.2)

Agora
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para as solugbes 7 e x5 serem linearmente independentes temos que det(W(t)) # 0, para
todo t € R Assim

det(W(t)) = e 8 - e8(-e0)

e? + e =2e* %0

logo x1 e x5 sao linearmente independentes, entao pelo Teorema temos que x(t) =
o6t o8t

c1 o Tl . ¢é a solugao geral do nosso exemplo.
—-e” e

3.2 Auto-valores Reais e Repetidos

Como ja sabemos dada a equagao do tipo x’=Ax podemos solucionar como no exem-
plo acima, mas e se caso os auto-valores forem repetidos 7
Teremos que caso o polinémio caracteristico tenha raiz A € R com a multiplicidade

algébrica maior que 1 teremos dois casos:

(I) Existem 2 auto-vetores linearmente independentes associados a .

(I) existe menos de 2 auto-vetores linearmente independentes associados a A

No primeiro caso serda analogo ao caso em que os auto-valores sao distintos, ou seja,

teremos

x1(t) = Moy

T9(t) = eMuy

onde nossa solugao geral serd da seguinte forma

)\tvg

z(t) = ceMuy + e
com A\ nosso unico auto-valor associado a A. No caso IT nao teremos 2 auto-vetores line-
armente independentes associados a A, entao temos que (2.11)) podem nao existir solugoes
que sao expressas usando apenas fungoes exponenciais e vetores constantes. A solucao

para este caso sera feita procurando a partir de produtos de polinomios e exponenciais.

Exemplo 3.2. Veremos como resolver este caso a partir deste exemplo:
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Solugao:

Seguindo o mesmo processo temos que o polindémio caracteristico é p(\) = A2 —4\ +4
com isso temos que A = 2 é o nosso auto-valor com multiplicidade algébrica igual a 2.

agora procurando um auto-vetor v# 0 tais que (A —27)v =0 ou seja:

(RIS [

Portanto nossa primeira solugao é da forma:

-1
T, = et

Agora vamos procurar uma segunda solucao do tipo

At Uy

Zo = te)‘tvl +e

onde para x5 ser solu¢ao devemos ter

xy = Axg

xh = Moy + MteMoy + AeMo,

com isso temos

vy = A(teMvy + eMuy)
rh = teMAv +eMAv,
Moy + MteMoy + AeMoy = teM Avy + eM Avy
t(heMup — A(eMuy)) + Moy + Aoy = eMAwv,

como

ey — A(eMvy) =2} — Az =0
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o que implica

Mo+ ey, = eMAuv,

Moy = eMAvy — AeMos

dividindo os dois lados da igualdade por e

A’UQ—)\UQ = V1

(A - /\IQ)UQ =1

ou seja para procurarmos vy basta resolver (A — Aly)vg = vy, assim
1 -1 10 a -1 -a—-b=-1
— 2 = = a = ]. — b
1 3 0 1 b 1 aib=1

Portanto temos que:
-1 1
Ty = te? +e2t
1 0

verificando se 1 e x5 sao linearmente independentes temos que
—Cle2t _C2t62t C2€2t
+ - =
ciet cote?t 0
_cie?t co—te? + e2t)
+ =
cre?t cote?t
( —c1e? + co(—te? + e?t)

c1e2t + cote?t

—e2t  —te2t 4 2t cay [0
e?t te2t Co 0

o o O o o o

Chamando
2t o2t 4 o2t
W(t) = e et +e
62t tth
temos que
det(W(t)) = —e2te - (~te? + e
det(W(t)) = —e* %0

Portanto x; e x5 sao linearmente independentes assim pelo Teorema temos que nossa

solugao geral é:
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X(t)zcl( _11 )62t+02|:t62t( _11 )+62t( (1) ):|

3.3 Auto-valores Complexos

Neste caso temos que nossos auto-valores serao da seguinte forma A = a +bi, com b # 0
0s nossos auto-vetores associado a A\ sao v = vy + V9t com vy # 0, pois caso b=0e vy =0
recairemos no caso de auto-valores reais, com isso temos que v sera nosso auto-vetor,
entao a funcao z(t) = eMv é nossa solugao com valores complexos do sistema, Neste caso,

veja que:

Lema 3.1. Se 2(t) = z(t) + iy(t) é uma solugdo com valores complexos de (2.11), entdo
tanto z(t) e y(t) sao solugoes reais de (2.11)).

Deste modo, iremos separar a parte real da parte imaginaria que ficara da seguinte

forma: seja uma solucao com valores complexos:

1 = vieM = (a+bi)e* Pl
(a + bi)e™ Pt

(a+bi)e™ (cos(Bt) + sen(St)i)

Esta tltima etapa se da pela férmula de Euler:

% = cos(0) +isen(h)

Agora s6 isolar os termos:

x' = e?(acos(t) — bsen(Pt) + ie* (asen(St) + beos(5t))

Podemos perceber que a parte a esquerda da equagao ¢é a parte Real (Re = e®*(acos(/5t) -
bsen(ft)) e a parte da esquerda é a que corresponde a imagindria (I'm = e (asen(ft) +

beos(f5t)), nos quais x; e x9 serdo nossas 2 solugoes .

Exemplo 3.3. Para um melhor entendimento vamos resolver o seguinte exemplo:

1
-5 1
xX'= T
1
1 =
2

Seguindo os primeiros passos procurando o polindomio caracteristico da equagao temos que
5 -1+2i -1-2i
p()\):det(A_)\[):)\2+)\+Zl’no qual AL = e g =

agora escolhendo \; para encontrar as nossas solugoes (sim basta apenas escolher um

sao nossos auto-valores,



auto-vetor para termos 2 solugoes), temos:

(A—>\Z')U1 =0
1 .
3 1 1 (10 a
1 —(——+Z) =0
-1 -= 2 01 b
2 ]
- 1 a B 03{ . be0mbei
R b = —-a+b=0=b=1a

com isso temos que:

Agora nossa solugao é:

mas esta solucao é complexa e queremos duas solugoes reais.

1\ 2
X = e 2 et
i
1 -=t
= e 2 [cos(t) +isen(t)]
i
] t t
= e 2cos(t) +e 2isen(t)]
i
t t t t
e 2cos(t) +e 2isen(t) e 2cos(t) | e 2sen(t)
_ = +1
t t 4 t
ie 2cos(t) —e 2sen(t) —e 2sen(t) e 2cos(t)

vamos ter que nossas solugoes sao

't
e 2cos
2y (t) = t (1)

—ei§sen(t)



t
2 sen(t)
t

2

) =| °

cos(t)

Agora verificando se x; e x5 sdo linearmente independentes temos que

t t
—cre 2cos(t) + cae 2sen(t) 0
! ! ~ 1o
—cie 2sen(t) + cae 2cos(t)
t t
—e 2cos(t) e 2sen(t) a) [0
_E _E Co 0
—e 2sen(t) e 2cos(t)
chamando
4 t
—e 2cos(t) e 2sen(t)
wi(t) = t t
—e 2sen(t) e 2cos(t)
agora calculando
det(w(t)) = -elcos®(t) —etsen®(t)
= —e'[cos?(t) + sen’(t)]
= —"%0

26

entao x; e Ty sao duas solugoes linearmente independentes, logo nossa solucao geral seré:

t t
X e —e ?cos(t) e e %sen(t)
—e_§sen(t) e_§cos(t)



4 Plano de Fase

Neste capitulo para um melhor entendimento sobre o comportamento das nossas
solugoes de sistemas lineares homogéneas de matrizes constantes de ordem 2 do tipo
x’=Ax faremos uma analise sobre estes sistemas no plano de fase ja que como ja visto
nossa solucao geral é composta por duas fungoes, entao vamos fazer uma representagao
sobre estas solugoes no plano (zy,z5), onde serdo registrados o conjunto de solucoes de
uma determinada equagao, que é o retrato de fase, pois a partir desse registro podemos
fazer uma analise qualitativa a respeito das solucoes e também serd explicado como pode
ser feito este registro no plano de fase manualmente.

Como ja sabemos a partir dos auto-valores associados a matriz A as equacoes tém dife-
rentes maneiras de se resolver e nao é diferente neste caso, a partir disto veremos o que
fazer em cada caso para registrar a solucao no plano de fase e o que podemos perceber a

partir de cada tipo de situacao.
4.1 Auto-Valores Reais e Distintos com Sinais Iguais

Como ja sabemos as solucoes gerais dos sistemas neste caso é da seguinte forma:
X (t) = creMtoy + cpe™tuy (4.1)

No qual A\, Ay € R sao nossos auto-valores e vy, vy sao nossos auto-vetores, a partir disso
vamos supor que 0> Ay > Ay temos que

lim X (¢) =0

t—o0

ou seja todas as solugoes tendem a 0 quando t cresce e as solugoes sao assintoticamente

estaveis . Nesse sentido, podemos reescrever a equagao (4.1)) da seguinte forma
X (1) = M (cvy + cpeP272y,)

percebe-se que Ay — \; < 0 e cpe*2-2tyy & desprezivel, ou seja, independente do valor de
c1 e co 0 as curvas das solucoes tendem ao vetor v;.

Temos também se caso uma solucao tenha seu ponto inicial em v; com mesma direcao isso
significa que ¢y = 0 e estas solugoes também tendem a 0 o mesmo ocorre caso as solugoes
tenham inicio em v,. Uma das possibilidades seria a qual A\; e Ay seriam positivos, e
nesse caso teriamos que \; seria maior e as curvas tenderiam para vy, mas ao invés de as
solucoes tenderem a 0 o

lim X (¢) = o0

t—o0

27
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ou seja elas se distanciam dele e sao assintoticamente instaveis, este tipo de plano de fase

¢ chamado de fonte. Para um melhor entendimento veja o seguinte exemplo:

Exemplo 4.1. Dada a seguinte equacao:

N e
x —(_2 _3)x (4.2)

este tipo de equacao ja sabemos resolver, a partir disso vamos ter que A\; = -5 e Ay = -1

1 -1
vamos ter que vy = ( . ) e Uy = ( ) ) pelo Teorema temos que nossa solugao geral

1 -1
X:cle_5t( ) )+cze_“( ) ) (4.3)

Teremos o seguinte plano de fase:

50

40 -30 -20

-50

Figura 1 — Como ja afirmado as curvas estao indo em direcao a 0.Fonte: Autor.

Neste tipo de situacao percebe-se que todas as curvas tendem a vy, pois Ay é maior que

A1 e se observa que as curvas sao tangentes a 0 e ele é chamado de sovedouro.

4.2 Auto-valores Reais Com Sinais Distintos

Levando em consideragao a mesma solugao geral, mas dessa vez teremos A; > 0eXy <0
nesse caso teremos que o termo dominante, no qual esta associado a um auto-vetor,

onde as curvas tendem a se aproximar sempre serd o termo positivo, caso tenhamos que
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uma solucao em que ¢; = 0 teremos que as solucoes tendem a origem e permanecem na
mesma trajetéria que vy, quando t— oo como na Figura 1 , caso a solucao inicie em vy
teremos que c¢; = 0 e ela tende a seguir o vetor e se afastar de 0 quando t— oo como na
Figura 1.

Podemos perceber que tirando as solucoes que comecam em algum ponto de vy, todas elas
tendem ao infinito quando t— oo. Caso t— —oo teremos que o termo dominante sera o
auto-valor negativo e a situacao apenas se inverte, esse tipo de situagao se chama ponto

de sela. Para uma melhor visualizacao segue o Exemplo.

Exemplo 4.2. Usando o Exemplo |3.1] no qual estudamos o sistema:

17
71

para esse sistema ja encontramos sua solucao geral e temos que Ay = 8 é 0 nosso termo
dominante caso t—> oo, quando ¢; = 0 temos que as solugoes como ja falado tendem a 0,
e caso ¢y # 0 as solugoes tendem ao infinito, caso t—> —oo 0 A\ = =6 é o termo dominante

e as curvas vao tender a v; e teremos o seguinte retrato de fase:

©<0,6,20

Figura 2 — Fonte: Autor.

4.3 Auto-valores Reais e Repetidos

No caso dos auto-valores repetidos ja sabemos que podem ocorrer duas situagoes que
é X\ tem 2 auto-vetores linearmente independentes associados a A ,ou seja, que nao sao

multiplos entre si e 0 outro caso € quando se tem 2 auto-vetores linearmente independentes,
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em ambos 0s casos teremos que caso A\; = Ay = A > 0 as solucoes serao assintoticamente
instaveis,pois

lim X (t) = oo

t—o00

por outro lado, caso A < 0 e a multiplicidade geométrica for igual a 1, entao a solucao tera

a seguinte forma:
X(t) = creMvy + co(teMvy + eMuy)
e pela regra de L’Hopital vamos ter que

lim X (¢) =0

t—o0
e as solucgoes serao assintoticamente estaveis.
(I) Dois Auto-Vetores Linearmente Independentes Nesse caso vamos levar em
consideracao também a solucao geral, mas com A; = Ay = A, com isso temos que vy e vy
sao Linearmente independentes entre si. Nesse sentido teremos que o retrato de fase das
solugoes no plano de fase nao dependem de t, mas sim de v; e vy e das constantes ¢; e ¢,
assim teremos que todas as trajetorias contém a origem.
(IT) No segundo caso temos que A nao possui 2 auto-vetores independentes, com isso
temos que neste caso teremos que a nossa solugao geral como ja vimos fica da seguinte
forma:

2(t) = e’y + cp(terv) + eMuy) (4.4)

Neste tipo de situacao o termo dominante serd cote*v;, pois cresce mais rapido, desta
formas as solucoes tendem a este vetor, quando t— oo mesmo que ¢, = 0 j4 que ¢;eMv; # 0,
o mesmo acontece quando t—> —oo . A orientacao das curvas de solugoes vao depender

dos auto-vetores e para uma melhor visualizagao vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.3. Usando como exemplo o exemplo [3.2}

1 -1
= X.

1 3

onde ja sabemos que nosso auto-valor é \ = 2 e teremos que nossos auto-vetores sao

-1 1
vy = . € Vg =

e teremos o seguinte plano de fase:
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Figura 3 — Temos que a orientacao das curvas depende de A, pois caso A < 0 terifamos as
curvas no sentido oposto e chamamos de né degenerado. Fonte: Autor.

4.4 Auto-Valores Complexos com Parte Real nao Nula

Nesse caso vamos supor que os auto-valores sao da forma A +iu em que A # 0 e
i >0 e ambos sao numeros reais, ja sabemos como solucionar sistemas com auto-valores

complexos, mas vamos proceder considerando o sistema:
x' = x (4.5)

Na forma escalar:

Ty = AT+ Uxe,  TH = —pr + Ao (4.6)
usando as coordenadas polares r, 6 que sao:

x
r?=22+22  tanf= =, (4.7)
T

Derivando utilizando a regra da cadeia temos:
2rr' = 2x1x) + 292,
dividindo os dois lados da equagao por 2 temos:
rr’ =z + 20004 (4.8)

derivando a segunda equagao (4.7)) teremos:

T1Th — To)

2
Ty

(sec?0)0' = (4.9)
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substituindo a equagao [.6ha equagao [4.§ temos:

rr' = wy( Az + pag) + 2o (—pxy + Ax)
' = AP+ puTemy — P Ty + AT3
rr’ = Ar?+ \ad
rr’ = Na? +2d)
rr’ = Ar?
r'o=Ar

entao resolvendo estd EDO:
r=ceM (4.10)

em seguida substituindo a equacao [4.6] na equagao [4.9] temos:

x1(—pxy + Axe) — xo(Axy + pay)

2 !
sec*0)0' =
(sec0) E
—Ux2 + \r1y — AT 1Ty — X2
(36020)«9’= nry 122 1T2 — Uy
O
7“2 9/ _ —,U,.%% B /L'Lg
2 2z
1 1
70 =~k -
x1 + 250" = —p (] +x3)
0" =—pu
entao resolvendo-a temos:
9:—,ut+00 (411)

Com isso temos que e sao0 nossas equacgoes paramétricas em coordenadas polares
do nosso sistema, temos que # diminui quando t aumenta e a trajetéria das curvas sao no

sentido horario. temos que quando A >0
tlim X(t)=0
ou seja as solucoes sao assintoticamente estaveis. Caso contrario quando A < 0

lim X (t) = o0

t—o0
,ou seja, as solucoes sao assintoticamente instaveis. Nesse sentido, as trajetérias sao
espirais que tendem a se afastar da origem ou ir em direcao a origem dependendo do sinal

de A, pois caso A > 0 as solugoes tendem a 0 e caso contrario as solugoes se afastam de 0



33

e serd definido como Fonte espiral. Para um melhor entendimento vejamos o seguinte

exemplo:

Exemplo 4.4. Tomando como exemplo o Exemplo |3.3

1
-3 1
x' = x
1
-1 =
2
iy ~ _ -1+2¢
no qual ja sabemos sua solugao geral e temos que nossos auto-valores sao \; = 5 e
-1-2 .
Ay = 5 * teremos o seguinte plano de fase:

Figura 4 — Temos que este tipo de solugao é chamado de atrator espiral. Fonte: Autor.
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4.5 Auto-Valores Imaginarios Puros

Agora vamos ter que A =0 ou seja:

x'=(0 “)x (4.12)

Com isso temos que:
r'=0, 0 =-pu (4.13)
dai:
r=c, O=-ut+6 (4.14)
temos que c e 0 sao constantes, com isso temos que as trajetéria das solugoes sao elipses
com centro na origem, no qual tem orientagao no sentido horério caso p > 0 e no sentido

anti-horario caso contrario. Nesse sentido teremos uma elipse completa em torno da

: . 27
origem no intervalo de tempo —.

Vejamos o seguinte exemplo:
Exemplo 4.5. Seja:
, 0 1
x’ = x
-4 0

1
Vamosterque)\1=2ie)\2:—2ievz( 2.)
7

X(1)=c cos(2t) ‘e sen(2t)
! -2sen(2t) ? 2cos(2t)

Teremos o seguinte plano de fase:

a solucao geral é:
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Figura 5 — Temos que nesse tipo de caso o retrato de fase é definido como Centro. Fonte:
Autor.



5 Plano Trago-Determinante

Como ja classificamos os sistemas lineares homogéneos de matrizes de coeficientes
constantes de ordem 2 e como se comportam, neste capitulo iremos ver o mesmo compor-
tamento, mas a partir do chamado plano trago-determinante, que nos dara uma ideia do
comportamento dos sistemas sem precisar encontrar sua solucao geral, seus auto-valores

e auto-vetores.

Dada uma matriz genérica:

A:
c d

@b ] (5.1)

, j& sabemos que para encontrar os auto-valores precisamos encontrar o polinomio carac-

teristico da seguinte forma p(\) = det(A - A1) ou seja:

a b A0 a—A b
e F N XY NSRRI

calculando o determinante:
p(N) =(a=X)(d-X)—bc=ad-a\—d\+ ) > —bc=\ - (a+d)\+ (ad - bc) (5.3)

Podemos perceber que (ad-bc) é o determinante de A e serd denotado por D e temos
que (a+d) é chamado trago de A que sera denotado T.
Com isso temos:

N -TA+D=0 (5.4)

e os auto-valores serao dados por:

M = %(T+\/T2 ~iD) (5.5)

As = %(T ~/T2-4D)

Y

a partir desses informacoes sabendo que nosso polinomio caracteristico é da forma a\? +
bA + ¢ vamos ter que A\ + Ay = _—b =T e My = €. D ou seja temos que a soma dos
auto-valores é o traco de A e o praoduto éo determ%nante da matriz.

Nesse sentido, conhecendo T e D podemos encontrar nossos auto-valores e informacoes a

respeito do plano de fase das solugoes do sistema.

36
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Com isso podemos classificar as equacgoes a partir do plano traco-determinante, pois
dada uma matriz com T e D eles corresponderam as cordenadas (T,D) que é associada a

seguinte equacao 12 — 4D, a qual nos da as seguintes informacoes sobre os auto-valores:

1 Caso T?-4D < 0 os auto-valores serao complexos com parte imaginaria diferente de
0.

2 Caso T? = 4D > 0 os auto-valores serao reais e distintos.

3 Caso T? - 4D =0 os auto-valores serao repetidos.

Com isso o ponto (T,D) com relagao a parabola 7?2 —4D no plano trago-determinante nos
diz sobre nossos auto-valores sem mesmo conheceé-los.
Falando agora um pouco mais sobre retrato de fase temos que T e D podem nos dar mais

informacoes, pois se T2 — 4D < 0 teremos auto-valores complexos como ja comentado e

T
sua parte real é dada por > dai caso:

1 T >0 temos que sera uma fonte espiral, nas quais as solugoes serao assintoticamente

instaveis.

2 T < 0 temos que sera uma atrator espiral, nas quais as solugoes serao assintotica-

mente estaveis.

3 T =0 temos um Centro.

No caso em que T2 — 4D > 0 temos uma separacao semelhante, pois caso D < 0 vamos ter
um ponto de sela, pois D é o produto dos auto-valores, entao um sera positivo e outro
negativo.

Equivalentemente se D < 0 entao temos:

T?2<T?-4D
Assim
+T <VT?-4D
Com isso

T+VT?-4D >0
T-VT?-4D <0



38

A partir disso temos que D >0 e T <0 dai temos que:
T+VT?-4D <0

ou seja nosso plano de fase serd o ja definido como sovedouro, pois \; # Ay € A, A2 <0 e
as solugoes sao assintoticamente estaveis.

Do mesmo modo, caso T'> 0 e D > 0 Vamos ter o retrato de fase definido como fonte,
pois A1 # Ay e A1, A2 > 0 e as solugoes serao assintoticamente instaveis. Caso D=0eT =0
nossos auto-valores sao nulos.

Com isso temos uma ideia de como sera o nosso plano de fase antes mesmo de resolver
o sistema linear homogéneo de matrizes de coeficientes constantes de ordem dois se utili-

zando apenas do nosso plano TD:

-28 =26 =24 =22 -2 K & -08 -06 -04 . X 1 . . K J Rk 2 22 24 286 28

Tr

Figura 1 — Fonte: Autor.

onde o eixo horizontal é o traco e o vertical é o determinante.
Nesse sentindo é percepitivel como os planos de fases dos sistemas sao parecidos com
diferencas sutis nas curvas, mas cada ponto do nosso plano TD corresponde a uma matriz

diferente.



6 Sistema Massa Mola

Neste capitulo serd introduzido um processo fisico importante e interresante chamado
de sistema massa mola, no qual envolve uma massa presa a uma mola.
Esse problema fisico ¢ modelado a partir de uma equacao diferencial ordinaria (E.D.O)
de segunda ordem.
Primeiramente vamos considerar uma massa m em repouso que esta pendurada em uma
mola em uma das suas extremidades na posicao vertical com o comprimento (3, temos que
a massa ira causar um alongamento na mola « para baixo no sentido positivo.
A partir disso vamos ter duas forcas atuando que é a gravidade puxando e tencionando a
mola para baixo e que tem modulo igual a w=mg, onde g é a aceleracao da gravidade.
A segunda forca se da pela mola que puxa a massa para cima F,,, com isso vamos supor
que a ,que é o alongamento da mola, sera pequeno e fica bem préximo da forga da mola
que é descrita pela lei de Hooke.
Nesse sentido, vamos escrever Fj, = —ka, em que k >0 é a constante da mola e a forca é
negativa, pois a forca da mola a puxa de volta para cima.

Nossas duas forgas estao equilibradas, pois nossa massa esta em equilibrio, dai:

w+F,=mg-Ka=0 (6.1)

Nesse problema iremos analisar o movimento realizado pela nossa massa que pode ter um
deslocamento inicial ou uma forca externa atuante. O deslocamento da massa a partir de
0 no instante t vamos denotar por d(t). Nesse contexto, d(t) estara relacionado com as

forcas que agem no sistema pela segunda lei de Newton.

md"(t) = f () (6.2)

Como ja sabemos da fisica a derivada da posicao é a velocidade e a segunda derivada é
a aceleracao, entao d(t)” serd a aceleracao da massa e a f a forga total que age sobre a
massa e ambas estao em funcao de t.

Vamos ter que neste problema existem 4 forcas que atuam sobre ele para determinar f.

1 O peso w =mg que age no sentido positivo tencionando a mola.

2 A forga F;, que é a proporcional ao alongamento total a+d da mola, no qual sempre
age restaurando a mola para sua posicao natural. Caso a+d >0 entao a mola esta

destensionada e sua forga estd direcionada para cima ou seja:

39
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Fyy = k(o +d) (6.3)

Caso av+d < 0, entdao a mola estd comprimida em uma distancia |« +d| e a sua forca
serd no sentido contrario, entao F,, = —K|a + d|, mas temos que |a + s| = —=(a + d),

entao F,, é sempre dada pela equagao ([6.3) independentemente da posicao.

3 Agora temos a forca de resisténcia F;, na qual age no sentido contrario ao do mo-
vimento da massa. Esta forca se da pela resisténcia do ar, algum atrito ou outro
elemento que interfira no movimento da massa. Supondo que ela seja proporcional
a velocidade escalar d’, vamos chama-la de atrito.

Caso d’ > 0, teremos que d estd aumentando de forma que a massa esta se movendo
para baixo.

Entao F, aponta para cima e sera dada por:
F, =—od'(t) (6.4)

No qual o é uma constante nao negativa que é dada proporcional ao atrito. caso
d’' < 0 vamos ter que d estd diminuindo de modo que a massa estd indo para cima e
F, aponta para baixo. Com isso F, = a|d'(t)|; como |d'(t)| = =d'(t) temos que F, é
dada pela equacao (6.4)).

4 Agora podemos supor uma forca externa F'(t) apontando para qualquer lado po-
dendo ser negativa ou positiva.
Agora Levando em consideragao todas as forgas podemos reescrever (|6.2)) da seguinte

forma:

md"(t) =w+ F,,(t) + F.(t) + F(t) =mg - k(a+d(t)) - od (t) + F(1). (6.5)

Como mg — ka =0 temos:
md" (t) + od'(t) + kd(t) = F(t) (6.6)

em que m, o e k sao constantes positivas, esta equacao é uma equacao diferencial linear
nao homogeénea de ordem 2 com coeficientes constantes e aprendemos a resolver apenas
as do tipo homogéneas e para resolver este impasse vamos supor que f(t) = 0, ou seja,

nao tera forca externa agindo sobre a mola e nossa equacao fica da seguinte forma:

md"(t) + od'(£) + kd(t) = 0 (6.7)
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e também sera desconsiderado a massa da mola.

A partir disso podemos transformar nossa equacao em um sistema linear homogéneo com
coeficientes constantes.

Transformando a equacao em um sistema, dai vamos ter que z; = d, x5 = d’, onde
21 no plano de fase é a posicao da mola e x5 é a velocidade da mola ambos variando de
acordo com o tempo t, o que implica que 2] = 22 e z} = d” entao mz, + oxy + kxy = 0

vamos ter o seguinte sistema:

x| =T

, (6.8)
mxy = —0xe — kxy
agora chamando x| = 2’, i, =y’, ©1 = ¢ e T = y o sistema tera a seguinte forma:
=y
_ 6.9
ke oy (6.9)
m m
passando para a forma matricial temos:
, 0 1
=, L |
m m

com isso vamos considerar m uma constante positiva e T = (a+d) = (-Z) e D = (ad-bc) =

%. dai temos que nosso polinomio caracteristico é:

Aok
N+ 22y 2o (6.10)
m m
(§]
2 42
T2—4D:‘7—2—i2
m m

a partir deste polinomio caracteristico temos que o discriminante serd negativo quando
T? - 4D < 0 ou seja nossos auto-valores sdo complexos, caso contrario nossos auto-valores
serao reais com sinal negativo e quando T?-4D <0 e T =0 teremos que serao imaginarios
puros, com isso podemos retirar bastante informagoes a respeito do sistema massa mola a
partir de uma analise qualitativa a respeito deste sistema utilizando o plano determinante
do traco que nos dara informacoes a respeito do comportamento das solucoes e temos os

seguintes casos para analisar:
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e Caso1: T2-4D =0

No primeiro caso, temos que

2 4 2
T -4p=" - iQ =0
m m
dai

2 4k2

mz  m?

o = 4k?

o = 2k,

ou seja, a nossa constante que corresponde ao atrito é igual a duas vezes a constante da
mola. Como ja comentado no capitulo anterior temos que quando T2 — 4D = 0 nossos

auto-valores sao iguais, ou seja teremos apenas uma raiz

)\_Ii\/T2—4D
) 2

como T2 —4D =0 vamos ter que nosso auto-valor serd

A= —
2

x T
para nosso auto-vetor v, = ( ), temos (A - 5]2)1)1 =0 assim

Y
2
o
0 1 — 0 0
2m? v -
k - = 6.11
SOHE N () e
m m 2m2
2
_o 1 T 0
( 27132 2mo+o? ( ) - (612)
“m TTamr S\ Y 0
—xa2+2m2y 0
2m? _
( 2kmx+?mya+ya2 ) - 0 (613)
- 2m?2
(6.14)
passando para forma de sistema temos
% -0 —z0?  2m2y .
_2kmx+2mya+y02 =0 = 2m2 + 2m2 B

2m?2
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1
com isso temos que vp = o2
2m?2
a
Para vy = ( ; ) temos que
(A - )\[2)1}2 = V1
2 1
5 1 a ~ )
_k _ 2mo+o? b - g
m 2m? Im2
—ac?+2bm? ] 1
2m?2 _ 9
_ 2akm+2bmo+bo? - g
2m?2 § 2m2
teremos o seguinte sistema
2
-ao
+b=1
2m? )
_ 2akm+2bmo+bo? _ g
2m?2 Co9m2
2
ao
=9 —=b-1
{ 2m?
{ 2m?2b — 2m?
= Q=
o2
seja a=1 temos que
{ 2m?2b — 2m?
1=
o2
2
={ 0=
2m?
1
entao temos que v, =| 52 +92m2 | assim temos que a solugao geral do nosso caso 1 sera
2m?
2 2 2
1 7 9 1 I~ 1
X(t) =¢ o2 e2m? + co | te 2m?2 o2 + e2m? o2 + 29m?2 (615)
2m? 2m? 2m?

Nesse sentido, temo que nosso plano de fase é definido como né degenerado, ou seja, é
assintoticamente estavel. Neste caso a massa ou objeto preso a mola vai na direcao do
ponto de equeilibrio, que é quando a massa esta no posicao 0 e teremos o seguinte plano

de fase:
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-25 -20 ~15 -10 -5 / 5 10 15 20 25
-6

Figura 1 — Fonte: Autor.

e Caso2: T?2-4D >0

Nesse caso, como T?-4D > 0 teremos que nossos auto-valores serao reais e distintos e que
o comportamento do sistema massa mola no plano de fase depende dos valores de T e D.
Caso D > 0 vamos ter que o plano de fase serd o ja definido como sovedouro, ou seja,
sera assintoticamente estavel, com as solugoes do sistema tendendo ao ponto de equilibrio
sem oscilacgoes, assim o corpo que esta preso a mola é solto em determinada posicao e se
desloca até o ponto 0, que é o ponto de equilibrio, pois tanto sua velocidade como posicao

tendem a 0 e apresenta o seguinte comportamento no plano de fase:

15 -

S=—

-20 -15 -10 -5 0

Figura 2 — Fonte: Autor.
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e Caso 3: T2-4D <0

Neste caso, temos que segundo o plano trago-determinante vamos ter que nossos auto-

valores serdao complexos com parte imaginaria diferente de 0 e sua parte real é dada por
—, com isso o caso em que 7' > 0 nao acontece, pois 1" = - e 0 é nao-negativo logo ou
T <0 ouT =0. Nesse sentido, caso T' < 0 teremos um ggrator espiral, nas quais as
solugoes serao assintoticamente estaveis, ou seja, o objeto preso a mola tende a se deslocar
em direcao ao ponto de equilibrio e perde velocidade de acordo com que se aproxima do

mesmo, com o passar do tempo e tera o seguinte comportamento no plano de fase:

N/

\ /
///%Q(/ [~

=

L\

\

Figura 3 — Fonte: Autor.

f10- . o ;9 ,

Por tltimo, caso T' = 0, ou seja, — =0, como m ¢ diferente de 0 temos que —o é
igual a 0, entao teremos que o coeficiente de atrito serd nulo e segundo o plano traco-
determinante teremos um comportamento ja definido como centro, nesse sentido o objeto

preso a mola tende a oscilar indefinidamente como mostra o plano de fase a seguir:

8

Figura 4 — Fonte: Autor.



46

percebe-se que o objeto em determinado tempo t possui velocidade nula que é quando
a massa se encontra no ponto maximo e minimo da oscilacao, mas como nao possui
atrito a massa tem velocidade negativa passando novamente pelo ponto de equilibrio e
voltando a ganhar velocidade novamente oscilando como ja dito indefinidamente. Todas
essas afirmacoes sao faceis de se ver gracas ao Plano trago-determinante que como ja dito

nos da informagcoes a respeito do comportamento das solucoes no plano de fase.
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7 CONCLUSAO

Em suma, a andlise qualitativa do sistema massa-mola sob a perspectiva das equacoes
diferenciais ordinarias revela a importancia e relevancia da abordagem matematica na
compreensao de fenomenos fisicos complexos. Ao aplicar os conceitos matematicos para
investigar e interpretar as solugoes do sistema, foi possivel obter informagoes valiosas so-

bre seu comportamento qualitativo.

Além disso, a interdisciplinaridade entre a matematica e a fisica evidenciada neste
estudo ressalta a necessidade e o potencial de uma abordagem integrada entre diferentes
areas do conhecimento para resolver problemas complexos e a analise de seus compor-
tamentos. Dessa forma, este trabalho nao apenas destaca a importancia das equagoes
diferenciais ordinarias na analise de sistemas fisicos, mas também reforca a relevancia
de promover uma compreensao mais profunda da interconexao entre a matemaética e as
ciéncias naturais. Assim, esta pesquisa contribui significativamente para o avango do co-
nhecimento nessa area e demonstra como a aplicagao das equacoes diferenciais ordinarias

pode enriquecer nossa compreensao dos fenémenos fisicos.
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