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"A teoria das probabilidades ¢ apenas o bom senso reduzido ao calculo."

Pierre-Simon Laplace



RESUMO

O presente trabalho tem o objetivo de apresentar um lado da probabilidade que ndo é muito
explorado, principalmente nas salas de aula, que ¢ a probabilidade geométrica. Comegamos o
trabalho com uma breve revisdo de conceitos mais basicos de probabilidade, utilizando
exemplos, e posteriormente apresentamos definigdes mais abrangentes de probabilidades,
como a defini¢do frequentista, a defini¢do axiomatica de probabilidade e a lei dos grandes
numeros. O principal topico de estudo foi o problema das agulhas de Buffon, que ¢ um dos
principais problemas da probabilidade geométrica. Dividimos o problema em trés situagdes e
realizamos suas demonstragdes. Apds isso, fizemos uma aplicagdo interessante desse
problema, onde ¢ possivel encontrar uma aproximagdo para o valor de m. No trabalho,
também é apresentada uma forma de estimar os nameros irracionais V2, a propor¢do durea ¢p=
(1 +~5)/2 e 3 a partir do problema da agulha de Buffon, onde a agulha ¢ substituida por

um quadrado, um pentdgono regular e um hexagono regular, respectivamente.

Palavras-Chave: Probabilidade geométrica. Problema da agulha de Buffon. Aproximacao

para 7.



ABSTRACT

The present work aims to present an aspect of probability that is not widely explored,
especially in classrooms, which is geometric probability. We begin the work with a brief
review of the more basic concepts of probability, using examples, and then present broader
definitions of probabilities, such as the frequentist and axiomatic definitions of probability,
and the law of large numbers. The main topic of study was Buffon's needle problem, which is
the principal problem in geometric probability. We divided the problem into three situations
and carried out their demonstrations. After that, we made an interesting application of this
problem where it is possible to find an approximation of . The work also presents a way to
estimate the irrational numbers V2, the golden ratio ¢ = (1 + V5) / 2, and V3 using Buffon's
needle problem, where the needle is replaced by a square, a regular pentagon, and a regular

hexagon, respectively.

Keywords: Geometric probability. Buffon's needle problem. Approximation for .
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1 INTRODUCAO

A teoria da probabilidade ¢ um campo crucial da Matematica que se ocupa da analise de
fendmenos aleatorios e da modelagem da incerteza. Desde seus primordios, com os trabalhos
de pioneiros como Blaise Pascal e Pierre de Fermat, a probabilidade evoluiu para se tornar um
componente essencial do curriculo educacional, influenciando areas como estatistica, fisica,

economia, biologia e ciéncias sociais.

A aplicacdo da probabilidade no cotidiano ¢ vasta e pratica, desde a avaliagdo de riscos
em seguros € investimentos até a previsao de fenomenos naturais e a tomada de decisdes
informadas em situagdes de incerteza. A compreensdo desses conceitos ajuda as pessoas a
navegarem melhor no mundo real. No ambito educacional, o estudo da probabilidade
fortalece as habilidades de raciocinio matematico dos alunos, ensinando-os a trabalhar com
nameros, a compreender e interpretar dados, e a usar modelos matematicos para representar

situacdes reais.

No documento Norteador da Educagao Brasileira a “Base Nacional Comum Curricular”
(BNCC), o ensino de probabilidades inicia-se nos tltimos anos do ensino fundamental, com
foco em experimentos aleatorios, analise de eventos e calculos basicos de probabilidades. No
ensino médio, esses conceitos sdo aprofundados, levando a experimentos mais complexos €

abordagens mais formais e abrangentes.

O problema da agulha de Buffon ¢ um problema classico de probabilidade geométrica,
que pode explorar diversas habilidades especificas da BNCC e enriquecer o ensino de
probabilidade. Por exemplo, a habilidade EM13MAT511 — “Reconhecer a presenga de
diferentes tipos de espagos amostrais, discretos ou nao, ¢ de eventos, equiprovaveis ou nao, €
investigar as implica¢cdes em calculos de probabilidade” — pode ser usada diretamente com
esse experimento. Ao langar uma agulha através de retas paralelas e ver se ela cruza uma
linha, os alunos sdo expostos a um espago amostral continuo e a eventos que nao sao
necessariamente equiprovaveis, expandindo assim a sua compreensdo dos tipos de eventos e

probabilidades.

Além disso, o uso da probabilidade geométrica no problema da agulha de Buffon ajuda
os alunos a explorar as propriedades continuas dos espagos amostrais e, assim, compreender

as aplicacdes da Matematica no mundo real. Tais atividades também podem promover uma



melhor compreensdo do conjunto dos niimeros reais, permitindo a discussdo da distribuicao
dos numeros racionais e irracionais € como a densidade dos numeros racionais afeta a

probabilidade em experimentos continuos.

Esse trabalho buscou mostrar que a probabilidade ndo se trata apenas do calculo da
razdo de casos favoraveis ao evento e o niumero de casos possiveis, mas que a partir dessa
razdo podemos atingir resultados mais interessantes e por vezes inesperados. No segundo
capitulo fizemos referéncia a alguns resultados e propriedades mais conhecidos de
probabilidade como a de espaco amostral, evento, probabilidade condicional e eventos
mutuamente exclusivos como também apresentamos defini¢des que normalmente ndo sdo
citadas aos estudantes do ensino bdsico, mas que com certeza agregariam muito na
aprendizagem sendo elas a defini¢do frequentista, a definicdo axiomatica de probabilidade, o

teorema da lei dos grandes nlimeros e a defini¢do de probabilidade geométrica.

No terceiro capitulo tratamos de um dos principais problemas da probabilidade
geométrica que ¢ o problema das agulhas de Buffon que se trata do calculo da probabilidade
de uma agulha langada aleatoriamente em um plano com retas paralelas cair intersectando
alguma dessas retas. Também estimamos o valor de m usando o problema da a agulha de

Buffon.

J& no terceiro e ultimo capitulo fizemos uma aplicagdo interessante do problema da

agulha de Buffon onde ao substituir a agulha por um quadrado, um pentagono regular e um

hexagono regular conseguimos estimar os numeros irracionais \/E, \/§ € a proporcao aurea

6 =25



2 RESULTADOS PRELIMINARES

2.1 Espaco amostral e evento

O espago amostral ¢ definido como o conjunto de todas as solugdes possiveis de um

experimento e ¢ representado pela letra S. Observe os seguintes exemplos:

Exemplo 2.1.1 Se o experimento consiste em jogar duas moedas e apds o langcamento
verificar a face voltada para cima, considerando K quando a face voltada para cima for cara e
C quando a face voltada para cima for coroa, entdo o espaco amostral serd o conjunto com

todas as possibilidades desse experimento:
S = {(K, K), (K, C), (C, K), (C, O)}.

Note que o lancamento de duas moedas pode resultar em quatro combinagdes: ambas
"cara" (K,K), a primeira "cara" e a segunda "coroa" (K,C), a primeira "coroa" e a segunda

"cara" (C,K), ou ambas "coroa" (C,C).

Exemplo 2.1.2 Se o experimento consiste em verificar o sexo de um recém-nascido,
considerando m como sexo masculino e f como sexo feminino, entdo o espago amostral serd o

conjunto de todas as possibilidades desse experimento:

S = {m, f}.

Ou seja, se o resultado for (m) significa que o bebé ¢ do sexo masculino e se o resultado for
(f) significa que o bebé é do sexo feminino. Note que a chance do bebé ser do sexo masculino
ou do sexo feminino ¢ a mesma. Quando cada ponto do espaco amostral tem a mesma

probabilidade de ocorrer, dizemos que esse espago amostral € equiprovavel.

Exemplo 2.1.3 Se o experimento consiste em langar dois dados e anotar o niimero da face
voltada para cima entdo o espaco amostral sera composto de 36 possibilidades que

representam os pares de numeros das faces voltadas para cima dos 2 dados:

S=1{1,1),(1,2),(1, 3),(1,4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), 3, 1),
(3,2),(3,3),3,4),(3,5),(3,6), (4, 1), (4, 2),(4,3), (4,4, (4,5), (4, 6), 5, 1), (5, 2), (5, 3),
(5,4), (5,5),(5,6), (6, 1),(6,2), (6, 3),(6,4), (6,5), (6,6)}.

Exemplo 2.1.4 Se o experimento consiste em registrar o tempo de duragdo da vida 1til de

uma lampada fluorescente representado pela letra t, entdo o espago amostral sera:
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S={te RB;t>0).

Observe que diferentemente dos exemplos anteriores, no exemplo 4 temos que o espago
amostral ¢ um intervalo de nimeros reais, nesse caso dizemos que esse € um espa¢o amostral
continuo, ou seja, ¢ um espaco amostral que contém um intervalo (tanto finito quanto

infinito) de nlimeros reais.

Definimos como evento de um experimento, todo subconjunto formado por possiveis
resultados deste experimento, ou seja, qualquer subconjunto do espago amostral ¢ conhecido
como um evento e ¢ representado pela letra E. Ademais, dizemos que E ocorreu quando o

resultado do experimento estiver contido em E. Observe alguns exemplos de evento:

No exemplo 2.1.1, considerando E = {(C, K), (C, C)}, entdo E ¢ o evento em que a

primeira moeda langada da coroa.

No exemplo 2.1.2, se E = {m}, entdo E ¢ o evento em que o bebé ¢ do sexo masculino.

Analogamente, se G = {f}, entdo G ¢ o evento em que o bebé ¢ do sexo feminino.

No exemplo 2.1.3, considerando E = {(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)}, entdo E ¢ o evento

em que a soma do resultado dos dados ¢ igual a 5.

No exemplo 2.1.4, se E = {t; 0 <t <7000}, entdo E ¢ o evento em que a lampada ndo

dura mais que 7000 horas.

Sejam A e B, quaisquer dois eventos de um espago amostral S, podemos definir um novo
evento A unido B (denotado por A U B) definido como um evento formado por todos os
resultados possiveis pertencentes a A ou B, ou seja, o evento A U B ocorrerd se A ou B

ocorrer. Em termos matematicos temosque AU B= {F€ S;F€ AouF € B}.

Levando em consideragdo o exemplo 2.1.2, se o evento E = {m} e G = {f}, entaio EU G

= {m, f}. Dessa forma, E U G corresponde a todo espago amostral S.

De forma andloga, para quaisquer dois eventos A e B, podemos definir o novo evento A
intersecao B (denotado por A N B) definido como o evento formado por todos os elementos
que pertencem tanto em A quanto a B. Ou seja, o evento A N B ocorrera apenas se A ¢ B
ocorrerem. Em termo matematicos temos que A N B={F € S; F € AeF € B}. Esse
conceito pode ser representado graficamente com um diagrama de Venn, como mostrado

abaixo:
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Figura 2.1: Representac@o da unido de conjuntos utilizando o diagrama de Venn.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

No diagrama acima, cada circulo representa um evento (A ou B). A regido onde os dois
circulos se sobrepdoem representa A (1B, ou seja, os resultados que pertencem

simultaneamente a A e B.

Levando em consideragdo o exemplo 2.1.1, se E = {(K, K), (K, C), (C, K)} ¢ o evento
em que pelo menos uma cara aparece nas duas moedas e G = {(K, C), (C, K), (C, C)} ¢ o
evento em que pelos menos uma coroa aparece, entdo E N G = {(K, C), (C, K)} € o evento em

que exatamente uma cara € uma coroa aparecem.

No exemplo 2.1.3, se E = {(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)} € o evento em que a soma do
resultado dos dados ¢ igual a 5 e G = {(1, 5), (2,4), (3, 3), (4,2), (5, 1)} € 0 evento em que a
soma do resultado dos dados ¢ igual a 6, entdo o evento E N G ndo poderia ocorrer, pois 0s
eventos E ¢ G ndo tem nenhum resultado em comum. Esse tipo de evento ¢ chamado de
evento vazio e ¢ representado pelo simbolo @ (ou seja, @ se refere ao evento formado por
nenhum resultado). Ademais, se E N G = @, entdo dizemos que E e G sio mutuamente

exclusivos.

2.2 Definicao axiomatica de probabilidade

Seja S um espago amostral. Considere uma fungao P: p(S) — R definida sobre o conjunto das
partes de S, ou seja, P associa a cada elemento E € S um niimero real P(E). Tal fungao ¢ uma

probabilidade se:

(i) 0<P(E)<1,V EcCS;
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(i) P(S) = 1;
(i) E,Gc S,ENG=0 = P(E UG) = P(E) + P(G);

O axioma (iii) também pode ser representado da seguinte forma:

P(Uizl Ei) - ,Z P(Ei)'
i=1
A defini¢do axiomatica acima foi introduzida por Kolmogorov no século XX e ¢ chamada de

definicdo geral de probabilidades.

Exemplo 2.1.5 Considere um evento E C S e, para todo n > 1, uma sequéncia de n repeticdes

independentes do experimento em questdo. Se ng ¢ 0 nimero de ocorréncias de E, definimos:
nE
P(E) = 5 = fn(E)

Essa definicdo ¢ um caso particular da definicdo axiomatica e ¢ chamada de definicao
frequentista de probabilidade e ela ¢ um caso particular da definicdo axiomatica de
probabilidade quando consideramos que todos os pontos do espaco amostral tém a mesma

probabilidade de ocorrerem.

Para mostrar que a definicdo frequentista ¢ um caso particular da definicdo axiomatica,
primeiramente suponha que para todo evento E C G o limite fn(E)= P(E) existe. Dessa
forma, esse limite, define uma fungao P: p(S) — R. Isso significa que P ¢ uma fun¢ao que
toma como entrada um evento (um subconjunto de S) e retorna um numero real que

representa a probabilidade desse evento.

Ademais, temos que

n

0<n<n=0<fn(E)=——-<1=0<P(E)= fn(E)<L

n
ng=mn, vn2l=fn(S) =1, vn=21=PS)= fn(S) =1

Note que se E, G © S com E N G =9, entdo o nimero de ocorréncias simultaneas de E ¢ G

em n experimentos realizados deve ser 0 e, portanto, ng yg = ng + ng. Dessa forma,

n
n
EU G E

= £ + 2= P(E) + P(G).

n n

P(EUG) =
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2.3 Algumas propriedades de probabilidade

Se considerarmos uma probabilidade conforme estabelecido na Defini¢do axiomatica,

temos que:
) P(?) =0;

(11) Se E, E.,..., E, sdo eventos mutuamente exclusivos, ou seja, Ei N Ej = @ para todo 1, j tais

que, I <i1<j<n,entao

(ii1) Para quaisquer eventos E, G C S, temos que

P (EUG)=P(E) +P(G) - P(E N G);
(iv) P(E) = 1 - P(E%);
(V)E C G € S=P(E)<P(G);

Nao iremos no ater a demonstra¢ao dessas propriedades, mas suas demonstragdes podem ser
encontradas no livro probabilidade além da combinatdria topicos e problemas reais com foco

no raciocinio probabilistico de Vitor Amorim e Graziele Mozer [1]

2.4 Distribuicao Binomial

A distribuicao binomial ¢ uma das mais importantes na teoria da probabilidade, porque
modela situacdes em que um experimento aleatério € repetido varias vezes
independentemente, e cada repeticdo resulta em apenas dois resultados possiveis. Esses sdo
geralmente conhecidos como '"sucesso" e "fracasso". Tais aspectos das distribuigcdes
frequentemente aparecem em problemas praticos, por exemplo, encontrar a probabilidade de
uma série de testes ser bem-sucedida — desde jogar moedas até considerar taxas de
aprovagio em exames.

Defini¢cao 2.4.1: Considere uma sequéncia de n experimentos aleatorios independentes com
dois resultados possiveis: sucesso, com probabilidade p para cada experimento, e fracasso,
com probabilidade 1 — p também para cada experimento. Se X ¢ a variavel aleatéria que
descreve o nimero de sucessos nessa sequéncia, entdo, a distribui¢ao de probabilidades de X

¢ chamada de Distribuicao Binomial com parametros n e p.
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2.5 Probabilidade condicional

Considere um experimento aleatorio onde langamos dois dados justos e independentes.
Cada dado possui seis faces numeradas de 1 a 6. O espaco amostral desse experimento pode
ser representado pelo conjunto de todos os pares ordenados (a, b) onde a e b sdo os resultados
das faces voltadas para cima dos langamentos do primeiro ¢ do segundo dado,
respectivamente. Assim, o espaco amostral contém 36 elementos, pois hd 6 possiveis
resultados para o primeiro dado e 6 possiveis resultados para o segundo dado, resultando em
36 combinagdes possiveis conforme o exemplo 2.1.3. Como os dados sdo justos e
independentes, cada um desses 36 resultados possiveis tem a mesma probabilidade de ocorrer.

Portanto, a probabilidade de qualquer resultado especifico (a, b) ocorrer ¢ dada por: P((a, b))

Agora, digamos que o resultado do primeiro dado seja 2. Sabendo disso, qual seria a
probabilidade de que a soma dos dois dados seja igual a 6? O evento "o resultado do primeiro
dado ¢ 2" pode ser representado pelo conjunto de todos os pares (2, b), onde
a e bvariade 1 a 6. Formalmente, este evento pode ser escrito como: F = {(2,1), (2,2), (2,3),
(2,4), (2,5), (2,6)}. Dado que o resultado do primeiro dado ¢ 2, as possiveis combinagdes para

o par (2, b) sdo seis, correspondendo as diferentes faces do segundo dado. Cada uma dessas

combinagdes (2, b) tem a mesma probabilidade condicional de ocorrer, que é: P((2,b)| F) = %

Agora, queremos determinar a probabilidade de que a soma dos dois dados seja igual a
6, dado que o primeiro dado resultou em 2. Este evento pode ser representado pelo conjunto:
E = {(2,4)}. A soma sera igual a 6 se o segundo dado mostrar 4, ja que 2+4 = 6. Portanto, ha
apenas uma combinag¢do (2, 4) que satisfaz esta condicdo. A probabilidade condicional de que

a soma dos dois dados seja igual a 6, dado que o primeiro dado ¢ 2, ¢ a probabilidade do

evento F dentro do evento E: P(E|F) = %. Portanto, a probabilidade de que a soma dos dois

dados seja igual a 6, dado que o primeiro dado resultou em 2, é: P(E |F) = %.

Se os eventos E e F representarem, respectivamente, o evento em que a soma dos dados
¢ igual a 6 e o0 evento em que o primeiro dado ¢ 2, entdo a probabilidade que acabamos de
calcular ¢ chamada de probabilidade condicional de que E ocorra dado que F ocorreu e ¢

representada por P(E | F).
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Uma férmula geral para a probabilidade condicional de dois eventos A e B ou seja,
P(A|B) que seja vélida para todos os eventos A e B é deduzida da mesma maneira: se o
evento B ocorrer, entdo, para que A ocorra, precisamos que a ocorréncia real seja um ponto
que esteja tanto em A quanto em B, ou seja, ela deve estar na interseccio A N B. Como
sabemos que o evento B ocorreu,entdo temos que B € o nosso novo espago amostral; dessa
forma, a probabilidade de que o evento A N B ocorra sera igual a probabilidade de A N B

relativa a probabilidade de B. Com isso, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.5.1: Dado B C E um evento no espago amostral E de modo que P(B) > 0,

definimos a probabilidade condicional de A acontecer, dado que B aconteceu por

P(ANB)

P(AIB) = —55

Exemplo 2.5.1: Considere o langamento de um dado honesto de 6 faces e os eventos A: sair
um numero par ¢ B: sair um nimero primo. Qual a probabilidade de acontecer o evento B,

sabendo que o evento A ja& ocorreu?

Sabendo que o espaco amostral S do evento A ¢ S = {2,4,6} e que o espago amostral F do

evento B ¢ F = {2,3,5}, temos que P(A) = %: %, P(B) = %:% e P(ANB) ¢ a
probabilidade de sair um nimero que seja par e primo. Como AN B = {2}, temos:

P(ANB) = %. Portanto, pela definicdo de probabilidade condicional temos

1/6 1
P(BIA) =1/ =.

2.6 Variaveis aleatorias

Uma varidvel aleatdéria ¢ uma fungdo que designa um numero real para cada resultado
de um experimento aleatdrio. Dois tipos de varidveis aleatorias sdo variavel aleatoria discreta

e variavel aleatoria continua.

Por exemplo, ao realizar o lancamento de um dado a varidvel aleatéria X pode
representar o numero que aparece na face do dado que ficou voltada para cima apds o
lancamento, onde X pode assumir um valor de 1 a 6, nesse caso X ¢ uma variavel aleatoria

discreta.
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Outro exemplo seria ao realizar um experimento que consiste em medir a altura de uma
pessoa, nesse caso a variavel aleatoria Y representa a altura de uma pessoa medida em metros
e pode assumir qualquer valor real dentro de um intervalo como 1,40m e 2,00m, neste

exemplo Y ¢ uma variavel aleatdria continua.

Defini¢ao 2.6.1: Seja (S, A, P) um espaco de probabilidade. Dizemos que uma fungdo X : S

— R ¢ uma variavel aleatoria se, para todo intervalo I € R, vale {® € S : X(w) € I} € A.

Definicido 2.6.2: (a) Uma varidvel aleatoria X ¢ dita discreta se existe um conjunto

enumeravel B = {xl, X, ...} ©Rtalque P(X € B)=1.

(b) Uma variavel aleatdria X ¢ dita absolutamente continua se existe uma fung¢do f :R — R+

b

digamos, continua por partes, tal que P(a < X <b) = [ f(x)dx, para quaisquer a, b € R.
a

2.6.1 Valor Esperado, Esperanca ou Média

Exemplo 2.6.1.1 Quando estamos assistindo uma aula e perguntamos a um colega quanto
tempo falta para a aula acabar, ele vai nos fornecer um valor esperado, ou seja, o tempo

restante que falta para a aula acabar.

No exemplo acima, o colega resumiu a informa¢do de um modelo em um Unico nimero, o
valor esperado. A esperanga de uma variavel aleatoria representa o valor médio esperado
decorrente dessa varidvel, que pode ndo corresponder necessariamente a uma quantidade

observavel, conforme descrito na defini¢cdo a seguir.
Definicdo 2.6.1.1: Seja X uma variavel aleatoria.

(a) Se X ¢ discreta assumindo os valores {x p Xy ...}, entdo definimos a esperanca de X (caso

+00
exista) como EX =} ka(X = xk).
k=1



17

(b) Se X ¢ absolutamente continua com densidade f: R — R+, entdo definimos a esperanca de

+oo

X (caso exista) como EX = [ xf(x)dx.

—0Q0

2.7 Lei forte dos grandes niimeros

A Lei forte dos grandes numeros afirma que a média de uma sequéncia de varidveis
aleatorias independentes com a mesma distribuicdo converge para a média da distribuigdo,

com probabilidade 1. Seja X v X , uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes e

distribuidas de forma uniforme, cada uma com a média finita E[X;]. Portanto, com

probabilidade 1,

X1+X +.+X

n
- —00
— wquandon .

Como resultado da aplicagdo da lei de grandes niimeros, suponha que seja feita uma
sequéncia de tentativas independentes de um experimento. Suponha que E seja um evento
fixo do experimento ¢ que P(E) seja a probabilidade de que E ocorra em cada tentativa.

Fazendo

e X, =1 se E ocorrer na i-ésima tentativa

e X, =0 se E ndo ocorrer na i-ésima tentativa

pela lei dos grandes nimeros temos que, com probabilidade 1

X +..+X
U LE[X] = P(E).

n

Note que como X, + ... + X, representa o nimero de vezes em que o evento E ocorre nas
primeiras n tentativas, a equagdo acima pode ser interpretada como sendo o nimero de vezes
que o evento aconteceu sobre o numero total de tentativas ocorridas, € isso converge

justamente para a probabilidade do evento P(E) ocorrer.
Essa demonstracdo pode ser encontrada no livro probabilidade Um curso moderno

com aplicagdes de Sheldon Ross [3].
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2.8 Definicao de Probabilidade Geométrica

A ideia de atribuir a probabilidade de um evento ocorrer a uma razio entre a
cardinalidade entre dois conjuntos finitos, os casos favoraveis e 0s casos possiveis, ¢ 0 que
sustenta a definicao classica de probabilidades. A probabilidade também pode ser interpretada
como a razdo entre duas medidas de conjuntos. A Probabilidade Geométrica ¢ sustentada por

essa nog¢ao.

Com isso, nesta secdo iremos considerar R ou R?, sendo respectivamente reta ou plano e
a partir disso iremos unir a geometria com a probabilidade. Para isso trabalharemos com
subconjuntos de R e R? que sao mensuraveis. No nosso caso, o termo mensuraveis que tem
uma definicdo precisa na teoria de medidas, se refere a conjuntos em que € possivel calcular

seu comprimento e area nos casos da reta e do plano respectivamente.

Inicialmente vamos considerar em R uma cole¢do de subconjuntos que sdo intervalos ou
a unido desses intervalos, € nesse caso definimos a medida (i) como o comprimento destes

intervalos de acordo com as seguintes propriedades

e Para um intervalo qualquer [a, b] © R dareta: u([a, b]) =b —a;

o WE UG =WE)+wG)quandoE N G=2.

Observe que a segunda propriedade ¢ a propriedade aditiva de probabilidade que ¢
indispensavel para calcular a unido desses intervalos. Sabendo que os conjuntos considerados
aqui sdo intervalos, sejam eles abertos ou fechados, como nosso objetivo ¢ calcular o
comprimento deles, certamente ndo queremos calcular um mesmo comprimento duas vezes e
¢ nesse ponto que a propriedade aditiva de probabilidade aparece com a condi¢do de que a
intersec¢do desses conjuntos seja vazia, garantindo que ao calcular essa medida ndo estaremos
considerando o mesmo comprimento duas vezes. Ademais, como estamos considerando
intervalos abertos e fechados, note que se o intervalo considerado for fechado, existe a
possibilidade que esse intervalo seja degenerado, ou seja, um intervalo com inicio ¢ fim no

mesmo ponto; nesse caso, 0 seu comprimento sera igual a zero.

Agora consideramos em R? uma colecdo de subconjuntos em que ¢ possivel calcular a

area desses subconjuntos sendo M(A) = area (A) de acordo com as seguintes propriedades

e Para uma regido plana mensuravel A C R’ W(A) = area(A)
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o WE UG =WE)+u(G)quandoENG=2.

Dessa forma, se considerarmos por exemplo um conjunto em R? sendo ele delimitado
por fungdes continuas, conseguimos calcular a area desse conjunto utilizando a primeira
propriedade e se for a unido de dois conjuntos desse tipo utilizaremos a segunda propriedade
que também ¢ a propriedade aditiva de probabilidade e que assim como no caso anterior

garante que um mesmo comprimento de area ndo seja calculado duas vezes.

Ao restringir os espacos amostrais aqueles em que podemos calcular o seu
comprimento, area e volume respectivamente em R, R? e R?, podemos estabelecer a seguinte

definicdo intuitiva de probabilidade geométrica:

Definicao 2.8.1: Seja S C R" um subconjunto no qual é possivel calcular seu comprimento e
além disso o seu comprimento ¢ finito e definido como W(S). Entdo, seja E C S um conjunto
mensuravel, com medida [(E), a probabilidade de E ocorrer ¢ dada por

E
P(E) = 43

A defini¢do anterior deve ser vista como a razao entre dois comprimentos, areas ou volumes
com o objetivo de calcular o tamanho do evento E em relagdo ao espago amostral S . Assim,
selecionando um ponto aleatorio de S, a probabilidade de ele estar em E ¢ dada por essa razao.

Isso ¢ exatamente o que fazemos na defini¢@o cldssica de probabilidades.

Exemplo (O Sumico dos Racionais): Ao selecionar aleatoriamente um ponto de um
intervalo fechado [a, b] qualquer, com a # b, qual ¢ a probabilidade de que sua abscissa, ou

seja, 0 seu eixo x seja racional?

Podemos usar a Definicdo geométrica de probabilidade 2.2.3 no espago amostral S = [a, b],
onde p € o comprimento de um intervalo (ou a soma de seus comprimentos). Portanto, p([c,

d]) = d—c para qualquer intervalo [c, d] C [a, b].

Além disso, observe que um conjunto unitdrio {x} pode ser considerado um intervalo
degenerado [x, x] e, assim, cada conjunto unitario tem medida nula, pois p({x}) = pu([x, x]) =

x—x=0.

No entanto, sabemos que o conjunto dos nimeros racionais ¢ enumeravel e, portanto, o evento
de interesse E = S N [a, b] ¢ enumeravel. Dessa forma, o conjunto dos nimeros racionais do

intervalo [a, b] é representado como
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E={r, 1,15, ..} = UZl in}.

Note que estamos lidando com conjuntos unitarios {7‘1}, {rz}, {rg}... e como sabemos a

intersec¢do de conjuntos unitarios € vazia. Logo, segue do axioma da unido da definigao

axiomatica e da defini¢do de probabilidade geométrica que

P(A)=P({r,} U {r,} U {r,} U.)=P({r )+ P(r, ) +P({r,) + ... =

P(U; {’"i}) 2P ()= 2 :éarg) =2 e = 0.

i=

ou seja, ao considerar a probabilidade de um ponto de vista geométrico, a probabilidade de

um nimero x escolhido nesse intervalo [a, b] ser um nimero racional, nesse caso, ¢ igual a 0.

Ademais, se considerarmos A = Q n [a ,b] e B = QC N [a, b], note que A N B = 2, agora
considerando o axioma da unido da defini¢do axiomatica temos que a probabilidade do nosso
espagco amostral ocorrer, ou seja, A U B = [a, b] ocorrer serd P([a, b]) = P (A U B). Pela

definicdo de probabilidade geométrica segue-se que

1= ﬂ—z}- = P([a, b]) = P(A) + P(B).

ula,

Sabendo que P(A) = 0, entdo obtemos 1 = P(B), ou seja, a probabilidade de sortear um
numero irracional no intervalo [a, b], nesse caso, seria 100% de chance de sortear um

irracional.
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3 O PROBLEMA DA AGULHA DE BUFFON

3.1 Introducio ao problema das agulhas de Buffon

Georges-Louis Leclerc, mais tarde conhecido como Conde Buffon, nasceu na cidade de
Montbard, no sul da Franca, em 1707. Georges-Louis Leclerc foi um famoso naturalista,
matematico e estudioso francés amplamente reconhecido por seu trabalho na Histoire
Naturelle, uma enciclopédia de ciéncias naturais. Embora Buffon seja mais conhecido por
seus estudos em biologia e geologia, ele também se interessava por problemas matematicos,

especialmente aqueles relacionados a probabilidade.

O problema das agulhas de Buffon foi apresentado pela primeira vez em 1777 como
uma curiosidade matematica durante suas reflexdes sobre probabilidade geométrica. O
cenario apresentado por Buffon para esse problema ¢ simples mas de grande profundidade e
diferentemente dos problemas tradicionais de probabilidade (como o langamento de dados ou
moedas), ele combina elementos de célculo e de geometria o que oferece uma nova

perspectiva para o estudo da aleatoriedade.

Para entender esse problema, imagine um plano regido por retas paralelas equidistantes
entre si no qual serd lancado aleatoriamente uma agulha cujo comprimento pode ser maior,
menor ou igual a distincia existente entre as retas do plano. Dessa forma, o que faremos nesse

problema ¢ calcular a probabilidade da agulha atingir uma das retas paralelas.

3.2 Demonstracgio do problema da agulha de Buffon

Considere um plano regido por retas paralelas equidistantes entre si. Seja d a distancia
entre uma reta e outra e [ o comprimento da agulha, o nosso desejo ¢ calcular a probabilidade
da agulha cruzar uma das retas do plano. Sabendo que o comprimento da agulha pode ser
menor, maior ou igual a distdncia existente entre as retas, dividiremos esse problema em trés

casos distintos respectivamente.
Primeiro caso: [ = d

A partir das figuras 3.1 e 3.2 , € possivel notar que os eventos de interesse sdao aqueles
em que X ¢ menor que o cateto adjacente do tridngulo OPA de argumento 6, sendo X a

distancia entre o centro da agulha e a linha do plano mais préoxima e O o ponto médio da
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agulha. Pelas figuras sabemos que OA = %e, pela definicdo de cosseno, que cos = % 1SS0

implica OP = % . cos®.

Figura 3.1: A agulha ndo intersectou nenhuma das retas.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Figura 3.2: A agulha intersectou uma das retas.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Dessa forma, existem duas possibilidades para o evento:

! ,
e Quando X <—- cos6, a agulha cruzara uma das retas

! < ,
e Quando X = —- cos8, a agulha néo cruzara uma das retas do plano.

Observe que X € [0, L] e que 0 € [0,—-] e que X e O sdo variaveis independentes.
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Figura 3.3: Grafico das possibilidades do evento
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Note que a area sombreada representa os casos favoraveis e que a area interna do
quadrilatero OMNP representa o espaco amostral. Como a distribui¢do de X e 0 ¢ uniforme,

temos que a probabilidade da agulha cair cruzando uma das retas do plano ¢ dada por

P(A) _ area sombreada
area interna do quadrilatero

A area sombreada pode ser calculada pela integral de 0 e % de —é cosB

%cose ae = %Z cosf db = % ) (sen (%) — sen (0) ) = %

O%N‘:l

L s . ! 1
A érea interna do quadriltero ¢ dada por = . — ==

dessa forma, a probabilidade da

2 4’
agulha cair cruzando uma das retas do plano sera:
5 l 4 41 2
Z - = 2
PA)==T = 2 m.l 2ml e

Segundo caso: [ < d

Analogamente ao caso anterior, temos que a parte sombreada representa os casos favoraveis,

enquanto a area interna do quadrilatero OMNP, representa o espaco amostral.
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Como a distribuigdo de X e 6 ¢ uniforme, pois tanto 6 quanto X seguem uma distribuicao
uniforme nos seus respectivos intervalos, a probabilidade da agulha cair cruzando uma das

retas ¢ dada por:

P(A) _ area sombreada
area interna do quadrilatero

Figura 3.4: Segundo caso.

X A
dr2 M N
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I
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I
X = |-'2:cos G
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O 2 o

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

. , , , l , .
De maneira andloga, a area sombreada ¢ dada por =, enquanto que a area interna do

o d T.d

2" 2 4 "

quadrilatero ¢ dada por Portanto a probabilidade da agulha cair cruzando uma

2 l 4 41 21

das retas do plano sera P(A) = = = — * — = 5— = ——-.

IS

Terceiro caso: | > d

Nesse caso, como o tamanho da agulha ¢ maior que a distincia entre as retas, entdo a chance
de cruzamento aumenta, pois a agulha terd um maior alcance e também por existir a

possibilidade da agulha cruzar duas retas simultaneamente.

Pelo que foi feito anteriormente temos que:

P(A) _ area sombreada
 areainterna do quadrilatero "

Para calcular a area sombreada a dividiremos em duas partes onde A , Tepresenta a

regido onde a agulha cruza apenas uma reta e A2 representa a regido onde a agulha cruza duas
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retas simultaneamente. Inicialmente, para calcular A L considere o ponto Q = (0 L <) (sendo
2
que 91 ¢ o angulo limite em que a agulha cruza apenas uma linha e 4 ¢ a metade da distancia
2

entre as retas) e a funcdo X = % cosB (que representa a proje¢ao horizontal da metade do

. . d ! . d
comprimento da agulha) com isso, temos que —- = — . cos6 > ou seja, cosB s donde

-1(d , .
0 | = cos (T) Dessa forma, a area A, ¢ dada por:

Figura 3.5: Terceiro caso.

X=1/2cos®

A2 e N

_‘GD S U ——
El

[3%]

Ty

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Enquanto que a area de A, ¢ dada por:

. cosf do = —é . (sen (%) — senel) =A,= % . (1 - senel).

e
)
I
LD — m|a
N|~
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2 2 . .
Por cos © + sen® =1, podemos isolar o termo SenG1 com isso obtemos

2 2 ) [ 2 d
sen 91 =1 — cos 61 assim, sene1 = 1 — cos 91, como sabemos que cose1 =

2
d .. . ~
temos que send .= 1 - (T) , substituindo isso na expressao para A 5 obtemos

A= (1—sen91) > A =5.[1- 1—(1)2 = A

2 z 2 z 2
l I'—d l I'—d l I'—d
AZ—T. 1 — 7 =>A2—7.(1——)—7——.

Como a area do quadrilatero OMNP ¢ z—d temos que a probabilidade da agulha cruzar pelo

menos uma das retas do plano sera

% lzz_dz " d- cnszfl(é) - lz—d2+dz< cos ™" (%) (l— lz—d2+d ) (%) ) 2

m.d
4 4

21 -2/’ —d*+2d - cos‘l(i)
m.d

3.3 Estimando o valor de &

Podemos estimar empiricamente o valor de m realizando varios langamentos das
agulhas, ou seja, repetindo a experiéncia de Buffon repetidamente e contando cuidadosamente
as agulhas que cruzaram retas paralelas. Esse método, chamado Método de Monte Carlo, ¢
bastante popular na estatistica quando se trata de simulagdes estocasticas, ou seja, quando as

circunstancias sdo baseadas em processos que ndo siao de natureza deterministica.

Como foi visto no capitulo 2, a Lei dos Grandes Numeros garante que, a medida que
aumentamos o numero de langamentos de agulhas, a propor¢do empirica (o numero total de
cruzamentos dividido pelo total de langamentos) se alinhard cada vez mais com a
probabilidade teorica P. Consequentemente, ao conduzir o experimento um nimero grande o

suficiente de vezes, podemos estimar com precisdo o valor de P e, por extensdo, até mesmo
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aproximar o valor de m. Utilizando a Lei dos Grandes Numeros apresentada na se¢do 2.6 e tal

como foi explicado nessa se¢do, vamos definir X l_ da seguinte forma
e X, =1 se E ocorrer na i-ésima tentativa.
e X, =0 se E nao ocorrer na i-ésima tentativa.

“0. onde k(n)

Considerando o caso inicial estudado, onde 1= d, considere que P(A) =

representa o nimero de vezes que a agulha cruza uma das retas paralelas e n representa o

nimero de lancamentos de agulhas.

Relacionando isso com o problema das agulhas de Buffon temos que quando o nimero

de repeti¢des se torna absurdamente grande, se o experimento pudesse ser realizado um
, . . ; k(m) . .

namero infinito de vezes, teriamos que P(A)=—-- mas vimos anteriormente que

k()
n

2 . . , 2
P(A) = —, ou seja, a medida que o nimero de langamentos n aumenta, temos que ~ =,
T s

representando por limite temos

lim A 2

n—0o

.. . ~  k(n .
e esse limite nos garante exatamente que n suficientemente grande a razao Jn—L se aproxima

2 .. o
de - Ademais, isolando o Tt nesse limite temos

2n
k(n)

T~

ou seja, conseguimos estimar o valor de T a partir da razao entre 2n o nimero de cruzamentos

k(n) obtidos no experimento.

Ao longo dos anos, alguns matematicos estimaram empiricamente o valor de © usando o
método descoberto por Buffon e posteriormente melhorado por Laplace. A Tabela 3.1 mostra

os resultados de alguns desses experimentos.
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Tabela 3.1: Resultado das experiéncias de alguns matematicos

Matemético | Ano Razao N. de Jo- | N. de | Valor

(I/d) gadas Cruza- estimado
mentos de 7

Wolf 1850 0.8 5.000 2.532 3.1596

Smith 1855 0.6 3.204 1.218.5 3.1553

D. Morgan | 1860 1.0 G600 3825 3,137

Fox 1864 0.75 1.030 489 3,.1595
Lazzerini | 1901 0,83 3.408 1.808 3.1415929

Reina 1925 0.5419 2,520 869 3.1795

Fonte 3.1: Gristead, C. M. 1997, Pag. 56

Note que existem valores ndo inteiros na coluna do nimero de cruzamentos de retas

pelas agulhas, esses valores se ddo pela incerteza da agulha ter cruzado ou ndo a reta.

Ao observar a tabela pode-se dizer que os matematicos tiveram um relativo sucesso com
seus experimentos, mas vale ressaltar que anos antes Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
jé havia obtido uma aproximacdo melhor para T utilizando séries de poténcia, dessa forma,
sabendo previamente o valor aproximado para m alguns deles podem ter terminado o
experimento em um momento oportuno, ou seja, um momento em que o valor estava muito
préoximo de . Contudo, mesmo que esses valores ndo fossem novidade, esses experimentos

confirmaram a coeréncia entre a teoria desenvolvida por Buffon e a pratica empirica.

O resultado do experimento de Lazzerini ¢ realmente notavel. Ele alcancou uma
aproximacao de m com uma precisdo de seis casas decimais apds apenas 3.408 langamentos.
Conforme observado por Roberto Rodriguez del Rio em seu artigo O Numero m: Da
Geometria ao Calculo Numérico, seriam necessarios espantosos 1,156675 - 10714
langamentos de agulha para atingir uma margem de erro de 0,0000002. Se alguém removesse
uma agulha a cada cinco segundos — tempo gasto no lancamento, verificando sua posi¢ao de
pouso e registrando o resultado — levaria cerca de 3.600.000 anos para atingir tal precisao.
Esta observagdo apoia a ideia de, no minimo, uma interrup¢do deliberada nos langamentos. E
comum pesquisadores suporem que Lazzerini ja estava ciente da aproximagdo feita pelo
matematico chinés Tsu Chung Chi por volta do século V, que era 355/113 para o valor de =.

Coincidentemente, o valor de 3,1415929 alinha-se perfeitamente com o resultado intrigante

que ele obteve em seus 3.408 langamentos.
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Tudo indica que a estratégia utilizada por Lazzerini foi conhecendo a férmula P = 21/dn.

Ele realizou a experiéncia considerando a razao entre o comprimento da agulha e a distincia

5
. _ , 20 %2d 5
entre as retas paralelas igual a 5/6 = 0, 83. Dai, obteve que P(A) = 4= md = 3n-
Como P(A) = lim @, temos 3% = k(nn) ,onde m = lim 3:—31) Conhecendo o resultado
n—oo n—oo

de Tsu Chung Chi de 355/113 para o numero m, ele teria resolvido a equagdo k(n) =

5n.113 __ 565n __ 113n
3.355 1065 213 °

Dado que k(n) e nsdo inteiros, ¢ adequado afirmar que para cada 213 arremessos de
agulha, 113 cairdo, cortando um dos fios. Caso o resultado seja diferente, o experimento seria
conduzido novamente. Percebendo que 3408 ¢ igual a 213 multiplicado por 16, segue-se que

Lazzerini deve ter executado a série de arremessos 16 vezes.
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4 ESTIMANDO IRRACIONAIS

Neste capitulo faremos estimativas para nameros irracionais utilizando o mesmo raciocinio do

problema das agulhas de Buffon. Ao substituir a agulha por um quadrado, um pentagono

regular e um hexagono regular conseguimos estimar os numeros irracionais \/5, \/§ e a

145

5

proporg¢do aurea ¢ =

4.1 Estimando numeros irracionais

Em 1937, Uspensky [6, 8] mostrou que substituindo a agulha por uma placa com
qualquer curva convexa e com diametro generalizado menor que d, a probabilidade de que a

placa cruzard uma linha é

p(P) ==

onde P ¢ o perimetro da curva. Portanto, para um poligono regular de n lados de comprimento

L, tal probabilidade ¢

p(n) = == (.

Mostraremos que substituindo a agulha por um quadrado, um pentdgono regular e um

hexdgono regular no experimento de Buffon dard uma estimativa de \/5 , a propor¢do Aurea

¢ = l#)—, \/3, respectivamente.

4.2 Calculos de Probabilidade

Considere uma superficie plana governada por retas paralelas separadas por uma
distancia d e um poligono regular com n lados de comprimento L, as dimensdes do poligono
sdo pequenas o suficiente para ndo intersectar simultaneamente duas retas paralelas, ou seja,
ao relacionar com o problema das agulhas de Buffon, aqui estamos considerando o segundo

caso onde o comprimento da agulha mede menos que a distancia entre as retas.
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Depois de jogar aleatoriamente o poligono na superficie plana, temos duas possibilidades de

eventos:
(1) Evento A: Uma linha intersecta o poligono.

(i1) Evento B: Uma linha intersecta dois lados consecutivos do poligono.

Sabemos que a probabilidade p(A) ¢ dada por p(A) = ;1—2 pelos resultados apresentados no

capitulo 2, nesse caso estamos olhando o poligono de n lados como N agulhas sendo langado
no plano. Para p(B) note que temos n pares de lados consecutivos em seu poligono, com isso

temos

p(B) = npy, (ID),

onde p,, ¢ a probabilidade de uma linha intersectar dois lados consecutivos dados a e b do

poligono.

Pela figura, ¢ possivel perceber que os lados a e b junto com a diagonal D associada
formam um tridngulo. Assim, a probabilidade p,, serd dado pela probabilidade de uma linha

cruzar esse tridangulo menos a probabilidade de uma linha cruzar a diagonal D, ou seja,

__2L+D 2D 2L—D

Pp="a — T = o substituindo na equagdo (II), temos

p(B) = 22221 (1)

o qual, da mesma forma da probabilidade (A), depende tanto da geometria do poligono quanto

da distancia entre as retas paralelas.

Figura 4.1: Um pentagono regular (n = 5) mostrando dois lados consecutivos, a ¢ b, ¢ a diagonal

associada D.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.
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A probabilidade condicional p(B|A) nos d4 a probabilidade que o evento B ocorra

_p(ANB)
p(4)

a probabilidade do evento B e do evento A ocorrerem. Lembrando que o evento B diz que

mesmo que o evento A ja tenha ocorrido, e é dado por p(B|A) = ———(IV) onde p(ANB) ¢

uma linha intersecta dois lados consecutivos do poligono e o evento A nos diz que uma linha
intersecta o poligono, pode-se notar que se o evento B ocorrer, consequentemente o evento A
também ocorrera, ou seja, o evento B implica o evento A de modo que B C A e, entdo, p(AN
B) = p(B), pois todo B ja esta contido em A. Portanto, substituindo as equagdes (I) e (IIT) na

equacao (IV) temos

p(Bl|A) = %—Z—T—Z[l—cos ] P, V),

o qual depende apenas do nimero n de lados do poligono e onde a tltima igualdade € valida

para n= 3. Em particular, paran =3, 4, 5 e 6, a expressao (V), se torna, respectivamente,

p, =2 -[1 - cos(%)]= 1,
S R

p. = 2 -[l—cos(%)]:z -[1 —%]:2 —

p6=2.[1—c05(%)]:2.[1_§]:2_\/§’

145 : 1+/5 <
em p_ temos que cos(%) = ﬁL com isso segue-se que ¢ = -CJZD- que a chamada propor¢ao

Aurea. Se n -0 o poligono se torna uma circunferénciae p_ = 0.

Portanto, com a unica mudanca do formato da agulha e sem medir qualquer comprimento,
i
podemos estimar os nameros irracionais /2, /3 e a proporgdo durea ¢ = Observe a

simulagdo com 100 pentagonos feita no artigo Statistical estimation of some irrational
numbers using an extension of Buffon's needle experiment de S. Velasco , F. L. Roméan , A.

Gonzalez & J. A. White.
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Figura 4.2: Problema das agulhas de Buffon utilizando 100 pentagonos.

W ol B
A )
O Doy O

90

L o

Fonte: S. Velasco , F. L. Roman , A. Gonzélez & J. A. White (2006) Statistical

estimation of some irrational numbers using an extension of Buffon's needle experiment, Pag. 738
g p g

Considere N o niumero de vezes que um poligono regular de n lados € jogado nas retas,

N .0 nimero de vezes que uma linha intersecta o poligono e N 0 nimero de vezes que uma

. . . re ~ NC I3 . .
linha cruza dois lados consecutivos do poligono, temos que a razdo —- ¢ uma estimativa

experimental de p(A) que vem justamente da Lei Forte dos Grandes Numeros, pois

N

N
lim — = p(4), da mesma forma que —— ¢ uma estimativa experimental de p(B) e,
N—ooo

N
também —= ¢ uma estimativa para p , mas sabemos por (V) que p, = Zgi :

c

ou seja, a razao

2B)

o(a) > Com isso, da mesma maneira que estimamos p(A) e p(B), ao fazer com

NCC ro*
— ¢ Justamente
c

N

que N tende ao infinito temos que a razao TCC converge para p .

c

Com isso conseguimos estender o problema das agulhas de Buffon para estimar os

14+/5

2

numeros irracionais \/E, \/§ e a proporg¢do aurea ¢ = , simplesmente substituindo a

agulha por um quadrado, um pentadgono regular e um hexagono regular, respectivamente, e
isso considerando apenas que um lado do poligono ndo intersecta simultaneamente duas retas

paralelas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho explorou um aspecto da probabilidade que, embora
frequentemente negligenciado, possui grande relevancia: a probabilidade geométrica. Este
tema ndo apenas enriquece o campo da Matemadtica, mas também desempenha um papel
essencial na solu¢do de problemas praticos. As implicacdes deste estudo sdo amplas,
abrangendo desde o aprimoramento de modelos tedricos até a otimizagdo de processos

industriais e tecnologicos.

Ao utilizar um dos principais problemas dessa area, demonstramos que a
probabilidade pode se estender para além dos exemplos classicos, como os de moedas, cartas
e dados, comumente apresentados em sala de aula. Com base nos mesmos principios

probabilisticos usados cotidianamente, aliado a geometria, mostramos que ¢ possivel estimar
, e \/E \/g ., _1+5 Most també
0s nimeros irracionais \/2,/3 e a propor¢do aurea ¢ =-——. Mostramos também que a

partir da probabilidade geométrica podemos obter o valor de © de uma forma inesperada como
também conseguimos abranger habilidades especificas da BNCC relacionadas a probabilidade
a partir desse problema, o que mostra a amplitude do tema e a necessidade de sua maior

exploragdo no ensino e em diversas aplicacgoes.
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