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RESUMO

Este trabalho consiste em apresentar, de forma matemadtica, a incompatibilidade das
transformacoes de Galileu com a eletrodinamica; as transformagoes de Lorentz como
compativeis e consequéncias da relatividade aplicada na eletrodinamica, assim como a
invariancia da velocidade da luz; as aplicacoes das transformacoes de Lorentz nas equagoes
que regem a eletrodinamica para encontrar os termos de corregoes que existem entre meios
inerciais com translagao uniforme com objetivo de avalid-las e compara-las com resultados

ja conhecidos.

Palavras-chave: Relatividade restrita. Meios com translacao uniforme nao relativisticas.
Equagoes de Maxwell na matéria. Velocidade da onda eletromagnética. Forma ma-

tematica.



ABSTRACT

This work consists of presenting, in a mathematical way, the incompatibility of Galileo’s
transformations with electrodynamics; Lorentz transformations as compatible and con-
sequences of relativity applied in electrodynamics, as well as the invariance of the speed
of light; the applications of Lorentz transformations in the equations that govern elec-
trodynamics to find the correction terms that exist between inertial media with uniform
translation with the aim of evaluating them and comparing them with already known

results.

Keywords: Special relativity. Means with non-relativistic uniform translation. Maxwell’s

equations in matter. Electromagnetic wave speed.
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1 INTRODUCAO

O estudo de ondas eletromagnéticas tem proporcionado avancos significativos para
cinéncia e tecnologia, até mesmo para andalises médicas. A maneira de interpretar es-
tas ondas influencia na maneira de ver, pensar e testar os fenomenos diarios. A luz é um
exemplo de onda eletromagnética e ela estd relacionada com fenomenos terrestres como: a
cor do céu, as asas de uma borboleta, as comunicagoes via radio, o wi-fi, circuitos elétricos
entre outros fenémenos; nos fenomenos de escara macroscépica como: a distancia entre
as galdxias, o tamanho e temperatura das estrelas, a deteccao da atmosfera de outros
planetas; e também na escala microscopica, como: a interagao entre as cargas, o movi-
mento de cargas devido a um campo magnético, a ressonancia magnética, os aceleradores
de particulas e etc. Em resumo, a eletrodinamica esta presente em muitas dreas da fisica
e a representacao matematica dessas ondas, tanto no vacuo, como em meios materiais
em repouso ou em movimento, sao extremamente essenciais para o desenvolvimento das
aplicagoes fisicas.

As equacoes do eletromagnetismo mais conhecidas foram desenvolvidas tomando siste-
mas simples, como o vacuo e com referenciais em repouso, mas quando se muda um desses
termos, a complexidade comeca a aparecer. E pensando nas representacoes matematicas
que este TCC vai ser desenvolvido, desde a representagoes classicas simples mais impor-
tantes, até suas formas mais complexas quando se calcula em meios diferentes do vacuo,
ou com velocidades constantes. Existem as representagoes para meios acelerados, mas
isto é trabalho para outra hora.

Iremos comecar estudando as ondas eletromagnéticas no vacuo e em repouso, para
depois calcula-las na matéria e em referenciais inerciais. Mostraremos as relagoes entre a
eletrodinamica e o principio da relatividade, tanto a de Galileu, que, por uma pequena
analise na matematica do problema, conseguiremos perceber que nao é compativel com
a eletrodinamica, quanto as de Lorentz, que sao compativeis com esta area, que tem
origem ja relativistica. Também vamos mostrar a invariancia da velocidade da luz, o qual
é o segundo postulado da relatividade de Einstein e a velocidade da luz em meios com
translacao uniforme, que é a velocidade encontrada por Fizeau em seus experimentos.

E uma longa jornada, reescrever parte da eletrodinamica mesmo que s6 mude algo
simples, como um referencial em movimento constante, mas que possii aplicagoes enormes.
Aplicaremos para ondas planas e monocromaéticas e, por fim, destacaremos as principais
descobertas do nosso trabalho e algumas possiveis aplicacoes e estudos futuros decorrentes

dos nossos resultados.



2 ELETRODINAMICA CLASSICA

Atualmente sabe-se que existem quatro forcas fundamentais da natureza e, segundo
um artigo do intituto de fisica da universidade de sao paulo, escrito por Da Costa Marques
(3), as forcas e seus bdsons acossiados sdo: a forga nuclear forte, que é a mais intensa
e estda associada aos fenomenos que acontecem no ntucleo do atomo e é uma forca de
curto alcance e a particula que media esta interagao é um bdson chamado glion; a forca
eletromagnética, que é a segunda interacao natural mais forte, esta associada as interagoes
de particulas carregadas e campos magnéticos, assim como a interacao entre os fétons que
é o boson mediador desta interacao; a for¢a nuclear fraca que explica os fenomenos de
decaimento do atomo e tem como mediadores os bésons W* e Z; a forca gravitacional,
que ¢é a mais fraca das interagoes fundamentais e explica os fenomenos de interagao entre
corpos em escalas astronomicas, utilizando a famosa equacao de Gravitagao Geral de
Newton e a Relatividade Geral de Einstein e, pela teoria do modelo padrao de particulas,
tem como mediador o graviton, que ainda é um problema em aberto.

Segundo Moysés ((10), pdg. 11), das interagdes acima, as do eletromagnetismo sao
muito mais faceis de identificar, pois ela tem uma escala, tanto microscépica, quanto
macroscépica e de facil visualizagao cotidiana. Além de estar presente na maioria dos
fenomenos do dia-a-dia, como: o funcionamento de uma pilha, a comunicagao entre um
controle remoto e uma televisao; o céu azul e o entaredecer alaranjado, a corrente elétrica
que esta presente nas residéncias e nos postes de transmissao, a comunicacao via radio,
a vibra o6tica, wi-fi, a internet por satélites, etc. As aplicagoes do eletromagnetismo
revolucionaram o mundo no século XX tanto na area de tecnologia quando no estilo de
vida da populacao. E inegavel que sem ela, seria impossivel sobrevivermos no mundo de
hoje em dia, pois somos quase que totalmente dependetes da tecnologia, mas foi por causa

dela que hoje temos uma sociedade evoluida e conectada.
2.1 As equagoes de Maxwell

O fisico e matematico James Clerk Maxwell formulou a teoria eletromagnética, re-
presentadas matematicamente pelo que se conhece como ”As equacoes de Maxwell”, a
partir das teorias experimentais de Faraday, que usava a linguagem de linhas de campo e
Maxwell procurou interpretacoes matemaéticas para elas. Segundo o Moysés em seu livro
”Curso de fisica bésica”’vol. 4, (8)), Maxwell também notou que a lei de Ampere, que diz
que uma densidade de corrente gera um campo magnético ao seu redor, precisava de uma
correcao, pois a lei de ampere em sua forma inicial ndo poderia se raplicada para campos
elétricos e magnéticos dependentes do tempo, pois violaria o principio de conservagao de
cargas. As equagoes do eletromagnetismo sobreviveram até a mudanca da fisica classica

para a fisica moderna, que foi onde a Relatividade de Einstein mudou a mecanica Newto-
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niana, porém as Equacoes de Maxwell permaneceram inalteradas, mostrando a veracidade
e importancia das equacoes do eletrodinamica cléssica.

Abaixo estao as equagoes de Maxwell no sistema SI e no sistema CGS-Gaussiano, os
termos g € €y sao respectivamente as constantes permeabilidade magnética e permissivi-
dade elétrica do vacuo, B e E sao os campos magnético e elétrico e p e 7 sao as densidade
de carga e densidade de corrente gerados por fontes e o termo (,uoeo%—f) é a correcao feita

por Maxwell na lei e Ampere, que passou a ser chamada de ”Lei de Ampere-Maxwell”.

Sistema SI
1 B
V-E=—p (leide Gauss) VxE-= ——aat (Lei de Faraday)
€0
. oF .
vV-B=0 (Sem nome) V x B = poj + ugeo—at (Lei de Ampere-Maxwell)
Sistema CGS-Gaussiano
10B
-E =4 E=——
\Y TP V x ey
10F
vV -B=0 VxB<drj+ L 0F
c Ot

Temos também a forca de Lorentz, que, no sistema SI e no CGS-Gaussiano, é dada

por
F=q(E+vxB) (SI)
F=q (E + U B) (CGS-gaussiano)

c

As equacgoes acima apresentam os divergentes e rotacionais dos campos elétrico E e
magnético B e eles tem significados fisicos como: o divergente do campo magnético é zero
e isso mostra que nao existem monopdlos magnéticos, ou seja, nao existe uma particula
magnética; o divergente do campo elétrico (Lei de Gauss) mostra a existéncia de uma
particula de carga minima, sendo assim, uma quantizagao de carga e de que os campos
elétricos sao formados a partir de cargas ou densidade de cargas; o rotacional do campo
elétrico (Lei de Faraday) nos mostra o campo elétrico induzido, que acontece ao variarmos

um campo magnético no tempo
2.2 Equacao de onda e propagacao onludatoria

Uma onda pode ser descrita como uma perturbagao que parte de um ponto a outro
através de um meio sem transporte de matéria. Esse meio pode ser material ou o préprio
vacuo. Quanto a natureza das ondas, existem ondas mecanicas, que podem ser a per-

turbacao numa corda, ondas sonoras, ondas sismicas, etc.; ondas eletromagnéticas, que sao



11

oscilagoes no campo eletromagnético que se propagam em meios materiais ou no proprio
vacuo na velocidade da luz; ondas gravitacionais, que sao perturbagoes na geometria do
espago-tempo, que se propaga no universo; e as ondas quanticas, que sao perturbagoes na
probabilidade de localizacao das particulas quanticas que se propagam no espaco. Quanto
a direcao de propagacao, elas podem ser unidimensionais, que sao as ondas em uma corda;
bidimensionais, que podem ser ondas em uma superficie de dgua; e tridimensionais, que
podem ser exemplificadas pelas ondas sonoras. As ondas transportam energia em forma
de oscilagoes, estas, porém, sao caracterizadas por ondas longitudinais e ondas transver-
sais. Nas ondas longitudinais, as oscilacoes tém a mesma direcao que a propagacao da
onda e formam &areas de baixa e alta pressao no meio de propagacao, como mostrado
na (Figura [1)); nas ondas transversais a oscilagdo se d4 em uma diregao perpendicular a

direcao de propagacao, como mostrado na (Figura .

Figura 1 — Onda longitunial
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Figura 2 — Onda transversal
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Se a onda estd se propagando em uma direcao, é ébvio que existem duas outroas
direcoes perpendiculares a ela, entao a onda transversal tem duas dire¢oes possiveis para
oscilar e chamamos a existéncia dessa possibilidade de Polarizacao da onda. Assim como
na obra do Griffiths (6), pag. 260, se existe uma onda em uma corda se movimentando
no eixo z, podemos ter uma onda oscilando no eixo x (polarizacao ’vertical’ segundo
a Figura , que representa quando se agita a corda para cima e para baixo; ou no
eixo y (polarizagao ’horizonal’ segundo a Figura {)), que é quando se agita a corda para
esquerda e direita. No caso da onda eletromagnética, veremos que existem as duas driecoes
de oscilacoes ao mesmo tempo, uma formada pelo campo elétrico e outra formada pelo

campo magnético como na Figura[§] No livro ”Um curso universitario”de Alonso e Finn
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(1), a parte de polarizagao é melhor vista e ele fala sobre a polarizagao circular da onda
eletromagnética, que consiste nos campos elétrico e magnético formando um plano entre
si e oscilam girando em torno de um eixo visto na Figura [0]

Figura 3 — Polarizagao vetical

X

MM
VAR "an"a

Fonte: ()

Figura 4 — Polarizagao horizontal

Fonte: (6])

Figura 5 — Onda eletromagnética

As ondas, assim como na mecanica classica, podem ser representadas por uma funcao
algébrica e a fungao de uma onda, em um sistema unidimensional, é dada por um y(x,t) =
f(z',t") = f(z—vt,0) que é uma aplicagao das transformagoes de Galileu, que serd estudado

mais a frente, mas as transformacgoes de Galileu para este sistema é dada por:
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' =x -0t
Y=y
t'=0

Essa fungao pode ser vetorial ou escalar e para definir o movimento desta onda, basta

derivar ela em relagao ao tempo, fazendo isto obteremos a seguinte equagao:

Oy _ Of d’
ot Ox' dt

Foi usada a regra da cadeia para obter este resultado e se derivarmos denovo podemos

encontrar a equacao horaria de uma onda que esta 4 uma velocidade constante

#y o e
o2 oz \ dt

podemmos também fazer a derivada em relagao a x. Calculando as derivadas, temos

(2.1)

@_ of ox'  Of
or 0z’ dx  Ox'

0? g (0 0?
_yz_(_f)z / (2.2)
0x? Ox\oz') Oz’
substituindo agora [2.2] em [2.1], obteremos a eugagao:
dy Of oz’
dx 0z’ Oz
Sabemos que % = —v ¢é a velocidade na cinematica, e para essa configuragao é a velo-

cidade da onda em relagao ao referencial em repouso, entao substituindo por u obtemos
a equacao geral da onda

1 0% 0%

v2 O0t?  Ox?
e se extendermos para uma funcao vetorial de trés dimensoes, a equacao geral da onda

tem a forma

= V¥ (2.3)

onde W = ¥(x,y,z) é uma funcdo vetorial tridimensional.
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Uma das solugoes desta equacao é a funcao complexa W(r,t) = Woeillkr—wt)  onde
a exponencial complexa é uma representacao da forma polar de um numero complexo
[z = |2|(cosh + isenf)], a referéncia para o assunto de varidveis complexas em que me
baseio pode ser encontrada no livro do Churchill de varidveis complexas (2). Sendo ¥
a amplitude da onda, ele se torna constante para ondas nao amortecidas, entao quando

toma-se as derivadas da funcao, temos

ow i(k-r—wt)

o —iWowe (2.4)
VU= -0, kelkrot) (2.5)
8;:1 = —Wwleilkr-wt) (2.6)
VW = —Wf2ei(kr-wt) (2.7)

Como o argumento da exponencial deve ser adimensional, as dimensoes de k e w sao
respectivamente, (1) e (1), no sistema SI e ao substituir e na equacao de onda

2.3] encontra-se a relagao entre k2 w? e u?

2
W 2

ﬁ =0 (28)
que é a velocidade de propagacao da onda em meios nao disperssivos, pois para meios
com disperssao da luz, que é um exemplo de onda eletromagnética, essa relacao nao é

linear. Sabemos que k e w sao constantes de fase com as seguintes relagoes

w=2rf
27
k=—
A

onde f é a frequéncia da onda e A é o comprimento de onda. Assim percebemos que a

solu¢ao de uma onda com velocidade v = ¢ é descrito pela fungao:

U (r,t) = Wye'lkr—wt) (2.9)

Sendo a solucao da equacao de onda, uma grandeza real, entao podemos tomar como
solugao
U = REWe'kr=et)
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2.3 Ondas eletromagnéticas

As ondas eletromagnéticas sao a propagacgao do campo eletromagnético em um meio,
sendo o vacuo um meio de propagacao dessas ondas, o que é uma das diferencas delas
para as ondas mecanicas. Os campos elétricos e magnéticos oscilam no tempo e no espaco
e, pelas equacoes de Maxwell, podemos perceber que eles dependem um do outro quando
tomamos o rotacional.

Considerando os campos viajando no vacuo e longe da fonte, as Equagoes de Maxwell,

para p=0e 7 =0 tomam a forma

0B
‘E:0 E:——
\Y% V x o
OF
V-B=0 VXB:/J'OEOE

Aplicando o rotacional e utilizando a identidade vetorial na equagao (V x E) tem-se

a seguinte solucao.

Vx(VxE)=v-(V-E)-V’E
onde V-E =0
0B\ _ )
VX(_E)_V (0) VE

é possivel utilizar a propriedade comutativa, pois tomar a derivada temporal antes ou

depois de aplicar o rotacional nao vai interferir no resultado final, aplicando esta condi¢ao

0
- B)=-V’E
at(vX )=-V

substituindo o rotacional do campo magnético (V x B) é obtido a seguinte equagao:

0 OE\ _,
B (Moﬁoa) =V°E
0’FE )
Ho€o 12 =V°FE (210)

Fazendo o mesmo processo para o campo magnético obtem-se:

0’B
ot?

As equagoes e sao equagoes de onda, entao percebe-se que os campos elétrico e

s . _ 1 .
magnético se propagam como ondas com velocidade ¢ = T que por ser uma velocidade

Lo€o =Vv’B (2.11)

que dependa dos coeficientes magnético e elétrico do meio, em cada meio ela vai ser
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constante e coincidente com o valor da velocidade da luz no mesmo meio. Entao os campos
elétrico e magnético se propagam como ondas na velocidade da luz e isto significa que a luz
pode ser uma onda eletromagnética, sendo assim, a luz também transporta energia, mesmo
sendo uma particula sem massa. Sabemos hoje que a luz é uma onda eletromagnética, mas
foram esses estudos de Maxwell sobre a eletrodinamica, que surgiu a teoria eletromagnética
da luz e, segundo o livro do Griffiths (6l) pag. 262, essa teoria nao seria possivel sem a
correcao de Maxwell na lei de Ampere. A partir desta descoberta, podemos agora estudar
a luz nao s6 como particula, mas agora como o seu carater ondulatério utilizando a
equacao de onda eletromagnética, que é o que faremos no decorrer deste trabalho.
Depois de encontrar uma equacgao para 0s campos e que essa equacao é justamente
uma equacao de onda, é natural querer aplicar a solucao da equacao de onda vista na
secgao [2.2] que é a fungao 2.9 e, quando aplicada, os campos elétrico e magnético, ficam

da seguinte forma:

E(r,t) = Eyelkr=t) (2.12)

B(r,t) = B!kt (2.13)

aplicando a solucao para os campos nos divergentes deles, encontra-se

V- Eoei(k-rfwt) =0

como FEq e B, sao cosntantes

Eyveitkr=t) -
Eq -k (ie’km0) =0
(iEge* D) . k=0

E-k=0

da mesma forma para o campo magnético

B-k=0

Se o divergente de B e E com k sao nulos e B # 0, E #+ 0 e k # 0, significa que
tanto E quanto B sao perpendiculares a k, entao E e B sao transversais, logo o campo

eletromagnético é uma onda do tipo transversal, que se move perpendicular a direcao de
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propagacao da onda. Se a onda eletromagnética é transversal, entao ela é polarizada e,
nas obras literarias, como no Moyses vol. 3 (10)), a polarizacao é linearmente dependente
e o campo elétrico sempre estd no plano perpendicular & direcao de propagacgao, sendo
em @, em y ou em combinacoes das duas direcoes, entao, por coveniéncia, escolhemos o
campo F para definir a polarizacao da onda eletromagnética, que segue a regra da mao
direita e tem a configuracao mostrada na figura .

Mas s6 as igualdades acima nao provam que FE e B sao transversais entre si, o que
mostra é que os campos estao no mesmo plano. Para provar que eles sao perpendiculares
entre si utilizatremos o rotacional dos campos elétrico e magnético. Aplicando denovo as
funcoes e [2.13] mas agora no rotacional do campo elétrico, temos

Vv x (Eoei(k.r—wt)) — _Q(Boei(k-r—wt))
ot
utilizando a propriedade anti-comutativa, pode-se reorganizar a equacao da seguinte
forma:
i(kr-wt) 9 i(kr-wt)
-Eyx V(e )= —Boa(e )

O sinal negativo na parte esquerda da equacao serve para conservar o sentido do vetor
resultante do produto vetorial. Essas derivadas ja foram feitas na secgao [2.2] apenas com
uma mudanga na amplitude da funcao de onda. Resolvendo as derivadas utilizando e
2.0

_EO % k(iei(k"r—wt)) - Boiw(ei(k-r—wt))

e reorganizando para encontrar os campos

Exk=-wB (2.14)

Percebe-se que E, B e k sao perpendiculares entre si. Mas para prova maior, quando
aplicar os mesmos passos no rotacional do campo magnético, obtem-se o seguinte resultado
B xk =-wugeE (2.15)

Entao pode-se dizer que esses trés vetores formam um conjunto ordenado {E, B, k}
dextrégiro, ou seja, eles seguem a regra da mao direita com o polegar apontado para k.
Sabendo disto, podemos agora calcular o produto vetorial das equagcoes e que

ficam

Ek =-wB (2.16)
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w
Bk=-—F (2.17)

multiplicando por k e substituindo nela, teremos

2
E2="F
C2
w
c=—
2

que ¢ a mesma relacao que encontramos na seccao [2.2)entao pode-se reescrever a velocidade

na forma

c=\f

Apresentamos algumas propriedades importantes dos campos elétrico e magnético,
que podem ser chamados de campo eletromagnético a partir de agora. As conclusoes sao:

1. Os campos FE e B se propagam como onda eletromagnética, tanto no vacuo quanto
em meios materiais, com velocidade de fase ¢ = ﬁ =\f;

2. E e B estao em fase;

3. A onda eletromagnética é transversal e, portanto, pode ser polarizada;

4. E, B,k sao perpendiculares e formam uma triade dextrogira (seguem a regra da

mao direita).
2.4 Campos na matéria

Foi estudado as equagoes de Maxwell no vacuo para descobri que os campos elétrico e
magnético se propagam como onda no vacuo, mas eles também se propagam na matéria e
como ¢ de se esperar, as equagoes dos campos nao serao iguais as do vacuo. A matéria tem
algumas caracteristicas que se rlacionam com as constantes € e y para produzir interacoes
diferentes com um mesmo campo, essas interacoes baseadas nas caracteristicas do meio
sao chamadas de relagoes constitutivas e sao definidas pelas seguintes propriedades dos
meios:

i. Meio Linear: € e g nao dependem dos campos;

ii. Meio Homogeénio: € e i1 sao o mesmo em todos os pontos do meio;

ii. Meio isotropico: € e pu sao escalares fazendo com que os campos D, E, B e H
tenham a seguinte relagdo, D//E e B//H. (D e H seré apresentado nesta sec¢ao ).

iv. Meio nao disperssivo: € e u nao dependem das frequéncias.

Considerando um meio com essas caracteristicas, as equacoes de Maxwell podem ser

reescritas substituindo as seguintes relacoes
D=cE

B=uH
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onde D e H sao, respectivamente, os campos deslocamento elétrico e campo magnético
auxiliar. Segundo Van Bladel, (1)), pag. 109, para se resolver um problema pratico, tanto
da fisica, quanto da engenharia, as equagoes constitutivas (também podemos chama-las
assim), sao de extrema importancia e também de alta prioridade. Pois identificar as
propriedades do meio, possibilita encontrar resultados mais precisos e reais, pois nenhum
meio ¢ igual e quase todos os meios nao sao ideais.
Manipulando as equagoes de Maxwell para encontrarmos D e H obten-se:
V-D=p VxE-= —%—?
V-B=0 VXH=j+88—?

No sistema Gaussiano as constantes € e pu sao de mesma unidade e tem valor ﬁ ea

relacao pgeg = % As equagoes de Maxwell no sistema Gaussiano tem a seguinte forma

()V-D=drp  (iii)v x E = 128 (2.18)

(ii)v-B=0 (iv)VvxH=%j+15D

Vale lembrar também que os campos elétrico e magnético no sistema gaussiano tem a
mesma unidade de medida e que a lei da forca de Lorentz expressa no sistema gaussiano

tem a forma

F:q(EﬂxB)
C

A partir de agora sera usada a forma gaussiana, pois sua simetria facilitara os calculos.
As equagoes de Maxwell em termos do vetor de propagacao da onda k sao encontradas
quando se aplica a solu¢ao de onda nas equagoes 2.18 com p=0e 7 =0 e tem a seguinte

forma.

()k-D=0 (iii)kx E=2uH

(ii)k-B=0 (iv)kx H=-%E (2.19)

Extraindo o médulo dessas equagoes e seguindo a mesma légica das equagoes [2.16] e
multiplicando uma pela outra, obtem-se a velocidade da onda para meios materiais

e longe da fonte. Como k, E, H e ue =n? obten-se a equacao

WEH="_n’EH
C
= :—zn2
C _ w
n k

e ¥ =1ug ¢ a velocidade de propagacao da onda em meios materiais em repouso

up = (2.20)

c
n



20

onde n é o coeficiente de refracao do meio.
2.5 Conservacao da energia eletromagnética e o teorema de Poynting

O trabalho realizado para que uma forga (F') mova uma particula em uma determinada

W:fF.dr

dW =F -dr

distancia (7) é dado pela equagao:

ou, na forma diferencial

e a forca eletromagnética é dada pela equacao de forca de Lorentz no sistema gaussiano

é:

1
F=q¢(E+-vxB) (2.21)
c

O trabalho realizado pela forca de Lorentz em cima de uma carga dq é dado por

dW:dq(E+1v><B)-dr
c

e para que a carga se movimente um determinado dr em um determinado dt, ela precisa

adquirir uma velocidade v, entao dr = vdt, obtendo a equacgao a seguir

1

dW =dq(E + -v x B) - vdt
c

dW = dqFE -vdt

e isto é uma diferencial em relacao ao tempo t e pode ser reescrita em termo da derivada

aw

& ficando assim:

aw
— =FE-dqu
dt 1
onde o termo dq = pdt pode ser reescrito em funcao da densidade volumétrica de carga
aw

%:E-pvdT

o termo pv = j ¢é a densidade de corrente encontrando entao a equagao:

aw

—=F . jdr 2.22

o J (2.22)
que € a poténcia da forca eletromagnética, ou seja, é a energia por segundo do sistema.

Utilizando agora as equacoes de Maxwell para substituir a densidade de corrente j
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na equagao [2.22 a equagao fica

aw

-E jdr = (CE (VxH)-—E. aD)dT
dt 41

4 ot

usando a identidade vetorial é facil notar que E-(VxH)=V-(HxE)+H-(VxE)

e aplicando na equagao

B j=C(v(HxE)+H-(V<B))- B2

e substituindo o rotacional do campo elétrico (Vx E) que pode ser econtrado nas equagoes

de Maxwell se encontra a equacgao

1 oD 0B
Ej=-v.(HxE)-—(E-ZZ+H.22
4§37V (H ) ( ot 7ot )
o termo (FH x E = --E x H = -8) ¢é o vetor de Poynting no sistema gaussiano, que

representa a densidade direcional do fluxo de energia e (= (E-D+H -B) = u.n) ¢ a
densidade de energia eletromagnética, com isto a equacao final para a lei da conservacao

eletromagnética é:
e,

ot

E-j=-v-8 (2.23)

2.6 Teoria classica da relatividade

A Teoria da Relatividade Restrita viola as transformacoes de Galileu, que até entao
descrevia, com facilidade e precisao, os movimentos relativisticos classicos, com veloci-
dades mais usuais da época, como a de um navio, por exemplo. Porém, ao aplica-la em
velocidades muito altas, como a velocidade da luz, as transformagoes de Galileu indicavam
que velocidades maiores que a da luz eram possiveis, enquanto a relatividade de Einstein
mostra que é impossivel que um referencial viaje na velocidade da luz e isto é uma con-
sequéncia matematica que veremos mais a frente. Os fendmenos eletromagnéticos, desde
o inicio, sao testados experimentalmente, além de serem usados constantemente. Sendo
assim, se existe um erro entre as equacoes do eletromagnetismo e as transformacoes de Ga-
lileu, claramente esse erro nao seria no eletromagnetismo, e sim nas transformacgoes. Note
que refutar uma teoria que, na pratica ja era muito usada e que funciona nas aplicacoes da
época, é algo preocupante, é como falar que, hoje em dia, a mecanica quantica esta errada
e que encontrei uma forma melhor de explicar essa area. Entao, é claro que a teoria de
Einstein colocou a comunidade cientifica "na defensiva”, gerando até a publicacao de um
livro chamado ”Hundert Autoren Gegen Einstein” (7)) que traduzido do alemao se chama
”Cem autores contra Einstein”e segundo Gobilard, Lozada, e Lucas Blitz (5) descreve
como um marco da revolucao cientifica ao traduzir a obra.

Mas como funcionam essas transformacoes e de onde elas sairam? Vamos construi-



22

las para entender o que acontece e entao propor outro tipo de transformacao em que
as condicoes de Einstein sejam satisfeitas, mas para isto, precisaremos definir alguns

conceitos como: referencial inercial e mudanca de referencial.

2.6.1 Referenciais Inerciais

Um referencial inercial consiste em um sistema de referéncia que obedece & lei da inércia
de Newton. Significa que um corpo, em um estado de repouso ou movimento, permanece
no seu estado até que uma forga externa atue sobre ele. Basicamente, referenciais inerciais
estao com velocidade constante, no qual, nao conseguimos sentir o movimento.

Imagine que voceé estd em uma sala onde nao existe nenhum tipo de contato com
o exterior dela, ou seja, vocé nao pode ver nem ouvir nada que esteja fora desta sala,
naturalmente voceé nao tem como saber se vocé estd em movimento ou em repouso, pois nos
so sentimos as forcas quando existe alteracao da velocidade, ocasionando uma variagao do
momento, mas caso nao se altere, podemos dizer que vocé estda em um referencial inercial.
Seguindo a mesma linha de raciocinio, podemos dizer que um sistema de referéncia em
repouso ¢ inercial, pois sua velocidade é constante e igual a zero. Podemos adicionar
também que, se um sistema de referéncia é inercial comparado com o de velocidade zero,
logo, esse outro sistema também ¢ inercial.

O gréfico abaixo representa dois referenciais inerciais, onde um deles (S) estd em

repouso e o outro estd em movimento com velocidade v.

Figura 7 — referenciais inerciais

~
~

2.6.2 Mudanca de referencial

Seja S um referencial em repouso com eixos de coordenadas x,, z, e S’ outro referen-
cial, agora com velocidade v no eixo x, considerando que os eixos estao alinhados. Um
evento qualquer no ponto P pode ser visto de maneira diferente dependendo do referen-

cial, e observarmos uma particula em repouso no referencial S’ e ao ser observado pelo
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referencial S, a mesma particula estara em movimento com velocidade v, como mostrado

na figura abaixo.

Figura 8 — Evento no referencial S’

ecvento

~
~

Vamos considerar um ponto P situado entre os referenciais S e S’, como mostrado na

figura abaixo.

Figura 9 — Vetor separacao

+
~
~

Se fizermos o tempo ser abosoluto, ou seja, igual para os dois referenciais, a distancia
entre o referencial S e S’ é dada por v.t onde v = (v,,0,0). Se olharmos os vetores
diretores r e 1/, podemos encontrar um vetor (r—r') com componentes (r—7') = (v.t,0),

igualando as componentes, temos:

r—x =vt
y-y' =0
t' =t

e resolvendo as equacoes para x’, ¢y’ e t’ teremos entao:
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' =x -0t
Y=y
t'=t

Agora temos uma relacgao entre os eixos do referencial S” e o S. Por indugao, podemos
fazer também as transformacoes para as demais componentes de um vetor v/ = (x',y', 2’ t')

e finalmente chegamos nas transformacoes de Galileu de S’ para S e de S para S’ também.

' =x—-v.t x=a +vt
Y=y y=y
2=z z=2z
=t t=t'

2.7 Incoeréncia entre o eletromagnetismo e as transformacoes de Galileu

Com as transformacgoes de Galileu encontradas na seccao anterior [2.6, vamos agora
aplicé-las nas equagoes de Maxwell 2.18] Vamos introduzir agora o principio da relativi-
dade e os postulados de Einstein, na relatividade classica, existe um principio que deve
ser seguido e baseando-se nesse principio, Einstein formulou um postulado adicional na

sua teoria. Os postulados da relatividade restrita de Einstein, que consistem em:
1 : As leis da fisica sao as mesmas para todos os referenciais inerciais.

2 : A velocidade de propagacao da luz é constante e igual para quaisquer referenciais

inerciais.

Veremos que o segundo postulado é uma consequéncia direta do primeiro postulado,
enquanto o primeiro postulado é uma forte afirmacao fisica, porém representa uma verdade
universal, a de que, em todo universo, nao existe nenhum referencial que seja privilegiado,
ou seja, todos estamos sobre as mesmas leis e este postulado é o principio da relatividade
classica.

As equagoes de Maxwell estao de forma compactas, entao podemos ’abrir’ as
equacoes para a forma mais facil de trabalhar, fazendo isto, temos as equagoes de Maxwell

abertas:

oD, . oD, . oD,
ox y 0z

=4mp



2.
0B. 0B, 0B.
ox oy dz
3.
0E. 0E, 10B,
oy 0z ¢ ot
OE, OE.  10B,
9z dxr ¢ Ot
0B, OE, 10B.
dr Oy ¢ Ot
4.

OH. 0H, 4x . 10D,
A
OH, OH., 4r . 10D,
92 Oz :7‘7y+EW’
OH, OH, 4r_ 10D,
or oy el o
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Usando as transformacoes de Galileu para descobri as componentes dos campos e

suas derivadas. Supondo um vetor r qualquer, passando do referencial S para um outro

referencial inercial S’ que estd com velocidade v, de componentes r(x’,y’, 2/, t") aplicado

no referencial S’ onde

x =x -0t
Y=y
2=z
t'=t

e suas derivadas parciais em x,y e z, seguem a regra da cadeia

or  Or 0z’ or Or oy’ or  Or 02 or

dr 0z’ dx’  dy Oy 9y’ 0z 929z Ot

Calculando as derivadas parciais

~ or oz’ Or ot

ox' Ot i ot ot
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or Or or Or or Or or ~ or or

or  ox' oy oy 9z 0 ot or  ox

Tendo agora as derivadas para um vetor qualquer r, podemos aplicar para os ve-
tores D(z',y',2"), E(2',y',2"), B(x',y',2") e H(z',y’,2") nas respectrivas derivadas das

equacoes [1, 2] [ e [

oD, 0D, 0D,
:4 2-
o + oy + 5y T (2.24)

0B, 0B, 0B

= 2.2
oxr’ oy " 0z 0 (2:25)

2 15.L(25 28
250008
)

Nas equacoes [2.27] 2.28], [2.30] e 2.31] d4 para preservar a forma das derivadas apenas
rearranjando-as, ja nas e nao da para fazer isto diretamente, porém se manipular
as e e substituir nelas a forma das equacoes é preservada, ficando assim

oD, 0D, 0D,
:4 2-
5o oy t o =dmp (2.32)

0B, 0B, OB

= 2.
oxr’ oy " 0z 0 (2:33)




Y

0

~(H, -

ay’( c
0H, _2(
0z Ox
0 v
a_(H

Das equacoes e obtemos os campos D’ e B’ no referencial S’ que siao

D.,=D,,D,

0 v
?(Ez"" EBy) - —

“p,)- a,(Hy+ZDz)=—(Jx vp) + (aD

~ Ox c\ ot

v oE 1 /0B

E,--B,|-—=-= z
e Z) oy’ c( ot! )

ot’

v 4 oD,
- c ) c vt E( ot’ )7
0H, 47T 0D,
-D =—1, )
Z) dy ‘7 ( ot )

=D,,D. =D,

B,=B,,B,=B,,B.=B.
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(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)
(2.38)

(2.39)

j4 os campos E' e H' tem componentes um pouco diferentes. Das equacoes [2.34) e

2.00l encontra-se

e das equacoes [2.37}, [2.38] [2.39|

H.=H,
/ v
Hy=H,+-D.

H +H,-'D,
C

Até agora estd tudo certo, porém se voltar para as relacoes constitutivas e aplicar

os valores dos campos encontrados, as seguintes igualdades serao encontradas

D

=¢E = D' =¢cE’

e aplicando os valores das componentes dos campos encontradas
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D,=¢ekb,
D, =€E,-“B.
c
D, =cE, +°B,
c
substituindo D po F em suas componentes
ek, =€ek, (2.40)
¢E, =¢E, - -B. (2.41)
c
¢E, = ¢E, +-B, (2.42)
c
das equagoes e as igualdades
ZB.=0
c
v
-B,=0
c Yy

nos dé uma incoeréncia matematica. Pois desde o inicio, foi considerado um v diferente
de zero no eixo x e se B, = B; e B, = B, estes campos nao podem ser zero e diferente
de zero ao mesmo tempo. Como B ¢ nao nulo apenas em xz significa que existe um
referencial privilegiado, onde o campo sé existe no eixo de velocidade, o que se torna
estranho quando se afirma que as leis fisicas se comportam do mesmo jeito em todos os
referenciais, infligindo o postulado da relatividade.

A incompatibildiade das equagoes de Maxwell com as transformacoes de Galileu poe
em cheque a compreensao das leis estabelecidas. Se isto é verdade, entao o que esta
errado? As leis da eletrodinamica ou as transformagoes de Galileu? A eletrodinamica é
uma area muito bem testada, sendo praticamente formalizada por experimentos, o que
lhe d&4 um peso enorme quando se fala em veracidade.

O que acontece é que as transformagoes de Galileu funcionam muito bem nas velocida-
des padroes do dia a dia, o que chamamos de baixas velocidades, mas quando aplicamos

para altas velocidades, ela falha.



3 ELETRODINAMICA RELATIVISTICA
3.1 O fator de Lorentz e a matriz transformacao

As transformacoes de Galileu sao aplicadas nas componentes de um vetor e é possivel
escrever na forma matricial com o tempo sendo uma quarta componente do vetor formando
uma matrix 4x4. Sendo S a matriz coluna formada pelo vetor r = (¢, z,y,2) e S’ formada

pelo vetor v = (t',2',y', 2') as transformagdes de galileu ficam na seguinte forma matricial

1 0 0 Of |t t
-v 1 0 0 [=f [
0 01 0|yl |v
0 0 0 1] [» z!

mas como foi visto que essas transformacoes sao falhas para o eletromagnetismo, entao o
que se pode fazer é pensar em outra transformacao que nao cause incoeréncia matematica
como aconteceu no capitulo anterior. Se olhar para a (figura e agora supuser uma

transformagao arbitraria em x e t, a matriz de transformacao arbitraria serd

t1 [Aw A 0 0] [¥
x| Apr Ann 0 Of |2
gyl 1o o 1 oy
z 0 0O 0 1 2!

e ao resolver a matriz, encontra-se as seguintes transformagoes.

t= A()()t, + Alollf’

xr = A()lt, + AH.Z',

— 7
y=y
z=2
x ~ .0 9 D
Se x,y, z e t sao componentes de S e x’,y’, 2" e t' sdo componentes de S’ entao 5, 5y 57

0 oz : . o 9 0 0 oz
e 5; sao as componentes de diferenciacao de S e 77, 37037 © g7 SA0 as componentes de
diferenciacao de S’. Logo a matriz de transformagao do referencial S para o referencial
S’ vai gerar as componentes de transformacao de qualquer vetor contido em S para S’

também. Pegando um vetor qualquer r = (t,7,,7,,7,), ele terd as seguintes derivadas

29
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or or or

EZAOO% Aloa p
%=A01%+A11%
or Or
dy oy
or Or
8z 0z

Com essas infromagoes, podemos agora escrever as equacoes de Maxwell transformando

do referencial S para o S".

oD, oD, 8D oD,
vV.D = 47Tp = A()l ot + Au o ay’y + 9o = 47Tp (31)
0B, 0B, aB 0B
B = A ¥ z = 2
v-B=0=Ang, or oy T o 0 (32)
0B, OE, 1, . 9B, . 0B,
T 2 A .
oy’ Y, c( 00 ot + Ao o )7 (3 3)
1 0B aE aE 0E,, 1, 0B, 0B,
VxFE= —EE = (A()l AH ot ) = —E(AOQ ot + AlO Y ), (34)
OE, aEy 0B, 1, 0B. , OB.
(A[)l ot +A11 ot )— 8y' = E(AOO " AIO o ) (35)
OH, 3H 471' oD, oD,
A A
oy 9 et ( 0 g A
(3.6)
Ar- 1 0D 0H, OH, oH,, 4m . 1 oD, oD,
VXH——T[-]'FEE:) a, (AO]_ t’ +A1]_ at,):?ﬂjy"'E(AOOa +A108,)7
(3.7)
8H OH 0OH, 4 6’D oD,
(A01 2+ Ay 6t’y oy % (Aoo —+ Ajo—— o 5)-
(3.8)

Ficamos entao com estas expressoes, que nao fazem sentido na analise dimensional.

Pois existem termos que nao deveriam existir, mas com algumas manipulagoes, podemos

reescrever-los de uma maneira que faca sentido fisicamente. O termo Btm da equagao 1}

aparece na equagao (3.6)), podemos isolar o termo em ([3.6)) substiruir-lo em ({3.1]). Podemos

fazer o mesmo com ([3.3)) e (3.2), entdo obteremos as seguintes equacoes transformadas:
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v'.D' = 4.7T.,0’ (3.9)

- A1 A1) D, Uy (A(nCH + Ao Dy )+ (AOOD —AoicHy) = 4 (Agop+ Aorjz)

v'.B' =0 (3.10)

0 0
A01A10)B$ + a—y,(AooBy - A()lCEZ) + %(AOOBz + A()lCEy) =0

Aw . 10D
V' x H' = ;] t o= (3.11)
A10 Ao _
—D,) - Z,(AnHy T o D,) = —(An]z + Ajop) + _8t’(A11A00 ~ A1 A1) Dy,
8Hm 0 A
or 6xr(A11H + loD )‘_W __(AOOD + AgicHy),
0 A 0H, 47T
Vi = D) = G b < E s L (AwD. Aty
1 OB’
V' x E' = o (3.12)
0 A A 1 0
8_3/(AHEZ 10B ) — (AHE 10 Bz) = 6t,(AnAoo - Ao Av0) B,
OF, A 1 0
ax’ — %(AllE 1OB ) = 815' (AO()B A[)lCE )
A OF, 10
10 ay’ = _E%(AOOBZ + A()lCEy).

Se compararmos as equacoes transformadas com as esquagoes de Maxwell, teremos
entao os campos e as densidades de carga e corrente, transformados de S para S’. Ou
seja, sao os campos relativos.

Os campos elétrico, deslocamento elétrico e a densidade de carga tem as seguintes

formas:

Dy, = (A1 Ao — Ao Aro) Dy E' =E,
/ , A
Dy: (AOUDy+AOICHz) Ey: (AllEy"‘%Bz)
A
D’ = (ApD. — AgicH,) E! = (ApnE, - —mB )

p" = (Aoop + Ao Jz)
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Os campos magnético e magnético induzido, e a densidade de corrente assumem as

formas a seguir.

By, = (A11Aoo — Ao1Aro) Be H!=H, 3t = (Anje + Aop)
! 4 A . .
By = (AOOBy - AOlcEz) Hy = (AllHy - %Dz) ]y = Jy
A
B; = (AOUBZ + AOICEy) H; = (Alle + ﬁDy) J; = jz
C

Falta agora encontrar as constantes que escolhemos arbitrariamente. Como inicila-
mente definimos um referencial inercial com velocidade ¥ = v, constante. Vale entao
usarmos esta informagao para encontrar as constantes.

Se v = % e o referencial S’ esta se movendo na velocidade v entao Ax’ = 0 em S’,
sabendo que v é constante entdao para cada Az’ que eu pegar, devo também variar um At

de modo que v continue constante. Utilizando a matriz do referencial S’ encontramos:

z = Alot + AHZE

entao

Ax' = AloAt + AllAZE

multiplicando tudo por A%

A Aoy Ay
AA‘? A+ Ajv
se Az’ =0 entao:
__Aw
An

Sabemos pelas equacoes da Maxwell que no vacuo B = H e D = F entao, os campos

transformados também sao iguais entre si.

B! = H, = (A11Aw — Ao1A10) B, = Hy = (A11400 — Ao1Aig) =1

Ao A

AOOBy — ApicE, = AllHy - TDz = Ago = A11, Aoic= T

Temos uma relagao entre todas as constantes, agora podemos monstrar um sistema:
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(A11Ag — Api1Aip) =1

Para resolver o sistema, contaremos com a ajuda do valor de v encontrado logo acima.

Resolvendo ele, encontraremos os seguintes valores para cada constante:

1
All = AOO =
_ 2
P
v
AlO -
_ v
P
v 1
Aor=-—
C v2

Substituindo as constantes nas equacoes transformadas dos campos teremos entao os
devidos campos transformados, junto também com as densidades elétrica e de corrente.

Densidade de carga e campos elétrico e deslocamento elétrico, transformados:

D! =D, E = E,
1 1
D! = (D, - 2H.,) B = (E,--B,)
1—2—; ¢ 1_161_; C
, , 1 v
D' = (D, +—H,) E = (E.-=B,)
1-% 1-%
1 v,
p=——=—=(p-~Ja)
&

Vi-z

Densidade de corrente e campos magnético e magnético induzido, transformados:

1
Balv =B, H::: =H, J:;c = —(J:v - U/))
-5

, 1 v , 1 v ,
B, = 2(By__EZ) Hy= 2(Hy_ DZ) Jy=J -y
, v , 1 v
B = 2(Bz"" Ey) Hz: 2(HZ__By) Jz=Jz

1-% S ¢

Também podemos definir o sistema de coordenadas transformadas, que chamamos de
transformacoes de Lorentz. Para isso, usaremos a matriz de tranformacgao das componen-

tes de S’ = S.A, onde A é a matriz de transformagao de lorentz.
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Aw Ao 0 0] [¢] [¢
Ay A 0 Of |z R
0o o0 1 o]yl |y
0 0 o0 1] [z /

Resolvendo a matriz e aplicando os valores das constantes encontradas, temos entao as

transformacoes de Lorentz.

, 1 v 1
t = t— - T
2 2
, v 1
T == t+ x
v2 v2
T2 T2
Y=y
2=z
Chamando —= = = as transformagoes de Lorentz ganham a seguinte forma
-2
v
t'=~(t- gx)
x' =y(x - vt)
Y=y
=z

e a matriz de transformacao (AY) ganha também uma nova apresentacao

v =By 0 0] [ct t’
By v 0 0] =] |2
o o 1o0]|ly| |y
0 0 01 z 2

onde 3 = Z e a parte temporal da matriz vetorial S ganha um termo de equilibrio de sistema
de unidade na parte temporal, que é o ct e, por curiosidade, o vetor x* = (ct,x,y,z) é

chamado de quadrivetor e eles tem a propriedade de obedecer a seguinte transformacao
o
Apxt=x"

mas nao sera utilizada esta notagao.
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3.2 Campos para meios em translacao uniforme

As baixas velocidades tratadas aqui sao aquelas muito menores que a velocidade da
2
luz (c), onde a constante % = % se torna 0 e o fator de Lorentz y se torna 1.
Usando as relagoes constitutivas vistas na secgao [2.4] nestas condigdes os campos no

vacuo tem as relagoes.

D' =cE' (3.13)
B =uH' (3.14)
D=k, B = uH,
D, =€k, B, = uH,
DL =l B = !

Substituindo as componentes dos campos encontrados na sec¢ao consegue as se-

guintes relagoes:

_Dm = EEx Ba: = ,LLHZ’
v v v v
(Dy—EHZ) :E(Ey—EBz) (By'f‘EEZ) :/,L(Hy‘i‘EDz)
v v v v
D,+-H,|=¢|FE,+-B B,--FE,|=ulH,--D
( T y) 6( T y) ( c y) 'u( c y)

Percebe-se que o vetor resultante destas componentes é uma soma de dois vetores
tanto de um lado quanto do outro lado da igualdade e, ao somar os lados das igualdades

para obter os vetores dos campos, resulta em duas equacoes da seguinte forma:

D+ (-H,+H,) =cE +e~(-B, + B,))
C C

B+2(E.-E,)) = uH + 1>(D. - D,)
C C

Onde as componentes v(-H, + H,) é o resultado de um produto vetorial entre o
vetor unidimensional v = v,% e o vetor de campo H. Sendo assim, pode-se reescrever
as expressoes v(—H, + H,) =vx H, v(-B, + B,) = v x B e, analogamente as expressoes

v(E,-E,))=-vxE ev(D,-D,)=-vxD encontrando entao as seguintes equagoes de
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campo:

D+2xH=cE+2xB (3.15)
& C

B-2xE-=uH-YxD (3.16)
C C

Se analisarmos para v = 0 obtemos as relagoes constitutivas de repouso e se analisarmos
para v << ¢ nas equacoes do jeito que estao agora, também encontraremos as relagoes de
repouso, ao ponto, também, em que se tomarmos velocidades muito grandes, o fator Z nao
pode ser despresivel e a Unica fracao que contem a variavel que utilizaremos, nao pode ir
para zero, entao é preciso refinar um pouco mais a nossa equagao. Para que haja sentido
avaliar v << ¢ é necessdrio multiplicar todos os termos por % assim teremos um fator em
comum e aparecera o termo Z—; em que este sim pode ser desconsiderado na presenca de
2. Como v é um vetor, vamos utilizar o produto vetorial, para célculos futuros. Fazendo

isto, é encontrada as expressoes:

2XD+2X(EXH)ZGBXE+EEX(EXB)

c c 1 c c c
v v v v v v
—><B+—><(—><E)=e—><H+e—><(—><D)
c c c c c c

Pela propriedade associativa e sabendo o resultado do produto vetorial de um vetor
unidimensional por um vetor tridimensional, algumas expressoes da equagoes se anulam,

ficando com os termos

U xD=e2xE (3.17)
& C
Y«xB=¢YxH (3.18)
C C

se manipular as relagoes e encontra-se

WxD=-B+2xE+uH (3.19)
C C

2 xB=+D+>xH-¢E (3.20)
C C

ue podemos utilizar, pois a fracao ¢ nao é nula e ainda sim sdo relativisticas, tor-
d tilizar, f 2 na la e ainda ao relativisticas, t

nando as igualdades validas. Multiplicando especificamente a por g e a por € e
substituindo as e encontra as seguintes equacoes:
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—B+£><E+,uH:,ueg><E
c c

D+E><H—6E:,ueEXH
c c

Isolando B e D nas duas equagoes

BZBXE—MEBXE+,UH
c c

D=—2XH+M€2XH+€E
c c

Como no sistema gaussiano as constantes p e € tem o mesmo valor, entao o produto
. =n? e 4 este termo, damos o nome de indice de refracao do meio. Substituindo essa
Y

igualdade e colocando alguns termos em evidéncia obteremos as equagoes:

21
Boya-"""Y E (3.21)
C

(n*-1)
D=¢E + v H (3.22)
que sao as relacoes constitutivas para referenciais em movimento. Vemos que no vacuo o
n =1 e as relagoes recaem nas e[3.14] acontece o mesmo para referenciais em repouso
v=0.
Embora estas equacoes estejam tratando de velocidades baixas em relagao a luz, vale
lembrar que até a velocidade do som é muito menor que a da luz, entao mesmo que os

campos sejam de baixas velocidades, elas ainda abrangem uma area enorme de aplicagoes.
3.3 Equagoes de Maxwell para meios em translagcao uniforme

No capitulo vimos o que sao ondas e suas polarizacoes, porém para continuar-
mos a partir daqui, devemos estabelecer o conceito de ondas planas e monocromaticas.
Uma onda eletromagnética é composta por um campo elétrico e um campo magnético
perpendiculares entre si e que se propagam em uma dire¢cao perpendicular aos dois ao
mesmo tempo, ou seja, perpendicular ao plano formado por E e B, uma onda é dita
plana, quando, na funcao de onda a amplitude ¥, é constante. Na onda eletro-
magnética, a amplitude do campo elétrico e magnético sao constantes tembém e dao
ha polarizacao de rotacao; quando dizemos que a onda é monocromaética, estamos pe-
gando uma so frequéncia de onda, lembrando que no espectro visivel de luz as frequéncias
estao associadas a cor da luz emitida, entao uma luz monocromatica esta emitindo uma

frequéncia angular w constante, os lasers sao exemplos de ondas monocromaticas. Uma
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onda eletromagnética plana e monocromatica pode ser representada pela figura

Figura 1 — Onda plana e monocromatica

® Direccion
de propagacion

Fonte: (1))

Usando as equagoes de Maxwell com p =0, 3 =0 e aplicando os campos en-
contrados e é possivel encontrar as equagoes do eletromagnetismo para essas
velocidades. Para isso, é bom relembrar da fungao de solugao para equagao de onda [2.9]

que aplicado para ondas planas e monocromaticas tera as formas para o campo elétrico
E(r,t) = Eyelkr=t) (3.23)

e para o campo magnético

H(r,t) = Hye!kr=b (3.24)

Juntando as equacgoes de Maxwell com as relagoes e[3.14} encontram-se as equacoes

vV-D=0 VxE=2uH
C

vV-B=0 VxH-=-2¢E
C

e substituindo as relagoes e nestas relagoes é possivel agora calcular os gradientes

e rotacionais como estao aqui embaixo:

2-1
V'(EE-I-MUXH):O VszguH
c c

2.1
V'(,UH—M’UXE)ZO VxH=-2¢E
C C

Calculando os divergentes e e rotacionais usando as solugoes de equagao de onda [3.23
e para o divergente de D que foi encontrado:

n?-1

eV-E +

V-(vxH)=0

Usando a identidade vetorial V- (vx H) = H - (Vxv)-v-(V x H) (A.4) e sabendo

que o vetor v é constante, entao seu rotacional é zero, a equacao fica na forma
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n2

eV-E +

-1
. v (VxH)=0

podemos agora substituir o rotacional do campo H nesta equagao

n?-1

eV-E+w 2 v-(eV-E)=0

o divergente do campo E usando a solugao da equacao de onda, é dado por

n?-1
ek -E+w = v-(ek-E)=0
resultando na equagao:
2-1
(k:+wn v)-E:O
c

Seguindo o mesmo raciocinio para o divergente de B e para os rotacionais, as seguintes

equagoes sao encontradas:

2 _ 2_1

(k:+wn 'v)-EzO (k+wn 'v)szg,uH
c c c
2_1 2 _

(k+wn v)-Bz() (k:+wn 5 v)xﬂz—EeE
c c c

2_ , ~
O termo (k: +wh 1'v) ¢ comum em todas as equagoes e composto por constantes que
vem do movimento do meio e da direcao de propagacao da onda, é possivel transformar

n?-1
2

todo este termo em um s6 vetor, entao fazendo (k +w v) =TI e este é vetor de onda
para referenciais inerciais e quando se aplica para referenciais em repouso, resulta nas
equagoes [2.19] Assim, a eletrodinamica para referenciais inerciais nao relativisticos (com

velocidades muito mais baixas que a da luz) fica na seguinte forma:

I-E=0 I'xE==uH

I'H=0 I'<H=-—eFE
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3.4 Velocidade da onda para referenciais em translacao uniforme

No final da secgao foi calculado a velocidade da onda na matéria em repouso, agora
vamos calcular a velocidade da onda na matéria para referenciais em translacao uniforme.
Vamos fazer o mesmo processo agora usando as equacoes encontradas agora onde o vetor

de onda nao é s6 k mas sim I' e o médulo dele também é diferente. Calculando os médulos

dos divergentes e dos rotacionais

2

-1
k+w v|E = E,uH
c c
2-1
‘k +wn V| H = geE
c c
e agora multiplicando um pelo outro
2 _ 2 w2
k+w 2 v| FH = geuEH

2_q 2_1\? 2
k~k+2w(n 5 )v-kz+w2(n )’u~v=w—e,u
c

multiplicando tudo por kig o produto escalar entre v - k = vk pois o angulo entre eles é 0,

e =n?e ¢ =u' éa velocidade da onda para referenciais com velocidade v

k2 w(n2—1) wz(nQ—l)z , win?
+———] v

E-l_ k2 c?

2 _ 2 _1\2 2
1+2u’(n 21)v+u'2(n 21) 1}2=u'2n—

2_1 2_1)\? 2
1+2u’(n 5 )v+u'2[(n 5 )v2—n—2]:0
c c c
resolvendo a equacao do segundo grau para u

2_
—(n21)?):|:2
, c c

u' = (L;l)g P (3.25)
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u .t
1= - n
(=) v -]
, -1
U9 =

() 2]

os dois valores para u’ é referente a propagacao da onda estar no mesmo sentido do meio
v ou no sentido oposto ao meio —v e o = = % Um caso particular é para quando v =0, e
o resultado ¢ v’ =~ =ug que ¢ a velocidade da onda para meios em repouso.
~ ’ ’ ~ UQ
Pegando a equagao ¢ possivel perceber que aparece a razao 7, que, na presenca

de £, vai para zero, obtendo a velocidade de propagacao da onda em meios com baixa
) ) 5

velocidade.

Esta equacao serve para ondas que se movem no mesmo sentido do meio, pois v-k = vk,

mas se o sentindo for oposto, entao v-k = —vk, entao a equacgao final tem a seguinte forma:

21
u' = :E(n—g)U:F E (326)
n n

Note que existe um fator de correcao para que a velocidade da onda nao seja maior do
que a da luz. A expressao [3.26¢é a velocidade da luz para meios com trnslacao uniforme e

é justamente a expressao obtida por Fizeau em seu trabalho para tentar detectar o arrasto

do Ether (4).
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3.5 Teorema de Poynting para meios inerciais

Na secc¢ao foi visto o teorema de Poynting que mostra a lei de conservacao de
energia e foi apresentado o vetor de Poynting que mostra o fluxo de energia direionado.
Utilizando a lei de conservagao de energia eletromagnética [2.23| e ao invez de usar as
relacoes constitutivas convencionais, usar as relacoes constitutivas para referenciais em
movimento [3.22][3.21] serd obtido a lei de conservagao eletromagnética para referenciais
inerciais.

Pegando a equacao [2.23 na forma aberta e substituindo os campos B e D das|3.22| e

[3.21] encontra-se:

c 1 8(6E+ va)
E.j=—V-(HxE)-|E-
T

+H.8(,uH—(”QT_1)'U><E)
4m

at ot

e Loy (M) L (D ) (O Vi o)

Utilizando a identidade vetoria[A.5|e fazendo E-(vxH) = -E-(H xv) e H-(vx E) =

—-H - (H x v) encontra-se o vetor de Poynting

—E-(Hxv):—v-(ExH):4%(—1;-5)

—H-(Exv)z—v-(HxE)=4§(v-S)

entao a lei de conservacao eletromagnética para referenciais inerciais nao relativisticos é:

e para v = 0 a equagdo cal na forma para referenciais fixos [2.23] Vemos que a equagio

ou n?-1 oS
E-i=v.§S-——"2".,9
J=V-S-p ( )

C

aparece um termo adicional referente a velocidade do meio e que depende da vairagao
temporal do Vetor de Poynting, que, ao analisarmos as componentes que aparecem a

derivada temporal, percebemos que a energia eletromagnética é disperssada na direcao a
n —1) 9S _ O,

"ot T ot Yem
entao assim podemos perceber a disperssao da energia e a equagao - 3.27| fica na forma:

qual o Vetor de Poynting varia com o tempo. Entao fazendo auﬂ -2 (

0
Ej=v.§-2 2
j=v-8 8tuem (3.28)



4 CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho, exploramos as equacoes fundamentais da eletrodinamica,
assim como as equacoes de onda, que, como vimos, é como a luz também se manifesta.
Vimos a importancia do estudo de ondas eletromagnéticas e sua unificagao com o estudo
de 6ptica e demonstramos alguns fundamentos fisicos, como calcular a velocidade de uma
onda no vacuo a partir de referenciais em repouso, como também a conservacao de energia
das ondas eletromagnéticas, juntamente com o Teorema de Poynting, que foi um dos focos
do nosso trabalho.

Ao analisarmos parte da eletrodinamica classica, incluimos alguns conceitos, como
alguns meios diferentes do vacuo, estabelecendo as equacoes constitutivas e estudando a
eletrodinamica em referenciais inerciais. Neste pontos provamos que as transformagoes
de Galileu para referenciais inerciais, por mais que possam ser aplicadas em alguns ca-
S0s, nao sao compativeis com as leis que regem o eletromagnetismo e ao aplicar outras
transformacoes, descobrimos que as Trasnformacoes de Lorentz, podem ser obtidas natu-
ralmente apenas aplicando o principio da relatividade e descobrimos que a invariancia da
velocidade da luz, o segundo principio da relatividade proposto por Einstein, é um efeito
natural do primeiro principio da relatividade.

Apos isto, pudemos reescrever os fundamentos estudados, agora para referenciais com
baixas velocidades, mostrando que as baixas velocidades sao aquelas muito menores que
a da luz, tendo uma ampla aplicacao. Mostramos que a velocidade da luz em meios
com translacao uniforme se assemelha & que Fizeaul encontrou em um de seus trabalhos.
Mostramos também que, em meios com estes movimentos, a equacao de conservacao de
energia sofre uma mudanca devido ao movimento.

Seria possivel também estudar os efeitos da relatividade na conservacao do momento,
assunto que nao abordamos neste documento, mas que pode ser tema para trabalhos
futuros. Em resumo, este trabalho oferece uma interpretacao de algumas das teorias e
conceitos fundamentais do eletromagnetismo, tanto na fisica classica, como na moderna,
além de oferecer algumas ferramentas e processos tteis para aplicagoes e estudos futuros

desta area da fisica.
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A IDENTIDADES VETORIAIS BASICAS

O nabla (V) é um operador diferencial que age em campos escalares e vetoriais, ele se
comporta como um vetor cuja suas componentes sao as derivadas parciais em relacao a

x,y e z e ele tem a seguinte forma.

Quando se aplica o operador nabla em uma funcao escalar, seu resultado é um vetor

e o chamamos de gradiente.

Por se comportar como um vetor, o nabla também segue as regras de produto de
vetores e ao ser aplicado em um vetor, obtemos o divergente (V-u) e o rotacional (Vxu).

Onde o divergente dos da um escalar e o rotacional nos da um vetor.

V.u- Oy, +8uy+8uz
COr Oy Oz
i 7 k
_ o a9 9
V Xu = det % 8_y &
Up Uy Uy

Agora me pergunto se vocé, por curiosidade, nunca pensou como seria o resultado
destas expressoes (V-(V-u)) e (Vx(Vxu)). Pois bem, vamos agora descobrir quem sao

elas.

Pegando o Divergente de u e colocando dentro do paréntese, teremos.

V(v u)— 0 (aux 8uy+0uz)%+ﬁ(6ugg+auy+8u2)e+2(8ux+8uy+auz)k
ox oy 02)" Toay\or oy 0z)? " 9:\ox "oy " o2
(A1)

O resultado nos da um vetor, pois estamos aplicando o nabla no resultado do divergente
de u que é um escalar. Este resultado nao parece grande coisa, mas vamos utilizar ele para
provar a segunda expressao. Como estamos calculando o rotacional de um rotacional,
o resultado esperado é um vetor, agora vamos calcular o determinante da matriz do

rotacional para poder aplicar dentro do paréntese da segunda expressao.

44
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ou, Ju Ou, Ou,\~ (Ou, Ouy) ;
= 92 9 9 = z2__9 r_Z%)4 Y i
Vxusdet\ 5 gy o (8y 8z) +( 0z 8:70) (ax oy )k
Uy Uy U,

Agora temos um vetor com essas componentes, o que devemos fazer agora é calcular

o determinante de uma matriz igual, mas agora com as componentes desse novo vetor

det.| 2 2 2
2 a X 4 a X
(e -7 (G=-%2) (52-%2)

Resolvendo a matriz, teremos.
9 (9 Oug ) 4
(5 %—aaiy)—a o el
V(70w =[5 - 52) - (% - )i
Que _ 0
[6x( = 31;;2)_3_3/

Sabemos que as derivadas podem seguir a propriedade associativa entao, aplicando

essa propriedade nos termos encontrados, ficamos com
9%u. 9 (0u :
=+ s () et

ou. uz

[ag( y) 2 022
VX(qu)—[%(a“z)—%—%;? (8“1)13
8uy)]

82uz &2u.,
)_ Ox2 Oy? +

£

existe um truque matematico bem ousado e muito usado, que consiste em adicionar e

subtrair pelo mesmo termo, nao estaremos alterando a equacao, pois isto é uma forma de

somar com 0. Fazendo este truque obteremos a seguinte forma
8?2 02uy

[ay(auy) 82u2w_3“;f+a ]i+[%_ aacQT+
“ 82uy 62uy]A’+ (AQ)

9?2 92
Vx(Vxu)=[3 %ZZ)_aT?_a;;y + 5 (55 +[6y2_8y2
Pu,  Pu, , 9 3Uy )] n [832:22 _ 662;22] 7.

Oug
[856( 52 )_ Ox2 Oy? oy \ bz

O laplaciano é obtido fazendo o produto escalar de nabla com ele mesmo e pode ser

aplicado em funcoes escalares, entretando a equagao acima vai nos dar uma aplicagao
vetorial para o laplaciano. Podemos perceber que se compararmos a equacao ((A.1)) com

a (A.2), teremos a seguinte identidade vetorial
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Vx(Vxu)=V-(V-u)-Vu (A.3)

onde V2u é o laplaciano do vetor u.
Porém se aplicar o divergente do produto vetorial de dois vetores [V - (g x u)], por V

ser uma operacao diferencial, podemos utilizar a regra do produto, obtendo

0 0 0 0 0 0
V- (g X ’LL) - %(gyuz) - %(gzuy) + a_y(gzum) - a_y(gzuz) + &(gmuy) - %(gyux)
~( Dy Py D%y, Py, (D (D - (90
V(ng)_(al')uz+(8.T)gy (ax)uy (ax)gz—i_(ay)uf—i_(ay)gz (ay uZ

ou,, 0Gx Ou, Jgy Ou,

colocando alguns termos em evidéncia,segue-se que

~ dg, 0g. (89z agz) (8% 89y)
g (B (2] (-2).

(2 0 (D D) (0 )
92\ a2 oy W\or 92 )79 oy Ox /)

Percebe-se entao que existem dois produtos escalares, um com o vetor (—f) e outro com
o vetor g e o padrao dentro dos parénteses sao de um rotacional de um vetor. Sabendo
disto, pode-se reescrever a expressao acima na sua forma compacta e assim encontra-se

outra identidade vetorial.
V-(gxu)=g-(Vxu)-u-(Vxg) (A.4)
Dados os vetores u, g e h, a relacao u - (g x h) é dada como

u-(gxh)= (ua:'; + uyj + uz]%)[(gyhz - gzhy);: +(g:ha — gxhz)j +(gohy - gyhx)’%]
u- (g X h) = umgyhz - u:cgzhy + uygzhx - uygwhz + uzga:hy - uzgyhm

rearanjando os termos para colocar o vetor h em evidéncia

w- (g xh)=(uyg:hy —usg:hy) + (weguhy —uyg.hy) + (upgyh, — u.g.h.)



encontrando entao a identidade vetorial a seguir

u-(gxh)=h-(uxg)
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