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INFERENCIA EM CADEIAS DE MARKOV

Kailca Libia Santos Martins*
Divanilda Maia Esteves'

RESUMO

Um processo estocdstico é uma sequéncia de varidveis aleatdrias usada para modelar eventos que sucedem
de maneira aleatéria. Ja a propriedade Markoviana refere-se a acdo de perda de memoria nesse processo,
em que situacdes futuras serdo fundamentadas apenas em k estados mais recentes, independentemente do
que tenha acontecido antes. Esse trabalho tem a finalidade de inferir informacdes por meio do modelo
de Markov. Para isso, foram utilizados dois bancos de dados que fazem alusdo a cotacdo da bolsa
de valores durante os anos de 2021 e 2023, obtidos no site Infomoney'. Para a analise dos dados foi
utilizado o software R. Além de testes estatisticos, critérios de informacao foram empregados para avaliar
a viabilidade da aplicacdo de cadeias de Markov aos dados considerados. A anélise realizada buscou
compreender qual modelo de cadeias de Markov os dados se adequam de forma mais eficiente, sendo
de primeira, segunda ou terceira ordem. Por meio dos cdlculos das probabilidades e testes de hipéteses,
ficou comprovado que o modelo de melhor ajuste € o de primeira ordem para os dados de 2021 e um
modelo independente para o periodo de 2023. Diante disso, pode-se ressaltar que o estudo sobre cadeias
de Markov segue sendo de grande importancia, pois promove uma abordagem matematica eficiente em
indmeras dreas do conhecimento, a exemplo de modelagem de jogos de azar, tratamento analitico de filas,
precos de ativos, sistemas de comunicagao, sequéncias de DNA, previsao do tempo, entre outras.

Palavras-chaves: Processos estocdsticos; processos markovianos; cadeias de ordem superior.

ABSTRACT

A stochastic process is a sequence of random variables used to model events that occur randomly. The
Markovian property refers to the memory loss action in this process, in which future situations will be
based only on the k most recent states, regardless of what happened before. This work aims to infer
information through the Markov model. For this, two databases that refer to stock market prices during
the years 2021 and 2023, obtained from the website Infomoney, were used. The R software was used to
analyze the data. In addition to statistical tests, information criteria were used to assess the feasibility
of applying Markov chains to the data considered. The analysis performed sought to understand which
Markov chain model the data fits most efficiently, being first, second or third order. Through probability
calculations and hypothesis testing, it was proven that the best-fitting model is the first-order model for
the 2021 data and an independent model for the 2023 period. In view of this, it can be highlighted that
the study of Markov chains continues to be of great importance, as it promotes an efficient mathematical
approach in numerous areas of knowledge, such as modeling gambling, analytical queue treatment, asset
prices, communication systems, DNA sequences, weather forecasting, among others.

Keywords: Stochastic processes; markovian processes; higher-order chains.
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1 INTRODUCAO

Um processo estocdstico é uma sequéncia de varidveis aleatdrias {X (¢),z € T} usada
para modelagem de um experimento que se desenvolve aleatoriamente ao longo do tempo ou
espaco. Neste caso, X (¢) representa o estado do processo no tempo 7. O conjunto 7T’ que indexa as
varidveis X (¢) pode ser discreto ou continuo, o que reflete 0 modo como o processo é observado,
sendo em intervalos sistematicos de tempo (7 discreto) ou a qualquer momento (7 continuo).
Além disso, as varidveis consideradas podem ser discretas ou continuas (BARBOSA, 2009).

As cadeias de Markov s@o um caso particular dos processos estocasticos que seguem
a propriedade Markoviana, ou seja, em que as situagdes futuras sao influenciadas apenas pelo
estado mais recente que se tem conhecimento. Na verdade, essas cadeias assim descritas sdo as
cadeias de ordem 1. Uma definicdo mais ampla considera que uma cadeia de Markov de ordem &
¢ um processo estocdstico, cujas varidveis X (¢) sdo discretas e cujo estado presente do processo
€ influenciado pelas k observagdes mais recentes (ROSS, 1996).

As cadeias de ordem maior do que 1 ndo sdo tdo frequentemente usadas quanto as de
ordem 1 e isso deve ser explicado em parte porque a medida que a ordem aumenta, aumenta
também a quantidade de parametros do modelo, o que requer amostras maiores para estimar tais
parametros (BHAT; MILLER, 2002). Neste trabalho, foram estudadas as cadeias de Markov de
ordem 1 e de ordens superiores, do ponto de vista préitico, dando énfase na parte da inferéncia
estatistica. Além das definicOes e principais caracteristicas dessas cadeias, foram vistos contetdos
como estimagdo dos parametros e testes de hipotese.

Outra caracteristica presente nesse estudo € a escolha de uma cadeia de Markov com
apenas dois estados, tornado a andlise dos resultados bem mais simplificada. Com eles, a matriz
de transi¢ao possuird apenas quatro elementos para um modelo de primeira ordem, o que facilita
a estimag¢do dos parametros a partir dos dados observados. Além disso, a visualizacdo e a
interpretacdo das probabilidades de transi¢do sdo mais intuitivas, permitindo um diagndstico
mais objetivo da cadeia.

A modelagem foi aplicada a dois conjuntos de dados referentes as cotagdes didrias da
bolsa de valores (Ibovespa) no periodo de 2021 e 2023. O objetivo € investigar se 0 comporta-
mento das cotagdes pode ser ajustado a um modelo Markoviano e, caso isso suceda, determinar
a ordem mais adequada para representar esses dados.

Segundo o site Infomoney?, o Ibovespa é o principal indice da bolsa brasileira, criado em
1968. O indice € calculado com base no desempenho de acdes das maiores empresas de capital
aberto, como Vale, Petrobras, Itad, Bradesco, Banco do Brasil, Eletrobras, entre outros. Portanto,
€ de grande valia associar um indicador econdmico nacional a um modelo matemaético pertinente
e inferir informacdes sobre essa relagao.

2 <https://www.infomoney.com.br/cotacoes/b3/etf/etf-qbtc11/historico/>
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Processos Estocasticos

Um processo estocdstico pode ser definido como uma familia de varidveis aleatérias que
descreve o desenvolvimento de um processo fisico ao longo do tempo e espago, podendo ser
classificado como discreto ou continuo. Assim, seja X (¢) :¢ € T, em que, paracadat € T, X(t) é
uma varidvel aleatdria que, por exemplo, pode representar o nimero de acidentes automobilisticos
em uma determinada cidade no més 7. Além disso, tem-se um conjunto chamado de espago de
estados do processo, que denota todos os valores provaveis que X (7) pode assumir. O conjunto
de indices dessas varidveis X (¢) é representado por T, e o pardmetro ¢, que varia dentro desse
conjunto 7', geralmente é simbolizado pelo tempo (ROSS, 2007).

Como citado anteriormente, dentro de um processo estocdstico hd um conjunto chamado
espago de estados, geralmente caracterizado por S. Quando o espago de estados S € um conjunto
enumerdavel de valores inteiros, temos um processo estocastico discreto. No entanto, se esse
espaco de estados € formado por valores em um intervalo continuo, o processo é chamado de
processo estocdstico continuo. De maneira semelhante, temos as mesmas nomeacdes para o
conjunto de indices 7. Se enumeravel, o processo € classificado como de tempo discreto; nesse
caso, T geralmente um subconjunto dos nimeros naturais. Quando o conjunto de indices 7' € um
intervalo continuo, o processo € classificado como de tempo continuo (SANTOS, 2017).

Outro ponto importante € entender a estrutura de dependéncia entre as varidveis. Um caso
bem conhecido é o da independéncia, que € bastante considerado em andlises estatisticas, mas
que nem sempre serd valido. O caso que sera considerado aqui € o da dependéncia de Markov,
que tem como principio a propriedade markoviana de “perda de memoria” (SANTOS, 2017).
Neste trabalho, os resultados obtidos permitem observar os dois pontos mencionados acima,
embora o foco esteja no modelo de Markov.

2.2 Cadeias de Markov

Cadeias de Markov sdo processos estocdsticos que seguem a propriedade Markoviana.
Diante disso, pode-se afirmar que um processo estocdstico nada mais € do que o estudo de
eventos que sucedem de maneira aleatéria. Ja a propriedade Markoviana refere-se a acdo de
“perda de memdria” nesse processo, em que situagdes futuras serdo fundamentadas apenas em
seu estado mais recente, independentemente do que tenha acontecido antes (ROSS, 2007).

Um processo {X,, : n > 0} assumindo valores em um conjunto S é uma cadeia de Markov
de ordem k se

P(Xn :xn|Xn—1 =Xp—1,---,X1 = x1,X0 IX()) = ]P)(Xn :xrlan—l =Xp—1,--, Xn—k :xn—k)-
(2.2.1)

Se, em particular
P(Xy = x0| X1 =Xn—1,. -, Xpk = Xpt) = P(Xi = 0| Xeo1 = 531, ., X0 = x0), (2.2.2)

para qualquer n > 0, diz-se que a cadeia € homogénea no tempo e, neste caso, frequentemente as
probabilidades acima sdo representadas em forma matricial.

Quando k = 1, temos uma cadeia de Markov de ordem 1, a qual é frequentemente
chamada apenas de Cadeia de Markov.

Para uma cadeia de Markov {X,,n > 0} com espago de estados S, a funcdo de transi¢ao
da cadeia € dada por

Py(x,y) = P(Xp = y|Xu—1 = x), (2.2.3)



onde x,y € §, e € tal que para quaisquer x,y € S

Pu(x,y) >0 e Y Pu(x,y) =1
yeS

Quando as probabilidades acima ndo dependem de 7, entdo a cadeia € dita ser homogénea
no tempo. Neste caso, as probabilidades de transi¢do, P(x,y), podem ser representadas matricial-
mente em uma matriz P chamada de matriz de transi¢co a um passo da cadeia, ou apenas, matriz
de transi¢do da cadeia. Para uma cadeia de ordem 1, por exemplo, definindo-se

P(x,y) = P(Xp+1 = y| X = x) = P(X; = y|Xo = x), (2.2.4)

entdo pode-se representar tais probabilidades na forma

P(0,0) P(0,1) P(0,2)
P(1,0) P(1,1) P(1,2)
P=1Pp2,0 pP21) P2.2)

P(2,1)

Tal matriz, por constru¢do tem todos os termos nao negativos e a soma dos elementos de uma
linha qualquer deve ser igual a 1.

Para ordens maiores, tal representacao também pode ser usada, ainda que a medida que
a ordem da cadeia aumenta, aumenta também o tamanho dessa matriz. Por exemplo, em uma
cadeia com dois estados, a matriz de transi¢do serd 2 x 2 para uma cadeia de ordem 1, 4 x 4 para
uma cadeia de ordem 2 e 8 x 8 para uma cadeia de ordem 3.

Segundo Bhat e Miller (2002), a analise de uma cadeia de ordem superior com grandes
valores € bastante dificil. Porém, para ordens “pequenas” como 2 ou 3, quando espaco de estados
€ pequeno, cadeias de Markov de ordem superior podem ser analisadas de modo similar as
cadeias de Markov de primeira ordem. Considere uma cadeia de Markov {X,,,n > 0} de segunda
ordem com estados {0, 1}. Neste caso, as probabilidades de transicdo podem ser representadas
matricialmente como

P(00,00) P(00,01) P(00,10) P(00,11)
P(01,00) P(01,01) P(01,10) P(01,11)
P(10,00) P(10,01) P(10,10) P(10,11)
P(11,00) P(11,01) P(11,10) P(11,11)
sendo que as probabilidades P(xy,zw) = 0 se y # z, pois
P(xy,zw) = P(Xy11 = w, X, = 2| X, = 3, X1 = x). (2.2.5)

A matriz acima € conveniente para operacdes matriciais por ser quadrada, mas para fins de
interpretacdo, uma forma mais adequada é

00,0

1,0
0,0
1,0

bl

(
(
(
(

— N N N

a-Ba-Na-Na-

0
1
1
com

P(xy,z) = P(Xp41 = 2|Xp = 3, X1 = x). (2.2.6)
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2.3 Inferéncia estatistica para cadeias de Markov

Nesta etapa do trabalho, seré descrito aspectos da inferéncia estatistica, a qual engloba a
estimativa de elementos de probabilidades e a realizacdo de testes de hipdteses, particularmente
no contexto das cadeias de Markov. Segundo Bhat e Miller (2002), a 4rea inferencial aplicada a
processos estocdsticos tem experimentado um crescimento expressivo nas ultimas décadas. E
que por mais que os aspectos probabilisticos desses processos seja mais enfatizado, os testes
paramétricos e as estimativas desempenham um papel importante e ndo devem ser desprezadas.
Diante desse fato, serd abordado na sequéncia a inferéncia em tempos discretos para as cadeias
de Markov.

2.3.1 Estimativa de uma matriz de probabilidade de transicdao
Considere uma amostra de tamanho n de uma cadeia de Markov finita com s estados,
S
S=1{1,2,...,s}. Seja n;; o niimero de transi¢des de i para j (i,j =1,2,...,s), sendo Z nij =n.

Jj=1
Estes valores podem ser representados como

1 2 3 ... § Soma
Liny n2 mz ... nmy  ny,
2| ny nyp nmy3 ... npy My
3| n31 nzp n3z ... ny ng
S| ng1 N2 Ng3 ... HNgg Ny,

ni np n3 ... Ny N

As estimativas de mdxima verossimilhanca das probabilidades P(i, j), as quais serdo
denotadas por P(i, j) (i,j = 1,2,...,S), sio (BHAT; MILLER, 2002)
o nij
P(i,j)=-"2 ij=12,...s. (2.3.1)
n;.
Ou seja, as estimativas dos elementos de uma matriz de probabilidade de transi¢ao (13) sao
obtidas como a razdo entre o ndmero de transi¢des do estado i para o estado j e o nimero de
vezes em que a cadeia esteve no estado i seguido de qualquer estado na realizacao da cadeia.
De modo similar obtém-se as probabilidades de transi¢do estimadas para uma cadeia de
ordem maior. Por exemplo, para uma cadeia de ordem 2,

Plijk)="0% k=12, 2.3.2)
nij.
e, para ordem 3,
Yo Nijkp ..
P(ijk,p) = —= i, j,k,p=1,2,...,s. (2.3.3)
Njjk.

2.3.2 Teste de Independéncia versus Dependéncia de Primeira Ordem

Suponha que desejamos realizar um teste para a hipétese nula de que as observagdes
coletadas sdo independentes, contra a alternativa de que o processo observado € uma cadeia de
Markov de primeira ordem. Em outras palavras, a hipdtese nula sera

Hy:P=P°,
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em que PY tem linhas idénticas sob a conjectura de independéncia. Mais especificamente, seja P
composto de s linhas idénticas @ = (7}, T, ..., ;). De acordo com (BHAT; MILLER, 2002),
quando essas probabilidades nao sd@o conhecidas as estimativas de maxima verossimilhanca
podem ser determinadas como segue. Sejan; = Y;_; n;;. Entdo, a fun¢do de log-verossimilhanca
pode ser escrita como:

N
L(t)=InB+) n;lnxm;. (2.3.4)
j=1

Com o auxilio da equagdo 2.3.4 as estimativas de maxima verossimilhanga serdo:

ﬁj:%, i=1,...s. (2.3.5)

A estatistica > para testar independéncia versus dependéncia de primeira ordem toma a forma:

(njj—nin.j/n)?
1 nin.j/n

"y (2.3.6)

1

1)
com graus de liberdade (s — 1)2.

Assim, essa estatistica de teste € utilizada para averiguar a hipétese nula de que os dados
coletados seguem um modelo independente ou a hipdtese alternativa de que as observagdo se
adequam a um modelo de ordem 1.

2.3.3 Teste para Ordem de uma Cadeia de Markov

O teste de independéncia pode ser generalizado para permitir um teste para ordem,
possivelmente maior que 1, de uma cadeia de Markov. Como retratado anteriormente, as cadeias
de Markov de ordem superior a 1 podem ser reduzidas a uma cadeia de Markov de primeira
ordem expandindo o espago de estados para indicar a dependéncia de ordem superior. A seguir,
temos este procedimento usando uma cadeia de Markov de segunda ordem com probabilidades
de transicdo estaciondrias. Seja (BHAT; MILLER, 2002)

Pj=PXy=klXy 1= j, Xy 2=1) (2.3.7)

e n;jx o correspondente niimero de transi¢oes. Além disso, se n;;. = Y n; jx, a estimativa de P €
obtida como:

By =", (2.3.8)

A hipétese nula de que a cadeia de Markov € de primeira ordem contra a alternativa de
que € de ordem 2 pode ser dada como:

H()ZPijk:ij, i,j,k=1,2,...,s.

A estatistica 2 para testar a hipétese nula sera:

1_2 s s S nijk n;
=2-Y Y Y nijin — . (2.3.9)
i=1j=1k=1

I’lij_ l’l,'j

com distribuicdio y? e s(s — 1)? graus de liberdade. Entretanto, quando for apicada a uma cadeia
de Markov de ordem r a correspondente estatistica y? terd s(r=1) (s — 1)? graus de liberdade.
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2.4 Critérios de Informacao

Se uma boa estimativa para a log-verossimilhanc¢a puder ser obtida através dos dados
observados, esta estimativa poderd ser utilizada como um critério para comparar modelos. Assim,
um modo de comparar n modelos é simplesmente comparar os pesos da fungdo maximizada
L(é,-). Entretanto, tal método nao fornece uma verdadeira comparacao, haja vista que, em nao
conhecendo o verdadeiro modelo g(x), primeiramente o método da mdxima verossimilhanga
estima os parAmetros de cada modelo g;(x),i = 1,2,...,n, e posteriormente sdo utilizados
os mesmos dados para estimar E, [log f (x|é)] , isto introduz um viés em L(§;), sendo que, a
magnitude deste viés varia de acordo com a dimensao do vetor de pardmetros (SABINO, 2019).

Um critério de informacao € utilizado para verificar se um modelo estatistico aplicado a
um determinado conjunto de dados € ajustado com aptidao. Os critérios comparam as funcdes de
log-verossimilhanca dos modelos, mas com uma "penalizacdo” pela quantidade de parametros e
como uma forma de corre¢do do viés implementado na fun¢do (EMILIANO, 2009). Isso € feito
para favorecer a escolha de um modelo mais parcimonioso.

Existem diversos critérios de informagao; entretanto, foram considerados neste trabalho
apenas dois: AIC e BIC. Em ambos os casos, a medida considerada no critério serd calculada
para cada modelo proposto, sendo considerado mais adequado aquele que tiver a menor medida.

2.4.1 Critérios de Informacgdo de Akaike
O valor do critério de informacgdo de Akaike (AIC) (AKAIKE, 1974) € dado por:
AIC=2-L(6)+2-p, (2.4.1)

em que p € o total de pardmetros do modelo e L(60) é o maximo da funcdo de verossimilhanga,
ou seja, a funcdo de verossimilhanca considerando que o estimador de méxima verossimilhanca
0 ¢é o parametro do modelo.

2.4.2 Critérios de Informacdo de Bayesiano

O valor do critério de informagdo Bayesiano (BIC) (SCHWARZ, 1978) é dado por:
BIC =2-L(6)+ p-In(n), (2.4.2)

sendo L(é) e p as mesmas quantidades consideradas para o AIC, e n € o tamanho da amostra.
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3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os bancos de dados obtidos foram retirados do site Infomoney e fazem alusdo a cotag¢ao
da bolsa de valores (Ibovespa) durante o ano de 2021 e 2023, entre os dias 04/01/2021 a
30/12/2021 e 02/01/2023 a 28/12/2023. Eles sdao compostos por 247 observagdes (apenas
dias uteis) e 7 varidveis, que sdo: data, abertura, fechamento, valor maximo, valor minimo,
volume e variagdo, sendo esta ultima fornecida em valor decimal. Para a andlise dos dados,
utilizou-se a primeira observacao da varidvel variacao, que fornece um valor aproximado de
-0,14 e -3.06, respectivamente.

Os dados foram inicialmente importados e visualizados no R (R Core Team, 2020),
seguidos pela criacdo de uma estrutura condicional para codificar a varidvel “variacdo” em 0 ou
1, utilizando a funcao ifelse. Apds a binarizagao dos valores, foi aplicado o comando fable para
realizar a contagem dos eventos sucedidos. Em seguida, ocorreu a estimag¢ao dos parametros,
com a criacdo dos estados e contagem dessas ocorréncias. Para isso, se fez necessario utilizar os
pacotes dplyr e magrittr, como também as fun¢des sapply, lag e lead. Essas fun¢des (lag e
lead) foram aplicadas para realizar comparagdes entre os valores observados e seus respectivos
valores anteriores e posteriores, permitindo a andlise do comportamento da cadeia.

Considerou-se uma sequéncia de varidveis aleatérias {X,,,n > 0}, com

X 0, se acotagdo da bolsa de valores caiu no n-ésimo dia
"7 1 1, caso contrdrio.

Para a estimacdo dos parametros, fez-se uma contagem da quantidade de zeros e uns na
amostra, bem como a quantidade de vezes que aparece cada um dos pares 00,01,10,11. Como é
necessdrio atribuir um ponto de referéncia para o desenvolvimento da andlise, foi utilizado o que
equivale ao dia 04/01/2021, portanto, esse valor ndo serd atribuido na amostra. Logo, ela tera
tamanho 246. E possivel ver na Tabela 1 a quantidade de vezes que aparece cada um dos pares
00,01,10,11, bem como a contagem do niimero de zeros e uns.

Tabela 1 — Contagem do nimero de vezes que aparece cada par de estados na amostra de 2021

0 1 n;
48 71 119
1170 57 127
246

Fonte: Elaborado pelos autores, 2024

Deste modo, considerando que a amostra seja uma cadeia de ordem 1, a estimativa da
matriz de transi¢ao serd
P 0,4 0,6
0,55 0,45

Na sequéncia, foram estimados também os pardmetros para uma cadeia de ordem 2,
obtendo
0,42 0,58
0,57 0,43
0,40 0,60
0,53 0,47
Tais valores foram calculados com base nos dados da Tabela 2, que apresenta a quantidade de

vezes que cada um dos trios 000,001,010,011,100,101,110 e 111 aparece na amostra, assim
como a quantidade de vezes que os pares aparecem seguidos de um estado qualquer.

>
I
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Tabela 2 — Contagem do nimero de vezes que aparece cada trio de estados na amostra de 2021

0 1 njj
00 | 20 28 48
01140 30 70
10 | 28 42 70
1130 27 57

Fonte: Elaborado pelos autores, 2024

Na Tabela 3, expde-se o nimero de vezes que cada uma das quadras 0000,0001,0010,
0011,0100,0101,0110,0111,1000,1001,1010,1011,1100,1101,1110 e 1111 aparecem, assim
como a quantidade de vezes que os trios aparecem seguidos de um estado qualquer.

Tabela 3 — Contagem do numero de vezes que aparece cada quadra de estados na amostra de
2021.

0 1 nijk
000 | 7 13 20
001 | 18 10 28
010 | 13 26 39
011 |15 15 30
100 | 13 15 28
101 | 22 20 42
110 | 14 16 30

111 |15 12 27
Fonte: Elaborado pelos autores, 2024

E dai, obtém-se a matriz de transi¢do considerando uma cadeia de ordem 3:

0,35 0,65 ]
0,64 0,36
0,33 0,67
0,50 0,50
0,47 0,53
0,52 0,48
0,47 0,53
0,56 0,44

~>
I

Em seguida, foi efetuado um teste para verificar se a amostra é independente ou segue
uma cadeia de Markov de ordem 1. Esse teste ¢ denominado Teste de Independéncia versus
Dependéncia de Primeira Ordem e apresenta as seguintes hipéteses:

Hy : O processo observado € independente
Hj : O processo observado € uma cadeia de Markov de ordem 1

Neste caso, a estatistica de teste segue distribuicdio ¥ e apresenta a seguinte férmula:

(njj—nin;/n)?
XCalculado Z Z L~ X(ZS,UZ

P o ninj/n

Para a realizacao dos cdlculos, foram usados os dados da Tabela 1:

119x11812 119x12812 127x11842 127x12812
2 _ (48_ 246 ) (71 T T 246 ) (70_ 246 ) (57_ 246 ) — 538
XCalculado = 119x118 119x128 127x118 127x128 -

246 246 246 246
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Diante disso, a estatistica de teste é x2 = 5,38. Como a cadeia tem apenas dois estados,
sob a hipétese Hy (independéncia), a estatistica de teste tem distribuicao 1(21) e p-valor aproxi-
mado de 0.020, indicando que a amostra segue uma cadeia de Markov de primeira ordem, uma
vez que o p-valor < 0.05. Dessa forma, como a decisao do teste foi favoravel a cadeia de ordem
1, um novo teste serd efetuado para decidir entre ordem 1 e ordem 2.

Foi executado o Teste para Ordem de uma Cadeia de Markov, que apresenta as hipdteses:

Hj : O processo observado é uma cadeia de Markov de ordem 1

Hj : O processo observado é uma cadeia de Markov de ordem 2

e estatistica de teste igual a

s s s Rijk N )
2,:22 Znijkln — Nxs(r_])(S71)27

i=1 j=1k=1 Nij. Nij

em que:
* n;jx = nimero de transi¢des observadas para a cadeia de ordem 2,
* njj. = Y, n;jk € a soma das transi¢des observadas no estado ij,
* n; = ndmero de vezes que o estado i foi visitado na cadeia de ordem 1,
* n;; = numero de vezes que o estado i foi visitado na cadeia de ordem 2.

Substituindo os valores da Tabela 3 na estatistica de teste tem-se xfal ~(,14. Como a
cadeia tem apenas dois estados, a estatistica de teste tem distribuicao 1(22) e valor 0,14 ao nivel
de 5% de significancia, indicando que a amostra é uma cadeia de Markov de primeira ordem.
Desse modo, como a decisao do teste foi favoravel novamente a cadeia de ordem 1, ndo sera
necessario efetuar um novo teste.

Na sequéncia, apresentam-se na Tabela 4, os valores dos critérios de informacao AIC e
BIC para averiguar, de outra perspectiva, qual modelo € mais adequado aos dados.

Tabela 4 — Valores de AIC e BIC supondo que os dados de 2021 s3o independentes, seguem uma
cadeia de Markov de ordem 1 (CM 1), cadeia de Markov de ordem 2 (CM 2), cadeia
de Markov de ordem 3 (CM 3)

Ind. CM1 CM2 CM3
AIC | 346 343,2 350 3625

BIC | 353 357,2 378 4187
Fonte: Elaborado pelos autores, 2024

Com isso, percebe-se que o modelo mais adequado € o de primeira ordem, visto que, a
partir dos testes realizados, as hipéteses aceitas foram favoraveis a cadeia de ordem 1. Além
disso, vimos que ele apresenta um menor valor para o critério de informac¢ao AIC se comparado
ao modelo independente e menores valores de AIC e BIC em relagdo aos modelos de ordem 2 e
3. Portanto, serd melhor ajustado aos dados.

O passo a passo anterior também foi executado para os dados de 2023. Como feito
anteriormente, realizou-se a contagem de zeros, uns, pares, trios e quadras que aparecem na
amostra. De modo similar, foi atribuido um ponto de referéncia para a andlise, que equivale
ao dia 02/01/2023. Logo, esse valor ndo fard parte da amostra, que contard apenas com 246
observagdes. Posteriormente, foram montadas as matrizes de transi¢do para a primeira, segunda
e terceira ordem. A quantidade de vezes que aparecem os estados, pares, trios e quadras pode ser
vista na Tabela 5, Tabela 6 e Tabela 7.
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Tabela 5 — Contagem do nimero de vezes que aparece cada par de estados na amostra de 2023

0 1 n;
66 56 122
156 68 124
246

Fonte: Elaborado pelos autores, 2024

Tabela 6 — Contagem do niimero de vezes que aparece cada trio de estados na amostra de 2023

0 1 n,'j
00|35 31 66
01|24 32 56
10 |30 25 55

11 |32 36 68
Fonte: Elaborado pelos autores, 2024

Tabela 7 — Contagem do nimero de vezes que aparece cada quadra de estados na amostra de
2023

0 1 Nk
000 | 20 15 35
001 | 14 16 30
010 | 14 10 24
011 | 18 14 32
100 | 15 15 30
101 | 10 15 25
110 | 17 15 32

111 | 14 22 36
Fonte: Elaborado pelos autores, 2024

Em seguida, foram realizadas as estimativas das probabilidades e a organizacdo nas
matrizes de transi¢do. A matriz de transicdo estimada para a cadeia de ordem 1 é

b [ 0,54 0,46 |
10,45 0,55 |

para a cadeia de ordem 2 é
[ 0,53 0,47 ]
0,43 0,57
0,55 0,45
| 0,47 0,53 |

~>
Il

e para ordem 3 €
[ 0,57 0,43 ]
0,47 0,53
0,58 0,42
0,56 0,44
0,50 0,50
0,40 0,60
0,53 0,47
| 0,39 0,61 |

~>
Il
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Posteriormente, foi implementado o Teste de Independéncia versus Dependéncia de
Primeira Ordem para verificar se a amostra ¢ independente ou segue uma cadeia de Markov de
ordem 1. Utilizando a estatistica de teste para encontrar o x%al, obtém-se

122x12242 12212412 124x1224\2 124x12442
2 _ (66— =5, (56— 556~ )" |, (56— "55e—)" | (68 —=3~)
XCalculado = 122x122 122x124 124x122 124x124
246 246 246 246

=1,97

Como a cadeia tem apenas dois estados, sob a hip6tese Hy (independéncia), a estatistica
de teste tem distribui¢ao x(zl), e éigual a 1,97. Com isso, o p-valor serd aproximadamente 0.1604,
indicando que a amostra € independente.

A préxima etapa serd analizar os resultados dos critérios de informagdo e os valores
calculados estdo na Tabela 8.

Tabela 8 — Valores de AIC e BIC supondo que os dados de 2023 sdo independentes, seguem uma
cadeia de Markov de ordem 1 (CM 1), cadeia de Markov de ordem 2 (CM 2), cadeia
de Markov de ordem 3 (CM 3)

Ind. CM1 CM2 CM3
AIC | 346.4 347.04 3535 3653

BIC | 353.4 361.08 381.6 421.4
Fonte: Elaborado pelos autores, 2024

Verifica-se que, para o ano de 2023, o modelo mais adequado é o de independéncia, pois
ele apresenta valores menores de AIC e BIC. Entdo, serd melhor ajustado aos dados.
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4 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo analisar o comportamento dos modelos Marko-
vianos em relagdo a dois conjuntos de dados sobre as cotacdes da bolsa de valores durante os
anos de 2021 e 2023. Neste projeto, foram exibidas probabilidades de transi¢cdes organizadas em
forma matricial, testes de hipéteses e critérios de informacao.

Em relacdo ao ano de 2021, tanto os testes de hipéteses utilizados para verificar qual
modelo apresenta melhor adequagao aos dados analisados quanto o AIC indicaram que o modelo
de ordem 1 era o mais adequado. Realizando a mesma andlise para os dados referentes a 2023,
pode-se relatar que os dados se adequam a um modelo independente, pois esse foi o resultado
obtido tanto na realizacdo do teste de hip6tese quanto nos cdlculos dos critérios de informacao.
Diante desse fato, vé-se que houve uma mudanga no comportamento dos dados ao longo desses
2 anos. Isso pode ser explicado pelos acontecimentos sociais e politicos sucedidos no pais nesse
intervalo de tempo.

Posto isto, constata-se que inferir informagdes sobre cadeias de Markov tem uma impor-
tancia significativa, uma vez que contribuem de forma efetiva em diversas dreas do conhecimento,
como finangas, robdética, inteligéncia artificial e até ci€ncias sociais. Para finalizar, é importante
retratar sobre o conhecimento adquirido na execucdo deste trabalho, pois ele proporcionou um
amadurecimento dos conceitos vistos na disciplina de processos estocdsticos, bem como na
elaboracdo do projeto de iniciacdo cientifica voltado a esse tema no periodo da graduacdo. Além
disso, contribuiu para o interesse do estudo das teorias e cdlculos matemdticas mais avancados,
por meio do ingresso em um programa de mestrado em tempos futuros.
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