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RESUMO

Este trabalho aborda o problema de dois corpos, um dos classicos desafios da mecanica
celeste, cujo objetivo é descrever o movimento de dois objetos que se atraem mutuamente
devido a forca gravitacional. O principal objetivo deste estudo é desenvolver um modelo
matematico capaz de representar esse movimento, implementar numericamente o modelo
em uma simulacao tridimensional e analisar tanto a orbita descrita quanto os dados
numéricos obtidos com valores reais. Para alcancar esse objetivo, utilizou-se a plataforma
online do Trinket, que possibilita o uso da biblioteca VPython, permitindo a criacao e
animacao de objetos em 3D. Além disso, foram empregados os métodos numéricos de
Euler e Euler-Cromer para a integracao das equagoes de movimento. No desenvolvimento
do estudo, dois sistemas binarios foram analisados: um modelo simples, representando o
sistema Sol-Terra, e um modelo mais complexo, correspondente ao sistema Plutao-Caronte.
Os parametros investigados incluiram a orbita descrita pelo movimento, a velocidade
orbital, o periodo orbital e a excentricidade. Ao comparar os resultados obtidos com dados
fornecidos pela NASA Space Science Data Coordinated Archive e pelo portal Views of the
Solar System, constatou-se uma boa concordancia nos valores, evidenciando a eficacia do
modelo proposto em descrever e prever o movimento orbital em sistemas gravitacionais
binarios. Entretanto, a excentricidade apresentou discrepancias significativas, atribuidas a
utilizacao de uma féormula padronizada que considera orbitas essencialmente circulares. As
simulagoes desenvolvidas demonstraram alinhamento com a abordagem interdisciplinar
STEAM e com os pilares do Pensamento Computacional. Essas caracteristicas destacam
o potencial didatico do uso da programacao como ferramenta educacional, permitindo a
exploracao de fendmenos fisicos e a realizagdo de experimentos virtuais. Essa metodologia
integra contetidos de fisica e matematica, promovendo interdisciplinaridade, aprendizagem
significativa e aplicacao pratica dos conceitos. Além disso, estd em consonancia com as
diretrizes da Base Nacional Comum Curricular, que incentivam o uso de tecnologias digitais

e metodologias ativas no ensino.

Palavras-chave: Problema de dois corpos. Simulacao computacional. Método de Euler-
Cromer. VPython.



ABSTRACT

This work addresses the two-body problem, one of the classic challenges in celestial
mechanics, which aims to describe the motion of two objects that mutually attract each
other due to gravitational force. The main objective of this research is to develop a
mathematical model capable of representing this motion, numerically implement the model
in a three-dimensional simulation, and analyze both the described orbit and the numerical
data obtained with real values. To achieve this goal, the Trinket online platform was used,
enabling the use of the VPython library to create and animate 3D objects. Additionally,
the numerical methods of Euler and Euler-Cromer were employed for the integration of
the equations of motion. During the development of this study, two binary systems were
analyzed: a simple model representing the Sun-Earth system and a more complex model
corresponding to the Pluto-Charon system. The parameters investigated included the orbit
described by the motion, orbital velocity, orbital period, and eccentricity. By comparing the
results obtained with data provided by the NASA Space Science Data Coordinated Archive
and the Views of the Solar System portal, a good agreement was observed, demonstrating
the effectiveness of the proposed model in describing and predicting orbital motion in
binary gravitational systems. However, the eccentricity showed significant discrepancies,
attributed to the use of a standardized formula that considers essentially circular orbits.
The developed simulations demonstrated alignment with the interdisciplinary STEAM
approach and the pillars of Computational Thinking. These features highlight the didactic
potential of programming as an educational tool, enabling the exploration of physical
phenomena and the conduction of virtual experiments. This methodology integrates
physics and mathematics content, promoting interdisciplinarity, meaningful learning, and
the practical application of concepts. Furthermore, it aligns with the guidelines of the
National Common Curricular Base, which encourages the use of digital technologies and

active methodologies in education.

Key-words: Two-body problem. Computer simulation. Euler-Cromer method. VPython.
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1 INTRODUCAO

A integracao do conteido académico a vida cotidiana dos estudantes tem sido
um desafio recorrente na educagao, especialmente na disciplina de Matematica. Esse
distanciamento é frequentemente agravado pela metodologia tradicional, que, embora
amplamente utilizada, nem sempre atende de maneira eficaz as demandas de um ensino
mais critico e contextualizado. A crescente exigéncia por habilidades praticas no mercado
de trabalho e a necessidade de uma educagao que promova a autonomia e a criatividade

dos alunos reforcam a urgéncia de reformulacdes no ensino.

No contexto atual, o avango tecnoldgico do século XXI trouxe um impacto significa-
tivo a sociedade, ampliando o acesso as Tecnologias Digitais da Informacao e Comunicacao
(TDICs). Dispositivos como smartphones, computadores pessoais, tablets e até tecnologias
emergentes, como dispositivos de realidade virtual, tornaram-se ferramentas centrais nao
sO para o entretenimento e comunicagao, mas também para o aprendizado. Assim, a
incorporacao dessas tecnologias no processo de ensino e aprendizagem surge como uma
tendéncia metodolégica promissora que, quando utilizadas adequadamente, as TDICs
possibilitam a constru¢ao do conhecimento pelos alunos, redefinindo a dindmica em sala

de aula.

Quando empregadas de maneira eficaz, as TDICs promovem a construcao ativa do
conhecimento, alinhando-se as orientagoes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
documento normativo que estabelece as aprendizagens essenciais que todos os alunos
brasileiros devem desenvolver ao longo da educagao basica, que compreende a Educacao
Infantil, o Ensino Fundamental e o Ensino Médio (Brasil, 2018). No contexto aqui exposto,
enfatizamos as seguintes habilidades e competéncias: Resolugao de problemas matematicos
e aplicagao de conceitos matematicos em situacoes reais; Compreensao e aplicagao dos
principios cientificos e tecnologicos; Desenvolvimento da consciéncia critica e da capacidade

de argumentacao; Uso adequado de tecnologias digitais de informacao e comunicacao.

A integracao de tecnologias digitais nas escolas tem se intensificado, impulsionada,
sobretudo, pela sua incorporacao na BNCC, contudo, desde a década de 1960, as vantagens
do uso de computadores na educagao tém sido amplamente discutidas, especialmente com o
advento do tecnicismo como uma abordagem pedagégica dominante (CONTE; MARTINI,
2015, p. 1194). Esse periodo se estendeu até a década de 1980, e foi marcado por um forte
movimento de modernizacgao e desenvolvimento econémico no pais, que teve como uma
de suas principais caracteristicas a valorizacao da ciéncia, da tecnologia e da formacao
técnica, embora, segundo Aula Nota Dez (2024), tenha surgido varias criticas a respeito da
visdo reducionista da educacdo, que prioriza apenas a formagao de habilidades técnicas em

detrimento do desenvolvimento integral dos alunos, tornando-se uma abordagem que pode
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levar a formacao de profissionais especializados, mas com pouca capacidade de reflexao e

de adaptacao as mudancas.

Paralelamente, ainda na década de 1960, foi desenvolvido pelos cientistas da com-
putagao Seymour Papert e Cynthia Solomon, juntamente com outros pesquisadores, na
Massachusetts Institute of Technology (MIT), nos Estados Unidos, a linguagem Logic
Oriented Graphic Organizer (LOGO), com o objetivo de ser utilizada como uma ferra-
menta educacional para o ensino de matematica e raciocinio légico para criangas. Desta
forma, como discutido por Papert (2008, apud Massa et al., 2022), as pessoas constroem
conhecimento de forma mais eficaz quando participam ativamente da construcao de coisas

no mundo.

H&4 um claro contraste entre a abordagem tecnicista, que buscavam mecanizar o
processo de aprendizagem e preparar os alunos para o mercado de trabalho, e a proposta de
Papert, que privilegia a experimentacao e a construcao ativa do conhecimento. Enquanto o
tecnicismo pode atender as demandas educacionais daquela época, o modelo tradicional de
ensino tem se mostrado limitado frente as necessidades atuais. A simples transmissao de
conteudos ja nao ¢é suficiente para promover um aprendizado significativo. Nesse contexto,
ganha relevancia a adogao de metodologias que transformem o aluno em um sujeito ativo

no processo de aprendizagem, alinhando-se aos principios do construcionismo de Papert.

Em vista disso, as competéncias, habilidades e aprendizagens definidas pela BNCC
alinham-se a necessidade de inovar o ensino utilizando recursos como o uso da linguagem de
programagcao. Nesse sentido, a competéncia EM13MAT405 da BNCC estabelece a impor-
tancia de “utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na implementacao
de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica” (Brasil, 2018, p. 539).
Além disso, segundo Gomes (2015), essa abordagem pode promover e potencializar o desen-
volvimento do aprendizado, contribuindo com o raciocinio logico, ensinando fortes nogoes
de causalidade (causa e efeito), a capacidade de concentragao, exigindo foco, disciplina,
capacidade de analise da situagao e desenvolvimento de solucoes, criatividade e capacidade

de antever as consequéncias logicas das instrugoes que estao sendo dadas ao computador.

Segundo um levantamento realizado no segundo semestre de 2021 pela plataforma
TutorMundi (2021), as duas disciplinas no qual a maioria dos estudantes brasileiros do
ensino fundamental II e médio apresentam mais dificuldades sdo matematica e fisica.
Ademais, os dados do Programa Internacional de Avaliagdo de Alunos (PISA) de 2018
indicam que o desempenho dos estudantes brasileiros em Matematica e Ciéncias ficou abaixo
da média dos paises da Organizacao para a Cooperacao e Desenvolvimento Economico
(OCDE) e também em ultimo lugar comparado com os paises da América do Sul (OCDE,
2019).

Diante desse cenario, podemos presumir que o ensino exclusivamente técnico e

abstrato executado nas escolas pode contribuir para a dificuldade dos estudantes em
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determinados conteudos. Para tanto, a BNCC busca garantir uma metodologia mais
contextualizada no cotidiano do aluno, recorrendo, sempre que possivel, as TDICs, cuja
“utilizacao na escola nao sé possibilita maior apropriagao técnica e critica desses recursos,
como também é determinante para uma aprendizagem significativa e auténoma pelos
estudantes.” (Brasil, 2018, p. 487).

A astronomia, uma das ciéncias mais antigas conforme veremos no Capitulo 2,
sempre despertou grande curiosidade na humanidade, impulsionando o desenvolvimento
de técnicas para explorar o universo. Esse fascinio natural oferece uma oportunidade tinica
de aproximar os estudantes de conceitos cientificos e matematicos, muitas vezes percebidos
como abstratos ou desconectados de sua realidade. Utilizar fendmenos astronémicos como
contexto para o ensino, especialmente por meio de simulagoes interativas, pode transformar

a curiosidade em aprendizado significativo, tornando o contetido mais concreto e envolvente.

Além disso, séries de TV oferecem um recurso valioso para a educagao, pois
combinam entretenimento e aprendizado, promovendo o interesse por areas como fisica,
biologia, astronomia, historia da ciéncia e tecnologia. Por exemplo, o objeto central de
estudo deste trabalho pode ser visto na série O Problema dos 3 Corpos, de Benioff, Weiss
e Woo (2024), no qual aborda um problema classico da mecanica celeste que estuda o
movimento de trés corpos que interagem entre si pela gravidade. Este problema, diferente
do problema de dois corpos, que tem uma solucao exata, ¢ um problema desafiador da

atualidade pois apresenta uma dindmica cadtica e nao possui solucao geral analitica.

O encanto pela astronomia e pelo interesse em compreender as leis naturais que
governam os fendmenos e movimentos em nosso universo motivou uma pesquisa na
plataforma DSpace!, repositério institucional da Universidade Estadual da Parafba (UEPB),
buscando monografias elaboradas especificamente no Centro de Ciéncias Humanas e Exatas
(CCHE) de Monteiro-PB, onde foi notada uma quantidade relativamente baixa de trabalhos
relacionados a matematica aplicada na fisica. Entre eles, estudos sobre modelagem 3D
e métodos numéricos que envolviam programacao, esses aspectos promoveram interesse
ao longo da graduacao, pois a visualizacao e manipulacao de modelos em 3D, bem como
dados experimentais de simulagoes fisicas como medidas de forca, velocidade, aceleracao
e temperatura, proporcionaram uma melhor compreensao dos conceitos matematicos e

fisicos que anteriormente eram abstratos ou técnicos.

A abordagem interdisciplinar que combina fisica e matematica destaca a profunda
conexao entre as duas areas. Essa integragao permite a formalizagdo de teorias, a analise
detalhada de comportamentos no universo natural e a compreensao de como conceitos
fisicos, expressos pela linguagem matematica, podem ser observados em contextos do dia a
dia. Essa relagdo possibilita que os alunos conectem o contetido aprendido em sala de aula

com situagoes cotidianas, promovendo uma compreensao mais significativa e estruturada,

1 Site da plataforma: <https://dspace.bc.uepb.edu.br/jspui/>
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além de favorecer o desenvolvimento de habilidades criticas e analiticas no estudo das
ciéncias.

Segundo Biembengut e Hein (2014, p. 7), a modelagem matemadtica constitui um
ramo proprio da Matematica que tenta traduzir situacodes reais para uma linguagem
matematica, para que por meio dela se possa melhor compreender, prever e simular. Assim,
é desempenhado um papel fundamental na interdisciplinaridade entre fisica e matematica,
servindo como uma ponte entre a abstracao dos conceitos matematicos e a interpretacao dos
fenomenos fisicos, possibilitando a criacao de representagoes que facilitam o entendimento

e a analise desses fendmenos.

Ja a simulagdo computacional, conforme Oliveira (2024), é a implementagao do
modelo elaborado em um ambiente computacional para fazer previsoes e analises. No con-
texto deste trabalho, a partir do modelo matematico que descreve a interacao gravitacional
entre os dois corpos bem como suas trajetorias no espaco, a simulagao pode ser usada para
visualizar o movimento dos corpos celestes em um ambiente tridimensional, e prever a
orbita dos corpos em diferentes condi¢Oes iniciais, como a posicao e velocidade inicial, tal
qual analisar como pequenas mudangas podem afetar a evolugao do sistema. A elaboragao
de simulac¢des computacionais frequentemente necessita do uso de uma linguagem de

programacao para implementar o modelo matematico em um ambiente computacional.

De acordo com dados da TIOBE (2024), existem atualmente mais de 250 linguagens
de programagao em uso em todo o mundo, dentre elas, podemos citar as 10 mais populares
em novembro de 20242: Python, C++, Java, C, C#, JavaScript, GO, Fortran, Visual Basic,
SQL. Cada uma dessas linguagens possui sua propria sintaxe, semantica e estrutura, mas
todas elas compartilham o objetivo comum de permitir que os desenvolvedores escrevam

cbdigos para executar tarefas especificas em um computador ou outro dispositivo.

Além disso, este trabalho adequa-se a metodologia de ensino STEAM (do inglés:
Science, Technology, Engineering, Arts and Mathematics) no qual objetiva uma abordagem
educacional que combina as disciplinas de Ciéncia, Tecnologia, Engenharia, Artes e
Matematica em um curriculo integrado e interdisciplinar, promovendo assim o pensamento
critico, resolugao de problemas, a criatividade e a inovacgao, preparando os alunos para o
cenario contemporaneo (Jona et al., 2014). Vinculado a essa metodologia, o Pensamento
Computacional (do inglés: Computational Thinking) consiste em resolver problemas,
projetar sistemas e compreender o comportamento humano, baseando-se nos conceitos
fundamentais da ciéncia da computagao (Wing, 2006). Esse processo de resolucao de
problemas sustenta-se em quatro pilares fundamentais que, de acordo com Brackmann

(2017), consiste em dividir um problema complexo em partes menores (decomposi¢ao),

2 E importante destacar que a lista apresentada ndo é fixa e pode ser alterada ao longo do tempo. Essas

alteracOes estdo diretamente relacionadas a popularidade das linguagens de programacao, que pode
variar em fun¢do das demandas do mercado e das constantes evolu¢des no cenario tecnolégico.
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identificar padroes (Reconhecimento de padrdes), ignorar detalhes irrelevantes (abstracao)

e criar passos simples para soluciona-los (algoritmos).

Visto isso, as abordagens matematicas e fisicas aplicadas no contexto das simulacoes
visuais, sao fundamentais para a proposta da metodologia STEAM, tal como o Pensamento
Computacional possui, pois como afirma Martin 2018, é o “tecido conjuntivo” entre o mundo
da ciéncia da computagao/especializacdo em programagao e o mundo do conhecimento

disciplinar.

O problema de dois corpos é fundamentado na mecéanica classica, ramo da fisica que
analisa os movimentos dos corpos sob a agao de forcas. Esse problema trata da dindmica de
dois corpos celestes e tem como finalidade prever os movimentos desses objetos massivos.
Diante desse contexto, este trabalho tem como objetivo desenvolver um modelo matematico
capaz de descrever tal movimento, implementar numericamente em uma simulacao 3D e,
ao final, analisar tanto a érbita realizada como os dados numéricos obtidos com valores
reais. Dessa forma, a pesquisa busca responder a duas questoes centrais: “como obter
uma equacao, ou seja, um modelo matemdtico, capaz de descrever o movimento de dois
corpos interagindo gravitacionalmente?” e “como construir uma simulagdo para visualizar

e comparar os dados deste modelo com base em um método numérico adequado?”

O corpo deste trabalho estd estruturado em cinco capitulos: no Capitulo 2, é
realizada uma abordagem histérica sobre a evolugao da astronomia, desde o periodo da
civilizacao babilonica até sua modernizag¢ao com os avancos introduzidos por Isaac Newton.
O Capitulo 3 apresenta os fundamentos tedricos necessarios para que se tenha uma nocao
bésica do problema de dois corpos. Em seguida, no Capitulo 4, é caracterizado o tipo de
pesquisa conduzida neste trabalho, com detalhamento dos procedimentos empregados nas
simulagoes, destacando os algoritmos empregados e suas implementacdes no VPython. No
Capitulo 5, sao analisados e discutidos os resultados das simulagoes realizadas, comparando
os dados obtidos com valores reais, a fim de validar a precisao e a eficicia das modelagens
empregadas. Por fim, no Capitulo 6 sdo apresentados os principais resultados obtidas a
partir das simulacoes realizadas ao longo deste trabalho, e discutimos as limitagoes encon-
tradas, possiveis aprimoramentos para o modelo utilizado e o potencial para investigacoes

futuras dentro da tematica abordada.
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2 HISTORIA DA ASTRONOMIA

A busca por padroes é uma caracteristica fundamental do ser humano e esta
profundamente enraizada em nossa psicologia. Desde os primérdios e durante milénios,
mesmo vivendo sob o ciclo dia-noite, o homem talvez, apesar de ja andar ereto, pdde nem
sequer perceber a existéncia do céu (Caniato, 1994). Apés ter alcangado um certo nivel de
autoconsciéncia, os povos pré-historicos comecaram a notar regularidades nos movimentos
dos corpos celestes, como o Sol, a Lua, as estrelas e os planetas que, embora consistisse
unicamente em observagoes, foi a centelha que acendeu a chama dando origem a ciéncia

da astronomia.

Esta ciéncia, que de acordo com Martins, Buffon e Neves (2019) e Corréa (2009)
é considerada a mais antiga da humanidade, constitui um tema fascinante e permeia a
evolugao da humanidade. Entretanto, devido a sua vastidao, torna-se impossivel detalhar
toda a historia no presente trabalho, portanto, este capitulo tem como foco principal

explorar a concepgao da estrutura do nosso universo, bem como o movimento dos astros.

2.1 Astronomia x Astrologia

Os primeiros registros astronomicos datam de aproximadamente 3000 a.C. relacio-
nados aos povos chineses, caldeus, babilonios, egipcios e gregos. Sua finalidade nao era
somente observar, mas também estudar os astros com objetivos praticos, como medir a
passagem do tempo (fazer calendarios) para prever a melhor época para o plantio e a
colheita (Filho; Saraiva, 2014).

De modo geral, mesmo que tais padroes astrais fossem de conhecimento destes
povos antigos, ainda nao se tinha posse do conhecimento das leis da natureza (fisica), e
sua elucidagao tinha uma forte ligacdo com o mito, atribuindo os fenémenos causados pela
vontade dos deuses do céu, no qual tinham o poder da colheita, da chuva e até mesmo
da vida (Filho; Saraiva, 2014). Tais conhecimentos estavam de posse dos sacerdotes, no
qual tinham um papel central na sociedade e realizava observagoes diarias do firmamento
com a intencao de interpretar, de acordo com as posi¢coes e movimentos dos corpos
celestes as suas vontades, tendéncias e animo. Com isso, os babilonicos, ao observarem o
caminho aparente do sol no céu durante o ano, chamado de ecliptica, foram os primeiros a
dividir esta faixa em doze segmentos, atribuindo a cada uma deles, figuras embasadas nas
configuragoes das estrelas. Dessa maneira originou-se o chamado zodiaco (Caniato, 1994);
(Filho; Saraiva, 2014). Nasceu assim a astrologia, que tinha como objetivo interpretar os
padroes celestes como sinais de influéncias divinas sobre a vida humana. Os astrélogos

utilizavam as observacoes astrondmicas para fazer previsoes sobre o destino das pessoas e
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das nacoes, baseando-se na crencga de que os movimentos dos astros podiam influenciar
eventos terrestres. A astrologia, segundo Caniato (1994), pode ser considerada como
“folclore da astronomia” e, apesar de sua popularidade, é considerada uma pseudociéncia,
carecendo de evidéncias cientificas que sustentem suas alegagoes sobre personalidades e

previsoes.

O fato é que essas crengas ou crendices sao alimentadas e disseminadas
pelos grandes interesses envolvidos nisso. A Astrologia ocupa hoje uma
parte consideravel dos meios de comunicacao de massa, do tempo e do
dinheiro das pessoas. O nimero de coisas que sao vendidas em func¢ao
dessas crendices é imenso. H4, no entanto, algo mais sério envolvido
nisso. Esse “algo mais” vendido pela Astrologia é a alienacdo das pessoas
e de suas consciéncias em relacdo a aspectos importantes de sua vida.
Na medida em que as pessoas acreditam que seu destino e sua vida sao
regulados pelos astros, elas se tornam mais fatalistas e mais conformadas
com os fatos que as cercam ou cerceiam. Talvez se pudesse dizer que
a Astrologia, tal como é vendida, é um entorpecente da iniciativa das
pessoas em assumirem seus préprios destinos (Caniato, 1994, p. 13-14).

Tanto a astronomia quanto a astrologia tém como foco o estudo dos movimentos
celestes, embora adotem abordagens e propésitos bastante diferentes. Enquanto a astro-
nomia adota uma perspectiva cientifica e empirica, buscando compreender os fendmenos
celestes por meio de observagoes rigorosas e analises quantitativas, a astrologia se baseia
em interpretacoes simbolicas para prever eventos terrestres e entender padroes celestes.
Portanto, ao passo que os astronomos estudam a fisica dos corpos celestes e as leis que
regem seus movimentos, os astrologos se concentram mais na influéncia percebida dos
astros sobre a vida e a personalidade das pessoas. Embora historicamente interligadas, essas
disciplinas se desenvolveram de maneira independente, com a astronomia evoluindo como
uma ciéncia empirica e a astrologia mantendo-se como uma pratica cultural e espiritual,

ainda que continue a ter alguma popularidade em diferentes partes do mundo.

2.2 Os gregos e os primeiros modelos

Os gregos, herdeiros da vasta base de dados observacionais dos babilonios, esforcaram-
se em conhecer a natureza do cosmos e combinaram tais observacoes com os métodos
geométricos trazidos do Egito por Tales de Mileto (ca. 624 — ca. 546 a.C.), por volta de
585 a.C., para estabelecer uma astronomia soélida. Diga-se de curiosidade que mesmo os
babilonicos ja registrando, ainda que sem terem alguma explicacao fisica para o fendmeno,
o movimento andémalo de certos orbes luminosos visiveis a olho nu no céu, foram os gregos
que os chamaram de “estrelas errantes” ou simplesmente “errantes” (do grego: mAavnTng,
planetai) (Liddell; Scott, 1940). Dai derivou-se a palavra atual “planeta”, devido ao mo-
vimento “para tras” (retrégrado) em relagdo as outras estrelas em certos momentos. Os

planetas eram: Marte, Jupiter, Vénus, Saturno e Mercurio.
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Tales de Mileto, influenciado pelos conhecimentos egipcios, introduziu na Grécia os
fundamentos da geometria e da astronomia, propondo o primeiro conceito do modelo da
esfera celeste baseados nos movimentos dos corpos celestes. Juntamente com seu discipulo
Anaximandro, foi um dos primeiros a desenvolver tais modelos, afastando-se mais da visao
mitolégica (Matos; Mendes, 2021).

A concepcao desse modelo pensado por Tales, assim como muito antes descrito nos
poemas de Homero (século IX ou VIII a.C.) e Hesiodo (século VIII a.C.) (Lopes, 2001),
baseava-se na ideia de que a Terra era um disco flutuando em uma vasta extensao de agua,
como uma ilha, e o céu era uma cupula solida que se erguia sobre ela. Essa visao refletia a
compreensao limitada do cosmos na época e era influenciada pela observacao direta do

horizonte, que parecia indicar um limite plano.

A partir dai, varios pensadores gregos propuseram varias concepgoes e teorias sobre

0 cosmo e o sistema solar, falaremos resumidamente o que cada um teorizava:

Anaximandro (610 — 546 a.C.) afirmava que a Terra teria forma cilindrica e a sua
profundidade seria de um tergo de sua largura, os corpos celestes estariam associados

a esferas e anéis que giram em torno da Terra;

Anaximenes (ca. 588 — ca. 524 a.C.) dizia que o universo era formado a partir do ar,
e estaria preenchido por ele. Ainda afirmava que a Terra era achatada e fina, que
nao caia porque seria sustentada pelo ar. Mesmo que tenhamos conhecimento de que
estes modelos nao estao mais em vigor, nao se deve desconsiderar sua importancia
histérica. Contudo, mesmo com as intmeras observacoes realizadas por meio de
tecnologia avancada, ainda ha uma grande quantidade de individuos atualmente
que defendem a teoria ultrapassada de que a Terra é plana, rejeitando as evidéncias
cientificas que comprovam a esfericidade do nosso planeta. Embora seja fundamental
respeitar a liberdade de pensamento e expressao, é importante reconhecer que a
ciéncia e a tecnologia modernas oferecem uma compreensao mais precisa e detalhada
do nosso mundo. A defesa de tais teorias sem fundamentos pode limitar o progresso

do conhecimento e impedir a compreensao plena do universo em que vivemos;

Pitagoras de Samos (ca. 570 — ca. 500 a.C.) teve a primeira e mais influente visao
da cosmologia grega pré-socratica onde propos que a Terra, a Lua e outros corpos
celestes eram esferas perfeitas. O motivo talvez tenha sido sugerido por motivos
filosoficos, no qual sua escola atribuia a esfera a forma geométrica da perfeicao. Os
pitagéricos (seguidores de Pitdgoras) foram os primeiros a chamar o universo de

“cosmo”;

Aristételes de Estagira (384 — 322 a.C.) explicou que as fases da Lua dependem

de quanto da parte da face da Lua iluminada pelo sol esta voltada para a Terra.
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Relatou que um eclipse do sol ocorre quando a Lua passa entre a Terra e o sol e
um eclipse da Lua ocorre quando a Lua entra na sombra da Terra. Argumentou a
favor da esfericidade da Terra mas, diferente de Pitdgoras, chegou a tal conclusao
apoOs observar que a sombra da Terra na Lua durante um eclipse lunar é sempre

arredondada;

Heréaclides de Ponto (ca. 390 — ca. 310 a.C.) propds que a Terra girava em torno

de seu proprio eixo, em aproximadamente 24h, de oeste para leste.

Aristarco de Samos (310 — 230 a.C.) foi o primeiro a propor um modelo heliocéntrico
(até entao todas as observagoes dos gregos sobre o céu eram geocéntricas). Foi tao
revoluciondrio que sua ideia foi rejeitada e acusada de heresia por tirar do centro
Universo a Terra e como consequéncia o homem, entrando em conflito ndo apenas com
as crencas filoséficas e cosmoldgicas predominantes, mas também com interpretagoes
religiosas e metafisicas que colocavam a Terra e a humanidade no centro do Universo,
como um elemento fundamental da criacdo divina. Aristarco também desenvolveu
um método para determinar as distancias relativas do Sol e da Lua a Terra e mediu
os tamanhos relativos da Terra, do Sol e da Lua. Este trabalho foi escrito no estilo
axiomatico que mostra, claramente, que os astronomos seguiam a mesma metodologia
encontrada na geometria, como aquela encontrada no livro Os Elementos de Euclides
(Lopes, 2001);

Eratéstenes de Cirene (276 — 194 a.C.) foi o primeiro a medir a circunferéncia da
Terra, tendo chegado segundo Vinagre (s.d.) a um valor de 250.000 estagios ou 39.250
quilémetros obtendo uma diferenca de aproximadamente 1,875% do valor correto

(40.000 km) calculado pouco mais de dois mil anos posteriormente;

Hiparco de Nicéia (190 — 120 a.C.) construiu um observatoério na ilha de Rodes, onde
compilou um catalogo com a posi¢ao no céu e a magnitude de 850 estrelas. Deduziu
corretamente a direcao dos polos celestes, e até mesmo a precessao, que é a variagao
da direcao do eixo e rotagao da Terra devido a influéncia gravitacional da Lua e do

Sol, que leva 26.000 anos para completar um ciclo (Filho; Saraiva, 2014);

Claudio Ptolomeu (ca. 100 d.C. - ca. 170 d.C.) compilou uma série de treze volu-
mes sobre astronomia, conhecida como o Almagesto, a maior fonte de conhecimento
sobre a astronomia na Grécia (Filho; Saraiva, 2014). Com seu conhecimento enci-
clopédico, a comecgar pela matematica, geometria e cartografia, Ptolomeu realizou
uma representagdo geométrica do sistema solar, com circulos e epiciclos, a qual
compreendia a Terra imével no centro, envolvida por muitas esferas transparentes.
Cada uma dessas esferas era responsavel pelo movimento de cada um dos astros

a partir do centro, nessa ordem: esfera da Lua, de Merctrio, de Vénus, do Sol, de
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Marte, de Jupiter e de Saturno. Depois da esfera de Saturno vinha a esfera das
estrelas fixas (Filho; Saraiva, 2014); (Caniato, 1994).

O modelo geocéntrico ptolomaico perdurou por aproximadamente 1.400 anos
e nenhum outro nome reinou tanto por tanto tempo quanto Ptolomeu, nos dominios
do conhecimento da Astronomia (Caniato, 1994). Seu modelo influenciou até mesmo a
estrutura de circulos concéntricos utilizado por Dante Alighieri em sua obra “A Divina

Comédia” na primeira metade do século XIV.

2.3 A Idade Média e seu longo periodo de “trevas”

Embora tenha durado 977 anos, ndo ha muito o que falar acerca de drasticas
mudancas do ponto de vista astronémico neste periodo, pois a aceitacdo do modelo
ptolomaico pela Igreja Catoélica pode ter contribuido para sua longa duracao, ja que a
atividade cientifica, incluindo a astronomia, estava estagnada, impedindo questionamentos
deste modelo geocéntrico. Essa queda na produgao cultural e cientifica, muitas vezes
expressa por “idade das trevas”, é evidenciada por Corréa (2009):

Durante o periodo de [476] d.C. até 1453 (Idade Média) a aquisicio
de conhecimentos declinou por causa das hostilidades que existiam en-
tre os pagaos e os cristdos. Como as grandes escolas gregas e o Museu
Alexandrino eram pagaos, os conhecimentos acumulados por esses es-
tabelecimentos foram ignorados pelos Cristaos (ocidente). Os cristaos
destruiram muitas das institui¢ées pagas, como por exemplo, a grande
Biblioteca de Serapis e queimaram muitos livros que continham conheci-
mentos e cultura grega, por serem heréticos (Corréa, 2009, p. 17-18).

2.4 O Renascimento e o confronto entre o modelo copernicano e

a igreja

Na Italia, durante o periodo do Renascimento, houve uma abertura para novas
ideias, com a traducao de textos arabes e gregos para o latim, especialmente os de origem
grega. Nesse contexto, ressurgiram conceitos da astronomia antiga, incluindo o modelo
heliocéntrico proposto por Aristarco. Este modelo serviu como inspiracao para a elaboracao
da obra intitulada “Sobre a Revolucao dos Corpos Celestes” escrito pelo jovem astronomo e
matematico Nicolau Copérnico, dando um estopim para a Revolucao Cientifica. Tal periodo
de renovacao intelectual marcou um avanco significativo na compreensao do Cosmos e no
desenvolvimento da astronomia, contudo, ainda se tinha um forte dominio da Igreja. A
obra de Copérnico teve inicio em 1515 mas, como tais novas propostas contrariavam boa
parte das ideias difundidas pela Igreja Catodlica, diversas vezes ele teve de interromper e
suspender sua escrita. Somente em torno do ano de 1530 a sua obra foi finalizada, contudo,
nao foi publicada por receio de punicao. Em 1539, Copérnico conhece o matematico

Rheticus, com quem trabalhou por alguns anos. O jovem incentiva o astrénomo polonés a
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seguir com os estudos sobre a teoria Heliocéntrica. Em 1541 Rheticus envia as obras de
Copérnico para a publicacao, que acontece somente em 1543, mesmo ano de seu falecimento
(Cruz, s.d.). Obviamente as ideias de Copérnico logo foram consideradas heréticas pela
igreja e incluida no Index, a lista dos livros proibidos por heresia. Somente no ano de 1835
por ordens do Papa Gregério XVI, sua obra foi retirada da lista dos livros censurados pela

Santa Sé e admitiu o erro dos antecessores (Gouveia, s.d.).

Em suas ideias, Copérnico propds: o Sol estaria no centro do universo; a Lua deixaria
de ser um planeta e agora passaria a ser um satélite orbitando a Terra que, por sua vez,
passaria a orbitar o Sol em um periodo de um ano (translagdo) e também rotacionaria
em torno de seu proprio eixo diariamente (rotagao); todos os corpos descreveriam érbitas
circulares em volta do Sol e quanto mais proximo dele, maior sua velocidade orbital
uniforme. Com isso pode explicar melhor o movimento retréogrado dos planetas, onde no
que parecia estar “indo para tras” em determinada época do ano, na verdade seria uma
ilusao devido a diferenca de velocidade entre a Terra e os planetas em orbita ao redor do
Sol. Além disso, constatou que a distancia da Terra ao Sol é muito pequena em relagao
ao tamanho da “esfera das estrelas fixas” (Caniato, 1994); (Corréa, 2009). Com base em
observagoes e calculos, ordenou os planetas em funcao da distancia do Sol e apresentou
seus periodos (tempo para dar uma volta ao redor do Sol): Merctrio com trés meses, Vénus
em nove meses, a Terra em um ano, Marte com periodo de dois anos, Jupiter com doze
anos e Saturno com trinta anos. A Lua, agora um satélite, orbitaria a Terra em um periodo

de 27,3 dias (Lopes, 2001). Tais valores se aproximam muito dos registrados atualmente.

2.5 Tycho Brahe e suas observacoes precisas da esfera celeste

Ainda em meio as novas ideias de modelos florescendo, nao se tinha ainda uma
prova observavel de alguns fendmenos, como por exemplo se pensava que os cometas eram
um fenémeno meteorolégico. Em 1546, trés anos depois da morte de Copérnico nasce o
dinamarqués Tycho Brahe no qual, ao longo de sua vida, fez inimeras observacoes valiosas
de planetas e estrelas com precisao surpreendente que ninguém antes tinha feito. Seu
trabalho foi notado pelo rei da Dinamarca Frederic II, que lhe deu patrocinio na sua corte
e concedeu uma propriedade na ilha de Hven, em Oresund, entre a Dinamarca e a Suécia,
a qual serviu como base para a construgao de um dos melhores observatorios do mundo
(Caniato, 1994); (Corréa, 2009).

Cabe aqui enfatizar que, embora Brahe tivesse de posse recursos mais sofisticados
disponibilizados pelo rei, naquela época ainda nao existia lunetas ou telescopios, portanto
seus principais instrumentos utilizados nas medigoes eram o quadrante, o sextante e o
relogio astrondmico. Com isso ele explicou que os cometas na verdade estavam grandes
distancias da Terra e péde catalogar a posicao de diversas estrelas e planetas, sobretudo
Marte (Caniato, 1994).
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Embora Tycho nao tenha proposto seu modelo do sistema solar, ele acreditava
fortemente em um sistema hibrido, conciliando os modelos geocéntrico de Ptolomeu e
Heliocéntrico de Copérnico. O modelo Tychonico basicamente tinha a Lua e o Sol girando
ao redor da Terra enquanto Mercirio, Vénus, Marte, Jupiter e Saturno girando ao redor

do Sol e em torno de tudo hd uma esfera de estrelas fixas (Caniato, 1994); (Corréa, 2009).

Apds mudar-se para Praga, capital da Republica Tcheca, Brahe contratou para
ajuda-lo na andlise dos dados sobre os planetas, colhidos durante 20 anos, um jovem e
hébil matemdtico alemao chamado Johannes Kepler (Filho; Saraiva, 2014). Apds a morte

de Brahe em 1601, Kepler se tornou o herdeiro de seu grande acervo de dados.

2.6 Johannes Kepler e sua descricao das orbitas dos planetas ao
redor do Sol

Entre os registros deixados por Brahe, havia maior quantidade de dados do planeta
Marte, a partir dos quais Kepler conseguiu determinar as diferentes posicoes da Terra
apds cada periodo sideral seu e, assim, conseguiu tracar a orbita da Terra. Verificou que
essa Orbita era muito bem ajustada por um circulo excéntrico, isto é, com o Sol um pouco
afastado do centro (Filho; Saraiva, 2014).

Kepler, entusiasta das ideias propostas pelo heliocentrismo de Copérnico, através
dos registros deixados por Brahe, tentou determinar a érbita de Marte. Inicialmente tentou
ajusta-la com um circulo, pois como ja foi dito, o sistema copernicano admitia que os corpos
se moviam em trajetorias circulares, contudo nao obteve sucesso. Apos varias tentativas
de ajustar os dados observados experimentalmente com a geometria, Kepler tentou entao
uma 6rbita oval, descobrindo que uma elipse se encaixaria bem. O Sol coincidia com um
dos focos da elipse, explicando a trajetoria quase circular da Terra com o Sol afastado do
centro (Filho; Saraiva, 2014).

Com isso, no ano de 1609 foram desenvolvidas duas leis fundamentais por Johannes
Kepler, que levam seu nome: a Lei das Orbitas elipticas e a Lei das areas. Assim, somente
com essas duas leis, Kepler confrontou diretamente com as propostas do modelo copernicano
sobre os planetas descreverem Orbitas perfeitamente circulares e com movimentos uniformes
ao longo de toda a translacao ao redor do Sol. Nove anos depois, em 1618, Kepler cria sua
terceira lei chamada Lei harmonica ou dos periodos. Especialmente esta tltima seria a
“chave” a partir da qual, 69 anos depois, em 1687, Newton iria resolver a Lei da Gravitacao
Universal (Caniato, 1994). Essas leis, que serdao analisadas com maior rigor matematico na

Secao 3.2, marcaram o inicio da Mecanica Celeste.
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2.7 Galileu Galilei e o afronte aos dogmas através de seu “ins-

trumento do demonio”

Enquanto a ciéncia e a astronomia floresciam em um esplendor de ideias, a Terra
infértil da ortodoxia sufocava e extinguia essas sementes de conhecimento, impedindo-as
de prosperar sob plena luz. Em meio as violentas punigoes das pessoas acusadas de heresia
pela inquisicao, um jovem italiano que era entusiasta das ideias do modelo heliocéntrico,
que abalou o prestigioso sistema ptolomaico, nao se daria conta que iria mais longe que
isso, abalando as proprias bases de toda a ciéncia e filosofia fundadas em Aristételes, o

nome desse jovem era Galileu Galilei.

Até entao tinha como verdade indiscutivel que os corpos mais pesados devem cair
mais depressa. Galileu, no topo da Torre de Pisa, refutou tal teoria aristotélica em vigor
por pouco mais de dois mil anos argumentando e mostrando em sua obra “Didlogo sobre os
dois principais sistemas do mundo”, publicada em 1632, que na verdade corpos diferentes,
independentemente de seu peso, calam juntos com a mesma aceleracdo constante na
auséncia de resisténcia do ar. Na obra, Galileu abordou a teoria heliocéntrica de Copérnico
e a teoria geocéntrica predominante de Ptolomeu, apresentando argumentos a favor do

modelo heliocéntrico. Sem mais surpresas, ela foi colocada no indice de livros proibidos.

Antes da publicacao dessa obra, em 1609, Galileu ouvira falar de um objeto criado
por um fabricante de lentes holandés chamado Hans Lippershey, com o qual observou que
0s objetos parecem maiores e mais proximos quando olhados através de uma lente convexa
e outra concava. Mesmo nao tendo visto a invencao do holandés, criou ele mesmo seu
proéprio instrumento capaz de aproximar objetos muito distantes. Foi ai entao criada a
“arma’” mais revolucionaria de todos os tempos, capaz de enxergar a verdade incontestavel
pelos dogmas ortodoxos e entao mudar a histéria do desenvolvimento cientifico: a luneta

telescopica.

Sabe-se que até antes de Galileu, todas as observagoes realizadas dos corpos celestes
eram feitas a olho nu. O italiano, com seu ilusério “instrumento do demoénio” como
mencionavam os altos dignatarios da Igreja, aprimorou-o para tornar um objeto 30 vezes
mais proximo do que visto sem nada (Filho; Saraiva, 2014); (Caniato, 1994). Pioneiro no
uso de um telescopio para finalidades astronémicas, Galileu Galilei realizou uma série de
descobertas revolucionarias que abalaram as estruturas do pensamento antigo acerca da
compreensao do Universo. Ele revelou que uma tal mancha observada no céu noturno na
verdade era a Via Lactea, e seria composta por intimeras estrelas, desmistificando sua
natureza difusa e mostrando a vastidao do Cosmos. Além disso, observou as quatro luas
em Orbita de Jupiter: Io, Europa, Ganimedes e Calisto, conhecidas como “galileanas”,
o que sugeriu a possibilidade de centros de movimento além da Terra. Sua observagao

das fases de Vénus evidenciou a dinamica orbital do planeta, assim como ocorre com a
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Lua. Ao examinar a Lua e o Sol, Galileu notou irregularidades em suas superficies, a
Lua por exemplo possuia buracos, brechas, planicie, vales e montanhas, demonstrando
que os corpos celestes nao eram esferas perfeitas como pensavam os gregos, mas sim tém
caracteristicas semelhantes a Terra. Além disso, através das movimentac¢oes das manchas
solares ao longo dos dias, constatou que o Sol girava (Filho; Saraiva, 2014); (Caniato, 1994).
Tais provas irrefutéveis a favor do heliocentrismo nao fez com que os bracos da inquisicao
o deixassem impune. Pra escapar da tortura ou até mesmo da fogueira, o homem que fez
descobertas riquissimas para a ciéncia e a humanidade teve que, de joelho, pedir perdao
por suas “heresias” e prometer que nunca mais afirmaria tais ideias e que denunciaria quem
o fizesse. Ainda assim, em 1633, aos sessenta e nove anos de idade ele foi condenado a
prisao domiciliar perpétua, onde passou a escrever algumas obras antes de seu falecimento
no inicio de 1642 (Machamer; Miller, 2021). Com isso, como menciona Caniato (1994), o

legado de Galileu Galilei teve um impacto duradouro na ciéncia:

Assim triunfaram o preconceito e a prepoténcia sobre a inteligéncia.
Entretanto, a prepoténcia e a forca nao puderam impedir que as ideias
se propagassem e transformassem a maneira de o homem olhar para a
Natureza e para o Universo. Galileu é um patriménio da humanidade
(Caniato, 1994, p. 42-43).

2.8 Isaac Newton

“Se vi mais longe, foi por estar de pé sobre ombros de gigantes” (Newton,
1676 apud Rogers, 2016).

Ao contrario do que se dita na narrativa popular, o conceito de gravidade e o
porqué dos corpos cairem nao se deu através de uma maca que desencadeou um insight
genial na mente de um jovem de 23 anos apos cair em sua cabeca. Essa lenda menospreza

todo o trabalho arduo, anos de estudo, observacao e calculos meticulosos realizados.

Em Woolsthorpe, Lincolnshire, Inglaterra no mesmo ano em que morreu Galileu
Galilei, nasce Isaac Newton. Orfdo de pai aos trés anos, foi criado por sua mée e viveu com
sua avo. Demonstrou grande habilidade académica na escola priméria, e sua mae queria que
ele assumisse a gestao das propriedades familiares. No entanto, seu interesse em aprender o
levou a estudar na Universidade de Cambridge, onde se destacou academicamente. Quando
a Universidade de Cambridge fechou devido a peste bubonica em 1665, Newton se retirou
para sua propriedade rural, onde passou a estudar intensamente e fez varias descobertas
fundamentais em matemaética e fisica, incluindo a descoberta do teorema binomial (ou

bindémio de Newton como hoje conhecemos) aos seus 24 anos de idade (Marques, s.d.).

Infelizmente é impossivel detalhar as facanhas revolucionarias de Newton no campo
da astronomia, matematica e fisica neste trabalho, para tanto, discutiremos apenas aos

conceitos desenvolvidos por ele, os quais utilizaremos nas proximas secoes.
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Em meio a descrenca no modelo geocéntrico, pelo menos entre as autoridades
cientificas, surgia uma divida em relagao ao funcionamento do mecanismo do universo:
que tipo de acao fazia com que os planetas continuassem girando ao redor do Sol? Kepler
ja sugeria que tal acdo poderia ser magnética, ja que era a tnica que agia a distancia
(Caniato, 1994).

Debrucado sobre tal questao, Newton acreditava que esse fendmeno de atracio entre
os corpos celestes era 0 mesmo que fazia os objetos cairem na superficie da Terra devido
ao seu peso, palavra que no latim significa “gravitas”, dai entao derivou o termo usado
por Newton para nomear tal forca de atracao: a gravidade. Baseando-se no argumento de
Galileu Galilei de que um objeto em movimento permanecera em movimento em linha
reta e uniforme, a menos que uma forga externa atue sobre ele, Newton deduziu que a
gravidade também atuava sobre a Lua, agindo como uma forga centripeta e fazendo com
que seu movimento deixasse de “escapar” em linha reta da o6rbita terrestre, mantendo-a
em Orbita. Isso também valia para o Sol e os planetas que orbitavam em sua volta. O
inverso também ocorria: os planetas também exerciam a mesma forca sobre o Sol assim
como a Lua com a Terra, mas devido a grande diferenca de suas massas, a perturbacao

exercida pelos corpos era insignificante.

Como todos os corpos se atraem devido a suas massas, Newton por meio de estudos
observou que essa forca de atracao depende diretamente do produto das massas. Por
exemplo no sistema Terra-Lua, se a massa da Lua fosse dobrada, a forca de atragao entre
ambos 0s corpos sera duas vezes maior, e se também dobrarmos a massa da Terra faremos
com que a forga de atragao seja quatro vezes maior. Outro caso particular em relagao a
forca de atracao se deve a distancia entre os corpos, se dobramos a distancia entre a Terra
e a Lua, a forca de atracao entre os corpos passara a ser a quarta parte do que era antes.
Se triplicarmos a distancia, a forca serd um nono do que era, ou seja, a for¢a diminui com

o inverso do quadrado da distancia (Caniato, 1994).

A partir disso, Newton formulou a famosa Lei da Gravitacao Universal, em sua obra
“Philosophiae naturalis principia mathematica”, no ano de 1687. Nesta obra monumental
composta por trés volumes, além de demonstrar as trés leis para o movimento dos corpos
que levam seu nome, bem como veremos com mais detalhes na se¢ao seguinte, Newton
com sua Gravitagdo Universal resolve um grande ntimero de fenémenos que até entao nao
possuiam uma explicacao matematica precisa: a razao pelo qual as dérbitas sao elipticas, o
motivo da forma esferoidal dos corpos celestes, a érbitas dos cometas, os novos satélites
descobertos, a orbita da Lua, o calculo das massas dos planetas, o fendomeno das marés e,
por fim, foi a chave para descrever e prever o movimento realizado no problema de dois

COrpos.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 As Leis de Newton

3.1.1 Intuigcoes sobre forca e tendéncia de movimento

Quando falamos sobre forca, podemos pensar intuitivamente sobre experiéncias de
nosso cotidiano em que exercemos tal acdo. Seja ao tentar levantar um objeto muito pesado
e concluir que tem forga suficiente para realizar tal tarefa, ao sentarmos em uma cadeira e
agradecermos pela sua resisténcia que nos mantém em repouso, ou quando, similarmente
a uma luta de sumd, empurramos um movel pelo chao e, por fim, no momento em que nos
sentimos numa partida de cabo de guerra ao passear segurando fortemente a corda para

que o cachorro nao escape.

Os tipos de forcas em geral podem ser classificadas entre as que envolvem contato
direto entre dois corpos (forgas de contato) e também forgas que atuam mesmo quando os
corpos estao muito afastados (forgas de longo alcance ou forgas de campo). Nos exemplos
mencionados acima, temos quatro tipos de forcas atuando e sao, respectivamente: forca
peso, forca normal, for¢ca de atrito e forca de tragao. Observe que todas elas possuem
em comum o fato de que ha uma interagao entre dois corpos ou entre um corpo e seu

ambiente.

Além disso, essa interagao nao depende somente de uma “quantidade” de forca
empregada, mas também temos que saber em qual direcao esta forca esta sendo aplicada,
ou seja, nao ¢ suficiente dizer apenas o quao forte se esta empurrando um determinado
objeto, mas também em que direcao esta sendo aplicada a forca, seja para frente, para tras,
para cima, para baixo, etc. Assim, dizemos que a forca é uma grandeza vetorial. Portanto,
para descrever um vetor forca F , € necessario descrever a direcdo e o sentido em que ele
age, bem como seu médulo, que especifica a “quantidade” ou “intensidade” com que a

forga puxa ou empurra (Young; Freedman, 2016).

Considerando que a forca é a interacao que pode causar ou resistir a mudanga no
movimento de um objeto, surge a seguinte pergunta: “o que acontece quando essa forca
¢ ausente?” e “como podemos explicar o comportamento dos objetos quando nao estdo

sujeitos a nenhuma forca externa?

Galileu Galilei, em sua obra Didlogos Sobre os Dois Principais Sistemas do Mundo

1632), conforme citado por Nussenzveig (2013), aborda o didlogo no estilo socratico' entre
( : p g : g

L O estilo socratico é uma forma de ensino e didlogo desenvolvida por Sécrates, na qual o professor faz

perguntas para que os alunos descubram por si mesmo as respostas ou a entender melhor as questoes
discutidas, em vez de simplesmente fornecer respostas.
b



Capitulo 3. Fundamentacdo tedrica 34

Simplicio e Salviati, e uma das discussoes refere-se a situacdo de uma bola perfeitamente
redonda sendo solta inicialmente em um plano inclinado, altamente polido e livre da
resisténcia provocada pelo ar. Simplicio presume que a bola rolaria espontaneamente para

baixo de modo indefinido e com um movimento acelerado.

Na segunda situacao Salviati pergunta o que aconteceria se quiséssemos que a
bola se movesse para cima no mesmo plano. Simplicio entdo responde que nao seria um
movimento espontaneo e para realizar tal acao, seria necessario que fosse puxada ou
lancada para cima, que entao é questionado sobre o que aconteceria se a bola fosse lancada
com um certo impulso para cima, respondendo que o movimento seria constantemente
retardado e apds certo tempo, que seria proporcional a quantidade de impulso exercido, a
bola naturalmente iria voltar a descer como no primeiro caso, onde o declive e aclive da

superficie determinaria a velocidade da bola.

Salviati por fim questiona o que aconteceria se a bola fosse colocada em um plano
infinito e sem inclina¢ao. Simplicio, inicialmente, considera que a bola permaneceria em

repouso, pois nao haveria nenhuma inclinacao para induzir o movimento.

No entanto, Salviati leva a reflexdao adiante, sugerindo que, se numa bola que reside
em repouso fosse aplicado um impulso em uma certa direcdo, e na auséncia de forcas
externas para retardar ou parar o movimento, a bola possuiria aceleracao nula e continuaria

em movimento indefinidamente em uma superficie perfeitamente plana.

Assim, Galileu desempenhou um importante papel na formulacao inicial do conceito
de movimento e coube a Sir Isaac Newton formalizar e generalizar essa ideia em sua obra
Principios Matematicos da Filosofia Natural, onde encontramos seu primeiro “Axioma ou

Lei do Movimento”.

3.1.2 12 Lei: Inércia

Todo corpo continua em seu estado de repouso ou de movimento uniforme
em uma linha reta, a menos que ele seja forcado a mudar aquele estado
por forgas imprimidas sobre ele (Newton, 2016, p. 53).

A tendéncia de um corpo de permanecer em repouso ou continuar em movimento
uniforme é uma consequéncia da propriedade chamada inércia. Quando dizemos que um
corpo estd em movimento uniforme, estamos descrevendo um cenario onde ele percorre
distancias iguais em intervalos de tempo iguais, indicando que nao esta sofrendo aceleracao,
ou seja, nao ha mudanca na sua velocidade. Isso ocorre quando nenhuma forca resultante

—

F.s esta agindo sobre o corpo. Em outras palavras:

Fos=Y F,=F +F+...+E,=0. (3.1)

=1
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-

E importante ressaltar que aqui nos referimos a forga resultante, que é a soma
vetorial de todas as forcas que atuam sobre o corpo. Mesmo quando esta em repouso, é
possivel que haja forcas atuando sobre ele como podemos ver na Figura 1, onde a particula
C permanece em repouso no centro mesmo apos ser exercida forgas de 20 Newton sobre ela.
Isso ocorre pois a forca resultante vetorial do sistema das trés mola é nula. Esse conceito
nos ensina que, mesmo que um corpo esteja sujeito a varias forgas, se a soma vetorial
delas for zero, o corpo nao sofrerd aceleragao (Halliday; Resnick; Walker, 2016a). Dizemos
entao que o corpo estd em equilibrio, seja pela auséncia de forgas atuando sobre ele ou

pela resultante das forgas vetoriais aplicadas ser zero.

Figura 1 — Equilibrio de forcas em uma particula sujeita a trés molas.

Fonte: Autoria prépria.

No entanto, para entender completamente esse conceito, devemos considerar o
contexto mais amplo dos referenciais inerciais. Um referencial inercial é essencialmente um
sistema de coordenadas no qual a primeira lei do movimento de Newton é valida. Quando
nos referimos a auséncia de aceleracao de um corpo devido a forga resultante zero, estamos
implicitamente assumindo que estamos observando esse corpo a partir de um referencial
inercial. Tomamos o exemplo de um passageiro que estd de patins, de modo que eliminasse
os efeitos do atrito, no interior de um veiculo e este estivesse parado no instante t = 0
como mostra a Figura 2.

Figura 2 — Passageiro em repouso no interior de um veiculo no instante ¢ = 0, com velocidade @
e aceleracdo a iguais a zero.

Fonte: Young e Freedman (2016).
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O passageiro nao sente nenhuma forca atuando sobre si e portanto permanece em
repouso em relacao ao sistema de referéncia inercial da Terra. Apés uma variacao de tempo
t = At, o veiculo acelera para frente, fazendo com que o passageiro se mova para tras em

relacdo ao veiculo como podemos ver na Figura 3.

Figura 3 — Movimento relativo do passageiro em um veiculo acelerado para frente nos instantes
t=At, t =2At et = 3At.

t = 2At =3t

Fonte: Young e Freedman (2016).

Se adotarmos o veiculo como sistema de referéncia, podemos concluir que ha uma
forca resultante atuando sobre o passageiro, fazendo-o mover do lado direito até o lado
esquerdo do veiculo. Essa conclusao esta errada, pois ndo ha nenhuma forca resultante
atuando sobre o passageiro. O erro cometido esta no fato de adotar como referencial o
veiculo que inicialmente estd em repouso e em seguida sofre uma variagao de velocidade,
fazendo com que desobedega a lei da inércia (referencial nao inercial), logo, o passageiro
sente uma forga ficticia ao mover-se para esquerda quando na verdade ele estd em repouso

em relacao a superficie terrestre e o veiculo que estd em movimento acelerado.

O conceito de adotarmos um sistema de referencial inercial adequado é um ponto-
chave para tornamos a solu¢do do problema de dois copos mais simples, como veremos

posteriormente.

3.1.3 22 Lei: Forga

A mudanca de movimento é proporcional & forca motora imprimida, e
é produzida na dire¢do da linha reta na qual aquela forga é imprimida
(Newton, 2016, p. 54).

Vimos que um corpo em repouso permanece nessa condi¢do, € um corpo em
movimento continua se movendo em linha reta com velocidade constante, a menos que
uma forga externa atue sobre ele. Essa for¢a provoca uma variacao na velocidade do corpo,
causando uma aceleracao proporcional a intensidade da forca aplicada. Ora, se pudéssemos
causar o minimo de movimento com o minimo de for¢a imprimida poderiamos mover um

trem (inicialmente em repouso) com um simples empurrao, certo?

Isso nao ocorre em nosso universo pois existe uma propriedade fundamental que
determina o quanto um objeto resiste a mudancas em seu estado de movimento quando uma

forga é aplicada: a massa. Esse conceito estd diretamente relacionada a inércia, portanto,
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objetos com mais massa requerem mais for¢a para mudar sua velocidade ou dire¢dao. Agora
suponha que vocé segure um meldo em uma das maos e uma melancia na outra. Supondo
que as massas sejam, respectivamente, m e 2m, ao aplicar a mesma forca ﬁTes projetada
para cima nas duas frutas, vocé observa que o melao devera ter o dobro da aceleracao
da melancia. Assim, concluimos que a aceleracao é proporcional a forca e inversamente
proporcional a massa de um objeto:

—

FT@S
m .

a= (3.2)
Isolando a for¢a F', obtemos o principio fundamental da dinamica ou 22 lei de
Newton:

F=mad. (3.3)

Veja novamente a Figura 1 e note que quantificamos a forga aplicada na mola
como 20 N. O newton (V) é a unidade de medida de for¢a no Sistema Internacional de
Unidades (SI) e é definido como a quantidade de forga necessaria para acelerar um objeto
com massa de 1 kg a uma taxa de 1 m/s* . A unidade de massa no SI é o quilograma
(kg), e foi padronizado em 1889 durante a Primeira Conferéncia Geral de Pesos e Medidas
(CGPM) em Sevres, na Franca com base em um protdtipo, um artefato feito de uma liga
de platina-iridio, que esta depositado no Oficio Internacional de Pesos e Medidas (BIPM)

em Paris (Nussenzveig, 2013).

Entretanto, por questoes de acessibilidade ao artefato para referencia-lo, além deste
estar sujeito a variagoes ao longo do tempo e principalmente pelas medi¢des extremamente
precisas baseadas em fenémenos quanticos gracas ao avanc¢o da tecnologia, em 2019 a
defini¢do do quilograma foi redefinida com base na constante de Planck, representada pela
letra h, cujo valor é 6,62607015 x 10~%*m?kg/s (Damaceno et al., 2019).

Apesar de haver uma definicdo precisa do que é a massa, é comum em nosso
cotidiano confundirmos massa e peso. Contudo, quando tomamos o rigor da fisica, estes
dois conceitos sao distintos: enquanto a massa é a expressao de inércia ou ainda a quantidade
de matéria que compde um corpo, o peso (W) é a forca gravitacional que atua sobre um
objeto devido a atragao gravitacional de outro corpo massivo (Young; Freedman, 2016). A

unidade padrao do peso de um corpo também é o Newton. O peso é definido por:

W =mg. (3.4)

Ou, na forma vetorial:

-

W =mg. (3.5)

Nestas duas ultimas equagoes, g representa a aceleracao da gravidade sob agao da

qual o corpo esta submetido.
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Para compreender melhor a diferenca entre massa e peso, podemos lembrar da
lenda da maca que supostamente caiu na cabeca de Isaac Newton. Uma maca de 150
gramas teria uma forga peso de 1,4715 N na Terra. Em uma situagao ficticia, se Newton
e a macieira estivessem na superficie lunar, a maca o acertaria com uma aceleracao
provocada por uma forca de apenas 0,243 N, embora sua massa ainda permanecesse a

mesma independentemente do local?.

Um ponto importante a destacar é que se considerarmos unicamente ' = ma como
uma definicao pura de forcga, ela seria desprovida de contetido fisico, e nao poderiamos
questionar sua validade (Nussenzveig, 2013). No exemplo citado anteriormente, por que
a maca cai com uma aceleracio de 9,81 m/s?, se, conforme a lei da inércia, um corpo
s6 adquire aceleragdo quando uma forga resultante atua sobre ele? Se considerassemos a
segunda lei de Newton apenas como na Equacao 3.3, estariamos ignorando o fato de que
outras forcas também estao em jogo. Neste caso, a aceleracao da maca é causada pela
forca gravitacional. Portanto, as forcas que atuam sobre uma particula resultam de sua
interacao com outras particulas, e veremos que sao dadas por leis de forcas, que definem

F em termos da situagdo em que a particula se encontra (Nussenzveig, 2013).

No contexto do problema de dois corpos, é essencial considerar as interagoes fisicas
subjacentes, como a forga gravitacional, forca magnética ou forga eletroestatica. Sem
levar em conta essas forcas especificas, F' = ma seria apenas uma férmula vazia e nao

poderiamos resolver o problema.

3.1.4 392 Lei: Acdo e reacgdo

A toda acdo ha sempre oposta uma reacao igual ou, as acées mutuas
de dois corpos um sobre o outro sao sempre iguais e dirigidas a partes
opostas (Newton, 2016, p. 54).

Como vimos na Secao 2.8, Newton observou que a mesma forca que atraia a maca
para o centro da Terra também atuava na Lua. Até o momento, nossa discussdo nao
considerou as reagoes dos corpos as forcas que eles sofrem. A acao das forgas exige a

interacao entre dois ou mais corpos, caracterizada por médulo, direcao e sentido.

Para entender melhor essa interagao, consideremos um corpo de massa m deslocando-
se a uma velocidade ¥, que possui um movimento definido como momento linear (p), definido
pela equagao:

p=mu. (3.6)

Se m nao varia com o tempo, excluindo sistemas de massa varidvel, ao derivar em

2 (Célculos realizados a partir da Equagao 3.4 onde a gravidade(g) na Terra e Lua respectivamente valem

9,81m/s? e 1,62m/s? aproximadamente.
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relagao ao tempo, obtemos:
dp dv
2 - m= = ma. 3.7
T T (3.7)

Comparando esta equacao com a Equagao 3.3, temos:

dp =
L _F. 3.8
7 (3.8)

Portanto, a variacao do momento é proporcional a forca aplicada, e tem a mesma

diregdo da mesma (Nussenzveig, 2013).

Observamos experimentalmente que, quando sistemas nos quais a soma das forcas
externas é zero (sistemas isolados), o momento total de um sistema isolado se conserva,
e isso se deve ao chamado Principio de Conservacao do Momento (Nussenzveig, 2013).
Sendo ﬁToml e ﬁ’TOtal o momento total de um sistema antes e apds uma colisao entre dois

corpos que possuem momentos lineares p; e pp antes da colisdo, e p/; e p’s depois, temos:
PTotal =D +p2 - pll +p/2 - P/Total- (39)

Vale destacar que isso so é valido desde que as unicas forgas que atuem sobre o
sistema sejam as interagoes entre as duas particulas durante a colisao, ou seja, desde que

possamos desprezar os efeitos de forgas externas ao sistema (Nussenzveig, 2013).

Rearranjando a Equagao 3.9, temos:
Apy =p'y +p1 = —(p'y — P2) = —Apy, (3.10)
onde Ap] e Apy sdo as variagdoes de momento das particulas 1 e 2, respectivamente, em
consequéncia da colisao. Quando estas colisoes se realizam em um tempo At extremamente

curto, decorre que:

Apy Ap,
Como At é extremamente pequeno, podemos inferir que:
dp dp2

Agora, aplicando a Equacao 3.8 na Equacgao 3.12, obtemos a terceira lei de Newton
em forma de equacao:
F;lemQI_F;eml- (313)

Esta lei estabelece que para cada forga aplicada (agdo) em um corpo, hd uma forca
igual em médulo e dire¢ao, mas de sentido oposto (reagao).

Portanto, ao atrair a maca para seu centro, a Terra também ¢é atraida pela maca,

obviamente a perturbacao do movimento da Terra é quase nula devido a sua imensa massa
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em relacdo a maca. Essa lei atua tanto em forcas de contato como de longo alcance, e
podemos chamar as forcas entre dois corpos que interagem de par de forcas da terceira lei.

Sempre que dois corpos interagem, um par de forcas da terceira lei esté presente (Halliday;
Resnick; Walker, 2016a).

Essa lei tornou possivel, dentre outros incontaveis fendmenos presentes em nosso
universo, o voo espacial e outras aplicacoes tecnoldgicas baseadas em propulsao por reagao,
tendo em vista que em um langamento de foguete, ap6s acionados, seus motores queimam
combustivel e expelem gases a alta velocidade para baixo, criando uma forca de acao que
empurra os gases para fora do motor. De acordo com a terceira lei de Newton, essa expulsao
de gases gera uma forga de reacdo igual e oposta que age sobre o foguete, empurrando-o
para cima. Esse empuxo, se maior do que o peso do foguete (forca da gravidade), resulta
na ascensao do foguete. Assim, o movimento ascendente do foguete é diretamente causado
pela forca de reacao gerada pela expulsao dos gases, demonstrando a aplicagdo pratica da
terceira lei de Newton em sistemas de propulsao. Na Figura 4 podemos ver o megafoguete
Starship, atualmente o maior e mais potente foguete do mundo. Ele foi desenvolvido pela
SpaceX e tem uma altura de 121 metros, além de uma massa de 5000 toneladas e produz

uma forga de empuxo de 74,3 meganewtons (equivalente a 74.300.000 Newtons!).

Figura 4 — Voo de teste do foguete Starship da SpaceX.

Fonte: O Dia (2023).

Essa lei garante a conservacao do momento linear do sistema, permitindo que se
descreva a interagao entre os corpos como um sistema fechado, onde as forcas internas
sdo completamente simétricas. Isso facilita na resolucdo do problema de dois corpos,
simplificando significativamente a analise das érbitas e dos movimentos resultantes sob a

influéncia da gravidade.
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3.2 As leis de Kepler

Como discutido na Secéo 2.6, Kepler desenvolveu suas leis do movimento planetario
com base nas observagoes astrondmicas, principalmente nos dados coletados por Tycho
Brahe. Embora suas contribuigdes tenham sido fundamentais ao descrever o movimento
preciso dos planetas utilizando geometria e dlgebra, Kepler estava mais focado em explicar
“como” os planetas se movem, em vez de entender as razoes fisicas por tras desses movi-
mentos. Para fornecer uma compreensao um pouco mais aprofundada do “por que” isso
ocorre, nesta secao abordaremos conceitos adicionais como velocidade angular, momento
linear, momento angular e calculo diferencial, que foram desenvolvidos apds a morte de
Kepler, principalmente por Isaac Newton e outros cientistas durante os séculos XVII e

XVIII. A seguir, apresentamos mais detalhes sobre as leis de Kepler.

3.2.1 1% Lei: Orbitas

Todos os planetas se movem em érbitas elipticas, com o Sol em um dos
focos (Halliday; Resnick; Walker, 2016b, p. 112).

Como vimos na Secao 2.6, Kepler tentava ajustar os dados observados experimen-
talmente com a geometria, onde os planetas sempre apresentavam trajetoérias curvilineas
ao redor do Sol. Quando Kepler publicou sua descoberta de que a érbita de Marte se
ajustava perfeitamente a uma elipse, conjecturou que o mesmo poderia ocorrer com todos

os planetas, inclusive com outros tipos de conicas.

As secOes cOnicas sao as curvas obtidas ao se cortar um cone duplo com um plano.
Dependendo da inclinagao e da posicdo do plano em relagao ao eixo do cone, diferentes
tipos de curvas conicas podem ser gerados. Na Figura 5 podemos ver que quando o plano
¢é perpendicular ao eixo do cone, forma-se uma circunferéncia. Se o plano ¢ inclinado,
mas nao suficientemente para ser paralelo a geratriz do cone (reta que gera a superficie
lateral do cone quando gira em torno do eixo do cone), o corte resulta em uma elipse. Uma
inclinagao paralela a geratriz do cone gera uma parabola, enquanto que um plano cortando

ambos 0s cones em uma inclinagao maior que a da geratriz produz uma hipérbole.

Figura 5 — Segoes conicas geradas pela intersec¢ao de um plano com um cone duplo.

=7

Fonte: Adaptado de Marciano (2020).
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Na elipse destacamos quatro elementos fundamentais, que podem ser observados
na Figura 6: os focos F' e F’, centro o, semieixo maior a, semieixo menor b, e por fim ¢ a
distancia do centro ao foco. Em qualquer ponto M sobre a elipse, a soma das distancias d

e d' desse ponto aos dois focos é constante. Assim temos a seguinte propriedade:
FM + F'M = d + d" = constante, (3.14)

portanto, uma elipse é por definicdo o conjunto de todos os pontos em um plano para os
quais a soma das distancias a dois pontos fixos, chamados de focos, é constante (Filho;
Saraiva, 2014).

Figura 6 — Elementos fundamentais de uma elipse.

y

a

Fonte: Adaptado de Filho e Saraiva (2014).

Embora Kepler tenha chegado a conclusao de que o formato de elipse se adéque
bem a trajetéria dos planetas que ele observou, ha em nosso universo todos os quatro tipos
de conicas presentes na trajetoria de corpos celestes como planetas, cometas, asteroides,
meteoros e até mesmo satélites artificiais. Uma caracteristica fundamental que ajuda a
descrever a forma das se¢des conicas é chamada excentricidade e, e é definida pela seguinte
relagao:

e="<. (3.15)

A equacao acima define a excentricidade de uma elipse, onde ¢ é a distancia do
centro da elipse a um dos focos e a é o semieixo maior. Essa medida é essencial para

determinar o tipo de trajetoria que um corpo seguira ao redor de um corpo central.

No estudo das orbitas celestes, a excentricidade pode ser analisada com base em
dois pontos notaveis destacados na Figura 6. Considerando o centro de massa do corpo

central como o ponto de referéncia (foco F'), o apoastro corresponde ao ponto da trajetoria
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orbital em que o corpo celeste encontra-se na maior distancia em relagao ao foco, sendo
representado pelo ponto A na figura. Por outro lado, o periastro é o ponto da érbita onde

0 corpo celeste estd mais préximo do foco, identificado como o ponto P.

Ainda na Figura 6, observa-se que a distancia do periastro ao foco F' é dada por
a — ¢, enquanto a distancia do apoastro ao foco é expressa por a + c. Essas relacoes podem

ser descritas algebricamente como:

Periastro=a —c = a — ae, (3.16)

Apoastro = a + ¢ = a + ae. (3.17)

Aqui, o termo ae é derivado da substituicao de ¢ na Equacao 3.15. A seguir,
podemos calcular a diferenca entre o apoastro e o periastro, que fornece uma medida do

alongamento da drbita eliptica:

Apoastro — Periastro = a+ ae —a + ae = 2ae. (3.18)

Observa-se que, se e = 0, a diferenca entre o apoastro e o periastro ¢ nula,
resultando em uma 6rbita perfeitamente circular. Por outro lado, quando e > 0, essa
diferenga aumenta, alongando a 6rbita. Manipulando a equagao acima, podemos isolar a

excentricidade, obtendo:

. Apoastro ; Pem'astro‘ (3.19)
a

Para tornar esta férmula mais pratica em simulagoes, é possivel substituir o semieixo
maior a em fungao das distancias do apoastro e do periastro. Como mostrado na Figura 6,
o semieixo maior a pode ser calculado somando as distancias do apoastro e do periastro e

dividindo o resultado por dois:

- Apoastro —; Pem’astro‘ (3.20)

Substituindo a Equacao 3.20 na Equacao 3.19, obtemos a seguinte expressao final

para a excentricidade em funcao somente das medidas do apoastro e do periastro:

_ Apoastro — Periastro (3.21)

~ Apoastro + Periastro’

Essa tltima equacao é particularmente 1til em simulagoes numéricas, pois permite
calcular a excentricidade a partir das posi¢oes de menor e maior distancia de um corpo
em Orbita, sem a necessidade de determinar o semieixo maior explicitamente. Na Tabela 1,
podemos observar o valor da excentricidade da orbita dos planetas conhecidos na época

de Kepler.
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Tabela 1 — Excentricidade dos planetas conhecidos na época de Kepler.

Planeta | Excentricidade (e)
Mercurio 0,206
Vénus 0,007
Terra 0,017
Marte 0,093
Jupiter 0,048
Saturno 0,056

Fonte: Nussenzveig (2013).

Elipses tém valores de excentricidade variando de zero até 1, sendo mais alongadas
ou achatadas a medida que e se aproxima de 1, como mostra a Figura 7. Mesmo aparentando
orbitar em circulos, todos os planetas do nosso sistema solar, satélites naturais e cometas
periodicos, como o Halley, seguem érbitas elipticas com o Sol localizado em um dos focos.
Quando os focos estao muito préximos do centro, a distancia ¢ tende a zero, fazendo
com que a excentricidade também se aproxime de zero. Nesse caso, quando os dois focos

coincidem no centro, forma-se um circulo perfeito.

Figura 7 — Relacao entre a variagdo da excentricidade e o alongamento de uma elipse.

Fonte: Custédio (2017).

Além do circulo e da elipse, conforme ilustrado respectivamente nas Figuras 8a e
8b, outros valores de excentricidade resultam em outros tipos de conicas. Quando e =1, a
figura geométrica resultante é uma parabola como na Figura 8c, considerada um caso limite
de uma elipse onde o semieixo maior tende ao infinito. Alguns cometas nao periédicos
seguem trajetérias parabolicas tao abertas que passam pelo sistema solar apenas uma vez
antes de serem lancados de volta ao espago profundo, nunca mais retornando. Finalmente,
para valores de e > 1, temos hipérboles caracterizadas por dois ramos separados, sendo
que cada ramo se torna mais aberto quanto maior for a excentricidade como observa-se na
Figura 8d.
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Figura 8 — Influéncia da excentricidade na geragdo da coénica.

me
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e=0 0<e<1 e=1 e>1
(a) Circulo (b) Elipse (c) Pardbola (d) Hipérbole

Fonte: Autoria prépria.

Corpos celestes como o Oumuamua presente na Figura 9a sao exemplos de obje-
tos interestelares. Ele seguiu um 6rbita hiperbdlica ao passar pelo nosso sistema solar
como mostra a Figura 9b, indicando sua origem externa, com uma excentricidade de
aproximadamente 1.20 (Solar System Dynamics, 2017). Esses objetos possuem energia e
velocidade superiores as daqueles em trajetérias parabdlicas, movendo-se mais rapido do

que a velocidade de escape do sistema que visitam.

Figura 9 — Trajetoria do objeto interestelar Oumuamua no Sistema Solar.

(b) Trajetoria hiperbdlica do Oumuamua
no Sistema Solar.

(a) 1I/°’Oumuamua.

Fonte: Marasciulo (2018).

Para fins de ilustracao, a elipse mostrada na Figura 8b tem uma excentricidade de
0.84, enquanto a drbita da Terra em torno do Sol possui uma excentricidade bem menor,
de apenas 0,0167. Embora se assemelhe muito a um circulo, quando comparamos essa
orbita em escala astrondmica, como no sistema Terra-Sol, percebemos que, apesar da baixa
excentricidade, ha uma diferenga notavel, especialmente quando consideramos as grandes
distancias envolvidas. Na Figura 10, comparamos a orbita da Terra, representada em azul,
tendo o Sol como um dos focos, com um circulo perfeito representado pela linha preta
tracejada, no qual definimos o Sol como seu centro e com um raio de aproximadamente

152,6 milhoes de km no afélio®. Com isso, podemos observar que o grau de elipticidade

3 Quando consideramos o Sol como um dos focos, o afélio é o ponto da érbita de um corpo celeste em

que ele estd mais distante.
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da 6rbita terrestre resulta em uma variacao de cerca de 5 milhGes de quilometros entre o

afélio e o periélio?.

Figura 10 — Comparacao de entre a 6rbita eliptica da Terra e um circulo.

S h
P
2
152.6 milhdes km 147.5 milhdes km T
1 [
,’ 5 milhes km
d
d
4
4
4
’
&
&
’
’l
= z <
------ Circulo Perfeito
Orbita da Terra
o Centro da Elipse

Sol
L Terra

Fonte: Autoria prépria.

O mesmo acontece no sistema Terra-Lua. A excentricidade da érbita lunar provoca
uma variacao na distancia entre a Lua e a Terra. No perigeu, a Lua atinge seu ponto mais
proximo, a aproximadamente 362 mil km da Terra, enquanto no apogeu, ela se encontra
em sua distdncia maxima, a 405 mil km. Essa variacao de distancia é responsavel pelo
fendmeno conhecido como superlua, que ocorre quando a Lua cheia coincide com sua
proximidade ao perigeu, fazendo com que ela pareca ligeiramente maior e mais brilhante

no céu.

A primeira lei de Kepler esta relacionada ao problema de dois corpos, pois ambos
descrevem orbitas elipticas, o que mostra a importancia dessa lei para a compreensao da

dindmica orbital.

3.2.2 2% Lei: Areas

A reta que liga um planeta ao Sol varre areas iguais no plano da orbita
do planeta em intervalos de tempo iguais, ou seja, a taxa de variacao
dA/dt da drea A com o tempo é constante (Halliday; Resnick; Walker,
2016b, p. 113).

Quando um planeta orbita o Sol em uma trajetoria eliptica, o Sol ocupa um dos
focos dessa elipse. Ao longo dessa érbita, existe um vetor imaginario que conecta os dois
corpos. Esse vetor varre areas iguais em tempos iguais, independentemente da posicao do

planeta em sua orbita. Esse principio é chamado de velocidade areal constante e implica,

4O periélio é o ponto em que o corpo celeste estd mais préximo do Sol.
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na pratica, em um movimento mais lento quando esta no afélio e mais rapido quando esta
no periélio. Atualmente, sabemos que a lei das areas é uma consequéncia do principio de

conservacao do momento angular, que serd detalhado a seguir.

Conforme apresentado por Halliday, Resnick e Walker (2016a), um corpo que gira
em torno de um eixo fixo possui uma posi¢ao angular 6 medida a partir do angulo entre
uma reta com dire¢do fixa e uma reta de referéncia fixa ao corpo e perpendicular ao eixo
de rotagao, como ilustra a Figura 11a. O comprimento de arco s é a medida que vai da
reta com direcao fixa (posigao angular zero) até a reta de referéncia e o raio r é o raio
da circunferéncia. Na mesma figura temos um corpo em cinza que rotaciona em torno
de um eixo (representada na figura como um “®”) que aponta para fora do plano, ou
seja, perpendicular ao semieixo x, que por sua vez é a reta com direcao fixa e forma um

comprimento de arco s com a reta de referéncia em vermelho, possuindo raio r.

Figura 11 — Representagao do movimento angular de um corpo em torno de um eixo fixo.

t2

Reta de referéncia v L0 St
s
T
X X
0 Reta com diregéo fixa 01 0,

(a) Corpo de raio r se desloca em torno do (b) Deslocamento angular Af
eixo fixo “©”. entre os intervalos de
tempo t; e ta.

Fonte: Autoria proépria.

A partir destes elementos podemos deduzir uma relagdo geométrica em uma circun-
feréncia na qual o comprimento do arco s, correspondente a um angulo 6, é proporcional

ao raio r. Matematicamente, podemos expressar isso como:

s=0-r. (3.22)

Observe que o comprimento do arco s (ou deslocamento linear ao longo da circun-
feréncia) é uma grandeza linear, medida em unidades de comprimento, como metros. Por
outro lado, o angulo # é uma grandeza angular, expressa em radianos. Podemos, entao,

rearranjar a equacao em termos de # para obter:

0="2, (3.23)

S
r

onde 6 representa a posicao angular medida em radianos.
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O corpo, ao realizar uma rotacgdo, apresentara uma variacdo em sua posi¢ao angular,

representada na Figura 11b. Portanto, sofre um deslocamento angular Af dado por:

Quando um corpo se desloca no sentido anti-horario, a variacao do angulo Af é
considerada positiva. Por outro lado, se o deslocamento ocorrer no sentido horario, A#

assume um valor negativo.

Ao sofrer um deslocamento do ponto #; no instante ¢t; ao ponto #, no instante t,
podemos quantificar a rapidez com que o angulo de um corpo rotativo muda ao longo
do tempo através da razao entre a variacao do angulo Af e o intervalo de tempo At,
chamamos esta medida de velocidade angular média wy,sq, logo:
0y —0; A0
th—t At

Wméd = (325)
Quando analisamos a Equacgao 3.25 em termos de variacao em um instante infini-
tesimalmente pequeno, estamos definindo a velocidade angular instantanea w através da

derivada da posi¢ao angular # em relagdo ao tempo ¢, dada por:

do

(3.26)

A equacao diz exatamente o quao rapido o angulo de posi¢do de um corpo esta
mudando naquele exato momento, expressa em radianos por unidade de tempo (rad/s),
sendo especialmente util em casos onde a velocidade angular nao é constante, como na
variacao da velocidade angular de um planeta em sua érbita eliptica, ao passar pelo afélio

e periélio.
Derivando a Equacao 3.22 em relacao ao tempo, considerando r constante, obtemos:

ds do

Como estamos derivando uma grandeza linear que representa a taxa de variacdo do

comprimento do arco com o tempo, obtemos a velocidade linear escalar v (% = v), ou seja,
a rapidez com que o corpo estd se movendo, sem levar em conta a direcao e sentido. Além
disso, vimos na Equacao 3.26 que a velocidade angular w representa a taxa de variagao

instantanea da posicao angular de um corpo em rotagao, ao substituir obtemos:

v =wr. (3.28)

A Figura 12 mostra uma particula de massa m e momento linear p que esta

passando pelo ponto A de um plano xy.
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Figura 12 — Uma particula passando pelo ponto A tendo momento linear p' e vetor no plano xy,
possuindo momento angular £ em relagdo a origem O.

— .
(com a origem
g

R em O)

Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2016a).

Ainda de acordo com Halliday, Resnick e Walker (2016a), o momento angular ¢ da

particula em relacao a origem O é uma grandeza vetorial definida por meio de:

(=7xpg=m(Fx7). (3.29)

O simbolo x representa o produto vetorial entre dois vetores. Esse produto resulta
em um novo vetor (no caso Z) que é perpendicular ao plano formado pelo vetor posicao
7 da particula em relacdo a O e o vetor momento linear p. Quando a particula se move
em relacao a O na direcdo do momento linear p, o vetor posicao 7 gira em torno de O. A
unidade de momento angular do SI é o quilograma-metro quadrado por segundo (kg-m?/s),

que equivale ao joule-segundo (J - s) (Halliday; Resnick; Walker, 2016a).

Para determinar o médulo de Z multiplicamos o moédulo de 7 pelo moédulo de p'e

pelo seno do angulo entre eles:
(= |7 - |l - seng, (3.30)
onde sen¢ influencia a orientagao relativa entre 7 e p.

Quando 7 e p'sdo perpendiculares (¢ = 90°), o produto vetorial atinge seu maximo,
pois sen(90°) = 1. Quando 7" e p sdo paralelos (¢ = 0° ou 180°), o produto vetorial é zero,
pois sen(0°) = 0. Com isso, o médulo do vetor momento angular £ ¢ uma medida de quéo
forte e em que sentido a particula (com momento linear p) estd “girando” em torno do
ponto de origem, levando em consideracao a posi¢ao da particula (7) e a orientagdo entre
rep.

Voltando a Figura 12, podemos ver a componente de p perpendicular a 7, que é

pL = |p] - sen¢. Assim, o médulo de Zpode Ser expresso como:

—

0] = |7 -pr = |7]-muvy, (3.31)
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onde |¢| representa a “quantidade de movimento rotacional” de um corpo em torno de um
ponto ou eixo e é andlogo ao momento linear |p] em movimento linear, mas aplicado ao

movimento em torno de um ponto (rotagao).

Podemos observar que quanto maior for a distancia |7] do corpo ao eixo de rotacao
e maior for a velocidade perpendicular v, maior sera |Z|, isso significa que em sistemas
isolados 0 momento angular total é conservado. Por exemplo, na Figura 13 temos o caso
de uma patinadora que recolhe os bragos durante uma pirueta. Como o momento angular
é conservado, devido a distdncia entre os bragos || diminuir, a velocidade v, aumenta

para manter |¢| constante, resultando em uma rota¢ao mais rapida.

Figura 13 — Conservagdo do momento angular no movimento de uma patinadora no gelo.

!

Fonte: StudyPug (2024).

No contexto das Leis de Kepler, quando o planeta estd mais proximo do Sol (menor
7)), a velocidade v, aumenta para que o momento angular |¢| se mantenha constante. Isso
resulta em uma érbita mais rapida no periélio. Quando o planeta esta mais distante do
Sol (maior |7), a velocidade v, diminui, mantendo |¢] constante, e o planeta se move mais
lentamente no afélio. Na Figura 14 podemos ver o planeta que, ao se deslocar do ponto N
ao M, varre uma determinada area A; em um tempo At; enquanto, em outro momento,
ele se move do ponto L para o K perfazendo uma area A, com um intervalo de tempo
Aty. A segunda lei de Kepler nos diz que tendo as areas A; e Ay como os intervalo de
tempo Aty e Aty sdo iguais, como consequéncia, a velocidade orbital em ambos os trechos

nao é uniforme.

Figura 14 — Areas correspondentes em diferentes trechos do plano orbital de um planeta.

Lei das areas
(22 Lei de Kepler)

Fonte: InfoEscola.
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De acordo com Halliday, Resnick e Walker (2016b), para quantificar a area varrida
pelo corpo, tomamos um intervalo de tempo At varrendo com um segmento de reta de

comprimento r, conforme ilustra a Figura 15a.

Figura 15 — Planeta varre uma area no intervalo de tempo At com comprimento r, conservando
o seu momento angular.

O planeta varre Estas s&o as duas
componentes

esta area. rA@ -
do momento. 3 i

/' Sol \

L \

\ \ ,

\ / \ M Y.

5 .
~a o e S
(a) No instante At o segmento r se desloca em (b) O momento linear 7 do planeta e suas com-
um determinado dngulo Af, varrendo uma ponentes p,. e pj .

area AA.
Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2016b).

Podemos ver que a area AA formada é aproximadamente igual a drea de um
triangulo de base rAf e altura r. Como a area de um tridngulo pode ser calculada pelo

produto da metade da base pela altura, temos que:

AA ~ ;TQAG. (3.32)

Essa expressao para AA se torna mais exata quando At (e, portanto, Af) tende a

zero. A taxa de variacao instantanea poderd entao ser dada por:

dA 1 ,df 1
a2 dt 2
onde w é a velocidade angular do segmento de reta que liga o Sol ao planeta.

A Figura 15b mostra o momento linear p do planeta, juntamente com as compo-
nentes radial p, e perpendicular p,. Tomando a Equacao 3.31 e substituindo v, por wr,
temos:

C=rp. = (r)(mv.) = (r)(mwr) = mriw. (3.34)

Combinando as Equagoes 3.33 com 3.34, obtemos:
dA 14
— = 3.35
dt  2m ( )

De acordo com essa equacao, a afirmacao de Kepler de que % é constante equivale

a dizer que ¢ é constante, ou seja, que o momento angular é conservado. A segunda lei de

Kepler ¢é, portanto, equivalente a lei de conservacao do momento angular.
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3.2.3 32 Lei: Periodos

O quadrado do periodo de qualquer planeta é proporcional ao cubo do
semieixo maior da érbita (Halliday; Resnick; Walker, 2016b, p. 114).

O periodo orbital P de um corpo é o tempo que ele leva para completar uma volta
completa ao redor de outro corpo em uma orbita fechada. A terceira lei de Kepler, que
relaciona o periodo orbital de um planeta ao seu semieixo maior a de sua trajetéria orbital

eliptica, pode ser expressa em termos mateméaticos como:
P?* = Ka?, (3.36)

onde K é uma constante de proporcionalidade, sendo o periodo medido em anos e a
distdncia em Unidade Astrondmica (UA)®. Segundo Filho e Saraiva (2014), Newton
deduziu a constante K a partir de sua Lei da Gravitagao Universal, utilizando como base

a terceira lei de Kepler. Essa constante é expressa pela seguinte formula:

472
K=——7-— (3.37)
G(my + ms)
onde G representa a constante da gravitagdo universal, m; e my sd@0 as massas
dos corpos 1 e 2 respectivamente. Na Tabela 2 nota-se que essa relacao se mantém
praticamente constante para todas as orbitas em torno de um mesmo corpo de grande

massa, independentemente da excentricidade e da 6rbita (Halliday; Resnick; Walker,
2016b);(Young; Freedman, 2016).

Tabela 2 — Aplicagdo da terceira lei de Kepler aos planetas do Sistema Solar.

Planeta | Semieixo Maior a (UA) | Periodo P (anos) | P?/a’
Merctrio 0,387 0,241 1,000
Vénus 0,721 0,615 1,000
Terra 1,000 1,000 1,000
Marte 1,524 1,88 0,998
Jiipiter 5,200 11,9 1,000
Saturno 9,558 29,5 0,996
Urano 19,184 84,000 0,999
Netuno 30,080 165,000 1,000
Plutao 39,439 248,000 1,002

Fonte: Adaptado de Halliday, Resnick e Walker (2016b).

Quando comparamos o cometa Halley, que foi visivel a olho nu em 1986 e retornara
as proximidades da Terra apenas em 2061, com o planeta Urano, notamos diferencas

significativas em suas érbitas. O cometa Halley possui uma érbita altamente eliptica, com

® A unidade astronémica (UA) é uma unidade de medida que corresponde & distdncia média entre a

Terra e o Sol, sendo aproximadamente igual a 149.597.870,7 quilémetros (Union, 2012).
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excentricidade de 0,967 e um semieixo maior de 17,94 UA, o que resulta em um periodo
orbital em torno de 76,1 anos (NSSDCA, 2024a). Por outro lado, Urano tem uma érbita
muito menos excéntrica, com excentricidade de 0,0469 e um semieixo maior de 19,2 UA,
resultando em um periodo orbital de 84 anos (NSSDCA, 2024d). Embora ambos os corpos
tenham periodos orbitais relativamente préximos, suas orbitas diferem consideravelmente
em termos de excentricidade. A principal diferenca estd nas velocidades variaveis do cometa
em diferentes pontos de sua orbita eliptica, enquanto Urano tem uma velocidade orbital

relativamente constante e menor devido & sua orbita mais circular e maior distancia do

Sol.

Essa lei implica que planetas com 6rbitas maiores se movem mais lentamente ao
redor do Sol, ja que a forca gravitacional entre o Sol e o planeta diminui com o aumento da
distancia (Filho; Saraiva, 2014). O conceito deste tipo fundamental de forca serd discutido

com mais detalhes na préxima secao.

3.3 Lei da Gravitagao Universal

Na natureza, existem quatro tipos de forcas fundamentais, responséveis por todas as
interacoes fisicas conhecidas. A primeira é a forca eletromagnética, que atua entre particulas
com carga elétrica, sendo responsavel por fendmenos como eletricidade, magnetismo e a
propagacao da luz. A segunda é a forca nuclear forte, a mais intensa de todas, que mantém
prétons e néutrons unidos no nicleo atémico. No entanto, ela age apenas em distancias
muito pequenas, dentro do ntcleo dos dtomos. A terceira é a forga nuclear fraca, associada
a radioatividade e ao decaimento de particulas subatomicas, como o decaimento beta.
Apesar de agir em distancias ainda menores que a forca nuclear forte, sua intensidade
é significativamente menor. Por fim, a quarta forca é a forga gravitacional, a mais fraca
entre as quatro, mas que atua a grandes distancias, sendo responsavel pela atracdo entre
corpos com massa. As forcas que encontramos no cotidiano, discutidas na Subsecao 3.1.1,

sao uma espécie de consequéncia ou manifestacao dessas quatro forcas fundamentais.

Se a forca gravitacional atua em qualquer corpo com massa, por que nao presenci-
amos objetos serem atraidos um ao outro em nosso dia a dia? Ora, para que a atragao
gravitacional entre dois objetos seja perceptivel, as massas envolvidas precisam ser muito
grandes. A Terra, com sua massa enorme, exerce uma forga gravitacional suficiente para
nos manter “presos” ao chao. No entanto, entre objetos pequenos, como uma caneta e
um copo, a forga gravitacional é tao insignificante que acaba sendo superada por outras
forcas, como a forga de atrito ou a resisténcia do ar. Portanto, por ser a mais fraca das
forcas fundamentais, ela s6 é perceptivel na escala astronomica, isso explica o fato de
que a evolucao da teoria da gravitacao sempre esteve diretamente ligada a histéria da

astronomia (Nussenzveig, 2013).
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Como vimos na Sec¢ao 2.8, Newton, ao se basear nos argumentos de Galileu, que
mais tarde levariam a formulacao de sua primeira lei, e também nas leis de Kepler, concebeu
a ideia de uma forca que impediria a Lua de seguir em linha reta em sua trajetoria ao redor
da Terra. Essa forca, mais tarde identificada como gravidade, provoca uma aceleragdo com
direcado voltada para o corpo central, neste caso, a Terra. Isso ndo apenas altera a posi¢ao
da Lua, mas também muda continuamente a dire¢ao de sua velocidade, mantendo-a em

orbita.

Até o final desta secao, todas as equagoes apresentadas sao baseadas conforme Filho
e Saraiva (2014), seguindo os métodos e procedimentos descritos pelos autores. Comecemos
observando a Figura 16, onde consideramos uma particula que se move em um circulo. No
instante ¢ a particula estd em D, com velocidade v7 na direcao DFE. Pela 12 lei de Newton,
se nao existe uma forca agindo sobre o corpo, ele continuara em movimento na dire¢ao
DE. Apés um intervalo de tempo At, a particula se encontra em G, tendo percorrido a

distancia v x At, e esta com velocidade v3, de mesmo médulo v, mas em outra direcao.

Figura 16 — Particula que realiza um movimento circular com vetor posicdo 7, velocidades
tangenciais U] e Ua, e 0 dngulo #, indicando a aceleracdo centripeta em direcdo ao
centro O.

Fonte: Filho e Saraiva (2014).

Seja 6 o angulo entre o ponto D e o ponto G na trajetéria circular, que também
corresponde ao angulo entre os vetores v; e vs, como mostrado na Figura 16. Usando
semelhancas de triangulos, é possivel obter a seguinte relagao:
_ UAt AT

— —

T (%

9 (3.38)

A aceleragao é definida como:

AT

N (3.39)

ST
I
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Como Av = 6v devido a Equacao 3.38 e substituindo na Equagao 3.39, obtemos:

. 0v

_ o 4
an At? (3 0)

onde d., ¢ a aceleracao centripeta, que relaciona grandezas lineares com grandezas angulares,

pois a aceleracao passa a depender do deslocamento angular 6.
Substituindo o valor de 8 da Equacao 3.38 na Equacao 3.40:

(T)5

v (3.41)

acp ==

>

Simplificando At no numerador e denominador, temos que a aceleragdo em um
movimento circular ¢ dada por:

(3.42)

Aep =

ﬁi.\ =

A aceleragao centripeta, sempre aponta em dire¢do ao centro da trajetoria circular,
ou seja, segue a direcao radial. Como ilustrado na Figura 17, essa aceleracao é perpendicular
a velocidade tangencial, o que significa que ela nao altera o moédulo da velocidade, mas

sim a sua direcao.

Figura 17 — Movimento circular uniforme, com vetores de velocidade ¢ tangenciais e vetores de
aceleracao centripeta d., apontando para o centro da trajetoria.

—
v

—
v

Fonte: Alloprof (2024).

Quando a particula possui massa m, podemos aplicar a segunda lei de Newton
para determinar a forca centripeta F,, que é responséavel por produzir essa aceleragao. A
relacdo matematica para a forca centripeta é dada por:

- 2

Fop =may, =m

(3.43)

— )
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onde ¥ representa a velocidade tangencial, e 77 o raio da trajetéria circular.

Essa forga é essencial para manter o corpo em movimento circular, pois, ao “puxa-lo”
continuamente em direcao ao centro, impede que ele se desvie da trajetoria. Claramente, a
deducao é valida se Av e At sdo extremamente pequenos, e é um exemplo da aplicacao

do célculo diferencial, que foi desenvolvido pela primeira vez por Newton (Filho; Saraiva,
2014).

Ao perfazer a trajetoria em movimento circular uniforme, o periodo P é o tempo
que ele leva para completar uma volta completa ao longo da circunferéncia. Podemos
representar matematicamente como a relagao entre o comprimento de uma circunferéncia

27r e a velocidade constante v

2mr 2mr
p="" — =", 3.44
= =7 (3.44)
Pela 32 Lei de Kepler®, P? = Kr?, temos entdo que:
4?2 4r? 1
) -9
— e i 3.45
K~ Kr 0y (3.45)

Seja m a massa do planeta e M a massa do Sol. A expressao da for¢a centripeta

exercida pelo Sol no planeta pode, entao, ser escrita como:

Foc (3.46)

=
De acordo com a 3% lei de Newton, o planeta exerce uma forca igual e contraria

sobre o Sol. A forga centripeta exercida pelo planeta sobre o Sol, de massa M, similarmente

seria dada por:
M

Newton deduziu, entao, que:
GMm
F= R (3.48)

A constante gravitacional universal G foi formulada por Isaac Newton e, poste-
riormente, medida com precisao pelo fisico britanico Henry Cavendish entre os anos de
1797 e 1798. O valor de G é aproximadamente 6.6743 x10~1m3kg=1s72, e determina a
intensidade da forca de atracao entre dois corpos com massa, conforme descrito pela Lei da
Gravitacdo Universal de Newton. A Equagao 3.48 trata apenas da magnitude (intensidade)

da forca, se quisermos representa-la em sua forma vetorial temos:

o
F= —Gﬂgmﬁ (3.49)
T
Nesta secdo, analisaremos a trajetoria de um corpo em movimento circular. Como resultado, o semieixo
maior a, mencionado nas leis de Kepler, corresponde ao raio da érbita circular. Por isso, utilizaremos a
notagao r.

6
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O sinal negativo indica que a forga é de atragdo, ou seja, orientada na direcao do

corpo de maior massa M e oposta ao vetor unitario 7.

Um vetor unitario # é um vetor com magnitude igual a 1. No contexto da Equa-
cao 3.49, 7 ¢é utilizado para indicar a direcao da forca gravitacional. Ele é obtido normali-
zando o vetor 7, que representa a direcao entre os centros dos dois corpos. A normalizacao
é realizada dividindo 7 pela sua magnitude para que o vetor resultante tenha magnitude

igual a 1:

|~

r =

| (3.50)

Portanto, substituindo 7 na Equacao 3.49 obtemos outra forma de escrevé-la:

GMm
3

=

F=-—

7. (3.51)

Tanto o Sol quanto o planeta que se move em torno dele experimentam a mesma
forca, mas o Sol permanece aproximadamente no centro do Sistema Solar porque a massa
do Sol ¢é aproximadamente mil vezes maior que a massa de todos os planetas somados
(Filho; Saraiva, 2014).

3.4 Simulacao computacional como meio de explorar o inacessivel

Imagine a vastidao do universo com toda a sua beleza e mistério. Desde os tempos
pré-historicos, como vimos no Capitulo 2, a contemplacdo do céu sempre despertou uma
profunda curiosidade nos seres humanos. Agora, pense em viver sua vida observando o Sol
e os demais astros surgirem no leste e se porem no oeste diariamente, sem nunca poder

explorar essas maravilhas de perto.

De acordo com a UFSM (2022), apenas 24 seres humanos viajaram da Terra até
a Lua, e, entre eles, apenas 12 tiveram a oportunidade de caminhar em sua superficie,
durante as missoes Apollo, entre 1969 e 1972. Isso significa que possivelmente a maioria
de nos jamais tera a chance de experimentar diretamente a visao que esses astronautas
tiveram. Porém, com o avanco da tecnologia, nos tornamos capazes de observar fenémenos

astrondmicos de forma indireta, por meio de sondas espaciais e telescopios especializados.

Além dessas observagoes, também podemos simular esses eventos utilizando re-
cursos computacionais. As simulagoes consistem no processo de representar no ambiente
computacional uma situagdo ou cenario de um ambiente real (Sabbadini, 2020). Isso
nos permite estudar, analisar e prever o comportamento de sistemas complexos, sem a
necessidade de experimentos diretos, que muitas vezes sao caros, arriscados ou até inviaveis.
Desse modo, mesmo nao podendo presenciar diretamente, por exemplo, um eclipse solar
visto da Lua, o azulado por do Sol em Marte, os belos anéis de saturno e suas 145 luas
ou até mesmo um buraco negro, podemos visualizar estes exemplos respectivamente nas
simulagoes 18a,18b,18¢,18d da Figura 18.
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Figura 18 — Conjunto de imagens simuladas no software SpaceEngine.

(a) Eclipse na Terra visto da Lua. (b) Poér do Sol visto de Marte.

(c) Saturno. (d) Buraco negro.

Fonte: SpaceEngine (2024).

Ainda assim, o software SpaceEngine, responsavel por simular um universo virtual
realista no qual usamos para captura da Figura 18, é um software pago e que exige um
alto nivel de processamento grafico, o que demandaria de um computador razoavelmente
potente e tornando seu acesso inviavel para muitos usudarios. Felizmente, ha uma ferramenta
poderosa, totalmente gratuita e acessivel para computadores comuns que possibilita o

desenvolvimento de simulagoes em 3D, inclusive com animagoes: a biblioteca VPython.

3.4.1 VPython

O VPython, ou Visual Python, é uma ferramenta gratuita e multiplataforma que
possibilita a facil criagao de graficos 3D interativos, permitindo que até mesmo alunos
iniciantes em fisica sem experiéncia prévia em programagao escrevam programas com
visualiza¢oes 3D em tempo real (Scherer; Dubois; Sherwood, 2000). Todo programa
necessita de uma linguagem especifica para que o programador comunique suas instrugoes
ao computador, especificamente o Visual Python é uma biblioteca ou médulo da linguagem
de programagao chamada Python, com isso, podemos ir além da geracao de elementos

textuais no terminal ou console para visualizar animacoes tridimensionais interativas ao
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importar esta biblioteca.

Por ser uma linguagem poderosa e simples de usar, o Python é comumente usado
nos cursos como componente introdutéria a programacao, abordando conceitos béasicos
como variaveis, funcoes, estruturas condicionais, estruturas de repeticao e listas. O poder
de interdisciplinaridade do Python como por exemplo ser utilizado em aulas de matematica
ou fisica, pode colaborar significamente no auxilio do processo de ensino e aprendizado,
pois, conforme Valente (1993) para “ensinar” o computador a realizar uma determinada
tarefa, o aluno deve utilizar contetidos e estratégias como por exemplo, para programar
o computador usando uma linguagem de programacao, o aluno realiza uma série de

atividades que sdao de extrema importancia na aquisicao de novos conhecimentos.

A biblioteca VPython também segue estes preceitos, permitindo a criagdo e ani-
macao de objetos 3D como paralelepipedos, cones, cilindros, esferas, entre outros sem
a necessidade de ter um conhecimento avangado em programagao. Podemos utiliza-lo
offline ou online, no primeiro caso para usar sem a necessidade de conexao com a internet,
precisamos antes instalar diretamente o pacote VPython no computador. Apos a instalacao,
podemos usar qualquer ambiente de desenvolvimento Python, como o Ambiente Integrado
de Desenvolvimento e Aprendizagem - IDLE, PyCharm, Visual Studio Code ou Jupyter
Notebook, para escrever e executar os programas com o Visual Python (GeekHunter Blog,
2020).

Sua principal vantagem ¢é justamente, apds instalado, podemos programar sem
depender de uma conexao com a internet além de resultar em melhor desempenho, ja que
o codigo é executado localmente, também podemos instalar qualquer biblioteca adicional
e personalizar o ambiente de desenvolvimento. As desvantagens sdo, mesmo que seu uso
em si seja facil, sua instalagao local e configuragao do ambiente de desenvolvimento pode
ser um pouco confuso e dificil para usuarios leigos, além disso o codigo e os arquivos
ficam armazenados no dispositivo onde foram desenvolvidos, onde para compartilha-los

precisamos usar plataformas de compartilhamento como o GitHub.

O segundo modo de utilizar é online, e suas vantagens contam com o acesso direto
pelo navegador, sem a necessidade de configurar ou instalar pacotes Python, possibilitando
o acesso de projetos a partir de qualquer dispositivo conectado a internet, assim como
a facilidade em compartilha-los através de links diretos. Em suas desvantagens, além
da impossibilidade de seu uso caso nao tenha uma conexao com internet, ha uma certa
limitacdo de funcionalidades em comparacao com o uso local como por exemplo nao
conseguimos instalar outras bibliotecas. Destacamos duas plataformas online interessantes:
Glowecript” e Trinket?®.

Em ambas as plataformas podemos visualizar exemplos de programas ja prontos,

T https://www.glowscript.org/

8 https://trinket.io/
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util no caso de focarmos somente na animagao gerada. Se necessitarmos criar ou salvar
um programa, precisamos fazer login na plataforma. O Glowscript é focado somente
na linguagem Python, permitindo o uso do médulo visual, ja o Trinket existe diversas
linguagens como Python, R, HTML, Java e inclusive em blocos. Nas duas plataformas
pode-se criar e executar o mesmo cédigo sem diferenca de desempenho ou de outra
vantagem que mencionamos acima, porém, decidimos utilizar a plataforma Trinket por

duas sutis diferencas em relacdo ao Glowscript.

Primeiramente, a interface de programacao e o cenario sao exibidos lado a lado,
o que facilita a visualizacao do codigo e da animacao. Em contraste, no Glowscript, ao
executar o codigo, o ambiente muda para a cena da animacao, e é necessario fechar essa
cena para acessar o codigo novamente. Além disso, o Trinket oferece automatizagao no
encapsulamento e fechamento de pares. Encapsulamento refere-se a funcionalidade que,
ao selecionar um trecho de codigo ou texto, permite envolvé-lo automaticamente com
delimitadores como parénteses, colchetes, chaves ou aspas. Ja o fechamento de pares
se refere a insercao automatica do caractere de fechamento assim que o de abertura é
digitado. Isso ajuda a evitar erros de sintaxe (quando o c6digo escrito nao segue as regras
gramaticais da linguagem de programagao) e economiza tempo ao programar. A figura
20 mostra o cendrio (também chamado de canvas) de uma esfera utilizando a plataforma

Trinket, criada pelo cédigo da Figura 19.

Figura 19 — Linha de cédigo para criar uma esfera.

1 bola = sphere()

Fonte: Autoria proépria.

Figura 20 — Cena contendo uma esfera padrao.

Fonte: Autoria proépria.
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Destacamos dois aspectos a partir desta figura. O primeiro é, como mencionamos
anteriormente, a facilidade de criar um objeto. O segundo é que o comando para inserir
esse objeto “sphere”, assim como todos os outros comandos, esta em inglés. Por outro lado,
os nomes das variaveis podem ser atribuidos conforme desejado. No exemplo da figura,
criamos uma variavel chamada bola, que armazena o objeto estatico esférico gerado pela
funcao sphere. Note os parénteses no qual nao ha nada escrito dentro apds criarmos a
fungao, o que inserimos dentro dos parénteses sao chamados de parametros do nosso objeto,
como cor, posicao, raio, comprimento, textura e etc. No caso deste exemplo, como nao ha
nenhum parametro definido por nés, o VPython atribui os pardmetros padroes de posicao,
raio e cor para o objeto. Na figura 21 criamos uma variavel chamada terra_plana que

armazena o objeto cilindro.

Figura 21 — Cédigo de criagdo da varidvel terra_plana.

1 terra_plana = cylinder(axis=vector(e, .01, @), texture = textures.earth)

Fonte: Autoria prépria.

Figura 22 — Cenario simulado de uma Terra plana.

Fonte: Autoria prépria.

Como podemos visualizar na Figura 22, elaboramos uma representagao da Terra
planal, conforme concebido por Tales de Mileto, tal como discutido na Secao 2.2. Em sua

construcao, utilizamos a funcao cylinder, que gera um cilindro.

O comando é configurado com alguns parametros essenciais. O primeiro parametro
que podemos ver na Figura 21, axis, que em portugués significa “eixo”, é utilizado

para determinar a direcao e o comprimento de um vetor que representa a orientacao do
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objeto. Neste caso, definimos as coordenadas x e z como zero, garantindo que permanecam
inalteradas. A coordenada y, por sua vez, é atribuida a um valor de 0.01, que representa o
comprimento do cilindro. O segundo pardmetro, texture, é utilizado para selecionar uma
textura do banco de dados da biblioteca, permitindo que possamos cobrir nosso objeto com
a aparéncia desejada. Neste caso, escolhemos textures.earth, que atribui a textura da
Terra ao cilindro que estamos criando. O site Glowscript VPython Documentation? oferece
a documentacao oficial de recursos do VPython para usuarios que utilizam o GlowScript,

e naturalmente o Trinket.

Algo fundamental que precisamos lidar no VPython sao vetores, pois estamos
criando objetos tridimensionais que pertencem a um espago com trés coordenadas (z, v,
z) portanto sempre quando trabalhamos com posigao e direcionamento, devemos orientar
através destes trés eixos. Além disso, quando falamos em grandezas vetoriais, assim como
discutimos na Subsec¢ao 3.1.1, temos que indicar seu moédulo, sentido e dire¢ao, no qual é

feita através destas trés coordenadas.

3.5 Meétodos numéricos aplicados a simulacao do movimento de

Ccorpos

Na secao anterior, foi demonstrado que, ao criar qualquer objeto no VPython, este
permanece inerte ou estatico, a menos que sejam adicionadas forcas ou movimentos que o
alterem. O estudo do movimento dos corpos esta intimamente relacionado a analise de
como a posi¢do de um corpo varia ao longo do tempo. Matematicamente, essa variagao é
representada por uma fungao x(t), que descreve a posigao do corpo em relagdo a um ponto
de referéncia em diferentes instantes de tempo. Por exemplo, ao considerar um objeto que
se move ao longo de uma linha reta, sua posi¢do em cada instante pode ser representada

pela funcao z(t), a qual fornece informagoes precisas sobre sua localizacao.

Para determinar a rapidez com que esse objeto estd se movendo, é necessario
analisar a taxa de variacao de sua posicao ao longo do tempo. Esse conceito é expresso
pela derivada da funcao posicao em relagdo ao tempo. De acordo com Young e Freedman
(2016), a derivada é obtida ao considerar o deslocamento Az em um intervalo de tempo
At que se torna infinitesimalmente pequeno, ou seja, tende a zero. Esse processo define a
derivada da posicao em relacdo ao tempo, expressa por fl—f. A derivada, portanto, mede
como uma quantidade varia em relacao a outra, sendo que, neste caso, indica como a

posicao muda ao longo do tempo.

Segundo Gilat e Subramaniam (2008), uma equagao diferencial é uma equagao
que envolve derivadas de uma funcio desconhecida. Em outras palavras, trata-se de uma

relagdo matematica onde nao se conhece explicitamente a funcao que satisfaz a equacao.

9 https://www.glowscript.org/docs/VPythonDocs/index.html
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Quando a equagao possui apenas uma variavel independente, ela é denominada Equacao
Diferencial Ordinaria (EDO). Caso dependa de duas ou mais variaveis independentes, é
chamada de Equacao Diferencial Parcial (EDP). O autor também destaca que as equagoes
diferenciais sao classificadas de acordo com sua ordem, que corresponde ao maior nimero
de vezes que a func¢ao ou suas variaveis dependentes sao derivadas em relagao a variavel

independente.

As solucoes das equagoes diferenciais sao fungoes que satisfazem a relagao estabe-
lecida pela equagao e, frequentemente, apresentam infinitas solu¢ées devido a presenca
de constantes arbitrarias. Essas constantes representam a liberdade de escolha dentro de
uma familia de solu¢des. Na Figura 23a, ilustra-se essa ideia. Ainda conforme Gilat e
Subramaniam (2008), para obter uma solugdo especifica, é necessério estabelecer condigdes
iniciais que definam o valor da variavel dependente em um ponto especifico da variavel
independente. Esse tipo de problema, que frequentemente envolve o tempo como variavel
independente, é denominado Problema de Valor Inicial (PVI). Na Figura 23b, apresenta-se

o grafico da solucao especifica de uma equagao diferencial com constante C' = 5.

Figura 23 — Familia de solugoes da EDO % = 2z e sua solucao particular.
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(a) Familia de solugoes para a EDO Z—Z =2z. (b) Solugado especifica para % =2z com C = 5.

Fonte: Autoria proépria.

A solucao exata da equacgao diferencial representada na Figura 23 é dada pela
expressao y = x2 4 C, sendo denominada solucao analitica. Conforme Gilat e Subramaniam
(2008), a solugao analitica é uma expressao matematica que descreve a funcao y(z) de
forma explicita e satisfaz a equacao diferencial. Ao aplicar a condi¢ao inicial y(x1) = y;,
essa solugao torna-se particular, permitindo calcular o valor de y(z) para qualquer ponto

2 no dominio considerado.

A obtencao de solugoes exatas por meio de métodos analiticos requer a aplicagao
de técnicas matematicas capazes de encontrar uma féormula explicita para a funcao
desconhecida. Contudo, em muitos casos, devido a complexidade das equagdes ou a

auséncia de uma descri¢ao analitica do comportamento das variaveis, a determinacao
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de uma solugao analitica torna-se inviavel. Nesses contextos, os métodos numéricos sao
indispensaveis, pois permitem a obtenc¢ao de aproximagoes suficientemente precisas para

aplicagoes praticas.

De acordo com Gilat e Subramaniam (2008), a solu¢ao numérica consiste em um
procedimento que calcula uma estimativa da solucao em pontos discretos. Esse processo é
incremental, ou seja, as solu¢oes sao determinadas passo a passo. Embora nao forneca uma
formula exata, a solucao numérica permite avancar progressivamente, iniciando de um
valor inicial fornecido. Assim, com base na solucao obtida no primeiro ponto, calcula-se a

solugao para um segundo ponto préximo, e o procedimento é repetido sucessivamente.

Por ser um método baseado em aproximagoes, a solu¢gao numérica esta sujeita
a dois tipos principais de erro: erros de arredondamento, causados pelo procedimento
usado por computadores para realizar os calculos, e erros de truncamento, decorrentes da

natureza aproximada do método empregado na solugao numérica.

O impacto acumulativo dos erros de truncamento é especialmente relevante em
simulagoes iterativas, onde os erros de cada passo podem se somar ao longo das iteragoes.
Esse acimulo pode provocar desvios significativos em relagao a solugao real, tornando
essencial a escolha de um método numérico apropriado, a definicdo do tamanho adequado

do passo de integragao e a analise da precisao necessaria para o problema em estudo.

Entre os métodos numéricos, um dos mais simples e amplamente utilizados para
resolver equagoes diferenciais de primeira ordem é o método de Euler, também conhecido
como método de Euler classico, para diferencid-lo de suas variantes. Esse método baseia-se
na aproximagcao da solucao em passos discretos, onde o valor da variavel dependente no
proximo ponto ¢é estimado a partir do valor no ponto anterior e da derivada avaliada nesse

mesmo ponto.

De acordo com Gilat e Subramaniam (2008), o método de Euler pode ser descrito
como uma aproximagao da derivada presente na equacao diferencial, conforme mostrado a

seguir:

W Fleow) (3.52)
onde % representa a derivada de y em relacdo a x, e f(z;,y;) € uma fungdo que descreve
a taxa de variagdo de y em funcao das varidveis x e y. Por ser uma aproximacao explicita,
considera-se a variacao de y entre os pontos x; e x;11, com x;4.7 = x; + h, onde h é o
tamanho do passo de integracao. Utilizando uma aproximacao por diferencas finitas para

a derivada, temos:

dy _ Yir1 — Yi
— 3.53
dx h ( )
Substituindo % pela func¢ao f(z;,y;) na equagdo acima, obtém-se:
f i, i)~ S (3.54)

h
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Isolando ¥;11, chegamos a féormula final do método de Euler:
Yir1 = Yi + f(xi, y:)h. (3.55)

Essa formula permite calcular iterativamente os valores de y nos pontos subsequentes.
Aplicando-a ao contexto fisico, como na representacao da posicao x de um corpo que varia
no tempo, o método pode ser utilizado para estimar a posicao e a velocidade de um corpo

a partir das seguintes equacoes:

Vi+1 = U; + aih, (356)
Tiv1 = T4 + ’Uih, (357)

onde v; é a velocidade no instante 7, a; é a taxa de variacao da velocidade no instante ¢

(aceleragao, a; = f(z;,v;)), x; é a posigao no instante i, e h é o tamanho do passo.

Na Figura 24, compara-se a solugao analitica f(z) = 2 com a solugao aproximada
gerada pelo método de Euler utilizando um passo de integracao h = 0.375. Os pontos
laranja representam os valores aproximados calculados iterativamente, enquanto a curva
azul representa a solucdo analitica exata. Nota-se que, a medida que nos afastamos do
ponto inicial, a diferenca entre as duas solugoes aumenta, evidenciando o acimulo do erro

de truncamento, que é diretamente proporcional ao tamanho do passo h utilizado.

2

Figura 24 — Solucao analitica da funcdo f(z) = z° e uma aproximacao com o método de Euler.

—— Solugao Analitica f(x) = x?

Aproximacéo Método de Euler

2.01
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0.0 1

Fonte: Autoria prépria.

A escolha de um tamanho de passo h adequado desempenha um fator importante na
precisao das solugoes numéricas. Um passo maior pode amplificar os erros de truncamento,
enquanto um passo muito pequeno aumenta significativamente o custo computacional,
devido ao maior nimero de iteragoes necessarias para alcancar a solucao. Ainda assim, o
método de Euler é conhecido por sua suscetibilidade ao acimulo de erros de truncamento,
especialmente em sistemas dinamicos complexos. Este aspecto sera evidenciado no caso da

simulacao do problema de dois corpos.
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Conforme descrito por Giordano e Nakanishi (2006), o método de Euler-Cromer
representa uma modificacao simples, mas significativa, do método de Euler. Ele oferece
uma vantagem notavel em problemas que envolvem movimento oscilatorio, ao conservar a
energia ao longo de muitos periodos de oscilacao, o que garante maior estabilidade em
simulagoes de longo prazo. Enquanto o método de Euler classico falha em preservar a
energia em sistemas desse tipo, o método de Euler-Cromer resolve essa limitacao, resultando

em solugdes numéricas mais consistentes.

No método de Euler classico, os valores anteriores das variaveis de estado, como
posicao e velocidade, ou outras grandezas dependentes, sao utilizados diretamente no
calculo dos novos valores dessas mesmas variaveis. Em contrapartida, no método de Euler-
Cromer, os valores anteriores sao empregados para determinar inicialmente a nova taxa de
variagdo (por exemplo, a velocidade ou o momento atualizado), e este novo valor é entao
utilizado para calcular a variavel dependente, como a posigao. O algoritmo é descrito pelas

seguintes equagoes:

Vir1 = Uy + CLih, (358)
Tiy1 = X4 + Ui+1h. (359)

Embora a diferenca entre os dois métodos pareca sutil, ela é fundamental em
problemas fisicos que exigem a conservacao de propriedades. A interacdo gravitacional
entre dois corpos é um exemplo relevante, pois, ao descrever uma orbita eliptica em um
sistema isolado, a energia total (composta pela soma da energia cinética e da energia
potencial gravitacional) deve permanecer constante ao longo do tempo. No entanto, a
energia cinética e a energia potencial variam conforme os corpos se aproximam ou se
afastam. Dependendo do método numérico adotado, essas variagoes podem comprometer

a conservagao da energia total do sistema.

Por esse motivo, o método de Euler-Cromer foi escolhido para a implementacao
da simulacao apresentada neste trabalho, garantindo maior precisao e estabilidade nas

analises, conforme sera detalhado no préximo capitulo.
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Com base na categorizacao de uma pesquisa cientifica apresentada por Gerhardt
e Silveira (2009), a natureza desta pesquisa é classificada como aplicada, pois objetiva
gerar conhecimentos para aplicacao pratica, dirigidos a solugao de problemas especificos,
bem como possui uma abordagem quantitativa, visto que busca analisar numericamente
dados obtidos por meio de simulacoes computacionais. Uma vez que este trabalho procura
compreender e detalhar o fendmeno da atracao gravitacional no problema de dois corpos,
o objetivo do trabalho ¢ classificado como explicativo, devido a preocupacgao central de
identificar os fatores que determinam ou que contribuem para a ocorréncia dos fendémenos

(Gil, 2002).

Os procedimentos utilizados incluem a fundamentacao teérica, desenvolvida com
base em material ja elaborado, constituido principalmente de livros e artigos cientificos,
desta forma, Gil (2002) define este tipo de pesquisa como bibliografica, baseada no escopo
tedrico das Leis de Newton, Leis de Kepler e na Lei da Gravitagao Universal. Simultane-
amente, a pesquisa também é classificada como experimental, pois executa simulagoes
experimentais com o uso da biblioteca visual VPython, utilizando parametros fornecidos
pelo banco de dados da NASA Space Science Data Coordinated Archive (NSSDCA). Os
procedimentos da analise sao tratados com base nos dados gerados nas simulac¢oes, como
excentricidade, periodo orbital e velocidade média, sendo comparados com valores reais

para validar o modelo aplicado.

De acordo com Gil (2002), em uma pesquisa académica, o problema deve conter
delimitagoes de modo a evitar abordagens amplas ou genéricas demais, em vista disso,
este trabalho estda delimitado ao estudo de sistemas gravitacionais simplificados, como
Sol-Terra e Plutao-Caronte, com foco na descricao de uma o6rbita completa, assumindo o
modelo classico de dois corpos e desconsiderando influéncias de forcas externas, efeitos
relativisticos, forcas de maré, movimento no eixo z, deformagdes e movimento de rotacao

dos corpos.

4.1 Obtendo as equagoes de movimento para o problema de dois

corpos

Inicialmente, vamos criar um sistema onde a massa do corpo central é significa-
tivamente maior que a do outro corpo. Isso simplifica a analise ao focarmos apenas no
movimento do corpo de massa menor. Baseando-nos no exemplo de Giordano e Nakanishi
(2006), consideramos o corpo de maior massa como o Sol e o de menor massa como o

planeta Terra, onde a tnica forca atuante neste sistema isolado é a forca gravitacional.
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Assim, pela Equacao 3.51, temos:

F= GMsMr,

L= (4.1)

r3
Aqui, Fg representa a forga gravitacional, Mg é a massa do Sol e Mp é a massa da
Terra. Considerando que Mg > M7, podemos desprezar o movimento do Sol, concentrando

a analise apenas no movimento da Terra.

Para a analise proposta, podemos escolher entre duas opg¢oes de unidades de
medida para massa, distancia e tempo. A primeira op¢ao consiste nas unidades do SI, que
utiliza quilogramas, metros e segundos. Embora amplamente aplicadas, essas unidades
resultam em valores numéricos elevados quando aplicadas a corpos celestes devido as
grandes dimensoes e distancias envolvidas. Como alternativa, podemos adotar unidades
mais adequadas para escalas astronémicas: anos para o tempo, UA para a distancia e uma

unidade derivada para a massa.

Seguindo a sugestao de Giordano e Nakanishi (2006), definimos uma unidade de

massa especifica igualando as expressoes para a forga centripeta e a forga gravitacional
dada pelas Equacoes 3.43 e 3.48:

—

Fcp: G =

Mpi?  GMgMy
— = TR (4.2)

T r
onde v é a velocidade orbital da Terra e r representa a distancia entre o centro da
Terra e o centro do Sol. Para este caso em especifico, como estamos interessados apenas
na magnitude da separac¢ao entre os corpos, podemos considerar que o modulo do vetor 7

é igual a essa distancia r, em outras palavras, |F] = r.

Podemos, entdao, mover r para o lado esquerdo da equacao, tratando-o como uma
quantidade escalar e mantendo a simplicidade das magnitudes. Assim, cancelando My em
ambos os lados, obtemos:

v’r = GMsg. (4.3)

Assumindo que a érbita da Terra ao redor do Sol é aproximadamente circular e

utilizando a Equacao 3.44, onde r = 1 UA e o periodo P = 1 ano, simplificamos v para 2m:

2rr 2mw-1
U= —— = = 2. 4.4
V=7 1 m (4.4)
Substituindo em v?r = G Mg, obtemos:
4m* = GMs. (4.5)

Como G e Mg aparecem apenas como produto na Equagao 4.1, podemos substitui-

los por este valor, resultando em:

. AM
Fp=-""Tp (4.6)

r3
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Agora, substituimos F; na Equacao 3.2 da segunda lei de Newton em termos da

aceleracao. Aqui, a forca resultante é gravitacional e a massa m é a massa da Terra:
— Ly
— 3
a=—". (4.7)

Cancelando Mr, obtemos uma expressao independente da massa da Terra:

4 2
i = —%ﬁ (4.8)

Assim, obtemos a aceleracao simplificada da Terra ao redor do Sol, considerando
uma 6rbita aproximadamente circular e usando unidades astrondémicas. A partir dessa
aceleragao, é possivel determinar a equacao do movimento em funcao da posicao através de
sua equacao diferencial de segunda ordem, uma vez que a aceleragao é a taxa de variacao

da velocidade e, por sua vez, a taxa de variacao da posicao:

d*r Ar?
— = ——T. (4.9)
dt? r3
Por fim, observe que o vetor posicao da Terra 7 em relacao ao Sol possui componentes
x, y e z. Contudo, podemos simplificar a andlise do movimento utilizando apenas duas

coordenadas e restringindo os corpos ao plano xy, como ilustrado na Figura 25.

Figura 25 — Movimento da Terra em torno do Sol no plano xy.
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Fonte: Giordano e Nakanishi (2006).

Considerando que o corpo se move restrito ao plano (dire¢oes x e y), identificamos
dois graus de liberdade associados a esse movimento bidimensional. Cada grau de liberdade
representa uma coordenada independente, permitindo que o sistema varie nas diregoes x e
y. A forca gravitacional F é, entdo, decomposta em suas componentes x e y, gerando as

foras Fg . e Fg,. Consequentemente, a equagao diferencial

A7 Ar?
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pode ser dividida em duas equagoes diferenciais correspondentes as componentes do

movimento em x e y:

Az A2y
W —_— — 7”3 y (411)
d?y 472y
@ —- — 7”3 . (412)

Essas equacgoes diferenciais de segunda ordem podem ser reescritas como um sistema

de equagoes diferenciais de primeira ordem, facilitando a implementacao numérica:

d;x - —47;256, (4.13)
‘Z’ty _ _47;?’ (4.14)
f; — v, (4.15)
‘j;; — v, (4.16)

Neste sistema, temos dois graus de liberdade para a posi¢do (z e y) e dois para
a velocidade (v, e v,). A acelerac@o, por outro lado, ndo possui um grau de liberdade
independente, pois é uma consequéncia direta das variaveis posicao e velocidade, conforme

descrito pela equagao de movimento.

A partir dessas equagoes, podemos entao aplicar um método numérico para resolver
o movimento computacionalmente, permitindo a simulagao precisa da trajetoria do corpo

no plano.

4.2 Implementacao numeérica do sistema Sol-Terra com o método

de Euler-Cromer

As técnicas desenvolvidas na Se¢ao 3.5 permitem a implementacao das quatro
equacgoes de movimento em um programa adequado. Para isso, adotamos o pseudocddigo
descrito por Giordano e Nakanishi (2006) em sua sub-rotina que realiza a evolugao temporal
da posicao e velocidade da Terra. A cada passo de tempo i, sdo calculadas as posicoes
(z,y) e as velocidades (v, v,) para o préximo passo i + 1 utilizando o método numérico de
Euler-Cromer:

> Calcule a distancia r; do Sol: r; = (27 + y2)1/2.

[

20, A2y
> Caleule vy i1 = vy — AL € vy = v, — TFEAL
? i

> O passo de Euler-Cromer: calcule ;41 e ;11 usando v, ;11 € vy 41 :

Tip1 = T + Vp i1 AL, Yig1 = Yi + vy i1 AL
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> Registre a nova posicao ou a plote.

> Repita pelo nimero desejado de passos de tempo.

Inicialmente, é necessario criar variaveis para armazenar os valores iniciais da
posicao e velocidade da Terra, de acordo com os dados utilizados na deducao das equagoes.
Como o movimento ocorre apenas nas diregoes x e ¥, o sistema possui quatro graus de
liberdade, deixando o eixo z fixo em zero. Ao trabalharmos no plano ry, modelamos a
situacdo em um sistema cartesiano onde o Sol permanece fixo na origem e a Terra esta
a uma distancia inicial com a coordenada x = 1, representando 1 UA, enquanto y = 0.
Quanto a velocidade, a componente v_z (velocidade da Terra em x) é inicialmente zero,
enquanto v_y (velocidade em y) é 27, conforme definido pela Equacao 4.4. Esse trecho do

c6digo esta representado na Figura 26.

Figura 26 — Codigo com dados simples usando Euler-Cromer: defini¢cdo de variaveis.

Web VPython

Fonte: Autoria prépria.

A linha 1 indica o uso do ambiente online Trinket para rodar simulagoes 3D em
Python, sem afetar a légica do programa. Nas linhas 3 e 4, definimos as variaveis que
armazenam as posi¢oes x e y, enquanto nas linhas 5 e 6, as variaveis para as componentes
de velocidade v, e v,. Com a posicao inicial definida, podemos criar um modelo 3D que
represente o Sol e a Terra. No VPython, o objeto mais adequado para esse fim é uma
esfera, que pode ser criada com o comando sphere(). Na Figura 27, sao definidas duas

variaveis, terra e sol, configuradas com quatro parametros principais.

Figura 27 — Cédigo com dados simples usando Euler-Cromer: criagdo dos corpos.

9 terra = sphere(pos=vector(x, y, @), radius , make trail=T 2, color=color.blue)

18 sol = sphere(pos=vector(s, o, 9), radius , make trail=True, color=color.yellow)

Fonte: Autoria proépria.

Para definir a posicao dos objetos no plano tridimensional, utilizamos o parametro
pos=vector. No caso da Terra, as coordenadas previamente estabelecidas para os eixos
x, y e z sao aplicadas, enquanto para o Sol, definimos valores nulos para os trés eixos,

mantendo-o fixo na origem. O parametro radius especifica o raio da esfera, aqui assumido
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como 0,1. Além disso, make trail=True ativa o rastro deixado pelo movimento dos objetos,
sendo que, para o Sol, esse rastro nao sera visivel, uma vez que ele permanece imoével.
Por fim, os parametros color=color.blue e color=color.yellow atribuem as esferas
as cores azul e amarela, representando, respectivamente, a Terra e o Sol. Na Figura 28,

apresentamos a cena inicial, onde ambos os objetos ainda estao estaticos.

Figura 28 — Codigo com dados simples usando Euler-Cromer: cena inicial dos corpos.

Fonte: Autoria prépria.

Na Figura 29, definimos as varidveis ¢ (linha 12), para representar o tempo em anos,
e dt (linha 13), como o passo temporal At, com valor de 0,002 anos (aproximadamente

17,5 horas), conforme sugerido por Giordano e Nakanishi (2006).

Figura 29 — Cédigo com dados simples usando Euler-Cromer: criacdo das varidveis de tempo e
passo.

Fonte: Autoria prépria.

Com as variaveis devidamente configuradas, podemos implementar o pseudocodigo
proposto por Giordano e Nakanishi (2006). Utilizamos a estrutura de repetigdo while,
essencial para criar animagoes continuas no VPython, até que a condi¢ao de parada
seja atingida. Neste caso, a simulacao ¢ interrompida quando ¢ atingir o valor de 1,
correspondente a um ano. Dessa forma, enquanto ¢t < 1, o programa realizara calculos

sucessivos das variaveis.

E importante observar que, devido ao alto poder de processamento do Python, sem
uma limitacdo adequada, a simulacao poderia ocorrer de forma muito rapida, parecendo
“congelada”. Esse fendmeno ocorre porque o Python é capaz de realizar milhoes de calculos
por segundo, impedindo o VPython de atualizar a visualizagao de maneira fluida. Para
contornar isso, aplicamos a funcao rate(n), que limita a execucao do loop a n iteragoes

por segundo, garantindo uma animacao visualmente estavel. A partir dessa configuracao,
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implementamos o pseudocddigo mostrado na Figura 30 para atualizar as variaveis e simular

o movimento orbital da Terra ao redor do Sol.

Figura 30 — Cédigo com dados simples usando Euler-Cromer: implementac¢ao do pseudocodigo
no loop.

t <=
rate(100)
r = (terra.pos.x**2 + terra.pos.

ax = - *pi**2*terra.pos.x)/r
aly = *pi terra.pos.y)/r**

V. X = V. X + a x*dt
VY =Vvy+ aytdt

terra.pos.x = terra.pos.x + v_x*dt
terra.pos.y = terra.pos.y + v_y*dt

t =t + dt

Fonte: Autoria prépria.

Na linha 15, iniciamos o loop while, configurado para interromper a execucao
quando t = 1. Na linha 16, definimos o pardmetro rate, limitando o loop a no maximo
100 iteracgoes por segundo. Na linha 17, aplicamos o Teorema de Pitagoras para calcular
a distancia r entre a Terra e o Sol, com base na posicao atual da Terra nos eixos z e y

(terra.pos.x e terra.pos.y, respectivamente).

Nas linhas 19 e 20, escrevemos a equagao que representa a aceleragao da Terra em
fungao da posicao e da constante gravitacional simplificada, onde o vetor 7 foi decomposto
em termos de suas componentes x e y. Para calcular a aceleracao nestas componentes,

utilizamos as coordenadas atuais da Terra (terra.pos.x e terra.pos.y).

As linhas 22 e 23 atualizam as componentes = e y da velocidade da Terra, de acordo
com o segundo passo do pseudocddigo, enquanto as linhas 25 e 26 realizam o terceiro
passo, onde as posicoes da Terra sao atualizadas com base na velocidade atual utilizando
o método de Euler-Cromer. Apds esse passo, o objeto Terra é movido na tela, e o tempo ¢
é atualizado somando o valor de dt. Esse processo de atualizacao se repete durante toda a

animacao até que a condigao de parada seja satisfeita.

A quantidade total de passos na simulacao pode ser determinada dividindo o tempo

total ¢ pelo passo dt:

tempo total t
Numero de passos = b , — = —, (4.17)
tamanho do passo em cada iteracao  dt
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Portanto, neste codigo, temos um total de 500 passos

t 1
- . 4.1
dt  0.002 500 (4.18)

4.2.1 Utilizando dados reais

Para garantir a precisao e generalidade na simulacao dos sistemas, utilizamos os
valores das variaveis envolvidos na Equacao 4.1 em conformidade com o SI. Com este
propoésito, os dados de massa e distancia entre o Sol e a Terra foram obtidos conforme
NSSDCA (2024c¢) e representados na Figura 31la.

Figura 31 — Codigo com dados reais usando Euler-Cromer: defini¢gdo das varidveis.

Web VPython

8
5

10 v_x =
11 v_y = sqrt((G*M_S)/r)

(a) Varidveis para a constante gravitacio-

o (b) Varidveis da posicao e velocidade inicial da Terra.
nal, massas e distancia.

Fonte: Autoria prépria.

Na linha 3, a constante gravitacional é representada por G; ja nas linhas 4 e 5, M_T
e M_S indicam, respectivamente, as massas da Terra e do Sol; e, na linha 6, r denota a
distancia entre eles, em metros. Na Figura 31b, os valores permanecem os mesmos, exceto
pela alteracao na componente y da velocidade. Ao igualarmos as forcas centripeta (ﬁcp) e
gravitacional (ﬁg) na Equacao 4.2, isolamos o vetor velocidade (%) e obtivemos a expressao

para a velocidade orbital circular, inserida na linha 11:

GMg

r2

7= 7, (4.19)

onde v representa a velocidade orbital de um corpo ao redor de um objeto central massivo
(neste caso, o Sol), assumindo uma 6rbita circular. Observa-se que a velocidade orbital é
diretamente proporcional & massa do Sol e inversamente proporcional a distancia entre os

corpos: quanto maior a distancia do objeto central, menor sera a velocidade orbital.

Apbs essa definicao, foram criados os objetos Sol e Terra, conforme ilustrado na
Figura 27. Devido a grande escala de distancia, ajustamos o parametro radius para
6.371 x 10° e 6.957 x 10° para a Terra e o Sol, respectivamente, para garantir uma

visualizacao adequada.

Na Figura 32, definimos o tempo inicial da animagao (¢) na linha 16, e adotamos
um passo de tempo (dt) de 3600 segundos (equivalente a 1 hora) na linha 17. Em seguida,

definimos o periodo correspondente ao tempo de uma érbita completa da Terra ao redor
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do Sol, em segundos, o que permite que nossa animagdo pare exatamente quando ¢ atinge
3.1536 x 107.

Figura 32 — Cédigo com dados simples usando Euler-Cromer: criagdo das varidveis de tempo,
passo e periodo.

16 t -
17 dt =

18 periodo -

Fonte: Autoria prépria.

Finalmente, implementamos o método numérico de Euler-Cromer no loop while,
conforme ilustrado na Figura 33. Devido ao elevado niimero de passos necessarios no
calculo, que totalizam exatamente 31537, conforme determinado pela Equagao 4.17, foi
necessario ajustar o parametro rate para 3000. Esse ajuste garante que a animacao seja
executada em um tempo razoavel, proporcionando uma visualizagao mais eficiente do
fendmeno simulado. Adicionalmente, nas linhas 23 e 24, inserimos o moédulo da forga
gravitacional nas componentes = e y, conforme determinado na Equacao 4.1. Essas forcas
sao recalculadas a cada loop para atualizar, nas linhas 26 e 27, as componentes = e y da

aceleracao, de acordo com a Equacao 3.2. As demais linhas sdo idénticas as da Figura 30.

Figura 33 — Cédigo com dados simples usando Euler-Cromer: implementacao do pseudocddigo
no loop.

: t <= periodo:
rate( )

r = (terra.pos
Fx=-(6*M
Fy=-(6*M

+ terra.pos.y**2)*

X
T 7
i * terra.pos.y)/

M_S
WS

ax=Fx/MT
ay=Fy/MT

V. X = V._X + a x*dt
V_y = Vv_y + a_y*dt

terra.pos.x = terra.pos.x + v_x*dt
terra.pos.y terra.pos.y + v_y*dt

t =t + dt

Fonte: Autoria prépria.
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4.3 Implementagao numérica com o método de Euler

O método de Euler-Cromer, conforme sugerido por Giordano e Nakanishi (2006), é
adequado para a simulacao de érbitas estaveis. Podemos fazer um simples rearranjo na
sequéncia de atualizacao da posicao e velocidade para que o loop seja calculado pelo método
de Euler classico. Esse ajuste é necessario porque, no método de Euler classico, pequenos
erros de aproximacao nos calculos tendem a causar um aumento ou uma diminuicao gradual
na energia total do sistema. Esse fenomeno ¢é particularmente relevante em simulagoes de
movimentos sujeitos a forgas conservativas, como a gravitagdo ou oscilagoes harmonicas,

onde os erros acumulados em cada iteracao afetam a precisao a longo prazo.
No pseudocodigo do método de Euler classico, a posicao é atualizada com base na
velocidade inicial, ao invés da velocidade atual, resultando na seguinte ordem de passos:

> Calcule a distancia r; do Sol: r; = (27 +

> O passo de Euler cléssico: calcule x;11 e y;41 usando v, ; e vy; :

Tipr = T + U A, yir = i + vy Al

2., 2,
> Calcule vy ;41 = Vg — 4’;33”’ At € vy 41 = Uy, — 47;392 At.
1 1

> Registre a nova posicdo ou a plote.

> Repita pelo nimero desejado de passos de tempo.

Esse procedimento pode ser aplicado tanto para um modelo simplificado quanto
para um modelo com dados reais, bastando ajustar as variaveis conforme o pseudocddigo
do método de Euler classico. No modelo simplificado, torna-se mais evidente a evolucao
nao uniforme do movimento da Terra. Para essa visualizagao, alteramos o critério de
parada do loop para 5 e ajustamos o parametro rate para 500, com o intuito de acelerar a
animacao. A Figura 34 apresenta as modificagoes realizadas no c6digo; as linhas anteriores

permanecem conforme descrito na Secao 4.2.

Note que, ao invertermos a ordem de atualizacao da posicao e velocidade, a primeira
atualizacao da posigao utiliza a velocidade inicial, definida como v_x = 0 e v_y = 2*pi,
antes que a velocidade seja atualizada dentro do loop. Esse procedimento segue o principio

do método de Euler cléssico.

4.4 Orbita matua em sistemas de corpos com massas proximas

Consideremos agora um sistema de dois corpos, com massas m; e mo, relativamente
proximos, de forma que o corpo secundario exerce uma forga gravitacional suficiente para

gerar uma perturbag¢ao no movimento do corpo primario. Determinar o movimento do
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Figura 34 — Cédigo com dados reais usando Euler classico: implementacido do pseudocddigo no
loop.

e t <=
rate( )
r = (terra.pos.x**2 + terra.pos.y**

ax = - (4*pi**2*terra.pos.x)/r**
ay = - *pi**2*terra.pos.y)/r’

ter‘r‘a.pos.x — ter‘r\a.pos.x V_X&'dt
terra.pos.y = terra.pos.y + v_y*dt

VX = v.X + a x*dt
V_y = V_y + a_y*dt

t =t + dt

Fonte: Autoria prépria.

corpo secundario com base no movimento do corpo primario, diretamente, pode resultar
em calculos complexos. Para simplificar o problema, adotaremos o centro de massa como

referencial do sistema.

4.4.1 Posicao relativa ao centro de massa

De acordo com Taylor (2005), o centro de massa R do sistema localiza-se mais
préximo do corpo de maior massa, neste caso, o corpo primario, se m; > msy, OU 0 COrPo
secundario, caso contrario. Para um sistema de N corpos, onde o = 1,..., N, com massas
me € posicoes 7, medidas a partir de uma origem O, a posicao do centro de massa do
sistema ¢ definida em relagao a essa mesma origem por:

m17_"1+~~~+mNFN

L1 XN
R=—Y mi, = , 4.20
= M (4.20)

onde M representa a massa total dos corpos no sistema, M = > m,. No caso especifico

de um sistema de dois corpos (N = 2), a Equacao 4.20 simplifica-se para:

mlfl + mgfg . M1F1 + mgfg

R _ |
mi + Mo M

(4.21)

onde 7 e Th sdo as posi¢oes dos corpos 1 e 2, respectivamente. Assim, o vetor R tem
trés componentes (z, y, z), representando a posi¢do do centro de massa no espago. Na
Figura 35, vemos que, quando o corpo 2, de massa msy, é trés vezes mais massivo que o

corpo 1, o centro de massa C'M aproxima-se do corpo 2 em relagao a origem O.
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Figura 35 — Posicao R do centro de massa CM entre os corpos de massa mi e mo.

Fonte: Taylor (2005).

Considerando que o sistema ¢ fechado e as interagoes gravitacionais sao exclusi-
vamente internas, nao ha forgas externas atuando sobre ele. De acordo o Principio de
Conservagao do Momento, sendo Pr. 0 momento linear total do sistema, a Equacao 3.8

ficara .
dPTotal

—F,, =0 4.29
dt ! (4.22)

O momento linear total é dado pela soma dos produtos das massas e velocidades
dos corpos:

ﬁTotal = My U] + Mas. (4.23)

Na auséncia de forgas externas, o momento linear total do sistema permanece
constante, ou seja:
Protas = constante. (4.24)

Derivando a posicao do centro de massa R em relacao ao tempo, temos a velocidade

do centro de massa V,,,:

dR,, 7 5
Rom _ muion +mavy _ g (4.25)
dt my + mo

Substituindo o numerador da Equagao 4.25 pelo momento total P da Equacao 4.23,

obtemos:

—

- P
Vi = ——. (4.26)
mi + msy
Como R é conservado em um sistema sem forcas externas, a velocidade do centro
de massa V,,, também é constante. Se escolhermos um referencial onde o centro de massa

estd inicialmente em repouso (V., = 0), entdo ele permanecerd em repouso ao longo do

tempo. Nesse referencial, temos:

Rem (t) = Rem(0) = constante. (4.27)
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Assim, o referencial do centro de massa é um referencial inercial, uma vez que o
mesmo permanece em repouso. Os corpos no sistema movem-se sob a agao das forcas
gravitacionais internas, obedecendo as trés leis de Newton. Resta-nos determinar a posicao
dos corpos em relagao ao centro de massa. Sabemos que a distancia entre os corpos,
representada por 7, pode ser expressa por |15 — 71|. Podemos entéao isolar a posigao 7 e

substituir na Equacgao 4.21, obtendo:

S oy Fme(FHr) g mef meri L myAmm. M, L, Mo
M o Tar b T ey (2)
isolando 77 encontramos:

=R - %ﬁ (4.29)

Analogamente, usando 7; = 73 — 7, obtemos

- =5 0 M1,
=R+ —7r. 4.30
r + i (4.30)

As Equagoes 4.29 e 4.30 podem ser simplificadas ao assumirmos que o centro de
massa R permanece fixo no centro do sistema, com coordenadas (0,0,0). Além disso,
podemos definir que a distancia inicial entre os corpos esta ao longo do eixo z. Assim, as

equagoes simplificadas sdo:
ma

o= =T (4.31)
m —
Ty = er, (4.32)

onde 1 e zo representam, respectivamente, as posi¢oes dos corpos 1 e 2 ao longo do eixo

x.

4.4.2 Modelagem do sistema Plutao-Caronte e implementacao

numérica com o método de FEuler-Cromer

Para modelar o sistema binario de corpos de massas relativamente proximas,
escolhemos o planeta anao Plutao e sua lua Caronte. Além de pertencerem ao Sistema Solar,
esses corpos apresentam massas comparaveis, tornando-se um exemplo pratico e relevante
para a andalise do problema de dois corpos, devido a perturbacao gravitacional muitua
entre eles. Segundo dados da NSSDCA (2024b), Plutao possui cinco satélites naturais:
Caronte, Hidra, Nix, Kerberos e Styx, ordenados de acordo com o didmetro. Entretanto,
para os objetivos deste estudo, podemos restringir a andlise de movimento exclusivamente
a Plutao e Caronte, pois as demais luas apresentam massas significativamente menores e,

consequentemente, exercem influéncia desprezivel sobre o movimento do corpo central.

A distancia média entre Plutao e Caronte é de 19.596 km, com massas respectivas
de 1.303 x 10?2 kg e 1.586 x 10*' kg, conforme especificado pela NSSDCA (2024b). Esses

valores sao suficientes para a criacdo de um modelo computacional no VPython. Na
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Figura 36, as varidaveis m_plutao e m_caronte representam as massas de Plutao e Caronte,
em quilogramas, enquanto M corresponde a massa total do sistema e r denota a distancia
entre os corpos, em metros. A constante gravitacional G também esta definida para os

calculos necessarios.

Figura 36 — Cddigo do sistema Plutao-Caronte: defini¢do das variaveis iniciais.

Web VPython

G

m_plutao =
m caronte

M = m_plutao + m_caronte

r

Fonte: Autoria prépria.

Nas linhas 9 e 10 da Figura 37, aplicamos as equacoes 4.31 e 4.32 para calcular
as posicoes iniciais dos corpos, adotando Caronte como corpo 1 e Plutao como corpo 2.
Essa configuragao dispensa a necessidade de definir posig¢oes iniciais absolutas, pois cada
corpo tera sua posicao ajustada em relagdo ao centro de massa, que permanece no centro
do sistema. Na linha 12, definimos a variavel v_caronte_y, representando o médulo da
velocidade inicial de Caronte, conforme a Equacao 4.19. Em seguida, na linha 13, criamos

um vetor de velocidade, inserindo o médulo da velocidade na componente y para Caronte.

Figura 37 — Cédigo do sistema Plutdo-Caronte: definicdo das posigoes e velocidade inicial de
Caronte.

9 x_caronte = -(m_plutao/M)*r
10 x_plutao = (m_caronte/M)*r
11

12 v _caronte y = sqrt((G*m_plutao*abs(x_caronte))/
13 v_caronte = vector(?, v_caronte y, 0)

Fonte: Autoria prépria.

Na linha 15 da Figura 38, definimos a varidvel caronte, associada a um objeto
visual de cor verde, posicionada inicialmente em x_caronte no eixo x, com coordenadas
y e z igual a zero e raio de 603 x 10® metros. De forma andloga, na linha 16, criamos a
variavel plutao, em cor vermelha, posicionada em x_plutao no eixo x, com coordenadas
y e z igual a zero e raio de 1188 x 103 metros. Posteriormente, na linha 18, definimos a
variavel R, representando a posi¢ao do centro de massa do sistema, conforme a Equacao
4.21. Na linha 19, criamos a variavel centro_massa, associada a um objeto visual de cor
branca, cuja posi¢ao no eixo x ¢ determinada pelo valor calculado para R, e as coordenadas

Y e z sao iguais a zero.
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Figura 38 — Cddigo do sistema Plutao-Caronte: criagdo dos objetos Plutdo, Caronte e centro de
massa.

caronte = sphere(pos=vector(x_caronte, @, @), radius= , make_trail color=color.green)
plutao = sphere(pos=vector(x_plutao, @, ©), radius- , make_trail color=color.red)

R = (m_caronte*x_caronte + m_plutao*x_plutao)/M
centro_massa sphere(pos=vector(R, @, @), radius= , make_trail=T

Fonte: Autoria prépria.

Na Figura 39, definimos o momento linear de Caronte, p, utilizando a Equacao 3.6.
Considerando que o centro de massa do sistema estd em repouso e que nao existem forgas
externas atuando, o principio de conservacao do momento linear exige que o momento
linear total, f_’;otal, permaneca nulo ao longo do movimento dos corpos. Assim, o momento
linear de Plutao deve ser oposto ao de Caronte, conforme indicado na Equagao 4.23. Como
as massas de ambos os corpos sao constantes, podemos expressar a velocidade de Plutao
Uy COMO:

Lt P

Ty = = . (4.33)

mo mo

Essa equacao é implementada na linha 22, assegurando que a velocidade inicial de
Plutao satisfaca o Principio de Conservacao do Momento Linear, mantendo o sistema em

equilibrio.

Figura 39 — Cddigo do sistema Plutdao-Caronte: definicdo do momento de Caronte e velocidade
de Plutao.

21 p caronte = m_caronte*v_caronte

22 v_plutao = -p_caronte/m_plutao

Fonte: Autoria prépria.

A Figura 40 ilustra a definicdo do periodo orbital do sistema. Para tal, criamos a
variavel K na linha 24, conforme a Equacao 3.37, e em seguida, a variavel P, representando
o periodo orbital, é definida na linha 25 ao isolarmos o periodo na Equagao 3.36, com o
semieixo maior representado pela varidvel r. Por fim, definimos o passo de tempo dt com

valor igual a 100, e a varidvel t como o tempo inicial, assumindo valor zero.

Figura 40 — Coédigo do sistema Plutao-Caronte: definicdo do periodo orbital do sistema.

24 K = (4*pit '(G*(m_plutao+m_caronte))
25 P = sqrt(K*r )

26 dt
278t =

Fonte: Autoria proépria.

Em seguida, estabelecemos o loop com uma condi¢ao de parada, configurada para

interromper o processo assim que Caronte completar uma revolugao ao redor de Plutao. O
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processo segue o pseudocddigo adaptado de Giordano e Nakanishi (2006), com alteragoes

especificas para incluir o movimento de ambos os corpos:

> Calcule o vetor posicao 7 através da diferenca entre a posicao de Plutao e a posicao

de Caronte.
: : - . G'mcaronte'mplutao'T
> Calcule a forga gravitacional F' entre os corpos usando: — T .
> Calcular as aceleracoes para Caronte ——~— e Plutdo —%
Mcaronte Mplutao

> Use o método de Euler-Cromer para atualizar as velocidades de Caronte:

Vearonte = Vcaronte 1 acaronteAt e Plutao: Uplutao = Uplutao + aplutaoAt-

> Novamente use o método de Euler-Cromer para atualizar as posi¢coes de Caronte:

caronte.pos = caronte.pos—+vearonte At € Plutdo: plutao.pos = plutao.pos—+vpiiaoAt.
> Registre a nova posi¢cao ou a plote.
> Atualize o tempo t adicionando o intervalo de tempo dt.

> Repita o loop até que o tempo t atinja o valor P.

A Figura 41 mostra a implementagao do pseudocdédigo no ambiente VPython.

Figura 41 — Cédigo do sistema Plutao-Caronte: implementacao do pseudocddigo no loop.

t<=P:
rate( )
r = plutao.pos - caronte.pos
F = -(G*m_caronte*m_plutao*r)/mag(r

a_caronte = -F/m_caronte
a_plutao = F/m_plutao

v_caronte = v_caronte + a_caronte*dt
V_plu‘tao - V_plutao a_plutao;g.:dt

caronte.pos = caronte.pos + v_caronte*dt
plutao.pos = plutao.pos + v_plutao*dt

t =t + dt

Fonte: Autoria prépria.




83

5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo tem como objetivo analisar a precisao dos resultados numéricos
obtidos nas simulagoes dos sistemas de dois corpos, Sol-Terra e Plutao-Caronte. Para isso,
realiza-se uma comparacao entre os dados fornecidos pela NSSDCA e os resultados gerados
pelas simulagoes. Os parametros avaliados incluem a visualizagao da érbita descrita pelo

movimento dos corpos, a velocidade média, o periodo orbital e a excentricidade.

5.1 Movimento orbital simples: Sistema Sol-Terra

No caso do sistema Sol-Terra utilizando dados simplificados, foi realizada uma
simulagao no ambiente VPython, que resultou em uma orbita aparentemente circular da
Terra ao redor do Sol. Esse trajeto, representado na Figura 42a, apresenta semelhanca
visual evidente com a simula¢ao descrita por Giordano e Nakanishi (2006), ilustrada na
Figura 42b.

Figura 42 — Simulagoes utilizando um modelo simplificado para o sistema Sol-Terra.

3 _Earth orbiting the Sun
05|
2 o
ES
05 |
4 i .
- 05 0 05 1
X (AU)
(a) Simulagao no Trinket do trajeto da Terra ao (b) Simulagao da orbita terrestre reali-
redor do Sol. zada pelos autores.
Fonte: Autoria proépria. Fonte: Giordano e Nakanishi (2006).

Calculamos a excentricidade usando a Equacao 3.21 e obtivemos, para o primeiro
modelo do sistema Sol-Terra com dados simplificados, um valor de excentricidade igual a
0.006 2827, o que reflete o comportamento aproximado de uma orbita terrestre idealizada,
praticamente circular e adequada para simulacoes simplificadas. Essa excentricidade esta
diretamente associada a velocidade orbital circular, que manteve uma média de 6.28306
UA /ano, conforme o sistema de medidas adotado pelos autores, equivalente a 29801.705
m/s. O periodo orbital calculado foi de 1 ano, evidenciando que a Terra completou uma

volta ao redor do Sol, como ilustrado na Figura 42a.
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Para o segundo modelo, utilizando dados reais do sistema Sol-Terra, o movimento
terrestre simulado pode ser observado na Figura 43. Esse movimento apresenta uma
semelhanca notavel com o resultado obtido por Giordano e Nakanishi (2006). Por se tratar
de uma simulag¢ao com dados de alta precisao, pequenas perturbacées nao impactaram
significativamente a orbita da Terra. Nesse contexto, foi calculada uma excentricidade de
0.000 358 36, uma velocidade média de 29 783.7 m/s e um periodo orbital de 31539 600

segundos (ou aproximadamente 365.041 dias).

Figura 43 — Simulacdo do sistema Sol-Terra utilizando dados reais.

Fonte: Autoria prépria.

Na Tabela 3, sao apresentados os resultados obtidos e comparados com os dados
fornecidos pela NSSDCA. Nas simulagoes realizadas, observamos que para ambos os
modelos, a velocidade inicial ¢ um fator fundamental para determinacao da excentricidade,
e que o valor do passo temporal dt determina a precisao da desta. Ou seja, quanto menor o
passo adotado, mais préximo de zero tende a ser o erro na determinacao da excentricidade.
Por outro lado, para valores elevados de dt, a precisao na identificacao de apoastro e
periastro é reduzida, o que pode resultar em uma orbita menos eliptica ou até mais circular,

devido a omissao dos pontos exatos de maxima e minima distancia.

Tabela 3 — Comparagdo de parametros orbitais do sistema Sol-Terra entre dados simplificados,
reais e da NSSDCA.

Parametro Simplificado Dados Reais NSSDCA
Velocidade orbital (m/s) 29 801.705 29 783.7 29 780
Diferenca (%) +0.07% +0.01% -
Periodo orbital (dias) 365.000 365.041 365.256
Diferenga (%) —0.07% —0.06% -
Excentricidade 0.0062827 0.00035836 0.0167
Diferenga (%) —62.37% —97.85% -

Fonte: Elaborada pelo autor com base nos dados simulados e da NSSDCA.
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Na simulacao do sistema Sol-Terra utilizando o método de Euler classico, observou-

se uma Orbita peculiar, como mostrado na Figura 44a.

Figura 44 — Simulagao do sistema Sol-Terra utilizando o método de Euler cléssico.
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X

(a) Orbita em formato espiral realizada pela
Terra.

(b) Instabilidade na simulacdo da érbita terrestre.

. Lo Fonte: Adaptado de Valle (2024).
Fonte: Autoria prépria.

Como observado, a trajetoria orbital apresenta uma forma espiral, indicando
instabilidade e afastamento progressivo da Terra em relacdo ao Sol. Em sistemas fechados,
como o analisado, o momento linear total e a energia total devem permanecer constantes
ao longo do tempo. Contudo, o método de Euler classico ndo preserva essas quantidades
devido a acumulagao de pequenos erros a cada passo de integragao. Essa limitacao é
especialmente significativa em simulacgoes de longo prazo, como as de drbitas, e resulta no

crescimento continuo da energia do sistema.

Assim, bem como afirmam Giordano e Nakanishi (2006), o método de Euler classico
nao é uma boa escolha para problemas oscilatérios tais como no problema de dois corpos,
pois a energia do corpo em érbita ird crescer com o tempo. A simulagao apresentada é
comparavel aquela descrita por Valle (2024), mostrada na Figura 44b, em que um corpo
orbitando outro de maior massa também exibe instabilidade crescente quando o método
de Euler classico é utilizado. Portanto, métodos precisos como Euler-Cromer sao ideais

para sistemas conservativos, pois mantém a estabilidade orbital a longo prazo.

5.2 Movimento orbital mutuo: Sistema Plutao-Caronte

Para o sistema Plutao-Caronte, implementado com o método de Euler-Cromer,
obtivemos a Orbita representada na Figura 45a. Nesta simulagao, devido as massas se-
melhantes de Plutao e Caronte, observa-se que ambos os corpos exercem uma atracao
gravitacional significativa um sobre o outro. Como consequéncia, o planeta anao Plutao
(representado em vermelho) encontra-se fora do centro de massa do sistema, que esta

indicado como um ponto branco no centro da figura.
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Figura 45 — Simulagao das 6rbitas de Plutao e Caronte.

(a) Simulagdo orbital de Plutdo em vermelho e

C ; q (b) Orbita real do sistema Plutdo-Caronte.
aronte em verde.

Fonte: Adaptado de Space Facts (2024).

Fonte: Autoria proépria.

A comparacao com os dados reais, apresentados na Figura 45b e disponibilizados
por Space Facts (2024), revela uma trajetéria semelhante a simulada, caracterizando uma
orbita praticamente circular. Este resultado confirma a eficicia do método de Euler-Cromer
para simulagoes de sistemas orbitais em que as massas dos corpos sdo préximas e os efeitos

gravitacionais mituos sao significativos.

Ademais, a excentricidade calculada foi de 0.000 569 28, indicando que a Orbita é
praticamente circular, conforme corroborado pelos dados fornecidos pela NSSDCA, que
informam uma excentricidade préxima de zero para o sistema Plutao-Caronte. A analise
das velocidades médias revelou valores de 198.902 m/s para Caronte e 24.2102 m/s para
Plutao, sendo esta tultima a velocidade referente a orbita em torno do baricentro do
sistema. Como ja mencionado, constatamos que o valor da velocidade inicial determina a
excentricidade da orbita dos corpos. Como os valores para a velocidade foram obtidos por
meio de uma férmula especifica para érbitas circulares, qualquer variagao para cima ou
para baixo resulta em orbitas progressivamente mais alongadas. O periodo orbital calculado
para Caronte foi de 551900 segundos, o que equivale a aproximadamente 6.38773 dias.

Este resultado estd em excelente concordancia com o valor real de 6.3872 dias fornecidos
pela NSSDCA.

Com o objetivo de sintetizar os dados obtidos e facilitar a andlise, elaboramos
a Tabela 4, a qual apresenta a comparacao entre os valores calculados e os dados reais,
destacando a diferenca percentual. Para a validacao da velocidade orbital de Caronte,
utilizamos os dados fornecidos por Hamilton (2015), uma vez que essa informagcao em

especifico nao estavam disponivel no site da NSSDCA.
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Tabela 4 — Comparagdo de pardmetros orbitais de Caronte entre dados simulados, NSSDCA e
Views of the Solar System.

Parametro Simulacdo NSSDCA /Views of the Solar System Diferenca (%)
Excentricidade 0.000 569 28 0.0 -
Velocidade orbital (m/s) 198.902 230 —13.50%
Periodo orbital (dias) 6.38773 6.3872 +0.008%

Fonte: Elaborada pelo autor com base nos dados simulados, NSSDCA (2024b) e Hamilton (2015).

Para investigar a forca gravitacional entre os dois corpos, utilizamos a equacao da
forga gravitacional, presente na linha 33 do cédigo apresentado na Figura 41. A forca foi
plotada em um gréfico com o auxilio do comando gcurve, que gera pontos continuos em
tempo real. O grafico, exibido na Figura 46, apresenta a forca gravitacional, medida em

Newtons, no eixo y, e o tempo, em segundos, no eixo x.

Figura 46 — Grafico relacionando a forga gravitacional em func¢do do tempo do sistema Plutao-
Caronte.

les 2e5 3eb 4e5 5e5

Fonte: Autoria prépria.

Além disso, os valores calculados foram armazenados em uma lista para determinar
os extremos da forca gravitacional ao longo da simulagao. Os valores maximo e minimo
obtidos foram 3.59578 e 3.5876 bilhoes de Giganewtons (3.59578 x 10'® e 3.5876 x 10'8
Newtons respectivamente). Essa variacao na intensidade da forga gravitacional reflete a
natureza eliptica da trajetoria orbital, uma vez que a forca gravitacional entre os corpos é

inversamente proporcional a distancia entre eles.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, analisamos a interacao gravitacional entre dois corpos massivos.
Para tanto, foi desenvolvido um modelo matematico capaz de descrever o movimento
orbital desses corpos, o qual serviu como base para a implementagao de uma simulagao
em 3D. Essa simulagao permitiu nao apenas a visualizagao tridimensional das orbitas,
mas também a obtencio de dados numéricos, que foram comparados com valores reais
disponibilizados pela NSSDCA e Views of the Solar System. Os resultados demonstraram
uma boa concordancia, evidenciando que o modelo é eficaz para descrever e prever o

movimento orbital em sistemas gravitacionais simples.

O modelo matemético desenvolvido baseou-se em EDOs de segunda ordem, sendo
essencial a aplicagao de métodos numéricos adequados para minimizar o acimulo de erros
ao longo das iteracoes. Utilizaram-se os métodos de Euler classico e Euler-Cromer, que
permitiram uma analise comparativa do comportamento do sistema binario com diferentes
abordagens numéricas. A simulagao foi construida na linguagem Python, utilizando a
biblioteca VPython no ambiente de desenvolvimento da plataforma gratuita Trinket. Essa
abordagem possibilitou a criagdo de uma simulagao tridimensional interativa, além da

obtencao de dados numéricos detalhados.

As simulagoes foram realizadas para dois modelos de sistemas celestes presentes
em nosso Sistema Solar. O primeiro modelo envolveu o sistema Sol-Terra, que representou
uma configuracao simples, na qual o Sol, devido & sua massa muito superior, permaneceu
praticamente estatico no centro, enquanto a Terra descreveu sua érbita ao redor dele. O
segundo modelo consistiu no sistema Plutao-Caronte, um exemplo mais complexo, dado o

movimento mutuo dos corpos ao redor de seu centro de massa comum.

No sistema Sol-Terra, ao utilizar o método de Euler classico, observou-se uma
orbita instavel da Terra, que descreveu uma trajetoria em espiral para fora do dominio
gravitacional do Sol devido ao actiimulo significativo de erros numéricos. Por outro lado,
ao aplicar o método de Euler-Cromer, foi possivel obter uma oérbita estavel. Para o
sistema Plutao-Caronte, utilizou-se exclusivamente o método de Euler-Cromer, que também

resultou em uma orbita estavel, sem erros numéricos exacerbados.

Os dados numéricos obtidos para o sistema Sol-Terra demonstraram boa concor-
dancia com os valores reais para os parametros de velocidade média e periodo orbital,
apresentando uma discrepancia maxima de 0,07%. No entanto, a excentricidade apresen-
tou divergéncias maiores, com diferencas de 62,37% em relagao aos dados simplificados
e 97,85% em relacao aos dados reais, devido a tendéncia da dérbita simulada ser mais

proxima de uma forma circular. Para o sistema Plutao-Caronte, os resultados numéricos
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foram bastante precisos, com diferencas de 0,008% para o periodo orbital, 13,50% para
a velocidade orbital e um desvio absoluto de 0.000 569 28 na excentricidade. As causas

dessas discrepancias foram discutidas ao longo do trabalho.

Apesar de termos nos concentrado nos parametros de velocidade média, periodo
orbital e excentricidade, a simulacao permite explorar diversas outras variaveis relaciona-
das ao problema de dois corpos. Além disso, os conteidos apresentados nas simulagoes
computacionais alinham-se a abordagem interdisciplinar STEAM pois, como vimos, a
fundamentacao cientifica baseia-se nas leis da fisica e na gravitagdo universal, enquanto a
tecnologia ¢ aplicada por meio da programacao em VPython para simulacoes interativas.
A engenharia se manifesta na aplicacado de métodos numéricos para resolver as equagoes
diferenciais que descrevem o movimento dos corpos, e a arte esta presente na visualizacao
grafica das 6rbitas em 3D. Por fim, a matematica é essencial na formulacdo das EDOs,

vetores e também no uso dos métodos numeéricos.

O trabalho também reflete os pilares do Pensamento Computacional. O pilar da
decomposicao esta presente na separacao do problema em etapas, como a formulagao
das equagoes do movimento e a implementacao computacional. O reconhecimento de
padroes ocorre na analise das trajetorias e na comparagao dos dados simulados com
orbitas reais. A abstracao foi essencial para simplificar o problema, delineando apenas as
interagoes gravitacionais relevantes. Por fim, a construcao e otimizacao de algoritmos sao

fundamentais na implementacao do modelo numeérico.

Assim, evidencia-se o potencial das simulacoes e da linguagem de programacao
como ferramentas didaticas para o estudo de fendmenos fisicos em sala de aula. Ao ajustar
parametros e observar como as mudancas afetam o sistema, os estudantes podem realizar
experimentos virtuais, aplicando procedimentos cientificos como observar, medir, controlar

varidveis, buscar relagoes e tirar conclusoes fundamentadas (Moreira; Ostermann, 1993).

O detalhamento minucioso apresentado em cada se¢do deste trabalho foi cuidado-
samente desenvolvido com o objetivo de servir como material introdutério de consulta
para alunos e professores interessados no problema de dois corpos. Este tema, apesar
de sua relevancia, ainda possui uma quantidade limitada de materiais disponiveis na
literatura académica brasileira. Portanto, para trabalhos futuros, sugere-se a utilizacao
dos codigos-fonte disponibilizados para analisar outras varidveis, como o momento angular,
ou testar a implementacao de métodos numéricos mais avangados, visando maior precisao
nos resultados. Além disso, podem ser empregadas formulas alternativas para a velocidade
orbital, uma vez que, neste trabalho, utilizou-se uma férmula padronizada para orbitas
circulares, o que contribuiu para as discrepancias nos valores de excentricidade. Por fim,
recomenda-se a extensao do estudo para o famoso problema cadtico de trés corpos ou,

ainda, para sistemas mais complexos envolvendo n corpos.
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