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RESUMO

Nesse trabalho, estudamos defeitos topoldogicos presentes em folhas de grafeno e, espe-
cificamente, utilizamos argumentos da mecanica quantica para descrever as holonomias
quanticas obtidas para particulas afetadas por esses defeitos, discutindo aspectos do gra-
feno e as fases geométricas, além de como as aplicabilidades dos defeitos podem ser expli-
cadas. Tais defeitos sao descritos aqui utilizando uma geometria diferencial que possibilita
a sua descricao e classificagao. O uso de fases geométricas é observado em fungoes de onda,
onde hd uma mudanca de fase na funcdo. Esse fendmeno foi observado por Aharonov e
Bohm, que demonstraram que a funcao de onda de um elétron, ao ser afetada por um
potencial vetor, adquire uma fase geométrica. Na fisica, o uso de fases geométricas pode
ser especialmente observado em sistemas como o grafeno, onde esses efeitos, andlogos ao
efeito Aharonov-Bohm, podem ser notados. Além disso, uma abordagem que utiliza di-
mensoes extras pode proporcionar um grau de liberdade maior para descrever a mudanca

de fase das fungoes de onda geradas devido a presenca de defeitos topologicos.

Palavras-chave: defeitos; fase; grafeno.



ABSTRACT

In this work, we study topological defects present in graphene sheets and, specifically,
we use quantum mechanical arguments to describe the quantum holonomies obtained for
particles affected by these defects, discussing aspects of graphene and geometric phases,
as well as how the applicability of defects can be explained. Such defects are described
here using a differential geometry that allows their description and classification. The use
of geometric phases is observed in wave functions, where there is a phase change in the
function. This phenomenon was observed by Aharonov and Bohm, who demonstrated
that the wave function of an electron, when affected by a vector potential, acquires a
geometric phase. In physics, the use of geometric phases can be especially observed in
systems such as graphene, where these effects, analogous to the Aharonov-Bohm effect,
can be noted. In addition, an approach that uses extra dimensions can provide a greater
degree of freedom to describe the phase change of wave functions generated due to the

presence of topological defects.

Palavras-chave: defects; phase; graphene.
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1 INTRODUCAO

O carbono é um dos principais elementos necessarios para a criacao da vida na na-
tureza e pode existir de diversas formas, como grafite, diamante, nanotubos e grafeno. A
ideia de existir uma estrutura bidimensional era apenas tedrica até o inicio dos anos 2000,
quando um grupo de pesquisadores conseguiu isolar a primeira forma bidimensional, o
grafeno. Este material possui o formato de uma folha com um atomo de espessura, seme-
lhante a estrutura do grafite, sendo, portanto, um material bidimensional. Cada atomo
de carbono estd a uma distancia aproximada de 1,42 A dos seus vizinhos, formando uma

rede hexagonal com formato semelhante a um favo de mel.

O grafeno e seus derivados apresentam caracteristicas interessantes, como a baixa
dimensionalidade: o fulereno é uma folha de grafeno moldada em formato esférico (0D); os
nanotubos sao folhas enroladas em formato tubular (1D); e o grafite é composto por vérias
camadas empilhadas de grafeno (3D). O grafeno (2D) destaca-se por suas propriedades
eletronicas, sendo um excelente condutor de eletricidade, com potencial muito elevado

quando comparado aos materiais atualmente utilizados em semicondutores.

Na mecanica quantica, o uso de fases geométricas, como a fase de Berry, ajuda
a explicar certas propriedades observadas na rede do grafeno. A fase de Berry é uma
caracteristica da funcao de onda quando afetada por um parametro externo, e essa fase é

puramente geométrica, dependendo exclusivamente de um parametro.

P =B ebn (1.1)
16)= [ (o258 ) as (1.2

Fases como essa foram amplamente exploradas a partir de 1959 por Aharonov e
Bohm, que demonstraram que a funcao de onda de um elétron adquire um fator de fase
geométrico ao passar por uma regiao influenciada por um potencial vetor de um campo
magnético. Esse fenomeno, anteriormente considerado uma ferramenta matemaética, pas-
sou a ter relevancia fisica ao gerar uma fase geométrica analoga a fase de Berry. No
grafeno, essas fases podem ser observadas na presenca de defeitos topolégicos na rede, o
que faz com que os elétrons que trafegam pela rede adquiram fases geométricas em suas

funcoes de onda, similar a generalizacao das fases de Berry e Aharonov-Bohm.

Esse fenomeno é descrito no grafeno por autores referenciados em (BAKKE; PE-
TROV; FURTADO, 2012), e para o fulereno em (CAVALCANTE; FURTADO, 2021),
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utilizando uma abordagem baseada na teoria geométrica dos defeitos de Katanaev e Vo-
lovich (KATANAEV; VOLOVICH, 1992), que emprega uma métrica Riemanniana, seme-
lhante a encontrada no estudo da gravidade. Assim, em uma analogia gravitacional, foi
proposto o uso de outra teoria para descrever fases geométricas no grafeno e seus deriva-

dos, considerando dimensoes extras.

Na fisica, uma das abordagens pioneiras para unir relatividade e eletromagnetismo
foi a teoria de Kaluza-Klein, que utilizava dimensoes extras em sua descricao. Embora
essa teoria tenha sido deixada de lado na fisica de altas energias, ao ser aplicada na teoria
geométrica dos defeitos de Katanaev e Volovich em sélidos, ela pode se mostrar eficaz na

descrigao de fases geométricas, como as observadas no efeito Aharonov-Bohm.

Neste trabalho, mostramos como, utilizando a teoria geométrica dos defeitos e a
teoria de Kaluza-Klein com dimensoes extras, é possivel obter fases geométricas para

particulas massivas na rede bidimensional do grafeno e de seus derivados.
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2 DEFEITOS TOPOLOGICOS

Popularmente, cristais sao muitas vezes associados a objetos de grande valor, como
diamantes e outras joias. No entanto, ao estudarmos sélidos na fisica, percebemos que
a definicao de cristal abrange muitos outros materiais, que, embora nao parecam a pri-
meira vista, também se enquadram nessa categoria. O verdadeiro teste de cristalinidade
nao esta na aparéncia do material, mas sim em sua estrutura microscopica, onde fons se
distribuem em arranjos periodicos que se repetem em uma rede. Esses arranjos periodicos

revelam muito sobre as propriedades do material.

Em um cristal, é comum haver uma quantidade significativa de defeitos, os quais
desempenham um papel crucial nas propriedades do material. Quando ocorre uma mu-
danca na estrutura do cristal, conhecida como quebra de simetria, devido a presenca desses
defeitos, as propriedades do material podem ser alteradas. Existem diversas abordagens
para descrever defeitos em cristais, sendo uma delas o uso da geometria diferencial, simi-
lar ao que é aplicado na gravitagao tridimensional. Esse formalismo matematico permite
descrever e classificar defeitos de maneira mais precisa, e sera utilizado ao longo deste
trabalho.

Para ilustrar como a teoria desenvolvida por Katanaev e Volovich pode ser aplicada,

comegaremos por mostrar como um cristal é descrito matematicamente:

w

Xn = nldl + TLQC?Q + ’I'Lgdg = ’I'dez (21)

i=1
essa ¢ a descricao de um cristal ideal, onde trés vetores ai, d» e a3, chamados de
vetores de translacao, formam uma combinacao linear que define as direcoes e os compri-

mentos das unidades que se repetem na rede cristalina.

Sélidos ideais sao apenas um conceito tedrico para simplificar a descrigao na fisica.
Na natureza, porém, qualquer amostra de material contém uma abundancia de deformagoes,
que desempenham um papel crucial nas propriedades do cristal. Isso nos leva a uma im-
portante motivacao para o estudo dos defeitos topoldgicos: a possibilidade de manipular
essas deformacoes para aprimorar caracteristicas de materiais cristalinos de maneiras que

antes nao eram possiveis.

Para descrever defeitos em cristais, Katanaev e Volovich utilizaram a geometria di-
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ferencial de Riemann-Cartan, tratando o cristal como um meio elastico e continuo. Nesse
contexto, a métrica torna-se nao trivial na presenca de defeitos, o que é particularmente
interessante, pois além da descri¢ao geométrica oferece também a possibilidade de enten-
der outros tipos de defeitos que antes nao podiam ser descritos adequadamente. E com
essa abordagem que a equagao ganha significado, ja que ela utiliza uma métrica
euclidiana, livre de alteragoes na rede cristalina por se referir a um cristal ideal (KATA-
NAEV, 2005; BAKKE FILHO, 2009). No entanto, quando forgas externas sao aplicadas,
surgem deformagoes que quebram a simetria da rede, deslocando as posi¢oes dos atomos
e resultando em defeitos. Essa modificagao que é X,, - X/ na estrutura do cristal pode

ser expressa da seguinte forma:

/
X, = X =X, +U,(X), (2.2)
E como um meio continuo agora, ao fazer o limite a — 0, onde a é a distancia
interatomica entre os atomos é possivel definir o campo de deslocamento,
/
xh = x; + ui(x). (2.3)
Mostrando que a consequéncia dos deslocamentos é que causam os defeitos. Com a
ultima expressao podemos agora considerar a distancia e comprimento entre dois pontos
como,

dz = x; + Oju;dz;. (2.4)

Sendo o comprimento dado por dl = \/dz;*. Ou ainda:

dl' =/dI2 + 2¢;;dz;dz. (2.5)
O tensor ¢;; ¢ chamado de tensor de deformagao que ¢é
1
€ij = 5(&% + ajuiﬁiulajul). (26)
Contudo, se considerarmos 0;u; << 1 , o tensor assume uma nova forma como:
1
€5 = 5(@1@ + ajuz) (27)

Agora se tem posse de ferramentas que possibilitam a defini¢ao de energia elastica

dada por dl’-dl onde se faz uma aproximagao para termos de ordem mais baixa.
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1
e(X) = 5 Cigki€ij k- (2.8)

Em que ¢;;,; € o tensor de elasticidade, onde é simétrico com permutagoes, i <— j,

k «<— [ e 17 «— kl. Para um meio isotrépico o tensor de elasticidade é

Cijkt = 0k 01 + 005 ) + A0jjOpi. (2.9)
Em que e A sao chamados de constantes Shear médulos e constante de Lamé.

Se por algum motivo haja uma alteracao no tensor de deformacao €;; pela adi¢ao
de ¢, resulta na densidade de energia elastica como sendo (BAKKE FILHO, 2009):

de = Cijklekléeik- (210)

E entao é definido o tensor de tensao como sendo,

de
(561']'

045 = = Cijkl€kl- (211)

E quando substitui a equagao ([2.9)) e com a ultima equagao resulta em

05 = 2N€ij + Aaijekk- (2].2)

Para o caso de uma fonte externa aplicar forca no sélido cristalino, o trabalho que

essa forga realiza é dado pelo elemento de volume,

w(z) = —fi( X)u;(X). (2.13)

Portanto, ao ter a energia eldstica e trabalho, a forca que atua no sistema é a soma

dessas duas em um volume.

FTzf[e(X)+w(X)]d3x. (2.14)
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Ao minimizar a energia total em relagao ao estado wu;(X) obtenha-se o estado de

equilibrio para o caso de distor¢oes na rede cristalina, algo que fica na forma de

f[az((SU]O'Z]) - 5ujc9jaij] d?’x - / fzéu] dl’S =0. (216)

Ao aplicar-se o teorema de Gauss resulta na equacao no seguinte formato,

f%“m dsrf(@mj + f;)0u; dz® = 0. (2.17)

Que faz com que o primeiro termo seja uma integral de superficie e tendo em vista
que ao considerar a forga externa aplicada no cristal é em uma regiao finita faz com que
o termo du; - 0 no infinito e com esse artificio a integral é descartada e o que se tem ¢é

uma equacao de Euler-Lagrange para a elasticidade linear.

0,01, (X) + f,(X) = 0. (2.18)

Mostrando entao que as componentes do tensor de tensao, o;1, 02, 0;3 agora tem
um sentido fisico que sao componentes da for¢ga por unidade de area que atuam sobre
dS; . Agora as equagoes e formam as bases para e lei de Hook na qual
relaciona o tensor de tensao com o de deformacao, ja a equacgao corresponde a lei
de Newton. E diante dessas informagoes, a ligacao com a teoria da elasticidade com a
geometria de Rieemann-Cartan vem ao consideram-se transformacoes infinitesimais que
levam de um ponto X*’ para X™* no espaco-tempo (BAKKE FILHO, 2009; KATANAEV;
VOLOVICH, 1992; KATANAEV, 2005).

XM= Xt 4 eh(X). (2.19)

E interessante observar que o termo £#(X) é igual ao de deslocamneto u;(x) mas
com sinal inverso. Considerando entao ' = y e u;(x) = u;(y(z)) temos informagoes

suficientes para escrever o tensor métrico como:

oyk oyt
gZJ(IL’) = aiz 8_3735kl ~ 5ij - &-uj - @-ui = 61’]’ - 2€ij- (220)

. ~ . _ 8uj _ Ou; S . .
Com a aproximagao linear, €;;(z) = €;(y) e 3+ = o - A métrica da geometria
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Riemanniana define exclusivamente a conexao de Levi-Civita com o termos de Christoffell

do formato

1
Fijk = §(aigjk + ajgik: - 8kgij)- (2-21)

E a partir disso defini-se o tensor de curvatura como sendo,

Riji = 0L = TR, = (i < ). (2.22)

Tanto o tensor de curvatura quanto o de tensao sao iguais a zero, pois a curvatura
do espaco euclidiano é zero. A equagao da métrica tem o significado fisico de que,
ao se ter um sistema de coordenadas cartesianas bem definido para um estado da rede
cristalina livre de deformagoes, uma mudanga nesse estado, por meio de uma quebra de
simetria da rede cristalina, faz com que o sistema passe a ser descrito por uma métrica nao
trivial para suas coordenadas. No caso de perturbacoes eldsticas no cristal se propagando
em um eixo, z*(t) , as deformagdes ao longo desse eixo sao dadas por equagoes do tipo
(KATANAEV, 2005),

i = -Tfatad. (2.23)

Em que os pontos estdao relacionados a algum parametro t. As perturbacoes
agora serao mais lineares, pois os simbolos de Christoffel nao sao triviais, ou seja, Ffj +
0.Portanto, na descricao de defeitos, observa-se que é possivel descrevé-los em cristais a
partir de uma abordagem de geometria diferencial, utilizando um sistema de coordenadas
com uma métrica trivial, ou seja, com varidaveis bem definidas. Para o caso com defeitos,

esses serao descritos por uma métrica nao trivial, que varia de um ponto a outro.

A partir de toda a teoria geométrica para defeitos desenvolvida, Katanaev e Vo-
lovich puderam descrever e classificar defeitos topoldgicos usando um processo chamado
de Volterra, ou ’corta e cola’, que consiste em remover um segmento da rede e cola-lo em
outra parte da estrutura. Existem tipos de defeitos relacionados a translacao chamados
de Deslocagoes , os quais sao defeitos lineares. Ao cortar a rede em um semiplano z° = 0,
x>0, e movendo-se ao longo da superficie de corte pelo chamado vetor de Burgers b na
direcao de a3 surge o que é conhecido como deslocamento de borda. Apds o ajuste e a
rede atingir o equilibrio, esses defeitos podem ser classificados em dois tipos: borda ou
hélice. Este ultimo é definido quando o vetor b é paralelo as linhas da discordancia da
rede(KATANAEV; VOLOVICH, 1992); KATANAEV, 2005).
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Figura 1 — Deslocamento em hélice, quando as linhas de discordancia da rede sao paralelas
ao vetor b

(a) Deslocamento de borda, quando o vetor b é (b) Deslocamento em hélice, quando as linhas de
perpendicular as linhas de discordancia. discordincia da rede sio paralelas ao vetor b

Fonte: M. O. KAtanaev. (2005).

Jé os defeitos do tipo Disclinagoes estao relacionados a simetria de rotagao da rede
cristalina e podem ser classificados em dois tipos: as disclinacoes positivas, que ocorrem
quando ha um angulo de déficit — isto é, ao se cortar uma parte do material, forma-se
um defeito onde falta um pedago do sélido —, e as disclinagoes negativas, que surgem
quando se cola ou adiciona outro setor ao material, criando um angulo de acréscimo ao
integrar o pedago externo (BAKKE FILHO, 2009; KATANAEV; VOLOVICH, 1992).

Figura 2 — Deslocamento em hélice, quando as linhas de discordancia da rede sao paralelas
ao vetor b

(a) Recorte de um segmento de um sélido (b) Adicao de um recorte ao solido

Fonte: Knut Bakke Filho. (2009).
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A partir da abordagem geométrica, sabemos que esta é uma ferramenta eficaz para
a descricao de defeitos, o que nos leva as consequéncias dos defeitos em cristais, como o
surgimento de fendmenos quanticos interessantes, como as holonomias. Com uma métrica
baseada na teoria dos defeitos, é possivel descrever fenomenos como fases geométricas
quanticas, assim como analogos dos efeitos Aharonov-Bohm e Aharonov-Anandan, os

quais serao discutidos no capitulo seguinte deste trabalho.
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3 FASE GEOMETRICA

Quando particulas quanticas, como um elétron, sao transportadas adiabatica-
mente, ou seja, quando ha uma evolucao lenta do sistema, de modo que ele dependa
apenas do caminho percorrido no espago de parametros, e nao do tempo ou das energias,
ocorrem fenomenos interessantes. Na mecanica quantica, um exemplo classico desse com-
portamento foi demonstrado por Michael Berry em 1984 (BERRY, 1984; NAKAHARA,
2018). Ele mostrou que um sistema que evolui ao longo do tempo adquire uma mudanga
de fase adicional a que ja existia na funcao de onda. Esse termo a mais na funcao de onda
¢ chamada de fase geométrica, sendo independente tanto do tempo quanto da energia do

sistema.

Para comecar, apresentaremos a demonstracao matemaética da fase de Berry, onde
serd possivel observar a fase geométrica na funcao de onda. Todavia, é necessario partir de
uma aproximacao adiabdtica, a qual é descrita por um teorema que afirma que, supondo
que o Hamiltoniano mude gradualmente de uma forma inicial H; para uma forma final
Hy, esse teorema garante que, se a particula estiver inicialmente no n-ésimo autoestado
de H;, ela serd conduzida ao n-ésimo autoestado de H;. Considerando que ocorra sob
a suposicao de que o espectro do Hamiltoniano seja discreto e nao degenerado ao longo
da transicio de H; para H; (GRIFFITHS, 2005; BOHM et al., 2013). Portanto, dada a

equagao de Schrodinger dependente do tempo é:

H(t)n(t) = En(t)n(t), (3.1)

um H que depende explicitamente do tempo, mas para cada instante do sistema,
se tem um conjunto de fungoes de onda e de autoenergias. As energias E formam uma

base ortonormal:

W)nw)m) = Opm.- (3-2)

Onde, pode-se escrever qualquer funcao do tempo como combinacao linear de
Catpn (1))

V(t) = cathn(t)e ™. (3.3)
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Onde,

0,.(t) - -% [ "Bt (3.4)

0,.(+) - % JA "B, (). (3.5)

Substituindo na equacao de Schrodinger:

9
im0 (t) = Bty () (36)

z’h% [ch(t)wn(t)ew(t)] = H(t),(t) (3.7)

hy [c’nwnew" + Cathne + ann(i)(—%)Enew"] — H()ia (1) (3.8)

ihy [cwnewn b Cythnei® + cn%(z')(-%)Enewn] Y el H(t)n(t)  (3.9)

O lado direito da equagao a cima H(t)y,(t) pode ser igualado a E,(t)u,(1).
Quando aplicamos o (ih) da equagao e distribuir no colchete temos que % =0 e a mul-
tiplicagao 7.z ird cancelar o sinal de subtracao. Portanto, a equagao pode se resultar

€111:

Y e+ Cnthpen + > UncaEne® =3 ¢, e B, ()1, (1) (3.10)

Da equacao acima podemos observar que o terceiro termo do lado esquerdo com o
termo do lado direito é possivel cancelar pois H(t)(t) = E,(t)1,(t). Portanto, resulta

na equacao:

N enthne® + 3 epthne = 0 (3.11)

M e = =Y ey, (3.12)
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Agora faremos um bra-ket, onde o bra sera (1,|. multiplicando a equacao ([3.12)

obtemos:

O =—ch " (Y |thn). (3.13)

Agora precisa-se descobrir quem é (@Z)nh/)n) E para isso se utiliza a equacao de
Schrodinger onde deriva-se primeiro e logo apés multiplicar pelo ”bra” (¢,,| e em seguida

substituir na equagao (3.13])

H(t)yt) = En(t)¥n(?) (3.14)
H¢n(t) + Hd}n = Enwn + Enw.n (315)
<¢m|H|¢n> + <¢m|H|¢n> = En<¢m|1/}n) + En<¢m|¢n> (3'16)

Como o H ¢é hermitiano ao fazer o resultado do, (¢,,,|H|1),) a equacio (3.16) resulta

no proprio E,,1,,.Se m #n devido a ortogonalidade deve entao ser zero, portanto:

(Ymltn) =0 (3.17)
Em<¢m|¢n> - En<¢m|¢.n> = _(¢m|H|¢n> (3'18)
(Umlthn) = % (3.19)

A equacgao (3.19) mostra uma derivada do Hamiltoniano dividido pela subtragao
entre as energias, H é muito menor que a diferenca de quaisquer niveis de energia no

sistema. Agora substituindo na equagao (3.13)) resulta em:
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Cm€ ' = =3 e (Prufihn) (3.20)
e = - Z Cn€ " (U thn) (3.21)
ere;, = Zc eln=0ml (4 )y, (3.22)
ncm — ch [0n—0m (Igiliv{gf:) (323)

Quando n = m, el®»=%n] nao terd mais importancia. E obteremos assim:

s WnlHlgn)

Cm = _CM<¢m|wm> -
n+m En - Em

(3.24)

A aproximacao adiabatica significa que, embora o Hamiltoniano varie no tempo,
(Ym|Hltn) .

nEM " By —Fom Cns

onde H — 0. Dessa forma, ¢,, depende apenas de ¢,, e nao dos outros coeficientes c,,.

sua derivada é tao pequena que tende a zero. Isso se reflete no termo Y,

Isso implica que, se o sistema comeca no m-ésimo estado e todos os outros ¢, (com
n #m) forem zero, ele permanecera no m-ésimo estado indefinidamente, ja que ndo havera
contribuigoes dos outros estados n # m, desde que o termo seja nulo.

Portanto, na aproximagcao adiabatica, mesmo que o Hamiltoniano varie no tempo,
a particula no sistema permanece no m-ésimo estado. Isso ocorre desde que o termo

nem BB, Cn S€ja zero. E o que restara da equacgao é apenas o primeiro termo onde

¢, depende apenas dele mesmo.

Cm = _Cm<¢m|wm>(3‘25)

= Cn(0)e7®). (3.26)

Quando ¢t =0 e y(t) = 0, portanto iy(0) seré:

= ¢ (0)e? (3.27)
Cm (3.28)

A equagao acima estd regulada para a condigao do problema.Definindo ~(¢) :

10 = [ w2 g (3.29)
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A equacao |3.29| é a fase geométrica a qual estavamos interessados. O que resulta

na funcao de onda do tipo:

W(t) = > ne,(0)e"Deinap(t) (3.30)

Que agora, além do termo da fase dinamica e que é proveniente da solucao da
equacao de Schrodinger agora passa a adquirir um novo termo a qual é chamado de fase
de Berry ~(t).

A fase de Berry é um resultado importante a qual pode ser mostrado em efeitos
gerados por elementos da fisica como campos magnéticos e potenciais vetores. E nos leva
a pergunta que pode mostrar resultados interessantes para utilizarmos nos nossos estudos
que é, omo fica uma funcao de onda que evolui no tempo com o Hamiltoniano dependente
do tempo H(t), mas que varie vagarosamente, ou seja, de forma adiabatica?. Agora
temos informagoes sobre a fase dinamica e geométrica da funcao de onda e partindo dela

(GRIFFITHS, 2005; BERRY, 1984; BERNEVIG, 2013) :

b(t) = Y nen(0)e i, e ™. (3.31)
Onde 6, e v,(t) sao:
1 t A A
0, = —g /0 En(t )dt (3_32)
t onb,, )
Vn(t) =i fo (%I%)dt (3.33)

De forma que se deriva v, (t) encontrando uma fase que tal que:

Coo(t) = ¢, (0)e®), (3.34)

e ainda podendo reescrever como

Ca(t) = —Ca{tfnltfn) (3.35)
As equagoes (3.34]) e (3.35]) constituem as regras para transi¢oes adiabaticas na

mecanica quantica. A fase geométrica, ou fase de Berry, apresenta algumas proprieda-

des, entre elas, a aparicao de algo andlogo a um potencial vetorial. Para deduzir isso,

comecaremos explicando por que o termo v, (t) =i fot (wnﬁ%) dt’ é complexo. A ideia é

que:
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(thnlthn) = c*¢ (3.36)

Ja que o 9, -, = constante a sua derivada resultard em zero.

(%I%) = (3.37)

Implicando que:

(bt = - (vl o) (3.39)

O termo a esquerda da equacao (3.38) é o complexo conjugado do termo a direita

da mesma. Portanto:

(i) == (vnl20) (3.30)

O termo a esquerda da equagao acima é, portanto, igual ao seu negativo. O
conjugado do termo a esquerda da equagao ¢é igual ao negativo do termo a direita
da equacao , pois esse termo é puramente imaginario. Com isso, demonstra-se que
o "bra-ket”na definicao de =, é puramente imaginario e, mesmo que os ¢’s se cancelem,
ainda havera uma fase.

Ao introduzir uma variacao temporal no Hamiltoniano, nao é exatamente o Ha-
miltoniano H ou a fungao de onda que variam diretamente com o tempo. Na verdade, é
algum parametro do Hamiltoniano que esté sendo alterado, como um campo magnético
ou a velocidade que varia com o tempo. Portanto, o tempo nao é a variavel que modifica
diretamente H, mas sim algo que altera o Hamiltoniano de forma indireta. Dessa forma,
obtém-se agora um conjunto de coordenadas.

0 dR
R(t) 815 =Rl (3.40)

A fase de Berry ir4a mudar para os parametros que estao sendo definidos.

@) =i [ (Bl (m) S (3.41)

3= [ T R (3.42)
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A equagao (3.42) é o formato da fase de Berry. J& a equagao (3.40) pode ser
generalizada para:

Oy _ O dRy 0P dRy 0 dR, dit
ot OR, dt +aR2 dt o OR, dt _(VR’@/}n) dt (343)
s - .

Quando se realiza uma integral de um ponto a outro sobre o vetor R, é possivel
chamar o termo resultante da integral de uma espécie de potencial vetor A. Se esse circulo

passar de Ripicial Para Rfing, mas 0 Ryina = Rinicia, poderia ter isso como um caminho
fechado. e reescrevendo a equagao ((3.44])

Y = jg(wnﬁwn) dR (3.45)

Onde i(Y,|VrYn) = A e a partir do teorema de Stokes pode-se fazer uma mudanca

na integral da equagao acima para:

Yo = fs o x A-di. (3.46)

O termo na equacao Vg x A = B. O campo magnético nao existe, mas parece de
forma que aqui é mostrado de forma matemaética. Portanto, agora como as defini¢oes ou

regras temos que:

e A é o potencial vetor que é de conexao de Berry;

e B=VxA échamado de curvatura de Berry.

Como é que o campo magnético que vem da fase de Berry (essa analogia do campo

magnético) tras informagao sobre o sistema? A resposta para isso pode ser dada como:
B=B;xA. (3.48)

Substituindo A em B obtemos:

B = i(V gt ||V gtbn). (3.50)

Agora deve-se encontrar o gradiente de ,,.
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O gradiente da expressao inteira, tera um termo que vai ser possivel isolar o termo
gradiente do ¥, Vrin.

(VH) ) + HIT0) = §rBultrn) + Bol 0 (3.52)

Aplicando um bra |¢,,)

Isolando ,,;
= _ (¢m|§RH|I/})
(1| V RYPn) = (En-F) (3.54)

Como B = i{V gthn|x|V r1y) posso colocar um conjunto completo no meio que re-

sultard em:

Substituindo a equagao (3.54) em ({3.66) resulta em:

= . nﬁH m mﬁH n
ORI LI

(3.56)

B da informacio de como a forma que o Hamiltoniano varia com o tempo (como
eles variam com estes parametros). Em outras palavras, se tem um sistema que foi ciclico
e saiu de uma posicao na qual o campo era nulo, saiu novamente de uma posicao variando
e voltou para um campo nulo. A funcao de onda, era do m-ésimo e continuou, mas
retornou de um sistema de campo nulo, s6 que nao é a mesma funcao de onda, pois
pela consequéncia da variacao dos parametros lembra uma espécie de campo magnético e
recebe uma fase geométrica.

Um fendmeno a qual podemos observar algo andlogo é o efeito Aharonov-Bohm.
Em um caso mais simples, particulas carregadas, como elétrons, ao passarem ao redor
de um solenoide longo, sofrem uma mudanca de fase na funcao de onda, causada pelo
potencial vetor associado ao campo magnético presente no solenoide. Isso resulta em uma
alteracao na fase da funcao de onda da particula. A fase adquirida agora é chamada de fase
de Aharonov-Bohm que surgi na funcao de onda ao resolvermos o problema de um elétron
que se propaga em uma regiao onde o campo magnético estd ‘concentrado’ em uma area
especifica do espago. Mesmo que o campo magnético esteja restrito a uma determinada

regiao, nas areas onde ele é nulo ainda existe a presenca de um potencial vetor. O ponto
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crucial no estudo da fase de Aharonov-Bohm é que, embora o potencial vetor nao seja
uma quantidade fisica diretamente associada a uma interacao, ele influencia a funcao de
onda nas regides onde o campo magnético é nulo (AHARONOV; BOHM, 1959).

Figura 3 — Imagem retirada do artigo original do Efeito Aharonov-Bohm, onde é mostrado
o esquema do experimento com o solenoide.

F Interference
NQIBH

Fic. 2. Schematic experiment to demonstrate interference
with time-independent vector potential,

Fonte: Y. Aharonov e D. Bohm. (1959).

Para demonstrar o fenomeno envolvido e, consequentemente, sua fase, utilizaremos
o exemplo do solenoide onde suponhamos o seguinte: um solenoide ideal com comprimento
[ - o0, ou seja, infinitamente longo, o que garante que o campo magnético esteja confinado
apenas no interior do solenoide. Na equacao de Schrodinger, B =V xA, Aéo potencial

vetor. Como o campo no solenoide estd na direcao Z, o campo magnético serda dado por:

B=Bz;re[0,a] (3.57)

Faz-se uma escolha tal que o rotacional fornece o campo B na direcao Z. Essa
escolha, chamada de transformagao de Gauge, garante que a equacao de Schrodinger seja
invariante sob tal transformacao. Nao apenas nesse caso, mas outras escolhas podem ser
feitas para garantir a invariancia da equagao de Schrodinger, se satisfizerem a condigao

B =V x A. Isso pode ser feito da seguinte maneira:

A A+Vf (3.58)

Como existem infinitas formas de escolher o potencial vetor A, ele, por si s6, nio
possui significado fisico e nao pode ser medido diretamente. O que possui significado fisico
e pode ser medido é o campo B. Para a regiao [0, a], ou seja, dentro do solenoide, o campo
B é nao nulo, mas precisamos analisar a regiao [a,b], que corresponde ao espago fora do
solenoide, onde o campo B = 0. O problema surge quando 7 = a, pois o potencial vetor
deve ser continuo, tanto dentro quanto fora do solenoide. No entanto, nessa situacao, ele
se torna descontinuo. Agora, é necessario definir o potencial vetor para a regiao onde

r > a. Portanto, precisamos de um potencial vetor que, quando r = a, tenha a solucao
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A= %Br@, mas cujo rotacional seja zero, ja que o campo fora do solenoide é nulo. Uma

das opgoes para esse potencial é:

A=—2 ®=nd’B (3.59)

Agora analisando um elétron fora do solenoide. Pelo fato de existir o potencial

vetor, ird se ter uma diferenca no sistema. E o Hamiltoniano é dado por:

LAy
H = 2m(P qA)? +ou(r) (3.60)
L (e (22 o
H = 2m( h*v* + Sy- +2ihA-V (3.61)
(3.62)

Para uma regiao onde r = b:

1 h? d? o\ ... & d
=— |-+ 2ih — 3.63
le b? d<p2+(27rb) e 2mwb? dy (3.63)
Portanto, dada a equacao de Schrodinger:
Hy =FEvy (3.64)
2 2ihdq d qo )2 2mh?
= - A7 =F 3.65
[ d2? " ok dgp““(znh Vb= Y (3.65)
Da equagao acima, o lado esquerdo podemos definir um termo [ e e outro £ como
sendo:
_ %q
p= 2rh’
¢ 2mb?
m
5 = h2 E - ﬁ27
E, portanto, a equacao ficard na forma de :
d L o d
———=Y+2thf— - &Y = 0. 3.66
Tt A~ € (3.66)

Na equacao acima pode-se colocar a solucao do ¥ do primeiro termo do lado
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esquerdo como uma exponencial do tipo:

= Aet?, (3.67)

Substituindo a equacao (3.67) na equacao (3.66)) resulta:

“A\2Aer? — 2B e — ee?? = () (3.68)

A= [ +£+/452 - 4e (3.69)
2mEb?

A=fz mh—Qb (3.70)

A exponencial do tipo da equagao ([3.67)) deve-se ter uma periodicidade em 27 pois
¢ é uma coordenada angular, portanto A tem uma conexao com o F, mas, ao mesmo

tempo, nao se pode ser qualquer valor, pois se for nao se pode dizer que é periédico entao

)\Zﬁi\/ﬂQ_+6=ﬂ:t\/2”2§b2. (3.71)

Para resolver a condicao de contorno eiA(#+27)

deve satisfazer:

PN@H2T) _ idg _ pidg AT (3.72)

Se o segundo e o terceiro termo da equacao acima cancelarem o que sobra é que:

eiX2r=1,A=1,2,3, ... (3.73)

E, portanto A =n deve ser um ntimero.

nzﬁi%\/QmE:n—5=%V2mE:» (3.74)
h? h?
=2mE = (n- ﬁ)Qﬁ = F = S (n-¢)? (3.75)

h2 oq \*
E = - . .
2mb? (n 27Th) (3.76)
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2rh 27r2£ oh
™
resulta na seguinte energia:

2 2
Mas, 3= 2L = ( 2 ) = (%)2 = ¢ = (i) onde ¢y € o quantum de fluro no que

_ 2:;2 (n - %)2 . (3.77)

Se mantivermos o raio b fixo, o sistema fisico (o elétron) nao poderd sair desse
raio, por exemplo, em um anel de raio b, onde existe um solenoide no centro. Nesse caso,
pode-se afirmar que a energia do elétron tera um formato parabdlico em relagao ao fluxo
magnético.

Embora nao exista campo magnético fora do solenoide, ha um potencial vetor
que se manifesta fora dele, simplesmente pelo fato de sua existéncia. Quando o campo
magnético dentro do solenoide aumenta, a energia do elétron comecara a oscilar, e essas
oscilagoes sao conhecidas como oscilagoes de Aharonov-Bohm nas energias.

O potencial vetor gerado pelo campo magnético dentro de um solenoide afeta as
energias de um elétron fora dele. A medida que o fluxo magnético aumenta, as energias
oscilam, resultando em niveis de energia que tém um formato parabdlico. Cada uma
dessas parabolas possui um vértice deslocado para cada valor de n, onde n é o indice que
multiplica a coordenada angular na solucao da equagao de Schrodinger. Nesse contexto,
n pode ser interpretado como um andlogo ao momento angular (DE MELLO; DOS SAN-
TOS, 1997).

O que acontecera com a funcao de onda dos elétrons é que a equagao de Schrodinger
dependente do tempo que as descreve sera:
o

s [@-ad) sy =inS). (3.78)

A ideia é que utilizando uma transformagcao de calibre para eliminar o potencial

vetor na equacao para que caso se consiga troca a funcao de onda por algo como:
b= 9y g = %[ A(F) dF (3.79)
0

O que faz com que a equacao de Schrodinger perca o termo do potencial vetor.
De modo que a equacao ira ficar em funcao de ?’. Isso pode ser demostrado partindo da
equagao (3.78) com a mudanca de que p = ihV e verificando como V atua sobre ¢ = €9y,

V= ei%%fhp' A (3.80)

O gradiente do 1 serd o gradiente de v = e¥91)’
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i = eig%gzw T (3.81)

(@ - %A) P = eIV’ (3.82)
- h . .

(P-qA)) = ;elgw// (3.83)

Agora é saber quanto vale a equacao:

(5=gA) (B -qA)0 = (5 - qA)v (3.:84)

- - O hh . -q - .
(-4 A) (B A = (- qA) =990 = “2 (AT + V) (3.8)
(5 - qA)*p = —h2e vy (3.86)

Agora pode-se simplificar a equagao de Schrodinger para:

| R, N
5 (B=aA) Y+ Vi =ih— (3.87)
! 2 !
L eIV + Vel = ihetd —— w h VR + V' = zhaw (3.88)
m om ot

Significa que agora o problema ¢ mais simplificado para uma forma para um pro-
blema sem campo, mas, a funcao de onda é verdadeira é 1) = €9 - 1)’ onde €9 é a fase
de Aharonov. . Com o uso da transformacao de calibre, foi possivel fazer uma equacao
de Schrodinger mais simples. Mas que sua solugao ¢ uma fungao de onda que se altera
por uma fase. A consequéncia disto é que no problema do solenoide, o elétron que passa

pela regido I tem uma fase diferente do elétron que passa pela regido II. Pois o A = %Tgp

depende da direcao do potencial.

g=+— / A(T)d?"‘:l:——?“/ dp = :I:q¢ (3.89)

g9

Ag =
9=

(3.90)
A dltima equacao é a diferenca de fase o que se conclui é que, se for aumentando
a corrente do solenoide se aumenta o campo e se muda o B que gera o fluxo. Mudando o
fluxo faz com que Ag = ‘”’ mude.
A fase vem de um potencial que nao deveria ter um sentido fisico, mas dentro da
propria equacao o que se estd influenciando é o fluxo magnético, o fluxo magnético tem o

sentido fisico. Mas com isso tem uma conexao entre o potencial vetor e fluxo magnético,
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entre o fluxo magnético e uma fase.
Uma pergunta que se pode fazer é se a fase de Berry e a de Aharonov-Bohm sao

0 mesmo, se um sistema ¢é descrito por um Hamiltoniano da equagao:

1 = o 1 -
(- ed) ol = ih S L[5 ed) + ol = B, (39)

A 1ultima equacao é colocada sobre autoestados e pode-se resolver a equacao com
a solugao de 1, = €¥9)! e agora se quer saber se é uma fase diferente da de Berry.
Na ideia de Berry, o "espaco”ao redor do elétron esta variando no tempo. E isso entra na

equagao de Schrodinger como um potencial que estard variando com o tempo.

=i f A(F) d7 (3.92)

Onde,

A =i(1hn|V g, n) (3.93)

O que esta sendo alterado na ideia de Berry é que se tem uma coordenada do centro da
caixa que estd sendo alterada e tem um potencial vetor do campo magnético A’ = %@.

Deve se verificar se o potencial vetor da fase de Berry é o mesmo do campo
magnético. Ou seja, se A’ = A ou se v = g. E partindo do pardmetro que estd vari-

ando R:

% [(P-ed)+ V], = EY, (3.94)

Onde ¥, = €99Y! e g = EfORA(F) dr e o potencial vetor de Berry é dado por:

E, portanto:

ki) = [ o0 R[S quten s ovm| (395)

—

- A -
(UnlFrin) =-ia+ [ Tnodi (3.96)
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Esse Bra-ket na teoria de Berry é o potencial vetor de Berry.

A= iyl Taa) =i(-i) AT (3.97)

Prova-se que g é um caso particular de v. Aharonov e colaboradores demonstraram
que g é, de fato, um caso particular da fase v de Berry. O célculo da fase de Berry, dado
por {1,|V rt, ), mostra que o vetor potencial encontrado é, na verdade, o mesmo vetor po-
tencial do efeito Aharonov-Bohm. Dessa forma, conclui-se que a fase de Aharonov-Bohm

e a fase de Berry sao apenas duas maneiras diferentes de observar o mesmo fenémeno.

Portanto, o que foi apresentado neste capitulo e no anterior fornece uma boa base de
referéncia para as discussoes do proximo. Os elementos abordados até o momento, como
a fase de Berry e o efeito Aharonov-Bohm, terao um papel importante neste trabalho.
Em particular, diante de defeitos topologicos em folhas de grafeno, os elétrons na rede
cristalina sofrerao alteracoes nas suas fungoes de onda, e serd possivel demonstrar como

essas mudan(;as ocorremni.
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4 MODELANDO DEFEITOS NO GRAFENO

Nas ultimas décadas, tem-se estudado bastante as estruturas cristalinas bidimensi-
onais, ou seja, cristais com espessura de um atomo. Nesse contexto, materiais 2D como o
grafeno — pioneiro nesse tipo de estrutura — abriram portas para estudos e descobertas
na area de fisica da matéria condensada, permitindo a identificagao de outros nanomate-
riais com algumas semelhancas. Um exemplo é o borofeno, que apresenta uma estrutura

semelhante a do grafeno, com uma fase estrutural em formato de favo de mel (PENG et
al., 2017; ALVAREZ-QUICENO et al., 2017; WANG et al., 2016; PIAZZA et al., 2014).

Figura 4 — O grafeno pode servir como base estrutural para outros alétropos.

Fonte: Geim, Andre K., and Konstantin S. Novoselov. ”The rise of graphene.” Nature materials 6.3
(2007): 183-191.

Em um cristal, é comum haver uma quantidade significativa de defeitos, os quais
desempenham um papel crucial nas propriedades do material. Quando ocorre uma mu-
danca na estrutura do cristal, conhecida como quebra de simetria, devido a presenca
desses defeitos, as propriedades do material podem ser alteradas. Existem diversas abor-
dagens para descrever defeitos em cristais, e uma delas é a teoria geométrica dos defeitos,
descrita no Capitulo 1, similar ao que é aplicado na gravitagao tridimensional. Esse for-
malismo matematico permite descrever e classificar defeitos de maneira mais precisa e
sera utilizado ao longo deste trabalho.

Até o momento, definimos o que é a fase geométrica de Berry e também o forma-
lismo matematico formulado por Katanaev e Volovich para descrever defeitos em cristais
com métrica nao trivial e andloga ao que é visto na gravitacao. Assim, foi discutido
como a mudanca na topologia de um meio, causada por um defeito, impacta consideravel-
mente o cristal. C. Furtado e colaboradores (FURTADO; BEZERRA; MORAES, 2000)

demonstraram ser possivel obter uma fase geométrica para elétrons na presenca de um
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defeito de deslocamento do tipo parafuso, com comportamento semelhante ao dos elétrons
quando submetidos a um fluxo magnético. Eles partiram de uma métrica baseada na te-
oria dos defeitos de Katanaev e Volovich, que contém um deslocamento do tipo parafuso

em coordenadas cilindricas.

ds® = g;jdz'dz; = (dz + Bd)* + dp* + p*d¢? (4.1)

Onde f§ = % é um parametro relacionado ao vetor de Burgers b. A torc¢io a qual

esta associada corresponde a uma singularidade conica na origem onde o inico componente

diferente zero do tensor de torcao é:

T' =2736%(p)dp A do, (4.2)

02(p) é a fungao delta bidimensional no espago plano. Com a densidade superficial
do vetor de Burgers na teoria classica da elasticidade é possivel mostrar que a geometria

tridimensional do meio tem caracteristica de uma torcao nao trivial onde o vetor é:

szl = ygel =273 =b. (4.3)

Adotando as seguintes triades para a métrica:e! = dz + fd¢, e? = dp e €3 = pd¢ onde a
torcao esta relacionada com tais objetos por:
T=de+T® re. (4.4)

Onde T'®) ¢ a conexao de Lorentz. A equacao de Schrodinger para este problema

¢ dada por:

h2

1 1
[0+ 20000,) + 500 0.7 | - B0 (45)

Onde sua solugido pode ser obtida usando ansatz[[] onde tem como:

Y = Cee™ R(n) (4.6)

lum ansatz é um palpite que se verifica depois por seus resultados.
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Em que C é a constante de normalizacao e substituindo a solucao acima na eq.

(4.5) obtemos:

[00,(p0,) = (1 - Bk)* + (€% - k*)p*]R(p) = 0. (4.7)

Onde é uma equagao diferencial de Bessel com solugoes do tipo:

Riy, "9 (Ap) o (£1)! Jy_pr (Ap). (4.8)

Onde os termos m? = (I - fk)? e A2 = - k2, e o sinal positivo corresponde ao caso

[ > -[Bk] e o sinal negativo ao | < —[Sk]. A mudanca de fase associada ao espalhamento
de uma tnica particula é dada por:

T T
=2 - 211. 4,
Om = 2l = Bkl + 2 (4.9)

E a amplitude de espalhamento é associada ao problema é:

= ! wo(p—7m)(1 - cos(m —ie N gin(n eii%
£(9) = o= |27 ( = m) (1 - cos(a)) G )| @

A expressao acima é analoga a equacao do efeito Aharonov-Bohm, mas, neste caso,
o vetor de Burgers desempenha o papel do fluxo magnético, estando associado ao fluxo de
torcao do defeito. Isso foi demonstrado na equacao , que mostra que a torgao é zero
em todas as regioes, exceto no defeito. E um comportamento semelhante ao observado
no efeito Aharonov-Bohm, onde o campo magnético é zero em todo o espaco, exceto no
solenoide (FURTADO; BEZERRA; MORAES, 2000).

A analise realizada por C. Furtado, V. B. Bezerra e F. Moraes destaca que a torcao
apresenta um comportamento semelhante a intensidade de campo no caso eletromagnético,
caracterizando a manifestacao do efeito Aharonov-Bohm no espalhamento de elétrons por
um deslocamento de parafuso, fenémeno conhecido como efeito eldstico de Aharonov-
Bohm.

Agora para obter a fase de Berry considera-se inicialmente a transformacao de
coordenadas que transforma a métrica da equagao (4.1) em uma métrica plana com co-
ordenadas (Z, p, ¢ ) é:
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b
2> 7 =2+—0. (4.11)
27
E a métrica resultard em:
ds? = dZ? + dp* + p*d¢?°. (4.12)

E agora teremos a equacao (4.6) na forma de:

w — ez’kZH’lgb (4'13)
¢ — 6il~cZ+in¢' (414)

O que nos dard um momento angular efetivo:
leffZTL—ﬁk, (415)

com n = 0,+1,+2 .- que depende do parametro do deslocamento, tais transformacoes
sao andlogas as transformagdes de gauge onde eliminam o potencial do efeito (AB) ele-
tromagnético, neste caso as transformagoes fazem o vetor de Burgers sumir da equacgao
Schrodinger devido a mudancga das condi¢oes de contorno. A equacao tem o signi-
ficado de que quando a particula circunda o deslocamento do parafuso, a funcao de onda

muda e ficard do tipo:

w - wl — 627T’Lleffw — e[27r7’(niﬁk)]w7 (4.16)

uma consequéncia do momento angular é que podemos definir seu operador:

logs = (8, + BO.). (4.17)

Para calcular a fase de Berry em um meio que contem um defeito do tipo des-
locamento de parafuso consideramos uma evolucao quantica de uma unica particula na

métrica descrita onde a equacao de Schrodinger dependente do tempo é:

() = H(R(0)0(0) (1.18)
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Onde H(R;(t)) é o hamiltoniano do sistema que depende de parametros R(t) = R;. Para
calcular a fase de Berry para um elétron na presenca de um defeito adota-se o método de

fator de fase de Dirac para descrever a solucao da equacao de Schrodinger por:

LdU(z,t) R 1 1 28 ’

Onde a solucao a partir do método do fator de Dirac pode ser do tipo:

W(p,¢) = L Py, ) (4.20)

Em que ¥g(p, ¢) é para o caso onde (3 = 0, ou seja, livre de defeitos, e a solugao da

eq. de Schrodinger resulta em:

U(t,p,6,2) = e'r e*(p, b) (4.21)

Considerando uma particula quantica em uma caixa perfeitamente refletora, ela
pode ser descrita por um pacote de ondas, sendo uma combinacao linear de diferentes
fungoes proprias do Hamiltoniano. Esses modos proéprios sao rotulados por n, o que
implica que o comportamento z do momento linear sera representado por K,. O vetor
R orienta-se da origem do sistema de coordenadas, que estd no defeito, até o centro da
caixa.

Na auseéncia de defeitos, a funcao de onda correspondente ao modo n é dada por
(R - x), onde x representa as coordenadas da particula centrada em R. Agora, se a
caixa for transportada ao longo de um circulo C', tendo o defeito como centro, a fungao
de onda serd modificada conforme o movimento.

Considerando uma versao nao abeliana da conexao gragas a degeneracao dos au-

tovalores de energia, para calcular a fase de Berry temos que:

A = (U (R - x)|Vre; (R - x)) (4.22)

I e J sao possiveis rotulos de degeneracao. utilizando o fator de Dirac para analisar

o produto interno obtém-se:
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(VL(R; = X3)|IVrYy (R — 7)) = (4.23)
i fc dSY (R = X;) + V] (R — ) [k BU (Ri - X;) VY] (R - ;)] (4.24)
(Un(Ri = Xi)| VR (Ri — ;) = ik, for (4.25)

E a partir da equacao acima pode-se obter a fase de Berry:

Y(C) =27 Bk, (4.26)

Esta analise feita por Furtado, Bezerra e Moraes (2000). mostra que é possivel
demostrar a existéncia de uma fase de Berry ou também chamada de fase geométrica em
meios com deslocamentos por meio da teoria geométrica dos defeitos desenvolvida por
Katanaev e Volovich.

Neste artigo, discute-se a semelhanga entre o efeito Aharonov-Bohm (AB) eletro-
magnético e o elastico. Esses efeitos podem ser observados mais claramente em uma
abordagem utilizando dimensoes extras, como ¢ o caso na teoria de Kaluza-Klen. Tal
teoria foi proposta para aplicacao na fisica de altas energias, com o intuito de juncao da
gravidade e eletromagnetismo a partir de uso de dimensoes extras. Posteriormente foi
substituida por teorias modernas como a teoria das cordas, mas que pode ser muito 1til
ainda para aplicacao na matéria condensada ja que se considera a teoria geométrica dos
defeitos em sélidos como uma analogia a gravitagao, ou seja, a teoria de Kaluza e Klein
pode ser utilizada na teoria de Katanaev e Volovich assim podendo ser aplicada como é
no caso da gravidade (BAKKE; PETROV; FURTADO, 2012).

Quando aplicada no contexto do grafeno, conforme discutido de maneira mais
detalhada na referéncia (BAKKE; PETROV; FURTADO, 2012), mostra-se a obtengao de
uma fase geométrica em meios com defeitos topoldgicos no grafeno. Os autores destacam
que essa abordagem, ao utilizar uma dimensao extra compacta, permite estender a métrica
bidimensional que descreve um defeito topoldgico em uma camada de grafeno para uma
métrica tridimensional. A adicao dessa dimensao extra possibilita descrever um grau de
liberdade para o ponto de Fermi, permitindo calcular a fase geométrica adquirida pela
funcao de onda de um férmion sem massa, que surge da mistura dos pontos de Fermi.

No capitulo anterior deste trabalho, foram discutidas as fases geométricas e o efeito
Aharonov-Bohm. Esses fenomenos sao possiveis quando a funcao de onda da particula
apresenta uma evolucao adiabatica no sistema. Aharonov e Anandan estenderam pos-
teriormente o conceito de fase geométrica para qualquer evolucao ciclica, o que ficou
conhecido como fase de Aharonov-Anandan. Assim, no contexto do grafeno, a fase obtida

é precisamente uma fase quantica resultante de uma evolucao ciclica.
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Para alcancar tal resultado, os autores consideraram defeitos no grafeno que podem
ser gerados por um processo de Volterra, ou ”corta e cola”, conforme demonstrado no
Capitulo 1 (KATANAEV,VOLOVICH, 1992; KATANAEV, 2005).



40

Portanto, para demonstrar como se obtém a fase geométrica no grafeno, é preciso
inicialmente descrever sua estrutura, representada por duas sub-redes, A e B, com os
vetores da célula unitaria by e by. Os vetores a; representam os vizinhos mais proximos

da rede, como mostra a imagem abaixo:

Figura 5 — Sub-rede do Grafeno

Fonte: Bakke, K., A. Yu Petrov, and C. Furtado. ” A Kaluza—Klein description of geometric phases in
graphene.” Annals of Physics 327.12 (2012): 2946-2954

Considerando apenas as interagoes do vizinho mais préximo na aproximacao de
ligacao apertada ou ligagao forte (ASHCROFT; MERMIN, 2011). O salto de um elétron

em uma rede planar de favo de mel é descrito pelo hamiltoniano:

H-t) (ala; + aia;) (4.27)

<%,7>

O operador a;r cria um elétron em um local 7, a; o aniquila em um local j e ¢ corresponde
a amplitude de salto.

Diagonalizando o Hamiltoniano usando a transformacao de Fourier que reduz pro-
blemas de encontrar valores de energia para apenas o problema da diagonalizagao em uma

célula unitaria em que para a(k) = e*-ia; resulta no Hamiltoniano:
R - {0 3 ikv; k

H—t f h(al, (Byal, iy [0 == Al (4.28)
c d apk

a transformada de Fourier dos operadores a k e agk estao associados as sub-rede A e B.

Diagonalizando o dltimo Hamiltoniano encontra-se a energia:

2k 3k
E = :I:t\/l + 4 cos? \/; Y +4cos 312% Cos \/; Y (4.29)

para valores especiais isolados de k, os autovalores de energia da equacao acima sao
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zero, esses pontos zeros sao chamados de pontos de Fermi ou pontos k. E dessa energia
é obtido seis pontos de Fermi onde dois deles sao inequivalentes sendo selecionado os
valores k, = 2{(1,%) e ko = —2{(1,%). No grafeno a banda de estrutura consiste
em uma de condugao que é proximamente vazia e uma banda de valéncia totalmente
preenchida, o que faz com que o Hamiltoniano tenha comportamento perto do nivel de
Fermi. Portanto, a superficie de fermi se reduz a dois pontos k localizados na zona de
Brillouin. As propriedades do grafeno podem ser descritas pela teoria dos férmions livres
num modelo continuo baseado na equacao de Dirac e dessa forma o Hamiltoniano tera

CO1mo:

Hy =ihvs(0"0, + 0Y0,) (4.30)

onde vy corresponde as velocidades de Fermi e o corresponde as matrizes de spin de Pauli
(atuando nos rétulos A/B. Os estados desse sistema sdo denominados pela dire¢ao do
vetor de onda k e pelo indice A ou B para as sub-redes, dessa forma trata-se os estados
na forma de |k;,A) e |k.,B). O Hamiltoniano descreve a transferéncia de um elétron
apenas da sub-rede A par a sub-rede B ou vice-versa.

Quando se fala de defeitos em grafeno, usualmente aqui nos referimos a defeitos
chamados de volterra (cortar e colar) esses estao associadas a simetria da molécula durante
sua criacio (BAKKE; PETROV; FURTADO, 2012).. Esse tipo de defeito consiste em
cortar uma sub-rede e colar em outra parte da rede de favor de mel fazendo com se gere
uma quebra na simetria do sistema e assim gerando um defeito, de forma que onde se
tinha um hexagono agora se tem heptagonos ou pentagonos. E isso pode ser visto nas

equacoes abaixo que representam campos de gauge ficticios.

f wydrt = —%az (4.31)
f Ayda = 277 (4.32)

A primeira equagao do primeiro campo w,, descreve o déficit angular de cones que
surge quando um espinor é transportado paralelamente ao redor do defeito. A segunda
equagao representa o fluxo de K-spin que constitui a mistura dos pontos de Fermi K, e
K_, quando um setor é removido da camada de grafeno devido ao corte para o processo
de Volterra. Essa segunda equacao, em especial, pode ser obtida de diferentes formas.
Uma abordagem ¢é a utilizacao de outras técnicas por meio da teoria de Kaluza-Klein para
mostrar a transicao de fase na funcao de onda, a fim de descrever uma forma geométrica
que leva a um segundo fluxo quantico ( GONZALEZ; GUINEA; VOZMEDIANO, 1993).

Na fisica de altas energias, um dos problemas mais intrigantes é a tentativa de
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unificar a gravidade com o eletromagnetismo. Em muitas teorias que tentam explicar
essa unificacao, é comum utilizar dimensoes extras além das ja conhecidas. Em 1921,
em busca dessa unificagao, Kaluza (KALUZA, 1921). sugeriu que o universo poderia ter
dimensoes espaciais adicionais, compactadas em um espago compacto minimo. Ele propos
um espaco-tempo penta-dimensional, ou seja, com quatro dimensoes conforme descritas
pela teoria da relatividade geral de Einstein, além de uma dimensao extra.

Klein (KLEIN, 1926) propos que essa dimensao extra y fosse compactada com to-
pologia circular muito pequena e com propriedade de periodicidade (77), tal que y' = y+7T.
Essa teoria é uma maneira de formular a relatividade geral em dimensoes maiores que qua-
tro, ou (3+1). (KALUZA, 1921; KLEIN, 1926; GONZALEZ; GUINEA; VOZMEDIANO,
1993)

Na equacgao (4), um segundo fluxo quantico nao é conhecido, mas, com base na re-
feréncia (GONZALEZ; GUINEA; VOZMEDIANO, 1993), pode-se descrever esse segundo
fluxo partindo da teoria de Kaluza-Klein, onde se descrevem os graus de liberdade do
ponto de Fermi ou do K-spin por meio dessa teoria.

Tomando um elemento de linha infinitesimal na presenca de um campo nao abeli-

ano:

ds® = g, dxtdz” + (dy + kB, dz")?, (4.33)

onde A, indica o potencial eletromagnético, x é chamada de constante de Ka-
luza, G, (x) é o tensor métrica em dimensao (2+1), y representa a dimensao extra. Em
uma aproximagao em folha de grafeno onde se introduz a dimensao extra y na métrica

bidimensional como:

ds?® = —dt* + dp2 + 772,02dg02 + (dy + %pdg@)% (4-34)

7 € o parametro ao qual relaciona ao angulo com defict onde esta correspondente
ao setor angular que se é “colado ou cortado” para formar o defeito. Sem a presenca da
dimensao extra, a equacao (6) descreve fases quanticas geométricas. n pode ser relacionado

com o numero setor removidos ou inseridos na folha de grafeno:

n=1--" (4.35)

Para intervalo como 0 < n < 1 relacionado a remocao de um trecho da folha para
formar o defeito e o intervalo 1 < n < oo esta ligado a implantagao de uma secao para

formar o defeito, o ng mostra o nimero de setores que podem ser cortados ou colados
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para construcao de cones de grafeno [14,2]. Para estudar a rela¢do da teoria de Kaluza-
Klein em férmions sem massa no grafeno é preciso usar um pouco da teoria quantica de
campos no espaco-tempo. Na teoria de Kaluza-Klein, a base nao coordenada é escrita
também como 7 = e?,(x) dx# e e?,(x) sdo chamadas de tétradas em um espago-tempo

(n="t,p,¢,y) onde y é a dimensao extra. Essa base satisfaz a equacao:

Gy () = €*u(x) €' (2) Nt (4.36)

L-ng .
RE% = I 92(7), (4.37)
Ng = diag(=1,1,1,1) é um tensor no espago de Minkowski, estabelecendo que
60 = dt,0' = dp, 62 = npdyp e 63 = Bpdp +dy. Onde as, tétradas podem ser escritas na

forma:

(1 0 0
0 1 0
en(x) = (4.38)
00 no O
00 %p 1
1 0 0 0
01 0 0
et(x) = 4.39
O P (4.39)
np
00 -2 1
n

No contexto para a equagao de Dirac para um férmion sem massa na teoria de

Kaluza-Klein pode ser mostrada como:

iy [au + %wmb(x)zab U =0, (4.40)

b:

onde Y% = 20 4bag matrizes de Dirac satisfazem a relagao, 7,7 = —2n? isso significa

2
que as matrizes v* sao definidas no referencial e correspondentes as matrizes de Dirac
padrao dadas no espago-tempo de Minkowski. Pode-se construir as matrizes de Dirac 4x4
a partir de 2x2 que atuam sobre os indices de pontos de Fermi e rétulos A/B e isso pode

ser mostrado como:
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70:71@,]:(0 I) (4.41)

10
yi=—ir?@ ol = (: _g) (4.42)
=i’y =l el = (é ?) (4.43)
St = (‘(’) f) (4.44)

I é a matriz identidade 2x2 e 3 é o vetor de spin, o? sdo matrizes de Pauli que satisfazem
a relacdo (oio7 + oJo?) = 2n% (i,7,k = 1,2,3), essa forma de representar as matrizes de

Dirac sao chamadas de Weyl ou Quiral. O termo wyq(.) satisfaz a equacao de Cartan:

d6® +wb A 0 = 0. (4.45)

Os componentes nao nulos podem ser escritos como:

wi = —w'y = —wf,(z)dp = ndp (4.46)
. w no

ws = —wi = wf,(2)dp = _wa' (4.47)

Portanto, nesse contexto a equacao de Dirac para um férmion sem massa pode

ficar na forma:

8\11 ( 8 1 ) 2 ov 2nQ 8\1! 8\1! no 5
) +1 Vtig———1 -— ¥ =0 4.48
s o " \op " ap wde 2oy F Gy dy 477/)7 ! (4.48)

Como a coordenada extra é periddica, pode-se expandir o espinor de Dirac em

modos de Fourier em relacao a dimensao extra:

U(t,p,p,y) = . Wt p, ) (4.49)

[—

O que se tem interesse é na fase geométrica, e para obté-la utiliza-se do método de

fator de fase de Dirac. Supondo que o espinor de Dirac seja escrito como:
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Ui(t,p, ) = W) (t, p, ), (4.50)

onde ¢ é a fase que a fungao de onda adquiri e ¥) ¢ a solucdo para a equacao de Dirac.
Como procuramos para férmions massivos como o elétron, a fase geométrica tem a forma

de:

1 n
¢ = f (—?723 - —922)@; (4.51)

2 4

no 2
p=m|l- 77r2 (4.52)
A fase geométrica, por nao ser obtida por uma evolucao ciclica em vez de uma
aproximacao adiabatica, é do tipo Aharonov-Anandan.

Para a descricao do fulereno, que é um derivado do grafeno, pode ser feita si-
milarmente a apresentada anteriormente para descrever defeitos, utilizando a teoria de
dimensoes extras. A diferenca agora é que, no caso do fulereno, em vez de coordenadas

polares, utilizam-se coordenadas esféricas, de modo que, na métrica da teoria de dimensoes

extras, isso pode ser escrito como:

2
ds? = Vf2dz€2 - R%d6° - o®>R?sin® 0d¢® - (dy + %ZR sin 0d¢2) . (4.53)
Para manter a relacao das tétradas 62 = et (z)dz+ é feita uma mudanga para os

tensores:

Vf 0 0 0
0 R 0 0
e*(x) = 4.54
“( ) 0 0 nRsinf 0 ( )
0 0 "TQRsine 1
v%, 0 0 0
o L& 0 o0
et(z) = R ) (4.55)
0 aRsinf 0
0 —% 1

Em que, as componentes diferentes de zero sao escritas como:
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wya(x) = w31 (x) = —arcosd (4.56)
wys(z) = —wii(z) = —7%9 cos (4.57)
Desse modo segue-se algo parecido no que foi descrito no caso do grafeno. Tanto

que pode se ver algo bastante parecido para o fulereno na equacao de Dirac para férmions

Sem 1massa:

Ny cot 0 R GOV 2N 0P 300
RS N t67°7°y =0
ZVfat R(86’+ 2 )¢+Zo¢Rsmt98gb il 2aay Hivg, y 4a RCO 7Y
(4.58)
E a fases geométricas é obtida mais uma vez como:
o - f (0‘008923 192 s 922) (4.59)
2 4
P = ravcos 3% - 3w (1 - a) cos 32 (4.60)

Portanto, é mostrado que tanto para o grafeno e o seu derivado, o fulereno, é
possivel descrever uma fase quantica geométrica que também pode ser chamada de holo-

nomia quantica para particulas na presenca de defeitos topoldgicos.
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5 CONCLUSAO

A presenca de defeitos topolégicos vem sendo estudada ha muitas décadas na fisica,
tanto na area de matéria condensada quanto em outras areas, como na fisica de altas ener-
gias. Esse problema esta relacionado a quebra de simetria e, neste trabalho, mostramos
como a presenca de um defeito topoldogico no grafeno altera as propriedades do material.
A existéncia de um defeito pode ser causada por diversos fatores, desde a sua formacao
natural até a criagao artificial, dependendo da aplicacao desejada.

Assim, mostramos que modelos andlogos gravitacionais, como a teoria de Katanaev
e Volovich para defeitos, e a de Kaluza-Klein, podem ser usados para descrever a obtencao
de holonomias quanticas. Estas representam mudancas nas propriedades de um sistema
quantico quando ele percorre um caminho fechado em um espaco de parametros. A partir
disso, como vimos, pode-se definir uma fase geométrica para um caso geral. No caso
particular de um sistema quantico que evolui lentamente, de forma adiabéatica, e retorna
ao seu estado inicial apds completar um ciclo fechado, define-se a fase de Berry, sendo um
caso especial da fase geométrica. Dessa forma, tal fenomeno abre portas para aplicagoes
como o desenvolvimento de portas logicas na computacao quantica, como discutido na
referéncia (CAVALCANTE; FURTADO, 2021). Em uma perspectiva futura, essas abor-
dagens podem ser aplicadas nao apenas ao grafeno, mas também a outros nanomateriais,
como o borofeno, um material 2D composto por atomos de boro, o que pode contribuir
para uma compreensao mais aprofundada da fisica nesse contexto. Na pesquisa na qual
cominou neste trabalho foi desenvolvida uma revisao sobre este nanomaterial, que, é de
recente descoberta, considerando que o grafeno ja esta a mais de uma década estudado
desde sua descoberta experimental (NARCISO; EMANUEL; CAVALCANTE, 2024).

Foi mostrado também que, ao utilizar a teoria de Kaluza-Klein, é possivel de-
monstrar o aparecimento de efeitos andlogos ao efeito Aharonov-Bohm. Além disso, foi
evidenciado que também é possivel observar algo semelhante a fase de Aharonov-Anandan,
que é um caso mais geral, onde a evolucao do sistema é ciclica. Essa evolucao é acom-
panhada pela aparicao dessas fases na funcao de onda quando ha a presenca de defeitos

topoldgicos.
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