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RESUMO

O presente trabalho visa apresentar, demonstrar e exibir algumas aplicagoes do teorema
de existéncia e unicidade de solugoes de equacoes diferencias ordinarias, mais conhecido
como teorema de Picard. Inicialmente, exploramos a histéria dos matematicos que con-
tribuiram (direta e indiretamente) para constru¢do do teorema, seguido com a teoria
preliminar através de uma revisao bibliografica, até chegarmos no resultado principal,
o qual demonstramos com riqueza de detalhes, explorando junto com algumas de suas
aplicagoes, especialmente no modelo logistico populacional e no lancamento de foguetes.
Por fim, deixamos algumas sugestoes para pesquisas futuras que podem ser desenvolvidas

a partir do que expomos.

Palavras-chave: equacoes diferenciais; modelo de Verhulst; lancamento de foguetes;

Teorema de Picard.



ABSTRACT

The present work aims to presentation, demonstrate and show some applications of the
theorem of existence and uniqueness of solutions to ordinary differential equations, better
known as Picard’s theorem. Initially, we explored the history of mathematicians who
contributed (directly and indirectly) to the construction of the theorem, followed by the
preliminary theory through a bibliographical review, until we reached the main result,
which we demonstrated in great detail, exploring together with some of its applications,
especially in the population logistics model and rocket launching. Finally, we leave some

suggestions for future researche that can be developed based on what we expose.

Keywords: differential equations; Verhulst’s model; rocket launch; Picard’s Theorem.
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1 INTRODUCAO

A Modelagem Matematica desempenha um papel fundamental no entendimento de
fenomenos complexos, nesse sentido os estudos das Equacoes Diferenciais Ordinarias tor-
nam uma excelente ferramenta para a compreensao de muito desses fenomenos e resolucao
de problemas diversos. Além de serem fundamentais para o entendimento de fenémenos
dinamicos, suas aplicagoes convergem para diversas areas, dentre elas estao a Matematica,
a Fisica, a Biologia, e até a Medicina. Contudo, um dos principais desafios estd em garan-
tir que essas equacoes tenham solugoes bem definidas, o que é crucial para a confiabilidade
dos modelos. Dentre todos os topicos dessa area destaca-se o Teorema da Existéncia e Uni-
cidade, ou popularmente conhecido como Teorema de Picard, que estipula condigoes
para solucoes de EDOs, além de ser uma ferramenta importante, pois estabelece suporte
tedrico para uma analise profunda sobre problemas sofisticados.

O teorema foi proposto pelo matemaético francés Charles Emile Picard. Todavia,
ja se havia resquicios do que vinha a ser futuramente as bases para a construcao desse
resultado, ou seja ele evoluiu gradativamente ao longo do tempo. A priori, foi se des-
tacando com base em sua finalidade, pois oferece garantias de existéncia e unicidade de
solugbes de problemas matemédticos (ou modelados matematicamente), sendo o motivo
pelo qual é conhecido como “Teorema da Existéncia e Unicidade”. E particularmente 1til
em modelos onde a continuidade das solucoes é fundamental, como no caso do modelo
logistico populacional e no modelo de lancamento de foguetes.

O modelo logistico populacional é amplamente utilizado na ecologia e em estudos
de dinamica das populacoes, pois descreve o crescimento limitado de uma populacao
em funcao de recursos finitos e questoes ambientais, visto que a aplicagao do teorema
nesse cenario nao apenas confirma a existéncia de solucao unica, mas também assegura
estabilidade do modelo diante de variagoes nas condigoes iniciais.

Por outro lado, o modelo de lancamento de foguetes, utilizado amplamente na enge-
nharia aeroespacial, abrange Equacoes Diferenciais Ordinarias que descrevem a trajetoria
e a velocidade de um foguete em funcao de variaveis, como a queima de combustivel em
relacao ao tempo. Neste aspecto, o teorema permite verificar que as trajetérias previstas
sao continuas e tnicas, colaborando para uma andlise mais confiavel dos fatores que in-
fluenciam diretamente ou indiretamente no lancamento. Dessa forma, torna-se possivel
realizar simulagoes mais seguras e precisas.

Este trabalho tem como objetivo aprofundar e explorar a compreensao do Teorema de
Picard. Primeiramente, analisando seu desenvolvimento histérico no decorrer dos séculos.
Depois, faremos uma breve exposicao sobre a teoria preliminar no qual abordaremos
alguns resultado prévios que serao usados para construcao do teorema, em seguida, de-

senvolveremos suas aplicacoes em dois modelos, que sao: no modelo de Verhulst e no
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Lancamento de foguetes, finalizando com nossas consideracoes finais, deixando também

algumas sugestoes para pesquisas futuras.
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2 CONTEXTO HISTORICO

Primeiramente, com base no objetivo principal deste trabalho, que é a demonstragao
e apresentacao de algumas aplicacoes do Teorema de Existéncia e Unicidade, também
conhecido como Teorema de Picard, destaca-se que é de extrema importancia mostrarmos
como os estudos foram desenvolvidos e por quem foram, de modo que tenhamos uma
melhor compreensao de como Picard se baseou para apresentacao do teorema. Assim,
é aberto um espaco para um aprofundamento historico sobre os primérdios do Calculo

Diferencial e Integral, em conjunto com as Equagcoes Diferenciais Ordinarias.

2.1 Isaac Newton (1643-1727)

Figura 1 — Imagem de Isaac Newton

Fonte:https: //mathshistory. st-andrews. ac. uk/

Nascido em 25 de dezembro de 1642, Isaac Newton revelou grandes habilidades
desde crianga, projetando miniaturas mecanicas engenhosas e deleitando-se com suas ex-
periéncias. Formou-se no Trinity College, em Cambridge. Foi nessa época que, devido
a um livro de astronomia que caiu em suas maos, sua atencao se voltou para a Ma-
tematica. Esse novo interesse levou-o a ler primeiramente Os Elementos de Euclides e
“La Géométrie” de Descartes. Ele também leu autores como Kepler, Viete e Wallis.
Assim, segundo |EVES | (2004), ndo demorou muito para que ele comegasse a criar sua
propria Matematica.

Sua primeira contribuigdo foi o Teorema do Binémio Generalizado (hoje conhecido
como Binémio de Newton em sua homenagem). Depois, desenvolveu os métodos de
fluxoes, como ele chamava o atual Calculo Diferencial. Do final do verao de 1665 até o
final de 1667, a Universidade de Cambridge esteve praticamente fechada devido a uma
doenca que se espalhava por todo o pais, chamada peste bubonica. Assim, devido a essas
condicgoes, foi necessario refugiar-se em sua casa. Entretanto, Newton continuou seus

estudos e experiéncias, abrindo portas em vérias areas do conhecimento, principalmente
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em Fisica e Matematica. Nao s6 isso, mas ele também desenvolveu o Céalculo e questoes de
fisica, como 6ptica, além de estabelecer os principios basicos de sua teoria da gravitagao.
Todavia, segundo (2004)), na pégina 436, pesquisas recentes mostram que esse
relato é um mito disseminado pelo préprio Newton para ajuda-lo a ganhar primazia na
questao da descoberta do Calculo.

Sendo mito ou verdade, Newton teve grande importancia, sendo considerado o pai do
Célculo e contribuindo direta e indiretamente para o desenvolvimento dessa nova area.
Certamente, como matematico, estd entre os maiores que o mundo j& produziu em todos
os tempos. Sua acuidade para com os problemas fisicos e a habilidade para aborda-
los matematicamente o fez destacar-se na historia da matematica e da Ciéncia. Como

resultado, o proprio Lagrange se referia a Newton como o maior génio de todos os tempos.

2.2 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Figura 2 — Imagem de Gottfried Leibniz

i = £E=
Fonte: htips: //mathshistory. st-andrews. ac. uk/

Nascido em 1 de julho de 1646, em Leipzig, Gottfried Wilhelm Von Leibniz foi
um dos maiores génios do século XVII e é considerado o rival de Newton na invengao
do Célculo. Quando crianca, aprendeu latim e grego por conta prépria, e aos 12 anos
de idade ja dominava amplamente o conhecimento corrente de Matematica, Filosofia e
Teologia. Por essa época, ainda menino, comecou a desenvolver as primeiras ideias de sua
“characteristica generalis”, uma concepc¢ao que envolvia uma matematica universal, algo
que posteriormente iria se manifestar na légica simbélica (2004))).

Segundo Howard Eves, no seu livro , antes de deixar Paris, onde estava
cumprindo uma missao diplomatica, e assumir o posto de bibliotecario e conselheiro do
Eleitor de Hanover, Leibniz ja havia descoberto o Teorema Fundamental do Caélculo,
desenvolvido grande parte de sua notagao para o assunto e estabelecido muitas féormulas
elementares de diferenciacao.

Ainda segundo (2004)), Leibniz inventou seu célculo entre 1673 e 1676. Nao s6

isso, mas usou pela primeira vez o simbolo de integral como a letra “S” alongada, derivado
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da primeira letra da palavra “summa” em latim, para indicar uma soma de indivisiveis.
As notacgoes de Leibniz sao as que mais utilizamos hoje. Assim, tendo como base tudo

o que ele produziu, Leibniz é considerado o pai do Célculo, assim como Newton. Eviden-

temente, ele fez varias contribuigoes e estabeleceu parametros para trabalhos posteriores

que viriam apés ele.

2.3 Johann Bernoulli (1667-1748)

Figura 3 — Imagem de Johann Bernoulli

Fonte: https: //mathshistory. st-andrews. ac. uk/

Nascido em 27 de julho de 1667, na Basileia, Johann Bernoulli foi um matematico
suico que estudou a reflexao e a refracao da luz, as trajetérias ortogonais de familias de
curvas, a quadratura de areas por séries e a braquistocrona.

Ele foi o décimo filho de Nicolas e Margaretha Bernoulli e irmao de Jakob Bernoulli,
sendo doze anos mais novo que seu irmao. Vale salientar que os dois irmaos tiveram
uma influéncia importante no desenvolvimento matematico um do outro. Consta-se que
era verdade que, em seus primeiros anos, Johann deve ter sido muito influenciado ao ver
Jakob seguir uma carreira matematica, apesar das objecoes de seus pais, que queriam que
ele seguisse o ramo empresarial.

Na Universidade de Basileia, Johann cursou Medicina, mas também estudou ma-
temdtica com seu irmao, que lecionava fisica experimental na mesma universidade. Logo
ficou claro que Johann dedicava a maior parte de seu tempo ao estudo dos artigos de
Leibniz sobre Célculo junto com Jakob. De modo que, apés dois anos de estudo conjunto,
Johann alcangou seu irmao em termos de habilidades matematicas.

Em 1690, Johann Bernoulli iniciou sua jornada académica com a publicagao de um
estudo sobre o processo de fermentacao, demonstrando interesse por areas além da Ma-
tematica. Surpreendentemente, no ano seguinte, em 1691, ele se dirigiu a Genebra, onde
assumiu o cargo de professor de Calculo Diferencial. Eventualmente, sua trajetéria o

levou a Paris, onde se encontrou com o circulo de Malebranche, um importante centro da
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Matematica francesa na época. La, teve a oportunidade de travar profundas conversas
matematicas com o Marqués de L’Hopital.

De L’Hopital ficou encantado ao descobrir que Johann Bernoulli compreendia os novos
métodos de Calculo que Leibniz acabara de publicar e pediu a Johann que lhe ensinasse
esses métodos. Assim, Johann concordou e as aulas foram ministradas em Paris, na casa de
campo de L’Hopital em Oucques. Porventura, Bernoulli recebeu um pagamento generoso
de L’Hopital por essas aulas, e de fato, elas foram muito valiosas, pois poucas pessoas
eram capazes de ministra-las. Logo adiante, apés retornar a Basileia, Johann continuou
suas aulas de Calculo por correspondéncia, o que nao foi barato para L’Hopital, que pagou
a Bernoulli metade do salario de um professor pela instru¢ao. No entanto, isso garantiu
a L’Hopital um lugar na historia da matematica, ja que ele publicou o primeiro livro
de Célculo, “Analyse des infiniment petits pour lintelligence des lignes courbes” (1696),
baseado nas li¢coes enviadas por Johann Bernoulli.

Johann também iniciou uma correspondéncia com Leibniz para ampliar seus estudos, e
essa troca revelou-se extremamente frutifera. Na verdade, acabou sendo a correspondéncia
mais importante que Leibniz teve. Naturalmente, esse foi um periodo de consideraveis
realizacoes matematicas para Johann, que produziu numerosos artigos sobre temas ma-
tematicos e publicou resultados importantes contidos em sua correspondéncia.

Além disso, uma corrente de ideias Matemaéticas continuou a fluir de Johann Bernoulli.
Sendo que em 1694, ele considerou a fungao senx = x* e também investigou séries usando
o método de integragao por partes. Para Bernoulli, a integracao era vista simplesmente
como a operagcao inversa da diferenciacao, e com essa abordagem ele obteve grande sucesso
na integracao de Equagoes Diferenciais. Ele somou séries e descobriu teoremas de adigao
para fungoes trigonométricas e hiperbdlicas usando as Equagoes Diferenciais que essas
funcoes satisfazem.

Johann Bernoulli alcancou grande fama durante sua vida. Com efeito, foi eleito mem-
bro das academias de Paris, Berlim, Londres, Sao Petersburgo e Bolonha. Assim sendo
conhecido como o “Arquimedes de sua época’, e esse titulo estd realmente inscrito em

sua lapide.
2.4 Leonhard Euler (1707-1783)

Nascido em 15 de abril de 1707, em Basileia, Leonhard Euler foi um grande ma-
tematico suico que fez enormes contribuicoes para uma ampla gama de areas da Ma-
tematica e da Fisica, incluindo Geometria Analitica, Trigonometria, Geometria, Céalculo
e Teoria dos Numeros.

Desde crianca, Euler demonstrou um grande talento para a Matemaética, incentivado
por seu pai, Paul Euler, que estudou Teologia e Matematica na Universidade de Basileia, e
por Johann Bernoulli, amigo de seu pai e um dos maiores matemaéticos da época. Acabou

ingressando na Universidade de Basileia com 14 anos, inicialmente seguindo os desejos de
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Figura 4 — Imagem de Leonhard Euler

Fonte: htips: //mathshistory. st-andrews. ac. uk/

seu pai para estudar Teologia, mas rapidamente mudou seu foco para a Mateméatica com
a aprovacao do pai e a persuasao de Johann Bernoulli. Ele completou seu mestrado em
Filosofia em 1723, comparando as ideias de Descartes e Newton, e logo depois comecou a
publicar seus primeiros artigos.

Em 1727, Euler foi convidado para Sao Petersburgo pela Academia Russa de Ciéncias,
onde trabalhou com muitos cientistas renomados, como Daniel Bernoulli e Christian Gold-
bach. Em 1730, tornou-se professor de Fisica e, em 1733, apds a saida de Johann Bernoulli,
assumiu a cadeira de matematica sénior. Destaca-se esse periodo que foi marcado por um
aumento significativo em sua producao académica e pela realizacao de varios projetos de
estado.

Posteriormente, em 1741, Euler mudou-se para Berlim a convite de Frederico, o
Grande, e permaneceu l4 por 25 anos, produzindo cerca de 380 artigos e varios livros
sobre diversas areas da matematica tedrica e aplicada, incluindo Calculo das Variagoes,
Analise e Construgao Naval. Nao s6 isso, mas também atuou como consultor do governo
em diversos assuntos e supervisionou projetos praticos, como a corregao do nivel do canal
Finow e o sistema hidraulico de Sans Souci.

Logo depois, em 1776, Euler retornou a Sao Petersburgo, onde continuou a trabalhar
intensamente, mesmo apos ficar quase totalmente cego devido a uma doenga. Surpreen-
dentemente, ele produziu quase metade de suas obras apds a cegueira total, com a ajuda
de seus assistentes, incluindo seu neto. Desse modo, Euler continuou trabalhando até sua
morte, em 1783, quando sofreu uma hemorragia cerebral apés um dia de trabalho normal.

E notério que Euler fez avancos significativos no estudo das Equagoes Diferenciais,
sendo um dos primeiros a sistematizar métodos para resolvé-las, tanto lineares quanto
nao lineares. Ele introduziu métodos que permitiam tratar Equagoes Diferenciais em

forma algébrica, facilitando sua resolucao e fornecendo uma base metodolégica para o

desenvolvimento de vérias dreas da Matemética. Para mais detalhes, veja| EULER | (1732).
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2.5 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Figura 5 — Imagem de Augustin-Louis Cauchy

Fonte: https: //mathshistory. st-andrews. ac. uk/

Nascido em 21 de agosto de 1789, em Paris, Augustin-Louis Cauchy foi um dos
pioneiros no estudo da Analise, tanto real quanto complexa, e na Teoria dos Grupos
de Permutacao. Além disso, ele pesquisou convergéncia e divergéncia de séries infinitas,
Equagoes Diferenciais, Determinantes, Probabilidade e Fisica Matemaética.

Durante sua infancia, devido aos acontecimentos politicos da Revolucao Francesa, sua
vida foi dificil. Assim, ainda jovem, mudou-se com a familia para Arcueil para escapar
dos perigos em Paris, retornando posteriormente. Sobretudo, sua educacao foi fortemente
influenciada por seu pai e por matematicos renomados como Laplace e Lagrange, que
frequentavam a casa da familia Cauchy.

Logo depois, ele comegou sua educagao formal focando inicialmente em linguas classicas
antes de ingressar na Ecole Polytechnique em 1805, onde estudou sob a supervisao de La-
croix, de Prony, Hachette e Ampere. Entao, continuando sua formacao, ingressou na
Ecole des Ponts et Chaussées, onde se destacou como um excelente aluno por seu traba-
lho pratico. Desse modo, foi designado para o projeto do canal Ourcq, onde trabalhou
com Pierre Girard.

Posteriormente, Cauchy realizou importantes pesquisas matematicas e provou em 1811
que os angulos de um poliedro convexo sao determinados por suas faces. Apds varios
trabalhos, ele buscava uma carreira académica e, depois de varias tentativas, conseguiu
alcanca-la. No entanto, devido as suas fortes convicgoes religiosas e politicas, frequente-
mente entrou em conflito com colegas e autoridades, inclusive, apds a revolucao de Julho
de 1830, ele se recusou a prestar juramento de lealdade ao novo regime, resultando na
perda de seus cargos académicos. Com isso, passou algum tempo na Suica e na Italia,
onde lecionou e continuou suas pesquisas, retornando a Paris em 1838 e recuperando seu

cargo na Academia de Ciéncias. Ainda assim, continuou a enfrentar desafios politicos e
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académicos.

Nota-se que suas contribuigoes foram numerosas. Cauchy foi pioneiro na introdugao
de rigor matematico ao Calculo, definindo formalmente conceitos de limites, continuidade
e integrais, estabelecendo uma base sélida para a Analise Matematica. Essa formalizacao
foi crucial para o desenvolvimento de métodos precisos para lidar com Equagoes Diferen-
ciais. Dessa maneira, Cauchy foi o primeiro a formular uma férmula rigorosa e a provar
certos resultados, estabelecendo condicoes para a existéncia e unicidade de solugoes para

Equagoes Diferenciais, langando as bases para o teorema da existéncia e unicidade.

2.6 Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903)

Figura 6 — Imagem de Lipschitz

Fonte: https: //mathshistory. st-andrews. ac. uk/

Nascido em 14 de maio de 1832 em Bonkeim, Rudolf Otto Sigismund Lipschitz
nasceu na propriedade de seu pai. Infelizmente nao hé relatos escritos sobre sua infancia,
mas ele iniciou seus estudos universitarios ainda jovem, ingressando na Universidade de
Konigsberg e estudando com Franz Neumann. Seguindo o costume da época, Rudolf se
mudou para Berlim, onde estudou com Dirichlet. No entanto, este nao foi um periodo
facil para ele, pois ficou doente e precisou tirar um ano de seus estudos para se recuperar.
Ainda assim, completou seu doutorado em 9 de agosto de 1853.

Apés seu doutorado, Rudolf passou quatro anos lecionando no ginasio de Konigsberg
e em Elbing. Mas s6 em 1857 ele se tornou Privatdozent (titulo universitario préprio
das universidades de lingua alema na Europa) na Universidade de Berlim, um cargo de
professor reconhecido que nao fazia parte do quadro de funcionarios assalariados. Em
1862, tornou-se professor extraordinario em Breslau.

Logo depois, durante seus dois anos em Breslau, Rudolf escreveu dois artigos que nao
foram muito importantes. Posteriormente, foi nomeado professor ordinario pela Univer-
sidade de Bonn, onde passou o resto de sua carreira, deixando Breslau na Péascoa de
1864.
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Surpreendentemente, Rudolf fez contribuigoes importantes e frutiferas na Teoria dos
Numeros, na Teoria das Funcoes de Bessel e das Séries de Fourier, nas Equagoes Diferen-
ciais Ordindarias e Parciais, bem como na Mecanica Analitica e na Teoria do Potencial.
No entanto, o trabalho mais importante de Rudolf, e pelo qual ele é mais lembrado, é
pela “condicao de Lipschitz”, veja [LIPSCHITZ | (1876)), uma desigualdade que garante
uma solucao tnica para a equacao diferencial y’ = f(x,y) . Que, posteriormente, Peano
desenvolveu um teorema de existéncia para equacoes diferenciais, fornecendo condicoes

que garantem pelo menos uma solugao.” Vejam também ARZELA (1895)).

2.7 Giuseppe Peano (1858-1932)

Figura 7 — Imagem de Giuseppe Peano

il

Fonte: https: //mathshistory. st-andrews. ac. uk/

Nascido em 27 de agosto de 1858 na Italia, Giuseppe Peano foi o fundador da légica
simbdlica, com interesses centrados nos fundamentos da matematica e no desenvolvimento
de uma linguagem légica formal.

Ele cresceu em uma familia humilde, que trabalhava na agricultura. Porém, estudou
na escola da aldeia em Spinetta e, posteriormente, em Cuneo, onde se destacou por sua
inteligéncia. Um tio, Martino, reconheceu seu talento e o levou para estudar em Turim
em 1870. Completou seus estudos no Liceo Cavour em 1876 e ingressou na Universidade
de Turim no mesmo ano.

Logo depois, em 1880, formou-se doutor em Matematica e imediatamente ingressou
no corpo docente da Universidade de Turim como assistente de D’Ovidio. No mesmo
ano, publicou seu primeiro artigo matematico. No ano seguinte, em 1881, tornou-se
assistente de Angelo Genocchi. Com a satude debilitada de Genocchi, Peano assumiu
parte das responsabilidades de ensino e, trés anos depois, publicou o “Curso de Calculo
Infinitesimal”, baseado nas palestras de Genocchi, mas com contribui¢oes préprias.

Posteriormente, em 1886, Peano provou que, se f(x,y) é continua, entdo uma EDO

tem uma solucao. Quatro anos depois, em 1890, demonstrou que as solugdes nao eram
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unicas, exemplificando com a equacao diferencial %3%/3. Esse resultado foi um avanco
significativo porque, antes disso, a existéncia de SO%U(;@GS para equacoes diferenciais era
garantida sob condig¢oes mais restritivas, como as fornecidas por Cauchy e Lipschitz.

Dando continuidade aos seus trabalhos, apresentou os famosos axiomas que definem os
numeros naturais em termos de conjuntos, publicados em Arithmetices Principia Nova
Methodo Fxposita no ano de 1889. Esse trabalho foi fundamental para a légica matematica
e seus fundamentos. Além disso, Peano inventou as curvas de preenchimento de espaco,
demonstrando mapeamentos continuos do intervalo [0, 1] para o quadrado unitario, o que
surpreendeu a comunidade matematica da época.

Logo, é reconhecido que a carreira de Peano foi marcada por inovacoes matematicas
significativas e uma dedicagao a precisao e o rigor. Seus axiomas e métodos continuam a
ser fundamentais na matematica moderna, e sua abordagem légica influenciou geragoes
subsequentes de matematicos e cientistas. Para ver o trabalho original, indicamos|PEANO

(1890).

2.8 Charles Emile Picard (1856-1941)

Figura 8 — Imagem de Picard

Fonte: https://mathshistory. st-andrews. ac. uk/

Nascido em 24 de julho de 1856 em Paris, Emile Picard foi um destacado matemético
dos séculos XIX e XX, com contribuigbes significativas em Geometria Algébrica, Elasti-
cidade, Calor e Eletricidade.

Foi criado em uma familia cujo pai era gerente de uma fabrica de seda e morreu durante
o Cerco de Paris em 1870, consequéncia da Guerra Franco-Prussiana. Assim, Picard e
seu irmao foram sustentados por sua mae, filha de um médico, que garantiu a educacao
dos filhos apds a morte do marido.

Logo depois, Picard estudou no Lycée Napoléon, onde se destacou em varias disci-

plinas, apesar de inicialmente nao gostar de Matematica. No entanto, durante as férias,
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apés terminar o ensino secundario, seu interesse pela Matematica foi despertado ao ler
um livro de Algebra.

Posteriormente, Ele ingressou na Ecole Normale Supérieure, onde se destacou, ficando
em primeiro lugar nos exames de admissao. Apds receber sua agrégation (licenciatura)
em 1877, trabalhou como assistente e foi nomeado professor na Universidade de Paris
em 1878 e, posteriormente, em Toulouse em 1879. Em 1881, foi nomeado maitre de
conférence em Mecanica e Astronomia na Ecole Normale e retornou a Paris. Em 1885, foi
nomeado para a cadeira de Calculo Diferencial na Sorbonne, embora tenha inicialmente
enfrentado um regulamento que impedia que alguém com menos de trinta anos ocupasse
a cadeira. Todavia, em 1897, ele trocou sua cadeira para a de Anadlise e Algebra, focando
na formacao de alunos de pesquisa.

Destaca-se que Picard recebeu reconhecimento de Jacques Hadamard, que destacou
sua habilidade como professor, enfatizando sua capacidade de ensinar temas complexos de
forma clara e detalhada. Além disso, Picard treinou mais de 10.000 engenheiros entre 1894
e 1937 na Ecole Centrale des Arts et Manufactures, influenciando geragoes de cientistas
e engenheiros.

Emile Picard também fez contribui¢oes fundamentais para o campo das Equagoes
Diferenciais, particularmente através do desenvolvimento do método das aproximacoes
sucessivas e do estabelecimento das condigoes de existéncia e unicidade das solugoes para
Equacoes Diferenciais Ordindrias (EDOs). Desse modo, suas técnicas e teoremas for-
maram uma base para muitos avancgos subsequentes na teoria das equacgoes diferenciais,
influenciando tanto a pesquisa tedrica quanto as aplicacoes praticas, como sera discutido
nos capitulos seguintes deste presente trabalho. Os trabalhos originais de Picard podem
ser estudados em PICARD | (1890) e PICARD | (1893)).

Em resumo, vemos que o teorema de Picard foi fruto de uma construcao histérica feita
ao longo de, aproximadamente, 200 anos. Além disso, existiram algumas versoes desse
resultado até se chegar na formulagao atual, a saber, Cauchy mostrou que se a fungao
presente no PVI é diferencidvel, entao este tem solugao. Em seguida, Lipschitz mostrou
que, diante da condicao que hoje leva seu nome, a qual é uma hipétese mais fraca do que
a diferenciabilidade proposta por Cauchy, o PVI ainda assim tem solugao. Passado algum
tempo, Peano mostrou que a funcao precisa ser apenas continua, e finalmente, Picard
exibiu com seu operador condi¢oes nao apenas para existéncia, mas também a unicidade
de solugao do PVI.
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3 TEORIA PRELIMINAR

Neste capitulo abordamos conceitos preliminares e suas definicoes para uma futura e
melhor compreensao do Teorema de Existéncia e Unicidade e suas Aplicacoes, junto com
suas demonstracoes. Dentre os conteidos, abordamos a definicao de Equacoes Diferenciais
Ordindrias (EDO), solugdo de uma EDO, o problema do valor inicial (PVI), Espagos
Métricos, Aplicacao Lipschitziana, Aplicacao localmente Lipschitziana, Contragao, Ponto
Fixo, entre outras. Para um estudo com maior acuidade, indicamos a leitura de VIANA
(2022).

3.1 Equacgao Diferencial Ordinaria (EDO)

Definigao 3.1. Sejam ¢t € R,d € N,U ¢ R¥*! = R x R um aberto e F': U — R? uma

aplicacao continua. Uma Equagao Diferencial Ordinaria é uma expressao da forma:
e ® = Ptz o, ... a*D), (3.1)

em que z(®) denota a derivada de ordem k de x = z(t) € R%.

Observacao 1. Ordem e dimensao
E chamada de Ordem da EDO, a derivada de mais alta ordem da equagao, no caso

k, e o numero d é chamado de Dimensao da EDO.

Agora, tome a EDO de ordem k dada em (3.1), e note que esta pode ser reescrita
como um sistema de n equacoes diferenciais de primeira ordem. Com efeito, facamos as

seguintes substituicoes:

x;{,‘—l = F(taxwrl) '“75616—1)’

e entao, montamos por meio dessas substituigoes a EDO

y' =G(t,y), (3.2)

em que y = (x,21,...,Tp_1) €

G(t7y) = (:Ula vy Tk—1, F(tamaxl,‘..,xk,l))

Assim, toda EDO poder ser transformada em uma equagao de primeira ordem. Por-
tanto, teoricamente, qualquer resultado que provarmos para EDOs de primeira ordem,

vao continuar validos para equacoes de mais alta ordem.
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Definicao 3.2. Solugao de uma EDO

Uma solugao para (3.2), tomando G = F', é uma aplicagao
v:I— R4
de classe CF, tal que:

(1) I é um intervalo;

(2) xeRE Vtel;

®) =P,

3.2 Problema do Valor inicial (PVI)

Sejam [ um intervalo da reta, U ¢ R um aberto e F : U — R¢ uma aplicacao
continua. Fixado um par (tg,20) € U, define-se o Problema de Valor Inicial (PVI)

associado a F' ao problema dado por

dx
@ =) (3.3)

[E(to) =X

Tendo em vista tudo que foi exposto até aqui, é interessante refletirmos sobre as seguintes

perguntas:

Pergunta 1: Todo PVI tem solugao?
Pergunta 2: Se sim, quantas sao as solucoes?
Pergunta 3: Quais sao as condicoes que se deve impor sobre a aplicacao F' de modo que

um PVI tenha uma tnica solugao?

Respondendo as perguntas, comecando pela Pergunta 1, considere o seguinte PVI:

a1 (3.4)
z(0) =1

Para determinar a funcao que torna a primeira igualdade verdadeira, pode-se recorrer

ao método de variaveis separaveis, obtendo:
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dt — t x ot
/dx 3dt
= _— = _
x t
= In|z|=3nlt|+C)
= Inlz|=In|t}] + C,

= 2(t) = Ct?,em que C =,

Agora perceba que z(0) = 0, para todo C' € R e como a condigao inicial de (3.4) é z(0) =1,
segue que tal PVI nao tem solugao.

Para respondermos a Pergunta 2, considere agora o seguinte PVI:

et (3.5)
z(0)=0

Agora, pelos mesmos cdlculos anteriores, x(t) = Ct3 é a fungao que torna a primeira
igualdade verdadeira. Além disso, como z(0) = 0 para qualquer que seja C' € R, entdo
neste caso, o PVI (3.5) tem infinitas solugoes, que estao ilustradas geometricamente no

grafico a seguir:

Figura 9 — Infinitas solucoes

Cl ta Czta Cﬁts

Fonte: Elaborado pelo autor, 202/

Continuando agora, considere o seguinte PVTI:

.t (3.6)
z(1)=1
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E novamente z(t) = Ct? é a fungao que torna a primeira igualdade verdadeira. Sendo
assim, impondo a condicdo inicial, chega-se em C' = 1, e portanto, xo(t) = t3 é, nesse
caso, inica solugao de (3.6). Dessa forma, respondendo & Pergunta 2 e parcialmente
a Pergunta 3, a quantidade de solucoes depende de outros fatores, um deles que ficou
claro com esses exemplos ¢ valor inicial que foi imposto.

Pela discussao desenvolvida até aqui concluimos que o valor inicial influencia no fato
do PVI ter, ou nao, solugao, e ainda mais, em caso afirmativo, pode também influenciar
na quantidade dessas solugoes. Agora, para respondermos a Pergunta 3, precisamos
antes apresentar toda uma teoria pleliminar, uma vez que a resposta desta é o Teorema

de Picard, objeto principal de estudo desse texto.
3.3 Espacgos Métricos

Definicao 3.3. Seja X # @ um conjunto e

d: X xX — R
(z,y) — d(z,y)

O par (X,d) é dito Espago Métrico quando:
(1) d(z,y) 20, ed(x,y) =0« z=y, Vr,yeX;
(2) d(z,y) =d(y,x),V v,y € X;
(3) d(x,2z) <d(z,y)+d(y,z),¥V x,y,z € X.
Nestas condic¢oes dizemos que d é uma métrica em X, chamada funcao distancia em

X. Assim, (X,d) é um espago métrico quando d é uma métrica em X.

Para que tenhamos uma melhor compreensao, vejamos um exemplo a seguir de um

espacgo métrico bastante conhecido:

Exemplo 3.1. Considere o conjunto R dos nimeros reais. A seguinte fungao

d:RxR — R
d(z,y) — |v-y|

¢ uma métrica sobre R. De fato
(1) Queremos provar que d(x,y) >0 e d(z,y) = 0 < x = y. Ora, mas com a métrica d
considerada, temos d(x,y) > 0 < |z —y| > 0, o que ja é verdade dentro da definigdo de

modulo de um nimero real.

d(z,y) >0 e d(z,y) =0 <= x =y. entao
d(z,y) 20 < |z -y|[>0
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Além disso,

d(l/’,y):O — |l‘-y|=0
— z-y=0

= T=9.

(2) Sabemos que o modulo da diferenca representa a distancia desse dois nimeros reais,

e por definicao é comutativo, entao temos que:
d(x,y) = d(y, x) < |z -yl =y - z|.
(3)
d(z,z) =d(z,y) +d(y,z) <= |x - z| < |z —y| + |y - 2|
Recorde que a desigualdade triangular do médulo, é da forma
|z + 2| < |z| + |2].
Ora, mas note que
v-z=(x-y)+(y-=2).
Sendo assim, temos
o=zl =|(z-y)+ (y-2)| |z —yl+y -2l

Definigao 3.4. (Espago Métrico Completo) O par (X, d) é dito um Espago Métrico

Completo quando toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X.

Defini¢ao 3.5. (Aplicagao Lipschitziana) Uma aplicagdo entre espagos Métricos T :

X — Y é dita lipschitziana quando existe uma constante A > 0 tal que
d(T(z),T(y)) < A-d(z,y), ¥V z,y e X.
Defini¢ao 3.6. (Aplicagao Localmente lipschitziana) Uma aplicacdo
F:U—R?

em que U ¢ R é um aberto é dita Localmente Lipschitziana em = quando para todo
(to,z0) € U existem d > 0, A > 0 tais que B(to,9) x B(zo,0) c U e ||F(t,z1) - F(t,22)]| <
A ||l‘1 — IQ”, Vite B(to,é) eV T1,X9 € B(JZ(),(S)
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Defini¢ao 3.7. (Contragao) Seja (X,d) um espa¢o métrico. Uma aplicagao
T:X—X

é dita uma Contragao quando existe uma constante 0 < A < 1 tal que d(T'(z),T(y)) <
A-d(z,y),Vao,yeX

Definicao 3.8 (Ponto fixo). Seja (X, d) um espago métrico e 7' uma aplicac¢ao da forma
T: X — X.

Um ponto z € X é dito ponto fixo quando T'(x) = x.

Teorema 3.1 (Ponto fixo para contragoes). Se T': X — X ¢ uma contragio em um

espaco métrico completo, entao existe um unico ponto fixo x € X dessa aplicacao.

Demonstracao.
(Existéncia) De fato, seja k e Nu{0} e 2y € X um ponto fixado (valor inicial). Agora,

defina a sequéncia a seguir:
T(xo) =x1; T(x1) =25 ..; T (k) = Ty -
Dai, como T' é uma contracao, existe 0 < A < 1 tal que

d(T(zy), T(xk-1))(por definicio da sequéncia)

A(Tge1, k)

N

< A-d(zg,x_1) (Pois T é uma contragao)
= X -d(T(xx-1),T(zg-2)) (por definigdo da sequéncia)

< AN -d(wp_9,753) (pois T é uma contragao)

e prosseguindo com esse raciocinio, chegamos a seguinte desigualdade:
d(Tpsr, 21) < N d(21,20), (3.7)

Agora, dado p € N note o seguinte:

p-1

d(Tgsp, Tp) < Z d(Tg4iv1, Trei) (Desigualdade triangular) (3.8)
=0
p-1 )
< YN d(zq,0) (Pois T é uma contragao), (3.9)

1+0
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e agora perceba o seguinte:

/\k

1-\ A1

N T LA AR
1

XN(1-N)

> 1

pois A7 € (0,1) e (1-X) €(0,1) e isto nos diz que

)\k'
1-)\

)\k+i <

e portanto, podemos substituir em (3.9 sem alterar o sinal da desigualdade, com isso,

k
1-A

d(Tpap, 1) < d(z1,x0)

e como A\ — 0 quando k — oo segue que dado € > 0 existe um kg € N com k > kg tal que
d(xk+p7 I’k) <ég,

e isto nos diz que a sequéncia (7'(zy)) inicialmente definida é de Cauchy, e portanto,
convergente para algum ponto z, € X, uma vez que X ¢ um espago métrico completo.

Por fim, note o seguinte:

T(xq) = %L%T(xk)
R

= :C(I7
e com isso, x, € X ¢ um ponto fixo da aplicagao 7', provando assim sua existéncia.

(Unicidade) Sejam z,,z, € X dois pontos fixos tais que T'(x,) = x,, e T'(x,) = z,. Dali,

tem-se

d(zy, ) d(T(xy),T(x,)) (por defini¢do)

IA

A-d(xy,x,) (pois T' é uma contragio)

e desta desigualdade, obtém-se

d(xy,zp) = A d(@y,2,) 0= (1= X) - d(zy, 2,) <0,

e como 1-\ > 0 esta desigualdade é verdadeira apenas quando d(z,,x,) = 0 isto é, quando
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Z, = T, € a unicidade do ponto fixo estd provada. n

Proposicao 3.1. Sejam

Y ={v:(to-¢,to+c) — B(x0,9); 7 € continua}

d(71,72) = sup{|lva () = v2(Dl; L€ (to -, to + )}

Entao, o par (Y,d) é um espago métrico completo

Demonstrag¢ao. Veja em, LIMA, E. L. Elementos de Topologia Geral Capitulo 6, pags.152
a 153. O

Lema 3.1 (Operador de Picard). Seja (Y,d) conforme apresentado na proposi¢do
anterior. Se F € localmente Lipschitziana em J, entdo dado € > 0 suficientemente pequeno,

a saber,

8<min{5 i i}
7M7C b

o operador

LY — Y
v YO w0+ [ F(sa(s)ds

to
estd bem definido e € uma contragao.

Demonstragao. De fato, como F' é Localmente Lipschitziana em ~, em particular, F é
continua, e como Y é um espago métrico completo, segue que F' é integravel em Y, além
de que F' é continua e seu dominio de integracao ¢ limitado, e portanto, L esta bem

definido. Além disso, note o seguinte:

1L (1) — o = / Fs,(s))ds

to

e como Y é um espago métrico completo, existe um

e portanto,

M = sup{[|F(t, )|} (t.) € B(to,8) x B(z0.0)}
1L (8) - o] / F(s.7(s))ds

‘to

M- (t-ty)
M-e

IN

A
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e como € < M’ vem

[1L(7)(#) = oll <6,

ou seja, L(v)(t) € B(xg,0),V t e (tg—e,to+¢), e portanto, L(y)(t) €Y,V v €Y. Para

mostrar que L(7)(t) é uma contracao, dadas as fungoes 71,72 € Y, Vale:

/ [F(s31(s)) ~ F(5.7a(s))]ds

to

IL(y1)(t) = L(y2) (D)l

< /t||F(s,71(s))—F(S772(3))||d3
< /t||F(s,71(s))—F(Sﬁz(s))”ds
< C-(t=to)-Im(s) =72l

< C-e-[n(s) =)l

e essla desigualdade é verdadeira, pois F' é localmente Lipschitziana em ~. Agora, como

£ < — vem
C

IL(y)(#) = Lya (D]l < [[11(s) = 72(s)l

e, por fim, pondo A=C'-¢ vem A< 1, e dai,

IL(71)(t) = L(y2) O < A+ [ (s) = r2(s)l

e portanto, L é uma contracao. O



4 APLICACOES

Este capitulo é dedicado a apresentacao e demonstragao do Teorema de Picard, objeto
principal de estudo nesse trabalho, bem como duas interessantes aplicacoes dele. Para
um estudo com maior riqueza de detalhes, no que diz respeito a teoria como um todo,
indicamos a leitura de [VIANA | (2022), MACHADO | (2012) e TAVONI | (2013).

4.1 Teorema de Picard

Teorema 4.1. Se F: U — R? ¢ uma aplicacio localmente lipschitziana em x, entdo

para todo (tg, o) € U existe um intervalo I e uma solug¢ao vy : I — R¢ do PVI dado por:

dx
@ =) (4.1)
z(to) = wo

Além disso, se y1: I1 — R e v9 : [y — R? sao solugoes de (4.1)) e existe tg € [y N 1 tal
que v1(to) = 72(to) = o, entao v1(t) =y2(t),V t € [N L.

Veja a interpretacao geométrica desse resultado a seguir:

Figura 10 — Interpretacao geométrica

Rd’

Fonte: VIANA | (2022))

Demonstracao.

(Existéncia): De fato, pelo Lema do Operador de Picard anteriomente demonstrado,

LY — Y
Y L)) =20+ / F(s.7(s))ds

to
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esta bem definido e é uma contracao, com isso, pelo teorema do ponto fixo para contragoes,

aplicado a L, existe uma tnica funcao vy € Y tal que

Yo(t) = 2o +/ F(s,7(s))ds.

to

Além disso, pelo Teorema Fundamental do Calculo, a aplicagao

Yo — L(70)(%)

o _

dt

é continua e vale
de (4.1).

(Unicidade): Sejam 7, : [; — R? e 75 : I, — R? solugoes de tais que v (tp) =
Y2(to) = xo para algum to € I; N Io. Agora, defina I = {t € I n I3;v1(t) =2(t)}. Ora, note

F(t,7(t)). Por fim, como vy(ty) = x¢ segue que vy é uma solugao

que I # @, pois ty € I, e além disso, dizer que I é o conjunto dos valores de t para quais
Y1 € 2 coincidem ¢é equivalente a dizer que I é o conjunto dos valores de t para quais
v1 — 72 =0, e portanto, I é a imagem inversa do zero por essa aplicagao diferencga, e disto
como elas sao continuas, segue que I é fechado em I; N Is.
Afirmacao: [ ¢é aberto.

Com efeito, tome sy € I, entao v1(sg) = yo = Y2(S0) para algum (sg,y0) € U. Dai, pelo

lema do operador de picard,

LY — Y
v L)) =m0+ / F(s.1(s))ds.

to
estd bem definido e é uma contracao, com isso, pelo Teorema do Ponto Fixo para con-
tragoes, aplicado a L, a fungao é inica. Logo, 71 (t) = 72(t),V t € (so—¢, so+€), e portanto,

I é um aberto na intersecao. Logo, I = [1 (N I3, portanto v; = s. O

E importante ressaltarmos aqui que se a hipétese de F' ser localmente Lipschitziana
em x for retirada, garante-se apenas existéncia de solucao, conforme mencionamos no

inicio do texto, esse teorema foi provado por Peano. Vamos enunciéd-lo a seguir:

Teorema 4.2 (Teorema de Peano). Se F': U — R? ¢ uma aplica¢ao continua, entdo
para todo (tg, ) € U existe um intervalo I e uma solugao v : I — R% do PVI dado por:
d
& F(t,2)
dt (4.2)
z(to) = o
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4.2 Aplicagoes do Teorema de Picard
4.2.1 Modelo Logistico de Verhulst

O modelo logistico populacional é o método usado para descrever o crescimento de uma
populacao em um ambiente limitado, pelo qual a taxa de crescimento tende a diminuir a
medida que a populacao se aproxima da capacidade de suporte de determinado ambiente.
Segundo [TAVONI | (2013)), o modelo de Verhulst cresce cada vez com taxas menores

tendendo a um valor limite. Observe a seguir o modelo:

d_P:k.(l_E)

dt L (4.3)
P(0)=PF,
sendo denotado por:
dP - - .
. E: Taxa de variacao da populacao em relagao ao tempo;

e k: E a taxa de crescimento maximo que populacao pode crescer em condigoes ideais;
e P: O tamanho da populagao;

e [: Representa o tamanho maximo da populacao que o ambiente pode sustentar;

Aplicando o teorema de Picard ao modelo de Verhulst

Seja
P _ k(l . E)
dt L (4.4)
P(0) = Py

Como P é continua, basta mostrar que P ¢é localmente Lipschitziana em x. Assim, com

base nisso, note que: Dados (t,z1);(¢,22) € U, tem-se:

Py Py
kP 1-2L)—kpy[1-22
(- 7) (- )

|F(t7P1)_F(taP2)|

kP? kP?
= kP - =L kP + =2
‘ L "o
k
< k’|P1—P2|+E|P1+Pg|'|P1—P2|
k
< k|P1—P2|+E‘2L'|P1—P2|,(p0i8PlfLePQSL)

= 3k|P1—P2|

Tomando C' = 3k segue que F' é localmente Lipschitziana em x. Logo, pelo Teorema de



Picard, o problema possui apenas uma tnica solugao

Resolvendo o PVI, temos

ar (1 P
dt L
P(O) = P()
rescrevendo a equacgao, temos
b = kdt
P(1-7)

1 1 T
n-p" 1_P
P(1-%) -
substituimos na equacao diferencial, temos
1.z
-+ = kdt
(P 1—%)

integrando em ambos lados

1 1
/—dP+/ LPdP:/kdt
1-£

L

P

assim, temos que
In(P) - 111(1 - %) =kt+C

ou

In ( > ) =kt+C
L
aplicando a exponencial em ambos os lados, assim obtemos

P
= MY (Definindo C* = %)
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resolvendo para P, temos

CleFt L
b= 1+ CeMt

aplicando a condicao inicial P(0) = P, temos

C‘L
Py=——
1+C°
manipulando os termos, temos que
Fy
C'=——
L-P,

substituindo, logo vamos obter a solucao explicita do PVI

L.Poekt
PO =73 Py(ekt - 1)

4.2.2 Modelo de Lancamento de Foguetes

Inicialmente, os primeiros foguetes langados, os quais sao semelhantes aos que sao usa-
dos nos tempos atuais, foram fabricados na época da Guerra Fria, todo seu design é base-
ado em misseis balisticos usados na Segunda Guerra Mundial. Sendo uma das tecnologias
revolucionarias de sua época, os foguetes primordialmente foram usados em programas de
estudos para analisar condigoes em grandes atitudes, como pressao atmosférica e detecgao
de raios coésmicos, abrindo espaco para novas areas de pesquisa, tornando-se a tecnologia
responsavel por desencadear um marco historico que foi a corrida espacial destravando
uma nova era de descobertas e inovagoes.

Todavia, por mais revolucionario, seus projetos de aprimoramento e desenvolvimento
foram marcados por varias falhas, sejam elas de trajeto ou de mecanica. Seus modelos
de lancamento eram criados e modificados ao longo de miultiplos fracassos, até chegar
no modelo fundamental de lancamento que é tido como base ha muito tempo no setor
aeroespacial. E esse modelo que vamos explorar via Teorema de Picard.

Primeiramente, vamos introduzir alguns conceitos iniciais sobre o langamentos de fo-

guetes, consideremos um foguete sujeito acao de gravidade, quando estiver decolando:

Diante disso, o sistema (foguete + gases expelidos) nao estd isolado, sendo o resultante
das forgas a atracao gravitacional, que é denotado pelo peso do foguete. Assim podemos
escrever:

- dp
podp

== (Sendo p o peso do foguete)



35

Figura 11 — Sistema de lancamento de foguetes

N
y T
v

Vg = v+u

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024

Como o peso do foguete varia em relagao ao tempo na decolagem, temos que:

Fdt = dp = p(t +dt) - p(t)

Observacao 2. Como o momento linear desse sistema é constante, e para o instante ¢+ dt

o momento linear é dado pela soma dos momentos lineares, entao temos que:

Foguete gas expelido

Bt +dt) = (m+dm)(5 + d5) + (5 + @) (~dm)

Assim, temos que:
Fdt = mt +mdo + dv dm - tidm — m@
simplificando, temos que:
Edt = mdo + —tdm

podemos desprezar o termo di dm, (pois di e dm representam variagoes infinitesimais da

velocidade e da massa receptivamente, e o produto entre eles resulta em outra variagao
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infinitesimal ainda menor), dai obtemos:
Fdt = mdi - iidm

considerando que forga gravitacional pode ser escrita como:

F= mg
obtemos:
mgdt = mdv — udm
ou
. dv _dm
mg=m— —l—
I=Ma  ar
ou,ainda,

dv  _  udm
_:g+__
dt m dt

Assim, definindo uma equacao diferencial para a aceleragao do foguete. Como sendo,

g=-g), u=-uj, ev=uv], temos na forma escalar:

v __ o udm
at - 9T

podendo ser reescrita como:

dm

u dm
dv=-gdt-— —dt
v g m dt

ou

dvz—gdt—ud—m
m

considerando que t = ty, temos v = vy € m = my, desconsiderando que ¢ varie com a altura,

v t m
/ dvz—g/ dt—u/ d_m
V0 to mo m

temos que:
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ou

v—vg=-g(t—1tp) —uln(ﬁ)
mo

quando foguete parte do repouso, podemos fazer vy = 0, nao sé isto, mas também podemos

considerar ¢y = 0 como sendo o instante inicial em que o langcamento se inicia. Entao,

v(t) = —gt+uln(%) (4.5)

Aplicando o Teorema de Picard ao modelo de velocidade do foguete
Seja, entao:

(% mo
— = —qgt Inl —
=gt +uln( ")

v(0) = vy
Ao analisarmos a continuidade de v(t), sabemos que:
® g e u sao constantes;
e m e my € variacao da massa do foguete e sempre vai ser positiva;
° ln(@) é continua para todo Mo 0;
m m

e —gt é uma funcao polinomial, e portanto é continua.

Como a composigao de fungoes continuas é uma fungao continua, Logo v(t) é continua.

Vamos agora analisar a condi¢ao de Lipschitz, e para isso definamos

F(m,t) = uln(@) - gt.
m



note o seguinte:

[ (ma, t) = F(mg, t)]]

uln(@) —gt—uln(@) +gtH

ma mo

mo myo
= uln(—) - uln(—)
ma mo

) )
ul - [ 1n(mo) = In(rme) = (Inmo) = In(ma)|

lu| - [[In(mg) — In(my) — In(mg) + In(my)||

[ul - || = In(my) + In(my)]|

[ul - [[In (1) = In(me)|
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Existe 6 > 1 tal que Om > In(m) uma vez que a fungao linear tem taxa de crescimento

maior que a funcao logaritmica. Desse modo,

|1 (ma,t) = F(ma,t)| [ul - [[In(my) = In(my)|

IN

[ul - [[0my = Om,|

= u]-10] - [fmy = ma|

Llmy = mo||

Assim, pelo Teorema de Picard verificamos que o modelo possui solugao unica.

Resolvendo o PVI, temos

dt
v(0) =y

v = —gt+uln(@)
m

Separando as variaveis, obtemos
m
dv = —gt + uln(—o)
m
Integrando ambos os lado, temos que

/dv:/(—gtJruln(%))dt

Dali,

v=/(—gt+u1n(%))dt+0



Sendo C' a constante de integracao, dai dividindo a integral em duas partes, temos

v:/—gtdm/uln(@)dmc
m

Portanto a solugao geral de v(t) é
v(t) = —th + uln(%)t +C

A condigao inicial nos diz que v(0) = vy. Assim, substituindo ¢ = 0, obtemos

v(0) = —g()2 + uln(%)o +C =1

Logo a solugcao do PVI é

v(t) = —th + uln(%)t +

39
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Em resumo, este presente trabalho buscou explorar e aprofundar sobre a &area das
Equacoes Diferenciais, especificamente sobre o Teorema da Existéncia e Unicidade, desen-
volvendo algumas de suas aplicacoes no modelo logistico populacional e, especialmente,
no modelo de lancamento de foguetes. No decorrer da pesquisa, o Teorema de Picard
verificou-se eficaz, ao garantir a existéncia e unicidade de solugoes para problemas do
valor inicial, fornecendo assim, uma base tedrica concreta para analise e modelagem de
sistemas em diferentes situacoes.

No modelo logistico populacional, que apresenta o crescimento limitado de uma po-
pulacao conforme os recursos finitos, a aplicacao do teorema, em relacao as condigoes
iniciais, indicou que o mesmo possui unica solugao, o que nos permite verificar a veraci-
dade das suas projecoes do modelo em situagoes reais. Logo, a contribuicao tedrica do
teorema serviu como ferramenta para comprovar que o modelo tem uma representacao
confiavel.

Da mesma maneira, no modelo de lancamento de foguetes, a aplicacao do teorema
mostrou-se fundamental para estabelecer uma andlise mais rigorosa das trajetorias, com
base nas condicoes inicias necessarias para previsibilidade de lancamentos. Nao s6 isto,
conseguimos modelar com maior seguranca algumas caracteristicas desse modelo, como a
variacao da velocidade em funcao da perca de massa causada pela queima de combustivel.

Por fim, esperamos ter contribuido para uma compreensao mais aprofundada da apli-

cabilidade do Teorema de Picard em modelagens simples ou complexas.
5.1 Sugestoes para pesquisas futuras

A pesquisa em Matematica, assim como em qualquer ciéncia, nao é um fim em si
mesma, de modo que uma pesquisa sempre abre portas para que outras pessoas possam,
a partir do que foi produzido, fazer suas proprias pesquisas. Pensando nesse espirito,
indicamos para estudos futuros a exploracao do teorema de Picard nas areas de epidemi-
ologia, mais especificamente no modelo SIR (Susceptiveis, Infectados e Recuperados), a
aplicacao pode auxiliar na precisao das previsoes de surtos e no controle de epidemias, e
para essa pesquisa indicamos a leitura de [LIMA | (2018). Sugerimos também aplicagoes
envolvendo movimento de projéteis, decaimento radioativo, misturas de fluidos e reagoes

quimicas, estas podem ser encontradas em MACHADO | (2012)).
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