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RESUMO

Considerando a Algebra Linear como area da Matemaética, suas aplicagoes sao intimeras,
especialmente, dentro da prépria matematica. Aqui, pretendemos estudar algumas aplicacoes
da Algebra Linear no Célculo Diferencial e Integral, apresentando de forma didatica o que
foi feito em (Rogers Jr., 1997) (7). Nosso trabalho propoe mostrar a importancia de alguns
conceitos fundamentais da Algebra Linear, em aplicacoes nao usuais do Calculo Diferen-
cial e Integral, especificamente, no calculo de algumas integrais e na procura por solucoes

particulares de algumas Equacgoes Diferenciais Ordinarias nao Homogéneas.

Palavras-chave: algebra linear; calculo diferencial e integral; aplicagoes.



ABSTRACT

Considering Linear Algebra as an area of Mathematics, its applications are numerous,
especially, within mathematics itself. Here, we intend to study some applications of Linear
Algebra in Differential and Integral Calculus, presenting in a didactic way what was done
in (Rogers Jr., 1997) (7). Our work proposes to show the importance of some fundamental
concepts of Linear Algebra, in unusual applications of Differential and Integral Calculus,
specifically, in the calculation of some integrals and in the search for particular solutions

of some non-Homogeneous Ordinary Differential Equations.

Keywords: linear algebra; differential and Integral calculus; applications.
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1 INTRODUCAO

A histéria da matematica é rica e complexa, entrelacando-se ao longo dos séculos e
permeando todas as dreas do conhecimento humano. Dentro desse vasto campo, a Algebra
linear e o calculo diferencial e integral surgem como duas das disciplinas fundamentais
e influentes, cujas origens remontam a antiguidade e cujo desenvolvimento moldou nao
apenas o panorama matematico, mas também impulsionou avancos em diversas areas
cientificas e tecnoldgicas.

A Algebra linear, com suas raizes profundas na geometria e na manipulacao de equacoes
lineares, teve sua origem nas civilizagoes antigas, como os egipcios, babilonios e gregos,
que utilizavam métodos rudimentares para resolver sistemas de equacoes lineares e ex-
plorar as propriedades dos nimeros. Na era moderna, a algebra linear se estabeleceu
como uma area formal e rigorosa, com contribuigoes significativas de matematicos como
René Descartes, Gottfried Wilhelm Leibniz e, posteriormente, com o trabalho seminal de
Joseph-Louis Lagrange e Carl Friedrich Gauss.

O desenvolvimento da Algebra linear foi impulsionado pelo crescente interesse na re-
solucao de sistemas lineares de equagoes, com aplicagoes que vao desde a fisica e engenharia
até a economia e ciéncia da computagao. Segundo Strang (1976) (10), a dlgebra linear
estabeleceu sua base sélida na antiguidade, com contribuicoes notaveis de matematicos
como Euclides e Descartes. O estudo de vetores, espacos vetoriais, transformacoes lineares
e matrizes tornou-se essencial nao apenas para a compreensao abstrata da matematica,
mas também para o desenvolvimento de técnicas computacionais e algoritmos utilizados
em uma variedade de campos praticos.

Por outro lado, a histéria do Célculo diferencial e integral é marcada por uma série
de avancos e disputas intelectuais que culminaram na criacao de uma teoria unificada
do Célculo Diferencial e Integral. De acordo com Stewart (2007) (10), figuras proemi-
nentes como Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz sao frequentemente creditadas
como os pais do Célculo diferencial e integral, embora suas contribuicoes tenham sido
objeto de controvérsia e disputas histéricas, como a conhecida “guerra do calculo”. Essa
controvérsia nao apenas reflete a complexidade do processo intelectual e das relacoes ci-
entificas da época, mas também destaca a interdisciplinaridade inerente entre a algebra
linear e o calculo diferencial e integral, uma vez que Gottfried Wilhelm Leibniz é figura
comum as duas areas.

O desenvolvimento histérico da Algebra linear e do Célculo diferencial e integral esta
repleto de marcos significativos e disputas intelectuais que moldaram sua evolucao ao
longo dos séculos. Enquanto, conforme Dunham (2005), a Algebra linear estabeleceu sua
base solida na antiguidade, com contribui¢oes notaveis de matematicos como Euclides e

Descartes, o Calculo diferencial e integral emergiu como uma area revoluciondria na era



moderna, impulsionada pelas descobertas de Newton e Leibniz. A ”guerra do calculo”,
que envolveu Newton, Leibniz e outros matematicos proeminentes da época, ¢ um exemplo
vivido das tensoes intelectuais e rivalidades que caracterizaram o periodo. No entanto,
apesar das disputas e controvérsias, o Calculo diferencial e integral se consolidou como
uma ferramenta matematica fundamental, com aplicacoes que transcendem os limites da
matematica pura e permeiam varias areas do conhecimento humano.

Enquanto isso, a Algebra linear continuou a se desenvolver, expandindo seu alcance
e influéncia em campos tao diversos quanto a fisica quantica e a ciéncia de dados. Os
conceitos de vetores, espacos vetoriais, transformacoes lineares e matrizes tornaram-se
ferramentas indispensaveis nao apenas para os matematicos tedricos, mas também para
os praticantes e pesquisadores em uma ampla gama de disciplinas.

A interagdo entre Algebra linear e Céalculo diferencial e integral se estende além do
desenvolvimento historico dessas disciplinas e permeia suas aplicagoes contemporaneas.
Hoje, Algebra linear e Calculo diferencial e integral sao componentes essenciais do curriculo
de matematica em institui¢oes de ensino superior em todo o mundo, fornecendo aos estu-
dantes as ferramentas e o conhecimento necessarios para enfrentar os desafios da ciéncia
e das tecnologias modernas.

A importancia da relacao entre Algebra linear e Célculo diferencial e integral é parti-
cularmente evidente no contexto da ciéncia da computagao e da engenharia de software.
Métodos computacionais baseados em conceitos de dlgebra linear e calculo diferencial e
integral sao amplamente utilizados em areas como processamento de imagem, aprendi-
zado de méaquina, simulagao de sistemas complexos e muito mais, impulsionando avancos
significativos em campos tao diversos quanto medicina, financas e entretenimento.

Além disso, a interagao entre Algebra linear e Célculo diferencial e integral desempe-
nha um papel crucial no desenvolvimento de modelos mateméticos precisos e na analise
de fenomenos complexos em uma variedade de contextos cientificos e tecnoldogicos. Da
dinamica dos fluidos a teoria dos grafos, da teoria da probabilidade a teoria da otimizagao,
Algebra linear e Célculo diferencial e integral fornecem as ferramentas matematicas ne-
cessarias para compreender e resolver uma ampla gama de problemas do mundo real.

Nossa pesquisa tem origem no Programa Institucional de Bolsas de Iniciacao Cientifica
(PIBIC), onde exploramos a Andlise Funcional. Enquanto procurdvamos um tema para
o Encontro de Matemdtica Pura e Aplicada (Empa), organizado pela Universidade Esta-
dual da Paraiba - UEPB, nos deparamos com o inspirador artigo de Rogers Jr. intitulado
” Applications of Linear Algebra in Calculos” (7)), aonde encontrei um assunto de extrema
relevancia, que, a primeira vista, despertou meu interesse. Apods dedicar mais tempo
ao estudo aprofundado, esse interesse me levou a elaborar esta monografia. Esse artigo,
fundamental para nosso estudo, nos forneceu uma base sélida. Decidimos entao realizar
uma apresentacao didatica do contetido abordado por Rogers Jr., destacando suas contri-

buigoes e explorando-as de forma aprofundada. Com o apoio do programa e o estudo do



artigo de Rogers Jr., conseguimos nao apenas compreender melhor os conceitos discutidos,
mas também apresenté-los de forma acessivel e didética durante o evento, através de ().

Algebra linear e calculo diferencial e integral sao geralmente ensinados de forma in-
dependente durante a graduacao. No entanto, o objetivo deste texto é explorar algumas
correlagoes entre essas disciplinas, relacoes que muitas vezes passam despercebidas. Para
isso, organizamos o texto da seguinte forma: No Capitulo 2, abordamos temas relacio-
nados a algebra linear e ao célculo diferencial e integral, como transformacoes lineares, o
teorema de representagao matricial, os espago das funcoes suaves, o espaco das fungoes
continuas..., de modo a fornecer uma base solida para a compreensao das aplicagoes que
sao apresentadas no capitulo seguinte. Em seguida, no Capitulo 3, exibiremos algumas
das aplicacoes da algebra linear no calculo diferencial e integral, apresentando exemplos
préticos, seguindo o que foi feito por Rogers Jr. (1997) (7) e finalmente, apresentamos as

Consideracoes Finais do nosso trabalho.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo abordamos definigoes e resultados fundamentais que sao indispensaveis
para uma compreensao solida do tema central desta monografia, com o intuito de conferir
autonomia ao texto. Inicialmente, apresentamos conceitos e resultados pertinentes a
Algebra Linear, a principal drea de enfoque deste trabalho. Em seguida, discutimos alguns
aspectos do cédlculo diferencial e integral. Ao longo desta primeira secao, buscamos expor
as justificativas dos resultados introduzidos sempre que possivel. Nosso objetivo reside
em estabelecer uma base robusta, permitindo que o leitor acompanhe o desenvolvimento
do trabalho de forma independente, sem a necessidade de consultar fontes externas. A
atencao cuidadosa a esses conceitos iniciais nao apenas facilita a compreensao do conteudo
principal, mas também fomenta a autonomia na assimilacao dos resultados apresentados

ao longo da monografia.
2.1 Algebra Linear

A Algebra Linear em dimensao finita é uma drea da matemadtica que se concentra no
estudo de estruturas lineares e suas propriedades. Ela investiga conceitos fundamentais
relacionados a espacos vetoriais, transformacoes lineares, sistemas de equacoes lineares e
matrizes. A Algebra Linear fornece ferramentas e métodos para analisar e resolver proble-
mas geométricos, algébricos e numéricos em diversos campos, incluindo fisica, Estatistica,
Ciéncia da Computacao, Engenharia e Economia; E a partir daqui vamos apresentar
topicos de extrema relevancia para o avang¢o do nosso estudo.

Neste capitulo, vamos explorar temas da Algebra Linear e do Célculo Diferencial e
Integral, fundamentais para nossa pesquisa, com base em (8) (Steinbruch e Winterle, 1986)
como carro chefe e outras obras como: (2) (Boldrini, 1980 ), (3) (Boyce e DiPrima, 2020),
(I0) ( Strang,1988), (5) ( Lima, 2018), (€) ( Louredo, 2015) e (4) (Coelho e Lourenco,
2013).

2.1.1 Espago vetorial

Definicao 2.1. Um espago vetorial real é um conjunto V', nao vazio, munido de duas
operacoes: + : V xV — Ve multiplicacao por escalar, -: RxV — V. De modo que para

quaisquer u,v,w €V e «, f € R, as propriedades abaixo devem ser satisfeitas:

EV;. Associatividade da adigao: u+ (v+w) = (u+v) +w.
EV,. Comutatividade da adicao: u+v =v +u.
EV;. Identidade aditiva: Existe um vetor 0 € V' tal que u+ 0 = u para todo u e V.

EV,. Inverso aditivo: Para cada u € V, existe um vetor —u € V' tal que u + (-u) = 0.
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EV;. Compatibilidade da multiplicacao por escalar com a multiplicacao real:

a-(f-u)=(a-p)-u.

EVg. Identidade multiplicativa: 1-u =« para todo uw € V', onde 1 é o elemento multipli-

cativo identidade em R.

EV;. Distributividade da multiplicacao por escalar em relacao a adicao vetorial:

a-(u+v)=a-u+a-v.

EVyg. Distributividade da multiplicacao por escalar em relacao a adicao real:

(a+p) u=a-u+p-u.

Exemplo 2.1. O conjunto V = {z € R |z >0} com as seguintes operagoes :

+: VxV — V 0 RxV — V

(r,y) — x+y=2ay (,z) — - x=2°

é um espaco vetorial real.

De fato, verifiquemos se as operagoes de adi¢do (+) e multiplicagdo (-) estdo bem
definidas: Sejam x,y € V. Entao x +y = xy. Como a multiplicacao de dois ntimeros reais
resulta em um numero real, e x > 0 e y > 0 implicam que xy > 0, entao a operacao de
adicao em V é fechada. Além disso, @ para « € R é sempre positivo (considerando x > 0)
e é um numero real. Além disso, poténcias de base real positiva é sempre um numero real
positivo entao a multiplicacao por escalar em V também é fechada.

Se z,y,z€V,entdo (v +y) +z=(zy)+2=(vy)z=z(yz) =2+ (yz) =+ (y + 2), em
que na 3° igualdade (*) foi usada a associatividade de niimeros reais, e vale EV].

Agora, r +y = xy = yr = y + r, uma vez que a multiplicacdo de nimeros reais é
comutativa, logo vale E'Vj;.

Se e é o elemento neutro de V, entdao: x +e=xe=x = e = 1. Assim, 1 é o elemento
neutro de V e vale E'V3.

Ainda, se z € V e xy é 0 oposto de x, entao = + xo = e = 1, ou seja, xxg =1 e portanto
xo =1/z (ou z7!) é o oposto de x em V, com isso vale EVj.

Agora, se a,f € R e x €V, temos: (af)r = x*? = xb* = (2P)* = axf = a(fz) em
que foram usadas as propriedades da multiplicagao entre os niimeros reais a e 3, assim
comprovando EVj.

E por fim, se x € V, entao: 1o = 2! = . Mostrando EVj.

Observe que nessas condicoes, sendo o e f € R e z € V, usando a distributiva da
adi¢ao, ou seja, a adi¢ao usual de R, temos: (a+ )z = 228 = zoxf = 2o + 28 = ax + Bz,
com isso E'V; é vélido.

Agora, observe que se « € R e ;5 € V com a adicao definida em V', temos:

a(z+y)=(z+y)* = (vy)* =2y* =2 +y* = ar+ay
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sendo assim E'Vy vale.
Como valem todas as condigoes, mostramos que V', com as operagoes definidas ante-

riormente, é um espaco vetorial real.

Exemplo 2.2. Para n > 1, o conjunto R™ dado por
R™ ={v = (ay,a9,....,a,);0; e R, Vi=1,....n}

munido da soma usual e do produto por escalar dados, respectivamente, por:

o vy + vy = (ay,ag,....,a,) + (b1,b2,...,0,) = (a1 + by,as + by, ...,a, + b,) para todo

V1 = (Cbl,(IQ, ...,an) € Uy = (bl,bg, ,bn) € Rn7
e avy = alay,as, ..., a,) = (aay, aas, ..., aa,) para todo vy = (a1, as,...,a,) € a € R,
é um espaco vetorial real.

Exemplo 2.3. O conjunto V = R? com as operacoes de adicao +: V xV — V e produto

por escalar - : R x V +—— V' definidas por:
® U1 +Uy= (al,bl) + (ag,bg) = (al,bl), V’Ul = (Cll,bl) € Vg = (ag,bg) € R2
e av; =afay,by) = (ag,aby), YaeRewv =(a,b)eR?

NAO é um espaco vetorial.

Vamos verificar se valem as condi¢oes para V' ser um espago vetorial. As condigoes
multiplicativas valem, pois a multiplicacao por escalar estd definida como a multiplicacao
por escalar usual de R?2.

Tomando vy,vy € V, temos vy + v9 = vy, por definicao, entao v; + v, € V. Logo,
vale o fechamento da adigdo. Ainda tomando vy = (2,3) € V e vy = (4,5) € V, temos:
v1+vy=(2,3)+(4,5) =(2,3), mas v +v1 = (4,5) + (2,3) = (4,5). Logo, vy + vy # vy + vy,
assim a condi¢ao de comutatividade nao ¢é valida para V.

Além disso, também nao é valida a condi¢ao do elemento neutro.

Como uma uma das condigoes nao vale, entao V', com as operagoes acima, nao ¢ um

espaco vetorial.

Exemplo 2.4. O conjunto das matrizes mxn, com entradas reais, denotado por M,,.,(R),

com as operacoes de adicao entre matrizes e multiplicagao por escalar usuais, dadas por:

ai; Qa2 - QAip bii bz - by app + by aj2 +big 0 ap, + by,

Qg1 Qg2 -+ Q2 bay  bay 0 by g1 + by Ao + by 0 gy + by,
A+B = +

Am1 Am2 - Amp bml bm2 bmn am1+bm1 am2+bm2 amn+bmn
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para todo A, B € M., (R) e

aix a2 -0 Qi Qa;;  «aip o Qlyp

ag1 Q22 -+ Q2p a1 QaAgy - QQ2p
aA=a«a =

Am1 Qm2 = Qmp alm1 Oy 0 Aldmp

para todo A € M,,.,(R) e a € R é um espago vetorial real.

Exemplo 2.5. Seja X um subconjunto dos nimeros reais. O conjunto das fungoes reais

definidas em X é dado por
F(X)={f:X ->R]| f é uma fungao}.

Consideremos agora em F'(X),as seguintes operagoes, soma e produto por escalar,

dadas por:

+: F(X)xF(X) — F(X)
(f.9) — f+g: X — R
v — (f+9)(x) = f(2)+g(x)

RxF(X) — F(X)
A\f) — AM: X — R
. — (Af)(z)=Af()
Provamos que F(X), com as operacoes acima, é um espaco vetorial real. A boa
definicao das operagoes vem da boa definicao da soma e do produto no conjunto dos

nimeros reais.
Se f,g,h e F(X), entao para todo x € X tem-se:

(f +9)(@) + h(x)
(f(z) +g(x)) + h(x)
= f(@)+ (g(x) + h(z))
f(x)+(g+h)(x)

[f + (g +1)](x)

[(f +9)+h](z)

Portanto, a associatividade da soma é satisfeita e é verificado EV;. A comutatividade

da soma ( EV3)é verificada da seguinte maneira: se f,g € F'(X) e x € X, entao

(f+9)(@) = f(x)+g(zx) =g(z) + f(x) = (g+ f)(z).
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Agora, tomando 0: X — R dada por 0(x) =0, para todo z € X, verificamos que

(f+0)(x)

f(x)+0
f(x)

0+ f(x)
0+ /)(x)

Logo, 0 é o neutro aditivo, verificando assim FE'Vj3.
Se f e F(X), entdao podemos tomar a fun¢ao —f: X — R definida por (-f)(x) = -f(z),

para todo x € X e verificamos que:

(f+ (=) = f(2) + (= f(2)) = 0= 0(x)

Logo, —f é o inverso aditivo de f, mostrando assim EV}
Para a, e R, f,g€ F(X) e x € X, pela distributividade do produto por escalar em R

temos:

[(a+8)f1(x) =(a+B)f(z) =af(z)+Bf(x) = (af + Bf)(z)
e vale E'Vj.

Ainda, pela associatividade do produto por escalar nos reais, temos

[2(BN)](@) = a(Bf(z)) = abf(z) = ((af)f)(x)

verificando E'Vs.
Se fe F(X) exeX, entao

(1- () =1-f(x) = f(x)

verificando E'Vj.
Finalmente, se f,g € F(X) e a € R, temos, para todo x € X,

a(f+9)(x) = a(f(x) +g(x)) = af () + ag(z) = (af + ag)(z)

mostrando EV;.
Portanto, todas as propriedades de um espago vetorial sao satisfeitas, e assim F(X)

¢ um espaco vetorial real.

2.1.2  Subespaco Vetorial

Definicao 2.2. Dado um espaco vetorial V', um subconjunto W, nao vazio, é dito su-

bespago vetorial de V se:
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i) Para quaisquer u,v € W, temos u+v e W.
ii) Para quaisquer a € R e u € W, temos au e W.

Observacgao 2.1. Sobre Subespacos Vetoriais, destacamos as seguintes observagoes:

1. As condigoes da definicao acima garantem que, ao realizarmos operagoes em W
(soma e multiplicacdo por escalar), nao obteremos um vetor que nao pertenga a
W. Isso é suficiente para afirmar que W é ele proprio um Espaco Vetorial, pois as
operacoes ficam bem definidas. Além disso, nao é necessario verificar as propriedades

de E'V; a EVg de espaco vetorial, pois elas sao validas em V', que contém W.
2. Tendo W como espaco vetorial o vetor nulo de W coincide com o vetor nulo de V' .

3. Todo espago vetorial admite pelo menos dois subespagos (chamados de subespagos

triviais): o conjunto formado apenas pelo vetor nulo e o préprio espago vetorial.

Exemplo 2.6. Considere o conjunto W definido como W = {A € M, (R) | A* = -A}, que
representa o conjunto das matrizes antissimétricas. Verifiquemos que W é um subespaco
vetorial de M, (R).

(i) Considere duas matrizes A, B € W, ou seja, A® = -A e B! = -B. Temos

(A+B)=A"+B'=-A+(-B)=-(A+B),

concluindo que A+ B e W.
(ii) Se A e W e a € R, entao: (aA)! = aA® = a(-A) = —aA, o que demonstra que
aAeW.

Assim, podemos afirmar que W é um subespaco vetorial do espaco de M, (R).

Nos exemplos seguintes apresentamos nossa primeira conexao com elementos de Célculo
Diferencial e Integral. Recordemos que uma funcao f: X — R é continua em um ponto

xo € X, se lim, ., f(z) = f(x9). E f é dita continua se é continua em todo ponto xy € X.

Ezemplo 2.7 (Espaco das fungoes Continuas). O espago das fungdes continuas em um
intervalo [a,b] ¢ R, com a soma e o produto por escalar apresentados no Exemplo , é
um espago vetorial, denotado por C([a,b]).

Para provar esse fato, mostramos que C'([a,b]) é um subespaco de F'([a,b]). De fato,

e Fechamento para a Adicao: Sejam f e g funcoes continuas. Precisamos mostrar que

a funcao h = f + g também é continua.

Seja xg € [a,b]. Entao,

lim () = lim ((2) + 9(2)).
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Mas, pela linearidade do limite,

lim (f(z) +g(x)) = lim f(z) + lim g().

-0

E, como f e g sao continuas, temos

lim f(z) = f(zo) e lim g(z) = g(z0)

T—>xQ

Portanto,
xllglo h(z) = f(z0) + g(w0) = h(wo)

Assim, h é continua em xy. Da arbitrariedade de zg € [a,b], temos h continua.

e Compatibilidade da Multiplicagao por Escalar:

Seja f uma funcao continua e o um escalar. Precisamos mostrar que a funcao

h=«- f também é continua.

Seja xg € [a,b]. Entao
lim A(z) = lim (a- f(x)).

T—>xQ

das propriedades de limite, temos
lim (a- f(z)) =a- lim f(z).
T—>T0 T—=>TQ

Como f é continua, temos
lim f(z) = f(z0).
Portanto,

xllglo h(z) =a- f(xg) = h(xg).

Como o espago das fungoes continuas em [a,b] é fechado sob as operagoes de adigao
e multiplicacao por escalar, ele ¢ um subespaco vetorial do espaco vetorial das funcoes

F([a,b]) e, portanto, um Espaco Vetorial.

Ezemplo 2.8 (Fungoes de Classe C™ e C). .

Uma funcao f é dita de classe C™ em um intervalo I se sua derivada até a ordem n,
f™ existir e for continua em todos os pontos desse intervalo. E ¢ dita de classe C* se
ela possui derivadas de todas as ordens nesse intervalo.

Um raciocicio andlogo ao do Exemplo anterior prova que os espagos C™(1) e C*([)

sao Espacos Vetoriais.
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2.1.3 Subespaco Gerado por Combinacao Linear

Defini¢ao 2.3 (Combinagao linear). Sejam V' um espago vetorial real e vy, vg,...,v, €V,
e ay,0a,...,0, € R. O vetor v = ajv; + asvy + -+ + v, € um elemento de V' ao qual

chamamos de combinacao linear de vy, ..., v,.

Ao fixarmos os vetores vy, . . ., v, em um espago vetorial V', surge um conceito essencial:
o conjunto W formado por todos os vetores em V' que sao expressos como combinagoes

lineares destes vetores, isto é,
W ={veV;v=aqv; + Qavg + - + AUy, COM Q1,Q3,...,Q, € R}.

Observe que W é um subespaco vetorial de V. De fato, precisamos mostrar duas coisas:

1. Fechamento sob a adigao vetorial: Sejam u = vy + - + @, v, € w = Py + -+ +
Bntn, entao u+w = (g + B1)vy + -+ + (ay + By) .

O que mostra que u +w é uma combinacao linear dos vetores vy,...,v, e, portanto,
estd em W.

2. Fechamento sob a multiplicagao escalar: Sejam u = ayv; + -+ + v, € @ € R,
entao: au = a(avy++a,vy,) = acyvy++aa,v, O que mostra que au é uma combinagao
linear dos vetores vy,...,v,, e portanto estd em W.

Portanto, como todas as condigoes foram verificadas, podemos concluir que W é de

fato um subespaco vetorial de V. Damos a este subespaco o nome de subespaco gerado

por vy,...,u,, e utilizamos a notacao ,
W: [Ulv 7UTL:|7
isto é,
W={veV |v=aqv; + Qaug + - + aUy,, COM Qy, Az, ..., 0, € R}.

Essa representacao nos diz que W consiste em todos os vetores v em V' que podem ser

formados ao multiplicar cada vetor v; por um coeficiente a; e soma-los.
Ezxemplo 2.9. Considere o espago vetorial V' = R? e os vetores v; = (1,0,1) e vy = (2,-1,3).
O subespaco W gerado por combinagao linear de v; e vy é dado por:

W =[v1,v2] = {a1v1 + agvq | g, 5 € R}.

Podemos expressar qualquer vetor w em W como uma combinacao linear de vy e wvs.
Por exemplo, o vetor w = (3,-1,4) é um elemento de W porque podemos encontrar «; e

o tais que:

U1 + QU =W
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De fato,
a1 + e = w <= 1(1,0,1) + a2(2,-1,3) = (3,-1,4)

logo,

Oél+2()é2:3,—()é2:—]. e a1+3a2=4
Resolvendo este sistema passo a passo:

1. A segunda equacao nos da diretamente as = 1.

L B aq + 2(1) =3
2. Substituindo sy =1 nas equagoes restantes, obtemos:
a1 + 3(1) =4
_ a1 = 1
3. Resolvendo essas equagoes, encontramos:
Qg = 1

Portanto, w = 1v; + 1vg é uma combinacao linear de v; e vy, € estd em W.

2.1.4 Base e Dimensao de um Espaco Vetorial

Defini¢ao 2.4. Considere V um espaco vetorial e vy,...,v, € V. O conjunto {vy,...,v,}

é linearmente independente (LI) ou os vetores sao ditos Linearmente Independentes se, a

equacao

QU1 + o+ vy, =0,
tem uma unica solucao dada por a; = ag = -+ = a,, = 0. Quando hé algum «; diferente de
zero, dizemos que {vy,...,v,} é linearmente dependente (LD).

Ezemplo 2.10. Os elementos v; = (1,2) e vg = (3,6) do espago vetorial R? sdo linearmente
dependentes.

De fato, temos que a equacao:
a1v1 + agvg = 0 = a1(1,2) + a2(3,6) = (0,0)

é verdadeira para a; =3 e ag = —1. Assim, v; e v, sdo linearmente dependentes (L.D.).
Também podemos verificar que (3,6) = 3(1,2) = vy = 3vy, ou seja, vy é uma com-

binacao linear de vy.
Defini¢ao 2.5. Um conjunto {vy,...,v,} de vetores de V serda uma base de V' se
I. {v1,...,v,} é linearmente independente (LI).

I [v1,...,0,] =V
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Defini¢ao 2.6 (Dimensao de um Espago Vetorial). Seja V' um espago vetorial sobre R.
A dimensao de V, denotada por dim(V'), é o nimero de vetores em uma base de V.

Formalmente, a dimensao de V' é definida como

e Se V possui uma base finita {vq,vs,...,v,}, entdao dim(V) = n.

e Se V nao possui uma base finita, dizemos que V é de dimensao infinita.

Em outras palavras, a dimensao de V é o nimero maximo de vetores linearmente
independentes em V. Se nao existe um conjunto finito de vetores que forme uma base,

dizemos que V' tem dimensao infinita.

Observacao 2.2. Um espaco vetorial pode ter diferentes bases, mas todas elas tém o mesmo
nimero de elementos, isto é, a dimensao do espaco independe da base escolhida. A prova

desse resultado pode ser encontrada em Coelho e Lourengo, 2013, pag. 52 (4).

Ezemplo 2.11. Vamos determinar uma base para o subespaco S = {M € My(R) | Mt = M}
de M5(R), subespaco das matrizes simétricas de ordem 2 x 2.

Vamos determinar um conjunto de geradores para S. Qualquer matriz simétrica de

a b 10 01 0 0
=a +b +c
b c 0 0 10 0 1
com a,b,ceR.

1 0f 0 1] [0 O
Logo, { ],l ],l ]} ¢ um conjunto de geradores para o subespaco S.

ordem 2 x 2 é da forma:

0 0] |1 O[]0 1
Tomando a equacao:

1 0 01 0 0 0 0
a1 + Qo + (3 =
[0 0] [1 0] [0 1] [O O]

a1 =0,aa=0eaz=0

Isso implica em

Dessa forma, a equacao s6 tem a solucao aq = ap = ag = 0, e portanto, o conjunto

ool )

é linearmente independente, e gera o subespaco S, formando assim uma base para S, logo

a dimensao de S é 3.
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FExemplo 2.12. Considere o espaco vetorial R”. Uma base canonica para esse espaco é o
conjunto de vetores unitarios na dire¢ao dos eixos coordenados. Em R", esses vetores sao
geralmente denotados por ey, es,...,e,, onde cada e; tem todas as componentes iguais a
zero, exceto a i-ésima componente, que é igual a um.

Portanto, a base canénica para R é: {e; = (1,0,0,...,0),e2 =(0,1,0,...,0),...,€, =
(0,0,0,...,1)}

Observe que de fato este conjunto é uma base para R™:

Considere uma combinagao linear dos vetores eq, es, ..., e, igual a zero, ou seja, cieq +
Coey + -+ cpe, = (0,0,...,0) Assim, (¢p,¢9,...,¢,) =(0,0,...,0).

Isso implica que cada componente do vetor resultante é zero.

Assim, ¢; = ¢ = ... = ¢, = 0, 0 que significa que a tnica combinacao linear que
resulta no vetor nulo é a combinacao linear trivial. Portanto, os vetores ey, es,..., e, sao
linearmente independentes.

Agora considere um vetor arbitréario (1, za,. .., z,) em R”. Podemos expressar esse ve-
tor como a seguinte combinagao linear: (x1,x2,...,2,) =x1(1,0,0,...,0)+22(0,1,0,...,0)+
.. +1,(0,0,0,...,1)

Portanto, cada vetor em R” pode ser expresso como uma combinacao linear dos vetores
€1,€2,...,€En.

Como os vetores eq,es, ..., e, sao linearmente independentes e geram todo o espaco
R”™, como estamos falando do R” e sabendo que a base vai até e,, a dimensao é n e eles

formam uma base para R™.

Defini¢ao 2.7. Sejam 8 = {vy,...,v,} uma base de V e v € V onde v = aqv; + -+ +
@, v,. Chamamos esses numeros aj,...,a, de coordenadas de v em relacao a base 5. A
essa representacao associamos uma matriz coluna, chamada de matriz de v na base e

denotada por

ai

Observagao 2.3. As coordenadas de um vetor v no espago vetorial V' em relacao a uma
base 8 = {vy,vy,...,v,} é Unica.

De fato, se existirem a;,...,q, e af,...,a), € R, de modo que
_ _ / /
V=QqU o+ QU € U= QUL+ e+ QL U,

entao

(a1 —a))vy+-+ (ap, —al)v, =0

e, como vy, ..., U, sao linearmente independentes, segue que «; = o, paratodoi=1,...,n.
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Ezemplo 2.13. Considere V' =R? a base 5= {(1,0),(0,1)} e o elemento (4,3) € V, temos
(4,3) =4(1,0) + 3(0,1).

Portanto, as coordenadas do vetor (4,3) em relagao a base  sao dadas por

[(1,3); = H .

Agora, considere uma nova base 4’ = {(1,1),(0,1)} de R2. Para o vetor (4,3), temos:

(4,3) =2(1,1) +y(0,1)
= (z,7) +(0,y)
=(z,z+y).

Comparando com (4,3), obtemos x =4 e y=-1.

Portanto, as coordenadas do vetor (4,3) em relagao a base 8’ sao dadas por

[(4,3))s - [ 41] -

Observagao 2.4. A ordem dos elementos em uma base é importante, pois influencia na

matriz das coordenadas de um vetor em relacao a essa base.

2.1.5 Transformagao Linear

Definicao 2.8. Sejam U e V espacos vetoriais sobre R. Uma transformacao ou operador

linear T': U — V' é uma funcao que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Preservacao de Adigao: Para todos os vetores u,v € U, a transformacao linear T

preserva a operacgao de adigao, T'(u+v) =T (u) + T (v).

2. Preservacao de Multiplicagao por Escalar: Para todo vetor v € U e todo
escalar a € R, a transformagao linear T preserva a multiplicacao por escalar, T'(au) =
aT (u).

Observacao 2.5. Essas propriedades asseguram que 7' preserve a estrutura vetorial entre
os espacos U e V, mantendo linearidade nas operacoes de adicao e multiplicagao por

escalar.

Ezemplo 2.14. Considere a transformagao linear 7' : R3 - R2, definida por: 7'(1,0,0) =
(170)7 T(O,l,O) = (17_1)7 T(anvl) :(071)
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Agora, buscaremos determinar de forma explicita a expressao que define a trans-
formacao linear 7.

Tomando o espago vetorial R? e sua base canonica B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
podemos representar qualquer vetor (x,y,z) € R? como uma combinagao linear dos ele-
mentos de §: (x,y,z) =2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0, 1).

Assim, a aplicagao da transformacao linear T sobre (z,y, z) resulta em
T(z,y,z)=T(x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)).
E, pela linearidade de T', temos
T(z,y,2z)=2T(1,0,0)+y7(0,1,0)+27(0,0,1) ,ouseja, T(z,y,z)=2(1,0)+y(1,-1)+2(0,1)

E portanto T(z,y,2) = (z +y,-y + 2), para todo (z,y,z) € R3.

Dessa forma, conseguimos expressar de maneira explicita a transformacao linear 7.
Observagao 2.6. Considere uma transformacao linear 7' : V' — W, com V e W espacos
vetoriais. Como 7" ¢ uma transformacao linear, ela preserva a operacgao de adigao vetorial.
Isso significa que para quaisquer vetores u e v em V', temos T'(u+v) = T(u) + T'(v).

Agora, considere o vetor nulo 0 em V. Temos T'(0) = T'(0 +0) e, pela propriedade da

preservacao da adicao de T, isso se torna
T(0)=17(0)+17(0).
Agora, vamos subtrair 7°(0) de ambos os lados
T(0)-T(0)=T(0)+T7(0)-T(0).

Portanto, 7'(0) = 0 para qualquer transformacao linear 7': V — W.

Definicao 2.9. Seja T': V' — W uma transformagao linear. O ntcleo de T', denotado por

N(T), é definido como o conjunto de todos os vetores v em V tais que T'v = 0.
N(T)={veV:Tv=0}

Observacao 2.7. Essa definicao estabelece as propriedades fundamentais de um operador
linear, destacando sua agao sobre vetores no dominio D(7') e as relagoes lineares preserva-
das por T. O nticleo N(T') representa o conjunto de vetores que sdo enviados para o vetor
nulo pela aplicacao de T, desempenhando um papel crucial na anélise do comportamento

linear do operador.

Ezxemplo 2.15. SejaP(R) o espago vetorial de todos os polindmios com coeficientes reais,

ou seja, P(R) = {p(z) =ag +a1x + -+ a,2",a;, € R,i=0,...,n, en>0}.
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Definindo a fungao D : P(R) - P(R) segue da linearidade da derivada que D é um
operador linear. como p(z) = p’(x). Observe que D é um operador linear, pela linearidade

da derivada, e o chamamos de operador derivada.

Ezemplo 2.16. Consideremos o conjunto C'([a, b]), que consiste de todas as fungoes continuas
definidas no intervalo fechado [a,b] e assumindo valores em R.
Seja T7 : C[a,b] = C[a,b] um operador definido como a operagao de antiderivagao, tal

que para uma fungao em Cla,b], temos

T = [ "(r)dr.

Este operador mapeia uma fun¢ao em Cf[a,b] para sua primitiva no intervalo [a,t].
E, consideremos T5 : C[a,b] = Cla,b], definido como o operador de multiplicagao por

t, onde para uma func¢ao em Ca,b], temos

Tox(t) = tx(t).

Este operador multiplica cada valor de x(t) por t, preservando assim a continuidade
da funcao.

Esses operadores sao comumente estudados na teoria dos espacos de fungoes continuas
e sao essenciais em varias areas da matematica, como andlise funcional e equagoes dife-

renciais.

Esses exemplos ilustram diferentes operadores lineares em espacos de funcoes, desta-

cando suas propriedades e aplicacoes especificas.
Proposicao 2.1. Seja T :'V = W uma operador linear. Entao,
1. O nicleo de T, denotado por N(T), € um subespaco de V.
2. A imagem de T, denotada por Im(T), é um subespago de W.

Demonstracao. Para mostrar que o ntcleo de T' é um subespaco de V', precisamos verificar

as propriedades que definem um subespago vetorial:

1. Fechamento sob adi¢ao: Se u e v estdao no nicleo de 7', entdo T'(u) =0 e T'(v) = 0.
Portanto,
T(u+v)=T(u)+T(v)=0+0=0

o que implica que u + v também estd no ntucleo de T'.

2. Fechamento sob multiplicagao por escalar: Se u estd no ntcleo de 7" e o é um

escalar, entdo T'(u) = 0. Assim,

T(au)=aT(u)=a-0=0
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o que mostra que au também esta no nicleo de T.

Portanto, o ntcleo de T' é de fato um subespaco de V.

Para a segunda parte, devemos provar que a Imagem de T é subespaco de W.

1. Fechamento sob adigao: Sejam w; e ws elementos da imagem de 7. Por definicao,

existem vetores u e v em V tais que T'(u) = w; e T'(v) = wy. Entao,
wy+wy =T (u)+T(v) =T(u+v)

o que implica que a soma de dois vetores na imagem de T' também esta na imagem

de T', demonstrando assim que a imagem de T é fechada sob adigao.

2. Fechamento sob multiplicagcao por escalar: Suponhamos que w pertence a
imagem de T' e « seja um escalar. Entdao, existe um vetor u em V' tal que T'(u) = w.
Logo,

T(au) =aT(u) = aw

mostrando que o resultado da multiplicacao de um vetor da imagem de 7" por um
escalar também pertence a imagem de T', evidenciando assim que a imagem de T é

fechada sob multiplicacao por escalar.

Assim, concluimos que a imagem de T satisfaz as propriedades de um subespaco de

W. Portanto, a imagem de 7" é de fato um subespaco de W. [

2.1.6 Matriz de uma transformagao linear

Sejam V' e W espacgos vetoriais, 5 = {v,vs,...,0,} € v = {wy,ws,...,w,} bases de
V e W, respectivamente e T : V — W uma transformacao linear. Como ~ é base de

W e os elementos da Imagem de T estdo em W, podemos escrever os elementos 7'(v;),

j=1,...,n como combinacao linear dos elementos de =, digamos
T(’Ul) = AW t+anws + ...+ Q1 W
T(v,) = apwi+agWs+ ...+ QppWp;,
com a;; € R, parai=1,...,me j=1,...,n. Ainda, para cada v € V , como 3 é base de
V, existem g, ..., qa, € R tais que
Y 9 9

V=0q01 + -+ Uy,

portanto, da linearidade de 7', temos
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T(U) = T(alvl + -+ Oén’Un) = OélT(Ul) + e+ anT(Un) = ZQ]T(UJ)
7=1

Logo,

escrevendo b; = ¥ ajag, i =1,...,m, temos

T(U) = iblw,,

ou seja, os b;’s sao as coordenadas de T'(v) na base 7. A soma acima pode ser reescrita

da forma
aix a2 -0 Qi a1 by
Am1 Qm2 - Qmp 679 bm
escrevendo
aix Qa2 A1n
A=| : : : (2.1)
Am1 Am2 = Qmp

concluimos que
[T(v)], = Alv]s.

A matriz A é dita matriz da transformacao linear 7' com relagao as bases J e v e é
denotada por [T']}. Quando a matriz V =W e 8 =+, denotamos apenas por [1']s.
Observacao 2.8. Segue da unicidade da representacao dos vetores em cada base, que a
matriz de uma transformacao linear é tinica.

Ezemplo 2.17. Seja V' = P3(R) = {p(t) = ag + a1t + ast? + ast3t € R;ag,a1,a2,a3 € R} o
espaco dos polinomios com coeficientes reais de grau menor ou igual a 3. O conjunto
B ={1,t,t2,t3} é base de P3(R). Seja D : P3(R) — P3(R) o operador derivada, isto é,

D(p(x)) =p'(x).

A matriz de D em relacao a § é uma matriz 4 x 4 dada por

[D]s =

o O O O

o O =
S O N O
S W O O

0

A representacao de uma transformacao linear em forma de matriz auxilia nos calculos

para encontrar diversas informacoes sobre a transformacao linear. Em particular, temos:
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a) SeT:V — W eTy: W — U sao transformagoes lineares, dimU = dim V = dim W =
n, 8,3" e 8" sao bases de V,W e U, respectivamente, entao

[TQ OTl]g = [Tl]g + [Tg]ﬁ, .
b) T:V — W é uma transformagao linear bijetora, se e somente se, [1']z ¢ invertivel,
em que 3 é base de V. Nesse caso, [T 1]5 = ([T]5)

As provas de ambos os resultados podem ser encontrados em (4]) Coelho e Lourenco, 2013,
pag.97-98.

2.1.7 Subespaco T- invariante

Um subespaco W de um espago vetorial V' é considerado invariante sob uma trans-
formagao linear T': V' — V se, para cada vetor w em W, o vetor T'(w) também estd em
W. Em outras palavras, a aplicacao da transformacao linear T' a vetores que pertencem
ao subespaco W resulta em vetores que ainda pertencem a V.

Formalmente, um subespaco W de um espago vetorial V' ¢ invariante sob a trans-
formagao linear T se, para todo w em W, temos T'(w) € W. Isso é expresso matematica-

mente como:
W é invariante sob T se T'(w) € W, para todo w € W.

A invariancia de subespagos sob transformagoes lineares é uma propriedade importante
em algebra linear e é frequentemente utilizada para analisar a estrutura de sistemas linea-

res, especialmente em contextos como teoria de matrizes e teoria dos sistemas dinamicos.

Observacao 2.9. Se V' é um espaco vetorial, W é subespaco de Ve T :V — V é uma
trannsformacao linear, entao, para constatarmos a 7T- invariancia de W, basta anali-
sarmos se T aplicado nos elementos da base de W ainda estao em W. De fato, seja

B ={wi,ws, ..., wy,} uma base de W e w e W. Escrevendo
W= QW+ + Wy,

temos

T(w) = T(alwl 4o+ amwm) = alT(wl) 4o amT(wm)

se T'(w;) € W, para i = 1,---;m entdo T'(w;) pode ser escrito como combinagao dos ele-
mentos de § que, substituindo na igualdade acima, concluiriamos que 7'(w) é combinagao

linear dos elementos de (3 e, portanto, T'(w) € W.

Se V' é um espaco vetorial, T': V — V e W é subespago de V T'- invariante, entao

a restricao Ty : W — W é bem posta, uma vez que temos garantia de que a Imagem
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de T|w estd no contradominio indicado. Isso nos permite olhar, por exemplo, a restrigdo
de transformacoes lineares definidas, inicialmente, em espacos de dimensao infinita, a
partir de subespacos de dimensao finita T—invariantes. Esse caminho é, exatamente, o

que seguimos nas aplicagoes apresentadas no préximo capitulo.



3 APLICACOES DA ALGEBRA LINEAR NO CALCULO
DIFERENCIAL E INTEGRAL.

3.1 Aplicagao na Antidiferenciagao

Vamos considerar o operador derivada

D: CY(R) — C(R)
[ = D(f)=F

do espaco das fungoes continuas e diferenciaveis de R em R no espago das fungoes continuas
de R em R. Nesse caso, D é linear, pelas propriedades da derivada.

Sejam 8 = {fi, -, fn} uma sequéncia finita de vetores em C'(R) tal que S = [/] é
invariante por D, isto é, D(S) c S. Entao, a derivada restrita a S pode ser representada
por uma matriz n x n relativa a base 8 nela propria, ou seja, podemos considerar v = 3,
nessas condigoes.

As aplicagbes que apresentamos nessa secao seguem essa ideia. D—invariantes, calcu-

lamos a antiderivada (ou integral) de algumas fungoes.

3.1.1 Antiderivadas das fungoes Seno e Cosseno

Seja =+ = {sint,cost} e U=V =[f]. Observe que S =[] é D-invariante, uma vez
que D(sint) = cost € S e D(cost) = —sint € S. Assim, a restricdo D|s : S — S é bem

posta e, como ( é L.I., entao [ é base de S. Agora,

0
a matriz [D(sint)]z = [cost]z = [0-sint +1-cost]s = l ) ]

[D(cost)]s =[-sint]g=[-1-sint+0-cost]s = [ _(1) ]

e, portanto, a matriz D = [D|g]s para D relativa a 5 é dada por

D:[g O]

D, em verdade, ¢ a matriz para a rotacao de 90° do plano, no sentido anti-horario, que
dé imagem a geometria dos circulos das derivadas: sint - cost - —sint - —cost — sint.
Ainda, a matriz D é invertivel, pois det D = 1 # 0 , portanto, D|g é invertivel e a matriz

da inversa de D|g relativa a base g é dada por

b | 01
-1 0|
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Sabendo que, nesse contexto, a inversa da diferenciacao é a integracao e as colunas
de D! representam as coordenadas dos elementos da base, entdo as antiderivadas dos

elementos da base sao

/ sintdt = D|g(sint) = [

01 ][ sint cost ]:—cost

1
fcostdt=D|§1(cost) :[ 0 ][ sint cost ]:sint

Sabemos que héa outras antiderivadas para as funcoes sin e cos, que diferem destas
apenas por uma constante. Entretanto, elas nao aparecem aqui, uma vez que o espaco
das fungdes constantes forma o nicleo do operador derivada( ja que a derivada de qualquer
funcdo constante é zero e a fungao nula é o elemento neutro do espago de fungoes) e S
intercepta esse niucleo somente na origem, isto é, Ker(D)nS = {0}. Assim, relativamente

a base 3, a antidiferenciacao, em S, é unica.

3.1.2 Integral por Partes

Queremos, agora, calcular o valor de [ t?e!dt. Nesse caso, sabemos que esta é uma
integracao tipica por partes, em que aplicamos duas vezes o método de integragao para
calcular o valor.

No nosso contexto, vamos olhar para o espaco contendo t?e¢! que é invariante sob a
diferenciacao.

Calculando sucessivamente as derivadas de t2ef, encontramos combinagoes dos elemen-
tos t2et tet et, de modo que nos leva a considerar o conjunto LI § = {t2ef, tef, e!}, como

base de um espaco D—- invariante. Ainda,
o D(t2e!) = t2e! + 2tel = t2et + 2tel + Oet;
o D(te) =tet +e! = 0t2e +te! + e
o D(et) = et = 0t2et + Ote! + e;

ou seja, S’ = [B] também é D- invariante.

Portanto, a matriz D = [D|g]s ¢ dada por

Il
O NN =
— = O
_ o O

E, consequentemente,
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1 00
D1t=| -2 1
2 -1 1

Uma tnica matriz inversa fornece todas as antiderivadas, somente com os coeficientes

das colunas de D1, sendo elas:

1
3 fthtdt =D|g (t%') = | -2 [ t2et tet et ]=t26t—2tet+26t.
2
0
3 ftetdt=D|§}(tet) = 1 [tht tet et ]:tet—let.
-1
0
3 fetdt:DB}(et): 0 [tht tet et ]zet.
1

3.2 Aplicagao nas Equacgoes Diferenciais Ordinarias Lineares

Seja f € C'"™ e consideremos a Equagao Diferencial Ordinéria - EDO, nao homogénea,

any™ + - +agy = f. (3.1)

Podemos associar a equacao acima ao operador £, de modo que,

L(y) = any™ + - +agy,y e C.
Note que, se S é um espaco D@-invariante, com ¢ = 1,---,n; Dg é a matriz de D numa
base § de S e L é a matriz de £ na base (3, entao
L=a,Dé+--+a1Dg+apl.

E, se f € S, podemos encontrar uma solugao particular de (3.1)), reescrevendo o problema

da forma

Llyls = (anDis + -+ aol)[yls = [f1s

Exemplo 3.1. Consideremos a EDO

y" +9y +y=sint.
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Usando a base = {sint, cost}, ja sabemos que

sinte S=[0]e [sint]ﬁ:[ ; ]

2
0 -1 0 -1 1 0 0 -1
L=D§+DS+I= + + — .
1 0 1 0 0 1 1 0

Assim, nosso problema estd resumido a encontrar y € S, de modo que

Ainda,

Llyls = [fls,

ou, equivalentemente,

Portanto,

y(t) = —cost

¢ uma solucao particular da equacao dada.



31

4 CONSIDERACOES FINAIS

Com base nos estudos realizados sobre Algebra linear e Célculo diferencial e integral,
podemos concluir que explorar a interacao entre essas disciplinas é uma jornada enrique-
cedora e fundamental para a formacao académica.

Durante este trabalho, mergulhamos nos fundamentos da Algebra linear, como espagos
vetoriais, subespacos e transformacoes lineares. Esses conceitos nao apenas solidificaram
nossa compreensao tedrica da matematica, mas também revelaram sua aplicabilidade
pratica em diversas areas do conhecimento. Da mesma forma, ao explorar as aplicagoes
do Célculo, desde diferenciacao até equagoes diferenciais, pudemos testemunhar como
esses conhecimentos se entrelacam e se complementam.

A aplicagao da Algebra Linear no Calculo Diferencial e Integral proporciona uma abor-
dagem robusta e sistematica para resolver uma ampla gama de problemas matematicos
de forma organizada e eficiente. Ao integrar conceitos fundamentais da Algebra Linear,
como a linearidade de operadores, as bases funcionais e suas representagoes matriciais,
conseguimos obter uma compreensao mais profunda das interacoes entre esses elementos
e suas aplicacoes praticas. Esse estudo nao s6 amplia as ferramentas disponiveis para o
calculo de antiderivadas e a resolucao de equacoes diferenciais ordinarias, mas também
revela a elegancia da matematica ao unir areas aparentemente distintas.

Além disso, ao aplicar esses conceitos a problemas concretos, como as integrais de
funcoes trigonométricas e a resolucao de equagoes diferenciais, mostramos como a Algebra
Linear nao apenas simplifica os cdlculos, mas também oferece uma maneira mais clara e
intuitiva de compreender o comportamento de sistemas dinamicos e suas solugoes. Esse en-
trelacamento entre a Algebra Linear e o Célculo nao s6 aprimora as habilidades analiticas,
mas também destaca a interdependéncia entre diferentes ramos da Matemaética, sugerindo
que as fronteiras entre elas sao muitas vezes mais fluidas do que aparentam. Dessa forma,
a combinacao dessas areas matematicas contribui de maneira significativa para o desenvol-
vimento de métodos mais poderosos e abrangentes, com aplicagoes em diversas disciplinas

da Ciéncia e Engenharia.
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