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“A matematica pura é, em seu modo, a
poesia das ideias légicas.” Albert Einstein



RESUMO

O cancer é um termo geral dado a um conjunto de mais de 100 doencas caracterizadas pelo
crescimento descontrolado de células, representando um grande desafio para a saide glo-
bal. Este trabalho investiga aplicacoes de ferramentas matematicas, tais como Equagoes
Diferenciais Ordinérias (EDOs) e a Teoria do Controle Otimo, para modelar o crescimento
e tratamento de tumores cancerigenos. Inicialmente, sao apresentados conceitos relacio-
nados ao cancer e a quimioterapia, em seguida, definicoes e resultados fundamentais das
teorias matematicas mencionadas, que sao posteriormente aplicados a modelos classicos
de crescimento tumoral, como os modelos exponencial, Gompertz, logistico e logistico
generalizado, bem como a um modelo de tratamento quimioterapico que busca minimi-
zar a densidade tumoral e os efeitos colaterais causados pelo medicamento. Além disso,
desenvolvemos aplicagoes na linguagem de programagao Python, incluindo um software

com simuladores que foi utilizado para realizar as simulacoes dos modelos estudados.

Palavras-chave: Oncologia matematica. Modelagem matematica. Matematica apli-

cada. Teoria de Controle Otimo.



ABSTRACT

Cancer is a general term used to describe a group of over 100 diseases characterized
by the uncontrolled growth of cells, representing a significant challenge to global health.
This work investigates the application of mathematical tools such as Ordinary Differential
Equations (ODEs) and Optimal Control Theory to model the growth and treatment of
cancerous tumors. Initially, concepts related to cancer and chemotherapy are presented,
followed by definitions and key results from the aforementioned mathematical theories,
which are then applied to classical tumor growth models, such as exponential, Gompertz,
logistic, and generalized logistic models, as well as to a chemotherapy treatment model
aimed at minimizing tumor density and the side effects caused by the drug. Additionally,
we developed applications in the Python programming language, including a software

with simulators that was used to perform simulations of the studied models.

Keywords: Mathematical Oncology. Mathematical Modeling. Applied Mathematics.
Optimal Control Theory.
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1 INTRODUCAO

Segundo o Instituto Nacional do Cancer (INCA), o cancer é um dos mais graves
problemas de saide ptublica no mundo e uma das principais causas de morte prematura
em varios paises. De acordo com [Santos et al.|(2023), estima-se que, para o triénio 2023-
2025, ocorram 704 mil novos casos de cancer no Brasil. Na busca pela cura, pesquisas
atuais tém se concentrado em aprimorar os métodos de diagnéstico e tratamento dessas
doencas.

Conforme destacado por Rodrigues (2011), uma das dreas de pesquisa em destaque
é¢ a modelagem matemadtica do cancer, onde diversas ferramentas matematicas tém sido
aplicadas para desenvolver uma variedade de modelos matemaéticos, que podem tanto ser
usados para descrever o crescimento tumoral quanto oferecer informagoes para investigar
estratégias de tratamento (Song et all 2022). Algumas ferramentas em destaque s@o as
Equagoes Diferenciais e técnicas de otimizacao (Rodrigues, 2011).

Existem diversos métodos para o tratamento, porém todos os tratamentos, ao mata-
rem células cancerigenas, também causam toxicidade as células saudaveis, levantando a
questao natural de como os agentes terapéuticos devem ser administrados para equilibrar
os beneficios terapéuticos com seus efeitos colaterais (Ledzewicz; Schattler, 2015). Para
responder a essa questao fundamental, é necessario entender os processos pelos quais o
cancer evolui e os efeitos do tratamento, de modo que as terapias possam ser administra-
das de maneira 6tima, ou seja, da melhor forma possivel. Desse modo questoes como essa
exigem um melhor entendimento quantitativo e analitico, sendo os modelos matematicos
uma ferramenta valiosa (Rodrigues, [2011)).

Conforme Liu e Yang (2016|), a Teoria de Controle Otimo tem sido aplicada a Equacoes
Diferenciais Ordindrias (EDOs) para aprimorar estratégias terapéuticas de tratamentos
como quimioterapia, imunoterapia e terapia antiangiogénica, bem como suas combinagoes,
visando a otimizacao dos protocolos terapéuticos.

Portanto, o presente trabalho apresenta uma pesquisa bibliografica focada na aplicagao
de modelos matematicos classicos disponiveis na literatura, utilizando Equagoes Diferen-
ciais Ordindrias (EDOs) e a Teoria de Controle Otimo para a modelagem do crescimento e
tratamento de tumores cancerigenos. No decorrer da pesquisa, foram desenvolvidas algu-
mas ferramentas utilizando a linguagem de programacao Python, que estao disponiveis em
nosso repositério no GitHub (https://github.com/Ojeftbarbosa/TCC), que foram usadas
para facilitar a realizacao de simulacoes dos modelos discutidos ao longo do texto.

O trabalho esta estruturado da seguinte maneira: no Capitulo 2, discutimos os fun-
damentos biolégicos do cancer e as particularidades da quimioterapia como modalidade
de tratamento. O Capitulo 3 aborda as Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs), in-

cluindo os principais teoremas, definicoes e métodos numéricos relevantes. No Capitulo


https://github.com/Ojeffbarbosa/TCC
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4, introduzimos a Teoria de Controle Otimo, apresentando e analisando resultados dessa
teoria. No Capitulo 5, exploramos modelos classicos de crescimento tumoral descritos
por EDOs, como os modelos exponencial, de Gompertz, logistico e logistico generalizado,
complementados por simulacoes realizadas com os simuladores que desenvolvemos para
investigar as caracteristicas de cada modelo. O Capitulo 6 trata da aplicacao da Teoria
de Controle Otimo em um modelo de quimioterapia, incluindo simulagoes numéricas que
ilustram a abordagem. Por fim, a Conclusao resume os principais resultados e os desafios

que ainda persistem na modelagem matematica aplicada a oncologia.



2  Fundamentos Biolégicos

Neste capitulo, exploraremos os fundamentos biolégicos essenciais para a compreensao

do cancer e seu desenvolvimento.
2.1 O que é cancer?

Segundo o INCA (2020), a palavra cancer tem origem no grego karkinos, que signi-
fica caranguejo, e foi utilizada pela primeira vez por Hipdcrates, conhecido como pai da
medicina, que viveu entre 460 e 377 a.C. Essa nao é uma doenca recente, pois foi identifi-
cada em mumias egipcias, o que demonstra que ja afetava a humanidade ha mais de trés
mil anos antes de Cristo. Atualmente, cancer é o termo geral usado para designar um
grupo de mais de 100 doencas, caracterizadas pelo crescimento desordenado de células
que tendem a invadir tecidos e 6rgaos vizinhos (INCA| 2020)).

De forma geral, as células normais formam os tecidos do corpo humano e possuem um
ciclo de multiplicagao continuo e natural, a maioria dessas células cresce, multiplica-se
e morre de forma organizada, no entanto, nem todas se comportam da mesma maneira.
Algumas, como os neurodnios, nao se dividem, enquanto outras, como as células do te-
cido epitelial, realizam divisoes rapidas e continuas. Assim, o processo de proliferagao
celular nem sempre indica malignidade, podendo ser apenas uma resposta a necessidades
especificas do organismo (INCA| 2020).

Portanto, o crescimento desordenado de células refere-se a proliferacao incontrolavel
de células anormais, caracteristica do cancer. Diferente das células normais, que seguem
um ciclo de vida regulado e programado para morrer, as células cancerosas continuam a se
multiplicar e a se espalhar para outras partes do corpo, resultando em sérios transtornos
funcionais, e esse fenomeno é uma das principais caracteristicas do cancer, conforme
destacado pelo INCA| (2020)).

A seguir, apresentamos algumas defini¢oes relacionadas a biologia do cancer, extraidas
de |[Rodrigues| (2011)):

1. Cancer: caracterizado pelo crescimento descontrolado de células, cuja causa esta

relacionada ao gendtipo do individuo e/ou ao ambiente.

2. Neoplasias: referem-se a formagoes anormais de tecido resultantes de proliferacao

celular descontrolada, que podem ser benignas ou malignas.

3. Tumor: aumento do volume dos tecidos, que pode ou nao ser provocado por uma

proliferacao neoplasica verdadeira.

4. Tumor benigno: tumor em que as células anormais permanecem contidas em uma

unica localizagao, apresentando uma fronteira bem definida com células normais.

16
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5. Tumor maligno: tipo de tumor em que as células anormais se misturam com

células normais, configurando o céancer.

6. Células endoteliais: células que formam o revestimento interior dos vasos sanguineos,

especialmente os capilares.

No crescimento nao controlado de células, ocorre uma proliferagao anormal e autonoma,
que persiste de maneira excessiva mesmo apos o fim dos estimulos iniciais. Esse comporta-
mento caracteriza as neoplasias, que podem ser classificadas como benignas ou malignas,
sendo as tltimas comumente conhecidas como cancer (INCA| [2020).

As neoplasias benignas tém crescimento ordenado e geralmente lento, nao invadindo
os tecidos vizinhos, como, por exemplo, o lipoma, que se origina do tecido adiposo, o
mioma, oriundo do tecido muscular liso, e o adenoma, um tumor benigno de glandulas.
Em contraste, as neoplasias malignas exibem um alto grau de autonomia, podendo invadir
tecidos proximos, o que torna o tratamento mais complexo e potencialmente fatal para o
hospedeiro (INCA] 2020)).

De acordo com Ledzewicz e Schéttler (2015)) na medicina, faz-se uma distingdo ampla
entre tumores solidos, que formam uma massa bem definida, crescem em érgaos e podem
ocorrer em quase qualquer lugar do corpo (por exemplo, rim, préstata etc.), e tumores
liquidos, que ocorrem no sangue (por exemplo, leucemia, glioma, e mieloma). Os modelos

matematicos apresentados neste texto sao aplicados comumente em tumores sélidos.

2.1.1 Desenvolvimento do Cancer

Segundo o INCA| (2020) o cancer surge a partir de uma mutacao genética, ou seja,
de uma alteragao no acido desoxirribonucleico (DNA) da célula, que passa a receber ins-
trucoes erradas para as suas atividades. As alteragoes podem ocorrer em genes especiais,
denominados proto-oncogenes, que a principio sao inativos em células normais. Quando
ativados, os proto-oncogenes tornam-se oncogenes, responsaveis por transformar as células

normais em células cancerosas.

Figura 2.1 — Processo de Formacao do Cancer.

Mutagédo
genética

Célula Célula Tee?
normal cancerigena
Multiplicagao

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando BioRender.

Cancer
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As células que constituem os animais sao formadas por trés partes: a membrana
celular, que é a parte mais externa; o citoplasma (o corpo da célula); e o nticleo, que
contém os cromossomos, que, por sua vez, sao compostos de genes. Os genes sao arquivos
que guardam e fornecem instrugoes para a organizacao das estruturas, formas e atividades
das células no organismo. Toda a informacao genética encontra-se inscrita nos genes,
numa “memoria quimica” conhecida como DNA. E através do DNA que 0s Cromossomos
passam as informagoes para o funcionamento da célula (INCA| 2020).

O processo de formacao do cancer é chamado de carcinogénese ou oncogénese e, em
geral, acontece lentamente, podendo levar varios anos para que uma célula cancerosa
prolifere-se e dé origem a um tumor visivel (INCA} 2020)).

Sobre a ordem de grandeza das células tumorais, segundo as pesquisas de [Rodrigues
(2011)) em trabalhos relacionados a esse contexto, sabe-se que um tumor é visivel aos raios
X quando possui 108 células e clinicamente palpavel em humanos a partir de 109 células,
o que equivale a aproximadamente 1 g, e que pessoas com a doenca nao sobrevivem apos
o tumor atingir cerca de 10'? células, ou seja, aproximadamente 1 kg.

Apresentamos uma breve descricao das principais fases de desenvolvimento de um

tumor solido baseado em Ledzewicz e Schéttler (2015):

1. Crescimento Avascular: A medida que se desenvolve, o tumor necessita de um
fornecimento constante de oxigénio e nutrientes para a duplicagao celular. Inicial-
mente, esse suprimento é adequadamente fornecido pelo ambiente circundante por
meio de difusao. Nessa fase, as células tumorais se multiplicam e formam uma massa
compacta, geralmente com formato esférico, porém a medida que o tumor cresce,
as células préximas ao centro comecam a sofrer por falta de nutrientes, formando
uma &rea de células mortas (nicleo necrético). Esse crescimento é limitado pela
quantidade de nutrientes que o ambiente pode oferecer, o que eventualmente leva o

tumor a iniciar a proxima fase.

2. Angiogénesdl| Tumoral: Com o crescimento do tumor e a necessidade crescente
de nutrientes, as células tumorais comecam a liberar substancias, como o fator
de crescimento endotelial vascular (VEGF) E|, que estimulam a formacao de novos
vasos sanguineos ao redor do tumor. Esse processo, chamado de angiogénese, cria
uma rede de vasos que supre o tumor com o oxigénio e nutrientes necessarios para
continuar crescendo. A angiogénese é essencial para o tumor se expandir além de um
pequeno volume e, por isso, é alvo de terapias que buscam impedir esse fornecimento,

limitando o crescimento tumoral ao bloquear a formagao de novos vasos.

1A angiogénese em si ocorre em varios processos fisiolégicos, que ndo sao necessariamente maléficos,
como, por exemplo, a cicatrizagao de feridas.

20 fator de crescimento do endotélio vascular (VEFG) é uma protefna sinalizadora envolvida na
angiogénese.
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3. Metastase: Na fase final do desenvolvimento tumoral, o tumor atinge um tamanho
e complexidade que permitem a liberagao de células para outras partes do corpo (veja
a Figura . Essas células desprendidas entram na corrente sanguinea e viajam
até outros orgaos e partes do corpo onde podem se fixar e formar novos tumores.
O tumor original é conhecido como tumor primario, enquanto os tumores formados

em outros locais sao chamados de tumores secundarios ou metastaticos.

Figura 2.2 — Liberacao de células tumorais na fase final do desenvolvimento tumoral
(Metéstase).

€ 1\. ,\/ﬂw”’
Célula Células cancerigenas Células cancerigenas Células cancerigenas Células cancerigenas ®
cancerigena (pequeno tumor) (tumor médio) (tumor grande) (metéstase)

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando BioRender.

Segundo Ledzewicz e Schéttler (2015), o tratamento do cancer tem dois objetivos
principais: curar a doenga e aliviar os sintomas. Quando possivel, o objetivo é eliminar
completamente o tumor, o que é vidavel para alguns tipos de cancer. Por exemplo, no
cancer de rim, a remoc¢ao do rim pode eliminar a doenca se o tumor estiver encapsulado.
Em casos onde a cura nao é viavel, o foco muda para controlar a doenca, atrasar seu
avanco ou manté-la em niveis suportaveis, além de aliviar os sintomas. Para tipos de
cancer com baixa taxa de cura, o foco é melhorar a qualidade de vida e as chances de
sobrevivencia, evitando toxicidades.

De acordo com o (2022), o tratamento do cancer pode ser feito através de
cirurgia, quimioterapia, radioterapia ou transplante de medula éssea. Porém se o cancer
se espalhou para outras partes do corpo, as chances de sobrevivéncia sao muito reduzidas

e as opgoes de tratamento sao limitadas, com a quimioterapia permanecendo como a

principal alternativa (Ledzewicz; Schattler] 2015]).

A seguir, abordaremos os fundamentos relacionados ao tratamento quimioterdpico.
2.2 Quimioterapia

De acordo com o INCA| (2022)), a quimioterapia é um tipo de tratamento que faz uso
de medicamentos para o combate do cancer. Estes medicamentos se misturam com o
sangue e sao levados a todas as partes do corpo, destruindo as células doentes que estao

formando o tumor e impedindo que se espalhem.
Segundo o INCA| (2022)), a quimioterapia pode ser administrada como:
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1. Via oral (pela boca): Sao remédios em forma de comprimidos, cdpsulas e liquidos,

que voce pode tomar em casa.

2. Intravenosa (pela veia): A medicagao é aplicada na veia ou por meio de cateter

(que é um tubo fino colocado na veia), na forma de inje¢oes ou dentro do soro.

3. Intramuscular (pelo misculo): A medicagao é aplicada por meio de inje¢oes no

musculo.

4. Subcutanea (abaixo da pele): A medicagao ¢ aplicada por meio de inje¢do no

tecido gorduroso acima do musculo.

5. Intratecal (pela espinha dorsal): E pouco comum, sendo aplicada no liquor
(liquido da espinha), administrada pelo médico, em uma sala prépria ou no centro

cirargico.

6. Tépica (sobre a pele): O medicamento, que pode ser liquido ou pomada, é

aplicado na pele.

Embora os quimioterapicos sejam desenvolvidos com o objetivo principal de destruir
células que se reproduzem rapidamente, sua acao nao é seletiva. Assim, além de atacar as
células tumorais, eles também afetam células normais de alta taxa de proliferacao, como
as da medula Gssea e dos foliculos pilosof’] Essa falta de seletividade resulta em efeitos
colaterais da quimioterapia, incluindo queda de cabelo, diarreia, feridas na boca, nauseas,

vomitos, anemia, entre outros (INCA| 2022]).

30s foliculos pilosos sdo pequenas estruturas localizadas na pele, responsaveis pela formacdo e pelo
crescimento dos cabelos.



3  Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs)

Em termos gerais, uma Equagao Diferencial é uma equagao que descreve uma relagao
entre uma funcao desconhecida, dependendo de uma ou varias variaveis, e suas derivadas
até uma certa ordem. A ordem mais alta das derivadas da funcao desconhecida que estao
envolvidas nesta equagao é chamada de ordem da equacao diferencial. Se a fungao desco-
nhecida depende de varias variaveis, entao a equacao ¢ chamada de Equacao Diferencial
Parcial (EDP), em contraste se a fungao desconhecida depende de uma tnica varidvel, a
equagao ¢ denominada de Equagao Diferencial Ordinéria (EDO) (Barbul, [2016]).

Historicamente, segundo Bassanezi e Ferreira Jr. (1988)), o estudo de equagoes di-
ferenciais surgiu da necessidade de descrever movimentos e fenomenos naturais, como a
movimentagao dos planetas, estudada por Johannes Kepler, a oscilagao do péndulo, entre
outros fenomenos. A falta de uma teoria matematica adequada limitou essas investigagoes
até o avanco do calculo diferencial e integral no final do século XVII, com contribuic¢oes de
[saac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, que possibilitaram a modelagem matematica
de tais fenomenos.

A resolucao explicita dessas equagoes foi inicialmente impulsionada por matematicos
como os irmaos Bernoulli e Leonhard Euler. Com o tempo, tornou-se evidente que nem to-
das as equagoes poderiam ser resolvidas dessa forma. Augustin-Louis Cauchy destacou-se
ao demonstrar rigorosamente a existéncia de solucoes para uma ampla classe de equagoes
diferenciais (Bassanezi; Ferreira Jr., [1988)).

Portanto, essa teoria se desenvolveu e consolidou como uma ferramenta essencial na
modelagem de fenomenos fisicos e naturais (Bassanezi; Ferreira Jr., [1988). Na biologia e
na medicina, por exemplo, ela pode ser utilizada para modelar o crescimento de tumo-
res, fornecendo informacoes importantes sobre o comportamento e a evolucao das células
cancerigenas ao longo do tempo.

Neste capitulo, serao apresentados resultados fundamentais das Equagoes Diferenci-
ais Ordinarias (EDOs) de primeira ordem, com énfase em defini¢oes, teoremas, métodos
de resolucao e métodos numéricos, esses resultados serao aplicados em modelos de cres-
cimento tumoral posteriormente. A fundamentacao tedrica serd baseada em referéncias
como Fernandez-Caral (2023), Figueiredo e Neves (2018)), |Silval (2016) e Filho| (2007)), além

de outras que serao mencionadas ao longo do texto.

Definicao 3.1. Uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem é uma equacao da

forma p
/ Yy

= < _ 3.1

v=_ f(z,y), (3.1)

onde f:€ - R é uma funcao definida em um conjunto aberto 2 c R2.

21
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Definigao 3.2. Seja um intervalo I c R e ¢ : [ - R uma funcao dada. Dir-se-4 que ¢ é
uma solugao em [ para (3.1) se:

1. ¢ é diferenciavel em I.

2. (r,0(x)) e, Vxel.
3. ¢'(x) = f(z,p(x)), Vel

Defini¢ao 3.3. Um Problema de Valor Inicial (PVI), também conhecido como Problema

de Cauchy (PC), para (3.1]) é um sistema que pode ser expresso na forma:

y' = f(.l?, y),
(PC) (3.2)

y(xo) = Yo,

onde (g, o) € 2.

A segunda igualdade em ({3.2)) representa a condicao inicial, e o par (xg,yo) é denomi-
nado dado de Cauchy.

Definicao 3.4. Sejam I um intervalo contendo xg e ¢ : [ - R uma fun¢ao dada. Dizemos
que ¢ é uma solugao do PC (3.2]) em I se, além de resolver a equagao (3.1]) em I, satisfizer

a condicao inicial p(xg) = yo.
A representagao geométrica da Defini¢ao [3.4] é ilustrada na Figura [3.1]

Figura 3.1 — Representacao geométrica da solugao de um Problema de Cauchy.

Ul\

Yol ---

8|
o
QY

Fonte: Adaptado de Figueiredo e Neves (2018)).
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3.1 Teorema de existéncia e unicidade

Nesta se¢ao, apresentamos e demonstramos um teorema fundamental que estabelece
as condigoes suficientes para garantir a existéncia e unicidade da solucao do Problema
de Cauchy. A demonstragao segue de forma andloga ao desenvolvimento apresentado por
Figueiredo e Neves (2018) e Silva) (2016)). Para completé-la, utilizaremos alguns resultados
sobre espacos métricos, os quais podem ser consultados no Apéndice A, baseados nos
estudos de |Lima/ (2020)).

Teorema 3.1 (Existéncia e Unicidade). Seja f: € - R uma fun¢do continua definida
num aberto Q do plano (x,y). Suponhamos que a derivada parcial com relagao a sequnda
varidvel, g—i : Q> R, seja continua também. Entao, para cada (xo,y0) € §2, existe um
intervalo aberto I contendo xy e uma unica fungao diferencial p : I - R, com (x,p(z)) € Q
para todo x € I, que € uma solucdo do Problema de Cauchy .

Antes de apresentarmos a demonstragao do Teorema vamos reescrever o PC ((3.2)

como um problema de resolucao de uma equacao integral, conforme descrito a seguir.

Lema 3.1. Seja f:Q — R uma fun¢do continua definida num aberto 2 do plano (z,y).
Entao, uma fungao diferencidvel ¢ : I — R é uma solu¢ao do PC (3.2) se, e somente se,

¢ uma solucao da equacgao integral

y(x) =yo + L: f(s,y(s))ds, tel. (3.3)

Demonstrac¢ao. (=) Suponhamos que ¢(t) seja uma solucdo do Problema de Cauchy
(3.2). Assim, temos a equacao diferencial

de(z) _

2 < fag) (3.4

com a condigao inicial ¢(xg) = ¢o.
Integrando ambos os lados da equagao (3.4)) de =y a = e aplicando o Teorema Funda-

mental do Calculo, obtemos:

o(@) = pla) = [ fs.p()ds,
o que pode ser reescrito como

o(@) =+ [ f(sp(s)ds

Portanto, ¢ é uma solugao da equacao integral ({3.3).

(<) Agora, suponhamos que ¢ : I > R seja uma fungdo continua que é solucao da



24

equacao integral (3.3)). Assim, podemos expressar ¢(x) como
(@) =0t [ F(s,0(s) ds. (35)
zo

Como f é continua, pelo Teorema Fundamental do Célculo, a integral f;; f(s,0(s))ds é

derivavel. Assim, temos

[[o st a] = stoeton

Portanto, derivando ambos os lados de ({3.5]), obtemos
o' (z) =0+ f(z, ¢(x))

= ¢'(x) = f(x, p(2)).

Além disso, considerando ¢(xg) = o,

plao) =+ [ f(s.p(s))ds

= QO([L‘()) =@+ 0.

Assim, concluimos que

¢(z0) = $o-

Com isso, finalizamos a demonstragao de que ¢(z) é uma solugao do Problema de Cauchy

B2. =

Segundo o Lema , a resolugao do Problema de Cauchy (3.2)) é equivalente a solugao
da equagao integral (3.3]). Assim, nosso foco serd a resolucao da equagao integral (3.3)).

Dado (zg,y0) € {2, tomemos a,b >0 de modo que o retangulo
B= B(a’ab?x(hyO) = {(xay) : |CE’ —$0| <ae |y_y0| < b} (36)

esteja contido em (2. Como f é continua e B é compacto (fechado e limitado), pelo

Teorema de Weierstrass, f ¢ limitada em B. Sejam

M = max{|f(z,y)|: (x,y) € B},

b
0<a<mi —
<a mm{a,M}

JE = [ZEO—E,I‘O +E]

sendo Jz o intervalo fechado.
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Seja C o conjunto de todas as fungoes g : J; — R tais que g(xo) = yo € |g(z) — yo| < D.
Geometricamente, o conjunto C corresponde a todas as fungoes contidas em B cujos

gréficos passam pelo ponto (zg,yo) (Veja a Figura[3.2).

Figura 3.2 — Esbog¢o do comportamento geométrico dos elementos de C.

fql\

Yo+ b

Yo

Yo — b

To—a To xo+a T

Fonte: Adaptado de Figueiredo e Neves (2018).

Definimos em C a seguinte métrica:

d(91,92) = max{lgi(x) - g2(2)| : w € Ja}. (3.7)

Precisamos verificar que a definicao acima realmente configura uma métrica, isto é,

que satisfaz as seguintes propriedades:
1. d(g1,92) >0, e d(g1,92) =0 se, e somente se, g; = go
2. d(g1,92) = d(g2, 1)

3. d(g1,92) <d(g1,93) + d(gs, 92).

Para a primeira propriedade, pela definicao de médulo, temos |g1(t)—g2(t)| > 0, resultando

em
d(gl,gg) > 0.

Além disso, se d(g1,92) = 0, entdo max{|g;(x) — go(x)|} = 0, ou seja, |g1(x) — g2(x)| = 0.

Portanto, se g; > g2, temos:
91(2) = g2(2)] = 0 = g1(x) = g2(2) = 0 = g1(z) = ga(2).
Da mesma forma, se g; < g2, temos:

91(2) = g2(2)| = 0 = ~(g1(7) = g2(2)) = 0= ga(7) = g1 (x) = 0 = ga(2) = g1 (7).
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Assim, se g1(z) = go(x), entao gi(z) — g2(x) = 0 implica que |g1(x) — g2(2)| = 0, resultando
em max{|g1(z) — g2(z)|} = 0, ou seja, d(g1,g2) = 0. Portanto, a primeira propriedade é
satisfeita. Para verificar a segunda propriedade, utilizamos as propriedades do moédulo.

Para todo x € Jz, temos:

d(91,92) = max{|gi (z) - g2 ()|} = max{1-[g1(x) - g2 ()]} = max{[ - 1] g1 () = g2()[}-

Portanto,

d(91,92) = max{|(=1)(g1(x) = g2(2))[} = max{lga() - g1 ()|} = d(g2,91)-

Para a terceira propriedade, aplicamos a desigualdade triangular:

l91(%) = ga(2)| = |91 () = g3(x) + g3(x) = g2()| < |91 (%) = g3(x)| + |g3(x) — ga ().

Assim, obtemos:

max |g1(2) = g2()[ < max|gy (x) - gs(2)] + max|gs(z) - g2 ()],

ou seja,

d(g1,92) <d(g1,93) +d(gs, g2)-

Portanto, de fato, ¢ uma métrica. Assim, concluimos que C é um espago métrico.
Agora, devemos demonstrar que o espago métrico C é completo. Isto significa que
toda sequéncia de Cauchy em C converge para um elemento em C. Nosso foco sera a
convergéncia uniforme de fungées. Seja (g,) uma sequéncia de Cauchy em C. Cada
funcao g, esta definida no intervalo J; e assume valores em R. Assim, (g, ) pode ser vista
como uma sequéncia de funcoes reais. Como toda sequéncia de Cauchy de ntimeros reais
converge, concluimos que (g,) é convergente. Seja g o limite de g,, ou seja, g, — g.
Precisamos agora mostrar que g € C. Como (g,) é uma sequéncia de Cauchy, dado

qualquer A > 0, existe ng € N tal que, para todos n,m > ng, temos:
A(Gn, gm) < A.
Em particular, fixando m = ng, obtemos:
n>ng = d(gn,Gny) < A

Isso mostra que a convergéncia na métrica d corresponde a convergéncia uniforme de
fungoes. Portanto, a sequéncia g, converge uniformemente para g. Além disso, cada g, é

uma funcao continua, pois pertencem a C, e como o limite uniforme de funcoes continuas
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é continuo, segue que g também é continua (1).
Agora, como cada g, € C, temos ¢, (zq) = yo. Sabemos que g,, converge uniformemente

para ¢, e, ao tomar o limite quando n — oo, obtemos:
lim g, (7o) = lim yj,
T—00 n—>oo

ou seja,
9(zo) = yo-  (2)

Finalmente, como |g,(z) = yo| < b e g, converge uniformemente, temos:
lim |g,(x) — yo| < lim b.
n—oo n—>oo

Logo,
| lim g, (z) — lim | < lim b,

ou seja,
lg(x) = ol <b. (3)

A partir de (1), (2) e (3), concluimos que g € C, e assim C é completo, como desejavamos
demonstrar.
Agora, seja g: I — R a fungao definida por (3.3, isto é,

v =w0+ [ Fu(s) ds

Sendo f continua em (2, a mesma é também integravel e fm‘z f(s,y(s))ds é continua e yo

constante também o é. Portanto y(x) é continua. Note ainda que y(z¢) = 3. De fato,

ywo)=go+ [ F(s.y(s)) ds=p0+ 0=

0
Além disso, de ([3.3)) temos,
y(z) —yo = f f(s,y(s)) ds
xo

Calculando o médulo em ambos os membros vem

(@) =wnl= | [ £(s0(5)) ds

como f é continua e integravel temos, por propriedades da integral

| #Gus)) as

< [IfGu)] ds
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Dado z € R, sabemos que z < |z|. Dai,

NECTONEE

[ UG ds

Mas, conforme definido anteriormente, |f(s,y(s))| < M e entao por propriedades da inte-

gral obtemos

[ 1) s

e mais, da definigdo de Jz resulta que |x — zo| <@. Logo,

<M (x - x)| < Mlx — o

< Ma

[ Iy ds

Por definicao, @ < % Entao, Ma < b, isto é,

<b

[ sy ds

ou melhor,
[y(t) —vol < b

Portanto, y € C.
Considere-se agora a fungao ¢, definida no conjunto C, que associa a cada elemento

z € C a funcao i
P(:)=9(@) =20+ [ f(s.2(s)) ds

Como y € C, segue que

©(y) =yo + fx:f(s,y(S)) ds

Comparando com a equacao (3.3), concluimos que

o(y) =y.

Além disso, mostramos acima que y = g(x) € C ou seja, ¢(z) € C para todo z € C. Logo,
podemos escrever ¢ : C — C. A igualdade, y = ¢(y) indica que as solugoes de e,
consequentemente, do PC (3.2)) sdo os pontos fixos de ¢.

A seguir, enunciaremos e demonstraremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach que

sera de grande importancia para finalizarmos a prova do Teorema |3.1

Lema 3.2 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja (M,d) um espago métrico

completo e p: M — M uma contracao, ou seja, existe uma constante 0 < K <1 tal que:

d(p(x), p(y)) < K-d(z,y), VYa,yelM.

Entao, ¢ possui um unico ponto fixo, ou seja, existe um tunico a € M tal que p(a) = a.
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Demonstrag¢ao. Considere a sequéncia (x,) em M e um elemento arbitrario xg € M.

Definimos a sequéncia como segue:

X = 90(%),902 = <P(371)7$3 = 80(I2)7 ceeyn = @(-’En—l)7$n+1 = SD(In)7 e

Admitimos, por enquanto, que a sequéncia (x,) converge para um ponto a € M, ou seja,

lim,, . z, = a. Da continuidade de ¢, temos:
pla) = o lim a0 ) = Jim i(z0)
Dado que 2,41 = ¢(z,,), podemos reescrever a expressao como:
p(a) = lim p(z,) = lim 2.

Como z,,1 € uma subsequéncia de (z,,), a qual assumimos que converge para a, concluimos
n ) )

que T,,1 também converge para a (veja o apéndice A). Assim,
p(a) = lim x,,1 = a,
n—oo

o que implica que ¢(a) = a. Portanto, a é um ponto fixo de f.
Agora, demonstramos que ¢ nao admite dois pontos fixos distintos. Suponha que
existam a,b € M tais que p(a) = a e p(b) = b. Como ¢ é uma contragao, existe uma

constante K tal que 0< K <1le

d(p(a),p(b)) < K -d(a,b).
Dado que ¢(a) =a e ¢(b) = b, obtemos d(¢(a), (b)) =d(a,b). Assim, temos:
d(a,b) < K -d(a,b).

Rearranjando, obtemos
d(a,b) - K -d(a,b) <0.

O que implica

d(a,b)-[1-K]<0. (3.8)

Note que, uma vez que K <1e 0 < K, a expressao 1 - K é positiva. Além disso, d(a,b) >0
por definicao de métrica. Para que a inequacao seja satisfeita, é necessario que
d(a,b) =0, o que implica que a = b por propriedades de métrica. Portanto, ¢ possui um
unico ponto fixo.

Resta demonstrar que a sequéncia (z,) é uma sequéncia de Cauchy em M. Para isso,
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precisamos mostrar que, para todo € > 0, existe um ng € N tal que:
d(Zp, Tpm) <€, Ym,n>ng.
Considerando os primeiros termos da sequéncia e a propriedade de contracao de ¢, temos
d(z1,22) = d(p(20), (1)) < K - d(z0,21),
d(ra,23) = d(p(x1), p(12)) < K - d(z1,72) < K* - d(20,71).
De forma geral, podemos estabelecer

d(Tp, Tpi1) < K" - d(x9,21) VneN.

Podemos provar a expressao acima usando inducao, é isso que faremos a seguir.

Base da inducao: Para n =1, temos
d(z1,29) < K - d(xg, 1),

o que é verdadeiro.
Hipotese de indugao: Suponha que a afirmacao seja verdadeira para algum n > 1, isto
é, que d(xy, Tpy1) < K™ -d(xo, 7).

Passo da indugao: Precisamos mostrar que a afirmagao vale para n + 1:
d($n+17$n+2) = d(@(xn), ¢($n+1)) <K- d(xmxn+1) <K-K™- d($07$1) = K1 'd(warl)'

Assim, por inducao,
d(zp, tpe1) < K™ d(xg,x1) VYneN. (3.9)

Agora, para m > n, podemos escrever m = n + p para algum p € N. Entao, pela

desigualdade triangular, temos:
A(Tp, Tm) = (T, Trap) < (X, Tpa1) + A(Tps1, Tnso) + A(Tpao, Tnes) + .o+ A(Tpep-1; Trap)-
Utilizando a desigualdade anterior e a expressao para cada termo, obtemos:

d(xp, 2m) < K™ -d(xg,21) + K™ - d(2g,21) + K™ - d(xg,21) + ... + K" d(z0,21).
Reorganizando,

Ay, ) <[K™+ K™+ K™% 4o+ K" d(w0,24),
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ou ainda,
d(p, ) K™ [1+ K+ K2+ ...+ KPH - d(o, 21).

Observe que [1+ K + K2 + ...+ KP~!] representa a soma de uma progressao geométrica,

1

%> 0 que implica

e como |K| < 1, entao essa soma pode ser representada como

1
d(l’n,l'm) < K. m . d($0,$1).

Portanto, temos
d(zo,71)
1-K

Como 0 < K < 1, sabemos que lim,,_,,, K™ = 0. Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que se

1-K
K™~ 0| = |K"| < l—]e
d(i[fo, xl)

Portanto, para todo m,n > ng, se m > n, temos

o) <0 [0 e[S | [ -

d(Zp, Tp) < K™ -

n > ng, entao

o que implica

d(xy, Tm) <€,

concluindo que (x,) é uma sequéncia de Cauchy, o que completa a demonstragao.
m

Para aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach ao problema em questao, ainda
precisamos demonstrar que a funcao ¢ é uma contragao.

Dados g1(x), g2(z) € C, temos as expressoes

Pla)(@) =p0+ [ Fls.0:())ds

©(92)(x) = yo + fm: f(s,92(5)) ds.
Logo,
P(9)(@) = p(0)(@) = [ Flo.qu()ds= [ f(s.0(5)) ds
= [ [#(5.01() = £ 20
e, portanto,

[Plo)(@) = oo (@) = | [ 1 (519109) = 15,209 |- (3.10)
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Vamos agora estimar o segundo membro de (3.10)). Para isso, utilizaremos o seguinte

resultado.

Lema 3.3. Seja f:Q - R uma funcao continua definida em um aberto Q do plano (z,y),
tal que sua derivada parcial f, : @ - R também seja continua. Dado um subconjunto

limitado Qg c Qg c Q, existe uma constante K > 0 tal que

|f(z,1) = f(@,p2)| < Klyr = vl

para quaisquer (z,y1), (z,y2) € Q.

Demonstracdo. Seja ¢ < dist(Q, 0€2), onde O representa a fronteira de ©, e designaremos
por Qs = {(x,y) € Q: dist((x,y), Q) < $} uma -vizinhanca de Q. Sejam (z, 1), (x,y2) €
Qp, com |y; — 2| < 0, 0 segmento [ 2, A\y; + (1 =Ny |, 0< A <1, estd contido em Q.
Portanto pelo Teorema do Valor Médio,
(I7 yl) B f(‘r7 y2)

S
fylz,c) = ,com yi > Ys.
v{z:) Y1 = Y2 e

onde ¢ pertence ao segmento descrito acima. Assim,

f(@, 1) = f(@,92) = fy(z,0) (31 - 42),

o que implica
[f(z,y1) = f(z,92)] = | fy(z, ) [yr = val.

Como Qg é compacto e fy € continua, pelo Teorema de Weierstrass, f, ¢ limitada em Qo.
Seja
My = max{|f,(z,y)] : (x,y) € Q}.

Logo, temos
|fy(x7c)| < M17

e, portanto,
|f($7yl) - f(ffay2)| < M1|y1 - y2|-

Agora, consideremos o caso em que |y; — yo| > 0. Pela desigualdade triangular, temos

[f(@y0) = (@ y)| <[f (2901 + 1 (2, 92)].

Como |f(x,y)| < M para todo (,y) € Qq, segue que

|f(2,1) = f(x,y2)] < 2M.
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Note que
- 1
2M = 2M|y1 bl _ 2M Y1 = Yal,
ly1 = ol Y1 = ol
e, como |y; — ys| >4,
1 1
<5,
1=yl = 0
dai, )
2M < 2M5|y1 - y2|,
ou seja,
2M
[f(z,y1) = fz,92)] < T'yl = Yal.
Portanto, o lema estd demonstrado com K = max{M;, 2! }. O

Retomemos agora a estimativa em (3.10). Utilizando as propriedades da integral,

obtemos

T
0

[ U910 = (s, ga(s))]ds

< [ 1.0 = (5. qa(s))] ds.

Como f é uma funcao continua definida em €, um aberto do plano (z,y) e, f, também

é continua, temos pelo Lema [3.1], sabemos que existe uma constante K tal que

11(5,91(5)) = [ (5, 92())] < Kg1(s) = g2(s)]

por propriedades da integral e visto que |g1(s) — g2(s)| < d(g1, g2) segue,

f 1f(5,91(5)) = f(5,92(5))] ds

st 191(5) = g2(5)| dngf (g1, ) ds
y) o

= Kd(glqu) f ds < Kd(gla.QQ)(‘r - .ZU()) < Kd(91792)|x - I'0|
o

como x € Jg, |x — x| <@. Logo,

[ 1015 = £(5.2(5))] ds| < KKad(g1.92)

ou melhor,
lp(91)(x) — ¢(g2) ()| < Kad(g1,g2)-

Para que ¢ seja uma contracao, ¢ necessario que Ka < 1. Portanto, basta escolher
a< % Como ja verificamos que ¢ é uma contracao, podemos concluir, pelo Teorema do
Ponto Fixo de Banach, que existe um tnico ponto fixo de ¢ em C. Em outras palavras,
existe uma solugao unica para o Problema de Cauchy (PC) que esta definida no

intervalo I = (zg—@,xo +a). O
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Observacao 3.1. Demonstramos anteriormente a existéncia e unicidade de uma solu¢ao
para o problema de valor inicial definido em um determinado intervalo I = (xq —
a,xo+a). Vale ressaltar que o valor de a depende da func¢ao f e da distancia do ponto
(zo,vy0) em relagao a fronteira 02 do conjunto Q. Portanto, o préximo resultado € de

grande relevancia.

Lema 3.4. Se K €C é compacto, entdo um mesmo a pode ser escolhido de modo a servir

para todas as condigoes iniciais (xo,y) € K.

Demonstracao. Consideremos uma d-vizinhanca Ks de K tal que
KckKsckKs.

Como K é um conjunto compacto e, portanto, limitado, podemos escolher um ¢ de forma
que K5 também seja limitado. Além disso, a escolha pode ser feita de modo que K seja
também um conjunto limitado. Tomemos, entao, um o que satisfaca essas condigoes. Pelo

Teorema de Weierstrass, a funcio f é limitada em Ks. Definimos

M = max{|f(z,y)|: (x,y) € Ks}.

Note que podemos escolher a e b de modo que o retangulo B esteja sempre contido em
KCs para qualquer (z0,v0) € K. Em outras palavras, estamos tomando a e b fixos, os quais
servirao para qualquer condicao inicial. Como @ depende de a e b, ao fixar estes, temos
também um @ fixo que serve para todo (zg,y0) € K. Portanto, seja K a constante dada
pelo Lema com 2y = Ks. Escolhemos

_ : b 1
a < min- a, aldt
0 que completa a demonstracao. O

Lema 3.5. Sejam p1(x) e pa(x) solugoes do PC (3.2) definidas em intervalos abertos

contendo o, I e Iy respectivamente. Entao, p1(x) e po(x) coincidem em I N Is.

Demonstracao. Primeiramente, observamos que o conjunto [ := I; n Iy é aberto, uma vez
que ¢ a intersecao de dois conjuntos abertos. Agora, consideremos o subconjunto J de [

definido como
J={xe I: v1(x) = pa(x)}.

Nosso objetivo é demonstrar que J = I. Inicialmente, notamos que J nio ¢é vazio, pois
temos @1 (o) = Yo e w2(To) = Yo para uma solugdo comum yg, o que implica que ¢;(xg) =

wa(xg). Assim, xg € J. Agora, para qualquer x € J, temos ¢1(x) = p2(x), ou seja,
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v1(x) = pa(x) = 0. Consideremos uma sequéncia de pontos (x) c J tal que
lim zp = 2.

k—oo

Definimos a fungao h(x) como

W) = p1(x) = @2(2).

Como h(x) =0 para x € J, entdao h(xy) = 0 para todos k. Ao tomarmos o limite conforme

k tende ao infinito em ambos os lados da equagao, e usando a continuidade de h(x), temos

o) = {0

ou seja,
h (%1_210 xk) =0.
Portanto,
h(z) =0,

o que implica que
p1(2) = p2(2) = 0= @1(2) = @2(2).

Dessa forma, concluimos que z € J, demonstrando que J é um conjunto fechado. Como
J é um intervalo que contém z, e onde a solugdo do Problema de Cauchy (PC) esta
definida, pela aplicacao do Teorema J também é aberto. Por definicdo, J c I, e dado
que I é um intervalo (e, portanto, um conjunto conexo), os inicos subconjuntos de I que
sao simultancamente abertos e fechados sdo o conjunto vazio e o préprio I. Assim, temos
as duas possibilidades:
J=@ ou J=1I.

Entretanto, J # @ ja que xy € J. Portanto, podemos concluir que J = I. Assim, es-
tabelecemos que o conjunto onde ¢y e ¢ coincidem é exatamente a intersecao de I, e
Is. O

Teorema 3.2. Sob as mesmas condigoes do Teorema toda solugao do PC' (13.2]) pode

ser estendida a um intervalo maximal, o qual é aberto.

Demonstracao. Consideremos o conjunto de todas as solugoes ¢; do Problema de Cauchy
(3.2) definidas em intervalos abertos I; que contém xy. Seja I = U I; e definamos ¢ como

a funcao dada por: para x € I, como z € [; para algum ¢, temos

p(r) = pi(x).
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O Lema 3.5 garante que a funcao ¢ estd bem definida. Para verificar isso, consideremos
©1 € o como solugoes do problema [3.2] definidas em abertos I; e I, respectivamente, que
contém xo. Se x € I1 N Iy, entdo x também pertence a I. Assim, temos p(x) = ¢1(x)
porque x € I;. Como z € Iy, entdao p(x) = po(x). Isso implicaria que ¢ nao seria uma
funcao, ja que um mesmo valor do dominio teria duas imagens diferentes. Contudo, o
Lema nos assegura que, para z € I; N Iy, temos p1(x) = pz(x), eliminando assim essa
contradicao e garantindo que ¢ esta bem definida. Além disso, note que ¢ é solucao da
equacao (3.2)) pois cada p; 0 é e I é aberto por ser a unido de abertos. Para simplificar
a notagao, representaremos I como I = (w_,w,). Agora, vamos demonstrar que I é um
intervalo maximal, ou seja, nao existe um intervalo contendo I onde o PC tenha
uma solucao .

Suponhamos que tal intervalo exista. Este intervalo deve conter pelo menos uma
das extremidades de I, digamos w, (podendo, inclusive, conter ambas as extremidades).

Segundo o Teorema |3.1] a solucao do problema
y'=f(z,y)

y(wy) = (wy)

existe em um intervalo (w, — @,w; + @). Agora, consideremos a fungao @ definida no

intervalo T = (w_,w, +a) da seguinte forma:

R p(x) para x e (w_,w,)
Plx)=1"_
P(x) paraxe€|w,,w, +a)

Observe que ToTe que P é uma solugdo do Problema de Cauchy, uma vez que ¢(x)
é solugao em (w_,w,) e @ é solu¢ao em (w, —a,w, +a) 2 [wy,w, +a). Portanto, F é
uma solucao da equacao definida em 7. Como I é a unido de todos os intervalos
abertos contendo z, onde o Problema de Cauchy tem solucéo, concluimos que I ¢ I. No
entanto, isso implica que T=1 , 0 que leva a uma contradic¢do, pois temos (w_,w,) =1 #

I =(w_,w,+a), uma vez que a é definido no Teorema como sendo maior que zero. []

Uma das principais contribui¢oes do teorema demonstrado ¢ a possibilidade de estender
a solucao, cuja existéncia é garantida localmente pelo Teorema (3.1, a um intervalo de
definicao maior. O préximo resultado estabelece que, para uma solugao ¢ do Problema
de Cauchy, (z,¢(z)) se aproxima da fronteira de  quando z se aproxima dos extremos
do intervalo maximal. Isso significa que a solucao sai de qualquer compacto contido em

2 a medida que x tende aos extremos do intervalo maximal.

Teorema 3.3. Se p(x) € solugao do problema de valor inicial (3.2)), com intervalo mawi-

mal I = (w_,w,), entdo (z,p(x)) — 0Q quando x — w, (0 mesmo vale para x — w_),
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isto é, dado K c £ compacto, existe T <w, tal que (x,p(x)) ¢ K para x € (1,w,).

Figura 3.3 — A solugao ¢ sai de qualquer compacto contido em 2 quando r — w,.

'I/A

Ky

0 T

Fonte: Adaptado de |Silval (2016).

Demonstra¢ao. Primeiramente, consideremos o caso em que w, = +o0. Seja K um con-

junto compacto em €2, e definamos

7= sup (z,9).
(z,y)eK
Dessa forma, (z,¢(z)) ¢ K se x> 7.

Agora, consideremos o caso em que w, < +o0. Dado K compacto em €2, pelo Lema
3.4, podemos escolher um raio @ que é aplicavel a todas as condigoes iniciais em K. Se
(o, p(x0)) € K, entao ¢ estd definida no intervalo (xg—a,xg + ).

Definamos 7 = w, —a@. Suponhamos que zg € (7,w,) e que (xq, (o)) € K. Nesse caso,

sabemos que ¢ estd definida em (zg—@,xo +a@) e que zg > T, ou seja,
To>W,— a0 = T+ a>w,.

Assim, ¢ se torna uma solugao do Problema de Cauchy (3.2)) definida em um intervalo
que contém I, o que contraria a definicao de I como um intervalo maximal. Portanto, se

xg € (1,w, ), devemos ter que (xg, ¢(xq)) ¢ K. O
3.2 Tipos especiais de Equacoes Diferenciais Ordinarias de primeira ordem

Nesta secao, exploraremos de maneira introdutéria alguns tipos de EDOs de primeira

ordem que podem ser resolvidas analiticamente.
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3.2.1 Equacoes separaveis

Equagoes diferenciais da forma

dy _ J(x)
de  g(y)’

9(y) #0 (3.11)

onde f e g sdo fungoes continuas em intervalos abertos f : (a,b) — R, ¢g: (¢,d) — R sao

chamadas de equacgoes separaveis. Da equagao (3.11]) segue

o) 2 = f () (312)

ou melhor
9(y)dy = f(x)dx

Esta tltima igualdade justifica a nomenclatura separaveis pois, como é notério, a equagao
(3.11)) foi reescrita de tal forma que as varidveis y e x, com suas respectivas diferenciais,
foram separadas pelo sinal de igualdade.

Seja y(x) uma solugao e G uma primitiva de g, ou seja

dG
—d(y) =9(y)
Y
substituindo g(y) em (3.12)) temos
dG(y) dy _
o ()

portanto, pela Regra da cadeia

dG(y(x)) _d(G(y)) dy
dx dy dx

logo, p
L G(y(@) = ()

e integrando ambos os membros com relacao a x obtemos
G(y(z))=F(x)+C (3.13)

onde F' é uma primitiva de f e C' é uma constante de integracdo. Como G'(y) = g(y) e
g(y) #0, da continuidade de g, a solugao da equacao (3.13) é dada por

y(t) =G H(F(2)+C),
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onde a existéncia de G~! é garantida pelo Teorema da Funcao Inversa. Além disso, a
equacao (3.13)) é equivalente a:

/g(y)dxz/f(x)derC.

Portanto, é possivel resolver equacoes diferenciais separdveis separando as varidaveis e
integrando ambos os lados com respeito as variaveis correspondentes. Vamos ver um

exemplo de como resolver uma equacao desse tipo, considerando uma condigao inicial.

Exemplo 3.1. Considere o seguinte Problema de Cauchy:

dy 1
dr 2" (3.14)
y(0) =1,
com x >0 ey >0. Note que a equagao é separavel, aqui, temos g(y) = i e f(x) = % A
equagao pode ser reescrita como:
1 dy = E dx.
Y 2

Integrando ambos os lados, segue que
1
In(y) = 3% +c,

ou, de forma equivalente,

y(z) = Ces®,

onde C' = e“. Substituindo a condicao inicial y(0) = 1, temos
y(0)=1=Ce" = C=1.
Portanto, a solucao analitica ¢ dada por
y(z) =€

3.2.2 Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem

Uma equagao diferencial linear de primeira ordem tem a forma geral:

s p(@)y = a(), (3.15)

onde p: (a,b) — Req: (a,b) — R sdo fungoes reais continuas definidas em um intervalo
aberto (a,b). Note que o lado esquerdo da equagao ([3.15]) se assemelha a uma derivada de
um produto de funcgoes, e caso fosse possivel reescrever dessa forma, poderiamos resolver a

equagao facilmente via integragao. Para isso, buscamos uma fun¢ao auxiliar p(x), tal que,
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ao multiplicarmos toda a equagao (3.15)) por u(x), possamos transformar o lado esquerdo

em uma derivada do produto.
Multiplicando ({3.15)) por u(z), obtemos:

(@) 2L+ p(@p(e)y = p)a(). (3.16)

Nosso objetivo é escolher p(x) de forma que o lado esquerdo seja a derivada do produto

p(z)y(x). Sabemos que

L)) = Ly + w2

Portanto, para que isso seja valido, devemos ter

L= p@()

o que resulta na equacao

du

u??v) =p(z) = %(m lu(z)]) = p(@).

Como p(z) é um fator multiplicativo, podemos assumir, sem perda de generalidade, que

p(z) > 0. Logo, a equacdo se simplifica para

L (np(a) = ().

Integrando ambos os lados com respeito a x, temos

Inp(x) = fp(x) dx + Cf.

Aplicando a exponencial dos dois lados, obtemos
() = eCrel p(x)de

Podemos considerar o termo e“r = 1, uma vez que pu(x) é multiplicativo e, portanto,
poderiamos dividir toda a equacdo (3.16) por essa constante que é diferente de zero, o

que nao afetaria o resultado final. Assim, temos

() = el P@ .

Essa expressao p é conhecida como fator integrante. Agora, utilizando esse fator inte-
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grante, podemos reescrever a equagao (3.16|) da seguinte forma

()] = )ae). (317)
Integrando ambos os lados, temos
p@)y(@) = [ pla)a(a)do+ Co,

Finalmente, isolando y(z), obtemos a solugao geral

1
v@) == [ n@a@)do+ ).
()
ou, substituindo o valor de pu(x)

y(x) = e/ p@)de ([ el P@ g2 da + Cg) .

Vejamos um exemplo de como resolver uma equacao deste tipo, considerando uma condicao
inicial.

Exemplo 3.2. Considere o seguinte Problema de Cauchy:

Z—y +2y = 2%,
o (3.18)
y(0) = 1.

Essa é uma equagao diferencial linear de primeira ordem, onde temos p(z) =2 e ¢(x) =

2x

e**. Vamos resolver utilizando o fator integrante. Primeiramente, encontramos o fator

integrante p(x). Sabemos que

,LL(ZL') — efp(z)dz _ e]2dx _ 62:1c+c

= u(r) = e*e’.
Agora, multiplicamos ambos os lados da equagao diferencial por u(x)

dy
eQa:ec_ + 2€2xecy — 62$6062m.

dx

Note que todos os membros estao sendo multiplicados pela constante e¢, que é diferente

de zero. Assim, ao dividir todos os termos da equacao por e¢, temos o seguinte resultado

d
eQmﬁ +2e*y = e*e?, (3.19)

ou seja, poderiamos ter considerado a constante e¢ = 1, ja que nao impactaria no resultado
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final. Observe que o lado esquerdo de (3.19)) é a derivada do produto e?*y(x), ou seja,

% (e2$y(m)) = T

Agora, integramos ambos os lados da equagao

6436
e*y(x) = f el dr = <t C.
Dividimos ambos os lados por e?* para isolar y(z)

4z 2x
° v +Ce22,
462:2 6211 4

y(x) =

Agora, usamos a condicao inicial y(0) = 1 para determinar o valor da constante C'

(0)‘62.O+O‘2'0—1+C—1
y(0) = 1 e =1 =1.

Logo, C'=1- % = %. Portanto, a solucao final é

2x
e 3 9

y(,I) = TJFZG

Existem outros tipos especiais de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem
cujas solugoes podem ser encontradas analiticamente, tais como as equacoes homogéneas
e exatas. No entanto, os dois tipos apresentados (lineares e separaveis) sao suficientes

para este trabalho. Para um estudo mais detalhado veja Fernandez-Caral (2023).
3.3 Métodos Numéricos

Existem diversos métodos que permitem a resolucao analitica de Equagoes Diferenciais
Ordinarias, mas nem sempre é possivel obter uma solucao analitica, o que torna os métodos
numéricos uma alternativa viavel em muitos casos. Enquanto a solucao analitica resulta
em uma relacao funcional, a solu¢cao numérica é apresentada como uma tabela de valores
da funcdo em diferentes pontos da variavel independente. A seguir, exploraremos de
maneira sucinta alguns desses métodos numéricos, para uma abordagem mais detalhada,
consulte as referéncias |[Filho (2007)) e Butcher| (2008).

Serao apresentados dois métodos numéricos para calcular uma aproximagao y; da
solucdo exata y(z;) do Problema de Cauchy nos pontos

b-a

ri=a+ih, h= , 1=0,1,2,...,m,
m

onde m é o niumero de subintervalos de [a,b] e h é o incremento ou passo. Deste modo,

a solugao numérica do PVI serd uma tabela contendo os pares (x;,y;) sendo que y; =
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y(x;). Como estamos lidando com aproximagoes, é necessario validar a qualidade do
método numeérico, para isso, utilizamos o erro absoluto, que é o valor absoluto da diferenca
entre a solugao analitica e a solugao numérica, e pode ser calculado utilizando a seguinte

expressao:

E importante ressaltar que, além do erro mencionado, existem outros tipos, como o erro
de arredondamento, que ocorre devido as limitacoes dos computadores, os quais nao
conseguem representar todos os nimeros reais com precisao infinita. Para uma anélise
mais aprofundada sobre esses erros, consulte Filho (2007). Os métodos a serem discutidos
sao o Método de Euler e os Métodos de Runge-Kutta, ambos considerados métodos de
passo simples. Um método é classificado como de passo simples quando a aproximacao
Yi+1 € calculada apenas a partir do valor y; do passo anterior. Portando seja ® a fungao

incremento, um método de passo simples é definido na forma
Yis1 =Y + h(b(x’w Yis h)

3.3.1 M¢étodo de Euler

Para o Método de Euler, utilizamos uma abordagem que se baseia na expansao da
solucdo exata y(x) em série de Taylor em torno do ponto inicial zy. A expressao pode ser

escrita como ) 5

h h
y(zo+h) =y(xg) + hy'(z0) + Ey"(xo) + Ey'"(xo) +...

Ao truncar a série apds o termo da primeira derivada, sendo x; = ¢ + h e y; uma apro-

ximagao de y(x1) e sabendo que ¢y’ = f(x,y), tem-se

Y1 =Y + hf(xo,yo),

as sucessivas aproximacoes y; de y(z;) podem, entao, ser obtidas por recorréncia

Yi+1 =Yi + hf('riu yi)‘

A expressao acima é conhecida como método de Euler. A seguir, realizaremos uma
comparacao entre a solucao analitica do Exemplo [3.14] apresentado na subsecao sobre
equacoes separaveis, e a solucao numérica obtida pelo método de Euler. Para os célculos
numéricos, utilizaremos a linguagem de programacao Python, empregando a biblioteca
NumPy para as operacoes matematicas e a biblioteca Pandas para a geracao da tabela que
apresenta os resultados desse método aplicado a esse Problema de Cauchy, essa abordagem

¢ apresentado no codigo

1 import numpy as np # Importa a biblioteca numpy



2 import pandas as pd # Importa a biblioteca pandas

4+ # EDO: y’ = 0.5y

5 def f(x, y):

6 return 0.5 * y

8 # Solugdo analitica da EDO

9 def sol_analitica(x):

10 return np.exp (0.5 * x)

11

12 # Método de Euler sem np.linspace

13 def metodo_euler(f, a, b, m):

14 h = (b - a) / m # Calcula o passo de acordo com o intervalo e o nu

mero de subintervalos

44

15 x = [a + i * h for i in range(m + 1)] # Gera os pontos xi com base no
passo h
16 y = np.zeros(m + 1) # Cria o vetor y

17 y[0] = 1 # Condigdo inicial para y

19 # Aplicando o método de Euler

20 for i in range(m):

21 y[i + 11 = y[il + h * £(x[i]l, y[il) # Atualiza o préximo valor de y

22 return np.array(x), y # Retorna como um array numpy

24 # Exibe resultados em tabela
25 def exibir_tabela(x, y_analitica, y_euler):
26 erro_absoluto = np.abs(y_analitica - y_euler)

27 tabela = pd.DataFrame ({

28 ‘x_i’: x,
29 ’y_i (Analitica)’: y_analitica,
30 >y_i (Euler)’: y_euler,

31 ’Erro Absoluto’: erro_absoluto

32 i)

33 pd.set_option(’display.float_format’, ’{:.6f}’.format)
34 print (tabela)

Solicita intervalos e nimero de subintervalos

float (input ("Digite o valor de b (fim do intervalo):

&
8 o p #
I

int (input ("Digite o numero de subintervalos (m): "))

41 # Solugdo e exibicgéo
12 X, y_euler = metodo_euler(f, a, b, m)
43 y_analitica = sol_analitica(x)

14 exibir_tabela(x, y_analitica, y_euler)

Codigo 1 — Implementacao do método de Euler

float (input ("Digite o valor de a (inicio do intervalo): "))

Il))
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Para utilizar o Cédigo (1}, é necessério definir um intervalo [a,b]. Neste caso, conside-
ramos o intervalo [0,1], onde temos a =0 e b =1. Além disso, é preciso determinar um
numero de subintervalos, m . Na Tabela [3.1], apresentamos a solucao analitica, a solugao
numérica e o erro absoluto correspondente, todos com 6 casas decimais, optamos por tra-
balhar com 6 casas decimais porque a solugao analitica envolve niimeros com muitas casas

apos a virgula. Neste caso, utilizamos m = 10, o que resulta em um passo h = % =0,1.

Tabela 3.1 — Comparagao entre solugao analitica e solu¢ao numérica do PC ({3.14) utili-
zando método de Euler e passo 0, 1.

i | z; | y(z1) (Analitica) | y; (Euler) | Erro Absoluto
0 0.0 1.000000 1.000000 0.000000
1 10.1 1.051271 1.050000 0.001271
2 102 1.105171 1.102500 0.002671
3103 1.161834 1.157625 0.004209
4 104 1.221403 1.215506 0.005897
5 105 1.284025 1.276282 0.007744
6 | 0.6 1.349859 1.340096 0.009763
7107 1.419068 1.407100 0.011967
8 0.8 1.491825 1.477455 0.014369
9 109 1.568312 1.551328 0.016984
10 | 1.0 1.648721 1.628895 0.019827

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Tabela [3.2] sao apresentadas as mesmas informagoes, mas utilizando m = 100, o

que resulta em um passo h de 0,01.

Tabela 3.2 — Comparagdo entre solugao analitica e solu¢ao numérica do PC ({3.14)) utili-
zando método de Euler e passo 0,01.

i | z; | y(x1) (Analitica) | y; (Euler) | Erro Absoluto
0 |0.0 1.000000 1.000000 0.000000
10 | 0.1 1.051271 1.051140 0.000131
20 1 0.2 1.105171 1.104896 0.000275
30 1 0.3 1.161834 1.161400 0.000434
40 | 04 1.221403 1.220794 0.000609
50 | 0.5 1.284025 1.283226 0.000800
60 | 0.6 1.349859 1.348850 0.001009
70 | 0.7 1.419068 1.417831 0.001237
80 | 0.8 1.491825 1.490339 0.001486
90 | 0.9 1.568312 1.566555 0.001758
100 | 1.0 1.648721 1.646668 0.002053

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.3.2 Métodos de Runge-Kutta

Pela Tabela [3.2] é facil notar que a exatidao dos resultados no método de Euler pode
ser melhorada se o passo h for reduzido. No entanto, se a exatidao requerida for elevada,
essa metodologia pode acarretar um grande esforgo computacional. Uma melhor exatidao
pode ser obtida de forma mais eficiente por meio da formulacao denominada métodos de

Runge-Kutta. Os chamados métodos de s estagios apresentam a forma geral

Yiv1 = Y; + h(blk’l + bgk’g + ...+ bsl{is) (320)

com
k1 = f(xivyi)a
kQ = f (.Z'l + Cgh, Y; + aglhkl) s

ks = f (x; + csh,y; + h(as1 k1 + as2ks))

ks = f (z; + csh,yi + h(as by + asoko + -+ + as,sflksfl)) )

sendo a, b e ¢ constantes definidas para cada método particular. Frequentimente, essas

constantes sao obtidas na notacao de Butcher, conforme a Tabela [3.3|

Tabela 3.3 — Constantes do método de Runge-Kutta na notagao de Butcher.

Co | Q21
C3 | az1 G32

Cs | As1 Qg2 =+ OAgs-1

b, by - b,

Fonte: |Filho| (2007)).

Uma das formas de determinar a ordem de um método de Runge-Kutta é a partir do
numero de estagios presentes no método. Afim de determinar valores para as constantes

para um método de ordem dois (s = 2), ou seja,
Yir1 = Yi + h(b1k1 + baks) (3.21)

com

kl = f(%;yz)7
ko = f (x; + coh, y; + ag1hky) ,

consideremos uma expansao em série de Taylor, na qual as derivadas de y sao expressas
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em termos de [ a partir de % = f(z,y),

h2
Yie1 = Ui + hf(zi,9:) + Ef,(xiayi) ..

Como
gy & 005 0rdy
Y Tdr Oz dr Oydx’

oy 2 O 4 £9f
=>f(x,y)—8$+ 9y

Entao, simplificando a notacao de modo que f; = f(z;,;), sendo

o, _of 0 _of

ax = all' ‘xuyz) € 8y ay xiuyi)7

podemos obter

10f; 1 afi)
Yi+1 Yi + hfz + h (2 8x + 9 7 8y . (322)

Por outro lado, substituindo os termos k; e ks na equacao (3.21)),
Yier = Yi + 01 f (23, 95) + bahf (2 + coh, yi + anh f (24,95)).

Expandindo f(z,y) em série de Taylor, em termos de (z;,;) e retendo somente os termos
de derivada primeira,

of; af;
f(l'z + Cgh, Y; + aglhf(xi, y,)) ~ fz + Cgha—i + aglhfia—f

Y

e substituindo na equacao anterior,

Yis1 = Yi + Dl fi + Dol (fi + CQhafi + CLQIhfi%) .

Rearranjando,

afi afi
8f + bQ(lzlfia—];) . (323)

Yier = Yi + h(by + b2) f; + h? (b262—x
Comparando (3.22)) e (3.23)), obtém-se um sistema nao linear com 3 equagdes e 4 incognitas,

b1 +by=1,
bacy = %, (3.24)
baas = 5.

Claramente, o sistema ((3.24) possui infinitas solugoes; portanto, pode-se gerar uma va-
riedade de métodos de segunda ordem. Um exemplo é o chamado método de Euler

melhorado, cujas constantes sdo mostradas na Tabela [3.4]
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Tabela 3.4 — Constantes do método de Euler melhorado na notacao de Butcher.

Fonte: |Filho| (2007)).

O método de Euler melhorado apresenta a forma

h
Yiv1 = Yi t §(k‘1 + k2),

com

ki = f(xi,9:),

ko :f(ﬂfi+h>yi+hk1)~

O desenvolvimento exposto anteriormente pode ser estendido para obter métodos de
Runge-Kutta de ordem superior. Especificamente, para a quarta ordem, é gerado um
sistema nao linear composto por 11 equagoes e 13 incognitas, resultando também em
infinitas solugoes. Um dos métodos mais comuns de quarta ordem é o método classico de
Runge-Kutta, com suas constantes sendo apresentadas na notagao de Butcher na Tabela

5.0l

Tabela 3.5 — Constantes para o método classico de Runge-Kutta de quarta ordem na
notacao de Butcher.

0
1/2 | 1/2
121 0 1/2

10 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

Fonte: |Filho| (2007)).

Esse método pode ser expresso pelas seguintes equagoes

1
Yiv1 = Yi + é(kl + 2k2 + 2]{}3 + k4)h,
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onde

k1= f(zi, ui),

1 1
ky=f (iUz + §h>yi + ihkl) ,

1 1
k3 = f (.’El + §h’y2 + §hk2) s

ky = f(x;+ h,y; + hks).

Adotando a mesma abordagem utilizada no método de Euler para comparar a solugao
analitica do Problema de Cauchy ([3.14]), mas agora aplicando o método de Runge-Kutta
de quarta ordem (RK4) com base nos coeficientes da Tabela Para isso, utilizaremos

o c6digo

import numpy as np # Importa a biblioteca numpy

import pandas as pd # Importa a biblioteca pandas

# EDO: y’ = 0.5y
def f(x, y):

return 0.5 * y

# Solugdo analitica da EDO
def sol_analitica(x):

return np.exp (0.5 * x)

# Método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4)
def metodo_rk4(f, a, b, m):
h = (b -a) / m # Calcula o passo de acordo com o intervalo e o ni

mero de subintervalos

x = [a + i * h for i in range(m + 1)] # Gera os pontos xi com base no
passo h
y = np.zeros(m + 1) # Cria o vetor y

y[0] = 1 # Condigdo inicial para y

# Aplicando o método de Runge-Kutta de quarta ordem
for i in range(m):
k1 = h x f(x[i], y[i])

k2 = h *x f(x[i] + h / 2, y[i]l + k1 /
k3 = h * f(x[i] + h / 2, y[i]l + k2 /
k4 = h x f(x[i] + h, y[i] + k3)

+

y[i + 11 = yl[il

ximo valor de y

(k1 + 2 * k2 + 2 x k3 + k4) / 6 # Atualiza o pré

return np.array(x), y # Retorna como um array numpy

# Exibe resultados em tabela
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30 def exibir_tabela(x, y_analitica, y_rk4):
31 erro_absoluto = np.abs(y_analitica - y_rk4)
tabela = pd.DataFrame ({
33 ’x_i’: x,
34 ’y_i (Analitica)’: y_analitica,
>y_i (RK4)’: y_rk4,
36 ’Erro Absoluto’: erro_absoluto
37 1))
38 pd.set_option(’display.float_format’, ’{:.10f}’.format) # 10 casas
decimais

39 print (tabela)

11 # Solicita intervalos e nimero de subintervalos

2 a = float(input("Digite o valor de a (inicio do intervalo): "))
3 b = float(input("Digite o valor de b (fim do intervalo): "))

v m = int (input ("Digite o niumero de subintervalos (m): "))

16 # Solugdo e exibicgéo
17 X, y_rk4 = metodo_rk4(f, a, b, m)
s y_analitica = sol_analitica(x)

v exibir_tabela(x, y_analitica, y_rk4)
Cédigo 2 — Implementacao do método RK4
A Tabela[3.6| apresenta os valores da solucao analitica, os resultados numéricos obtidos
pelo método Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) e os erros absolutos correspondentes,

todos os valores sao apresentados com 10 casas decimais e foram calculados no mesmo

intervalo utilizado no método de Euler, [0,1] e com m = 10 resultando em h =0, 1.

Tabela 3.6 — Comparagao entre solucao analitica e solu¢gao numérica com o método RK4.

i | z; | y(z;) (Analitica) | y; (RK4) | Erro Absoluto
0 (0.0 1.0000000000 1.0000000000 | 0.0000000000
11]0.1 1.0512710964 1.0512710938 |  0.0000000026
2102 1.1051709181 1.1051709126 | 0.0000000055
3103 1.1618342427 1.1618342340 | 0.0000000087
4 104 1.2214027582 1.2214027460 0.0000000122
5 105 1.2840254167 1.2840254007 |  0.0000000160
6 | 0.6 1.3498588076 1.3498587873 |  0.0000000202
7107 1.4190675486 1.4190675238 |  0.0000000248
8 108 1.4918246976 1.4918246678 |  0.0000000298
9109 1.5683121855 1.5683121502 |  0.0000000353
10 | 1.0 1.6487212707 1.6487212295 |  0.0000000412

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Tabela |3.6], a escolha de apresentar 10 casas decimais facilita a visualizacao das di-

ferencas entre as solugoes numeérica e analitica, pois com 6 casas decimais as discrepancias
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tornam-se imperceptiveis. O método de Euler, apesar de sua simplicidade, apresenta
baixa precisao, mesmo com m = 100. Por outro lado, o método de Runge-Kutta de quarta
ordem, embora mais complexo e com um custo computacional maior, demonstra alta
precisao nas solucgoes. Essas observacoes ressaltam a importancia de selecionar métodos
numéricos adequados em aplicagoes praticas, onde a precisao dos resultados é crucial. A
comparacao entre as tabelas geradas evidencia de forma clara que o RK4 é uma esco-
lha mais confiavel e robusta quando é necessaria uma aproximacao mais precisa para a

resolucao de equagoes diferenciais, em comparacao ao método de Euler.



4 Teoria de Controle Otimo

A Teoria de Controle estuda como automatizar sistemas para operarem conforme
desejado, reduzindo a intervencao humana. Exemplos praticos de conceitos basicos dessa
teoria remontam a civilizagoes antigas, como os sistemas de irrigacao da Mesopotamia e
as valvulas reguladoras nos aquedutos romanos (Fernandez-Cara; Zuazua, [2003)).

No século XVII, um exemplo mais moderno é o trabalho de Christiaan Huygens e
Robert Hooke que estudaram as oscilagcoes do péndulo, influenciando posteriormente o
desenvolvimento do regulador centrifugo de James Watt, um marco da Revolugao In-
dustrial. Os primeiros estudos matematicos do sistema regulador inventado por Watt
iniciou-se com George Airy e foi aprimorada por James Clerk Maxwell em 1868, deta-
lhando alguns mecanismos de controle (Fernandez-Cara; Zuazuaj, 2003).

No século XX, a teoria do controle se tornou mais complexa devido as exigéncias mi-
litares da Segunda Guerra Mundial, resultando em avancos no controle automatico. Nos
anos trinta, importantes progressos foram feitos, aumentando as aplicacoes em amplifica-
dores, sistemas elétricos, estabilizacao de avides e na industria (Fernandez-Cara; Zuazua,
2003).

Por volta de 1960, contribui¢oes de Richard Bellman em programacao dinamica, Rudolf
Kalman em filtragem e Lev Pontryagin em controle 6timo estabeleceram as bases da
Teoria de Controle Moderno, que posteriormente se tornou interdisciplinar, envolvendo
engenharia e matematica para aplicagdes em areas como robdética e medicina (Fernandez-
Cara; Zuazua, 2003). A Teoria de Controle C)timo, uma subdarea da Teoria de Controle
Moderno, foca em influenciar o comportamento de sistemas dinamicos ao longo do tempo,
visando maximizar ou minimizar desempenhos desejados.

A aplicacao da Teoria de Controle Otimo no contexto do cancer pode ser utilizada para
otimizar as terapias modeladas por equacoes matemaéticas, visando melhorar a eficiéncia
dos tratamentos. As equacoes envolvidas nesses modelos podem ser descritas por Equacoes
Diferenciais Parciais, como feito no trabalho de Echavarria et al|(2007), que investiga um
controle de EDPs voltado para a terapia de tumores cerebrais, ou podem ainda ser ex-
pressas por Equacgoes Diferenciais Ordinarias, como estudado por Panetta e Fister (2003),
que explora diferentes modelos baseados em EDOs no contexto da quimioterapia.

Neste capitulo, fundamentamos nosso estudo na referéncia Lenhart e Workman (2007)),
que aborda a Teoria de Controle Otimo aplicada a sistemas biolégicos, focando nossa abor-
dagem nessa teoria aplicada a EDOs. Inicialmente, examinaremos problemas bésicos em
que o controle nao apresenta restricoes e, em seguida, avancaremos para o caso de controle
limitado, uma vez que, em determinados contextos, para aproximar-se da realidade, é ne-
cessario adicionar restricoes na funcao de controle. Além disso, discutiremos um método

numérico especifico para resolver esses problemas e apresentaremos simulagoes realizadas

52
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com a linguagem de programagao Python.
4.1 Preliminares

Antes de comecar, estabelecemos algumas definigoes e conceitos importantes da anélise

e do calculo usados ao longo do capitulo, outros resultados podem ser vistos no Apéndice

C.

Definicao 4.1. Seja I € R um intervalo (finito ou infinito). Dizemos que uma funcao
f 1 - R é continua por partes se ela for continua em cada ponto t € I, exceto em um
numero finito de pontos ¢, e se f for igual a um dos seus limites a esquerda ou a direita,

para cada ponto t € [.

De acordo com Lenhart e Workman (2007)), embora essa terminologia possa nao ser
totalmente padrao, exigir que funcoes continuas por partes coincidam com seus limites
a esquerda ou a direita simplifica varios aspectos. Em resumo, uma funcao continua
por partes pode ter um nimero finito de descontinuidades do tipo salto entre segmentos

continuos, mas nao deve assumir valores em pontos isolados (veja a Figura [4.1)).

Figura 4.1 — O grafico a esquerda, em azul, ¢ um exemplo de uma fun¢ao continua por
partes. O grafico a direita, em vermelho, nao é, pois o valor da funcao em t* nao ¢ igual
ao limite lateral a esquerda ou a direita.

Y Y

~__ ~__

x o x

Fonte: Adaptado de Lenhart e Workman (2007)).

Definicao 4.2. Seja f : I -» R uma fun¢ao continua em [ e diferenciavel em todos os
pontos de I, exceto em um numero finito de pontos. Suponha, ainda, que a derivada f’
seja continua em cada ponto onde estiver definida. Entao, dizemos que f é diferencidavel

por partes.

O teorema a seguir apresenta uma versao do Teorema Fundamental do Célculo.
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Teorema 4.1. Seja f:[a,b] = R diferencidvel por partes. Entdo vale a identidade

¢
y(®) =y(@)+ [ y'(s)ds, telad]
Demonstragao. Veja Baumaister e Leitao (2014)). O

Definicao 4.3. Seja f: I - R. Dizemos que f é continuamente diferenciavel se f’ existe

e é continua em /.

Definicao 4.4. Um conjunto D c R™ é chamado de conjunto convexo se para quaisquer
zeD,yeDeac0,1], tem-se que az + (1 - a)y € D (veja Figura[4.2)).
O ponto az + (1 - )y, onde « € [0,1], chama-se combinagao convexa de x e y (com

parametro «).

Figura 4.2 — O conjunto D; é convexo; o conjunto Dy nao é convexo.

Fonte: Adaptado de Izmailov e Solodov (2020).

O conjunto vazio, o espaco R™ e um conjunto que contém um tnico ponto sao trivial-

mente convexos (Izmailov; Solodov| 2020).

Definicao 4.5. Se D c R" é um conjunto convexo, diz-se que uma funcao f: D — R é

convexa em D se, para quaisquer x,y € D e a € [0,1], tem-se que
flaz+(1-a)y) <af(z)+(1-a)f(y),

e é concava em D se, para x,y € D e « € [0, 1], temos que
flaz+(1-a)y) > af(z) + (1-a)f(y).

Teorema 4.2. Sejam €2 c R™ um conjunto convexo e aberto e f : 2 - R uma funcao

diferencidvel e convexa em §2, entao para todo x,y € €2, temos

f(@) 2 f(y) +(vf(y),x-y).
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Demonstracao. Seja f convexa. Para x,y € e o € (0, 1] quaisquer, segue que
floz+(1-a)y) <af(@)+(1-a)f(y)

= flaz+y-ay) <af(z)+(1-a)f(y),
ou melhor
fly+a(z-y)) <af(@)+(1-a)f(y),
definindo d = z - y,
fly+ad) <af(z)+(1-a)f(y)

Desenvolvendo o lado direito:

fly+ad) <af(z)+ f(y) -af(y),

ou

fly+ad) <a(f(z)-f(y))+ f(y).

Subtraindo f(y) de ambos os lados, temos

fly+ad) = f(y) <a(f(z) - f(y))
Dividindo ambos os lados por a (assumindo « > 0):

fy+ad) - f(y)

«

< f(x) - f(y)-
Tomando o limite quando a — 0*, obtemos

lim fy+ad) - f(y)

a—0*

< f(x) - f(y).

Como f é diferenciavel, a derivada no lado esquerdo da desigualdade pode ser expressa

como (Vf(y),d) (veja Apéndice C). Portanto, temos

(Vi) z-y) < f(x) - f(y),
o que implica
f@) 2 f(y) +(Vi(y)z-y).
O
Para uma fungao concava, a desigualdade do teorema acima seria invertida. Outros

resultados sobre funcoes convexas podem ser encontrados em Izmailov e Solodov 2020.

Como aplicacao direta do Teorema 4.2 para uma funcao de uma varidvel concava e
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diferenciavel f:[a,b] - R, para quaisquer t1,ts € [a,b], temos a desigualdade

f(t) < f(t2) + f/(t2) (T~ 12),

ou, equivalentemente,

f(t) = f(t2) < f/(t2) (T —12).

Isso implica que
f(t2) = f(t) > f'(t2) (2 - 1)

Essa desigualdade, conhecida como a propriedade da linha tangente conforme descrito em
Lenhart e Workman (2007), indica que a inclinagdo da linha secante entre dois pontos
distintos é menor que a inclinacao da linha tangente no ponto a esquerda e maior que a

inclinagao da linha tangente no ponto a direita. Essa relagao ¢é ilustrada na Figura |4.3|

Figura 4.3 — O grafico de uma fungao concava f(t). A linha secante e as linhas tangentes
para dois pontos t; e ts no intervalo [a,b].

f ()

Fonte: Adaptado de Lenhart e Workman (2007)).

Observagao 4.1. Analogamente, seja uma funcao f(z,y) de duas varidveis € dita ser

concava se

flaxy + (1 - )z, ayr + (1 - a)ye) 2 af (z1,51) + (1 - ) f(22,12),

para todo 0 < a < 1 e todos 0s pontos (x1,y1) e (x2,y2) no dominio de f. Se f € tal fungao
e possut deriwadas parciais em todos 0s pontos, entao o andlogo a propriedade da linha

tangente é

f(r,yn) = f(r2,92) 2 (21 = 22) fo (21, 91) + (Y1 = y2) fy (1, 91),

para todos os pares de pontos (x1,y1) e (x2,y2) no dominio de f.
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4.2 Problema Basico e as Condicoes Necessarias

O comportamento de um sistema dinamico é geralmente descrito por uma variavel de
estado que evolui ao longo do tempo. Assumimos que é possivel influenciar essa evolugao
por meio de um controle, o qual é aplicado de forma adequada através de uma funcao de
controle. Essa funcao entra nas Equagoes Diferenciais Ordindrias que governam o sistema
e impacta diretamente a dinamica do estado. O objetivo do controle étimo é ajustar essa
funcao de controle de modo a maximizar ou minimizar um funcional objetivo.

Para este trabalho, um funcional refere-se a uma aplicacao de um determinado con-
junto de fungoes para os nimeros reais, sendo, neste caso, uma integral das varidaveis de
estado e de controle ao longo do tempo. O objetivo principal do funcional é equilibrar o
desempenho desejado do sistema com o custo associado ao controle implementado. Esse
“custo” , embora frequentemente interpretado em termos financeiros, também pode ser
entendido sob outros aspectos, como efeitos colaterais ou danos causados pelo controle.

Em nosso problema basico de controle é6timo para Equacoes Diferenciais Ordinarias
(EDOs), utilizamos u(t) para representar o controle e x(t) para o estado do sistema.
A variavel de estado satisfaz a seguinte equacao diferencial, que depende da varidvel de

controle:

Cfl_f(t) = g(t, (1), u(t)).

A medida que a funcao de controle é alterada, a solucao da equacao diferencial sofre
modificacoes correspondentes, permitindo interpretar a relacao entre controle e estado
como uma aplicacao

u(t) » z =x(u),

onde z é, na verdade, uma funcdo da variavel independente ¢, utilizamos a notacao x(u)
apenas para enfatizar a dependéncia em relagao a u. Nosso problema basico de controle
6timo consiste em encontrar um controle continuo por partes u(t) e a varidvel de estado

associada z(t), de forma a maximizar o funcional objetivo J dado, ou seja,

max J(u) = max [t U o), u(t)) dt

sujeito a

%(t) =g(t,z(t),u(t)),

x(tg) = xo, x(t1) livre.

(4.1)

Um controle que maximiza J(u) é denominado controle étimo. Ao afirmarmos que
x(t1) é livre, queremos dizer que o valor de x(t1) nao estd sujeito a restrigoes. Para os
propésitos deste trabalho, f e g serao sempre consideradas fungoes continuamente dife-

renciaveis em todos os trés argumentos. Além disso, os controles serao sempre continuos
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por partes, e os estados associados, diferenciaveis por partes.

A técnica principal para abordar problemas de controle 6timo envolve a resolucao de
um conjunto de condigoes necessarias que um controle 6timo e o estado correspondente
devem satisfazer. Essas condicoes necessarias foram desenvolvidas por Pontryagin e seus
colaboradores em Moscou na década de 1950, quando ele introduziu as fungoes adjuntas
para vincular a equagao diferencial ao funcional objetivo (Lenhart; Workman), 2007)).

Vamos derivar essas condigoes necessarias para nosso problema. Para isso, expressamos

nosso funcional objetivo em termos do controle:

J(u) = [ Yt (), u(t)) dt (4.2)

onde x = x(u) representa o estado correspondente.

Suponha agora que exista um controle 6timo (continuo por partes) e que u* seja esse
controle, com x* sendo o estado correspondente. Como estamos lidando com um problema
de maximizagao, podemos afirmar que J(u) < J(u*) < oo para todo o controle u. Seja
h(t) uma fungao continua por partes arbitréaria e € € R uma constante, definimos um novo

controle continuo por partes como:
u(t) =u*(t) +eh(t),

0 que representa uma perturbagao no controle 6timo u*(t). Seja z¢ o estado correspon-

dente ao controle u¢, ou seja, x¢ satisfaz

1) = 940, w (1), (4.

onde u¢ é continuo. Definimos ainda que z¢(ty) = xg, 0 que significa que as trajetérias dos
estados x* e z¢ partem da mesma posigao inicial (ver Figura .
E evidente que u(t) - u*(t) para todo ¢ & medida que € - 0. Além disso, para todo
t, temos
Ouc(t)

|- h(t). (4.4)

Como a fungao g é continuamente diferencidavel, também ocorre que
zf(t) » z* (1)

para todo t fixo quando € — 0. Além disso,

Oz<(t)
Oe

e=0

existe para todo t. O valor da derivada, em si, é irrelevante para o nosso proposito;
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Figura 4.4 — O controle 6timo u* e o estado x* (em azul) plotados juntos com u¢ e €
(tracejado vermelho).

Y
v

to tl
Fonte: Adaptado de Lenhart ¢ Workman (2007).

precisamos saber apenas que ela existe.

O funcional objetivo em u¢ é

T(u) = ft N E( (), u (1)) dt. (4.5)

Agora podemos introduzir a fungdo adjunta A. Seja A(t) uma fungao diferenciavel por
partes no intervalo [fo,f1] a ser determinada. Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

segue
fto | %[)\(t)xe(t)] dt = A1) (t1) = A(to)*(to),

isso implica que

ftt —[A(t)z ()] dt = A(t1)x(t1) + A(to)z(to) = 0.

3f LN ()] dt+ M) (to) — A1) z<(t1) = 0.

Assim, ao somar essa expressao, que é igual a zero em J(u¢) que é dado por (4.5)), obtemos

(u) = ftotl POt 25(0), ue (1)) dt + ft:l %[)\(t)me(t)]dt+)\(tg)xe(to) S () (1),
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utilizando propriedades de integrais, podemos simplifica-la para

T = [ L (0,0 (0) + S AOP )+ Mto)a (i) - Me)a“(0). (46)

0

Aplicando a regra do produto,

d € N/ € d €
Dz (1) = X (1) - 2°(1) + A1) = (2(1).

Utilizando (4.3]) e substituindo na expressao acima, obtemos

%(/\(t)xﬁ(t)) = ME)"- 2 (8) + A() - g(t, 2°(1), u (1))
Substituindo esse resultado em , segue
T = [ L (0.0 (0) + N (0) + MOt a°(0), (1)) e
+ A(to)x(to) — AM(t1)z(t1).

Sabendo que x¢(tg) = xo, podemos reescrever a expressao (4.7) como

J(u) = fttl [f(t, (), u(t)) + N ()x(t) + A(t)g(t,x(t),u(t))] dt+A(to)xo—A(t1)z(t1).

0

Dado que o maximo de J em relagdo ao controle u ocorre em u*, a derivada de J(u¢)

em relagao a € (na diregao h) é zero, ou seja,
d . J(uE) - J(u?
0=—J(u) :hmw.
de g 0 €
Dessa forma, como o integrando ¢é diferenciavel por partes e o intervalo é compacto, pelo

Teorema da Convergéncia Dominada (veja Royden| (1968))) nos permite mover o limite (e,

portanto, a derivada) para dentro da integral. Portanto

d
0=—J(u
77 ()

e=0

= [ S0, 000) + N () AW (0),0)

0 0
+M— a)\(tl)xe(tl)

tf 9 e=ao 9 4.8)
=fto (af(t,xf(t),ue(t)) +o (N2 () |+ 5 (At 2(1),u(1))) Sdt

e=0

e=0

e=0

a €
5 (A(t1)z (1))

e=0
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Consideremos primeiramente o que estda dentro da integral, para o primeiro termo aplica-

mos a regra da cadeia,

_ of 0x<(t)

g Oz Oe

.\ Of du(t)

8 € €
S (a0 (1) o

e=0

No segundo termo como A'(t) nao depende de ¢, a derivada parcial é dada por

_ () 8:6(;515)

e=0

O i
o (VD)

e=0

Para o terceiro termo, utilizando a regra da cadeia resulta na seguinte expressao para a

derivada
0 . . dg Ox<(1) 0g dus(t)
Ot -an(E20 L) )
E para o termo fora da integral
0 Oxe(t
I mam)| =2
€ £=0 =0

pois A(¢1) nao depende de €. Portando substituindo todas as expressoes em (4.8)), temos

_ [h[of ox<(t)  Of du(t) Oxe (t) (Og ox<(t) Og ou(t) )]
0= [to [8x de " Ou Oe N5 A or O Ou Oe ezodt
8:106(251)
-A
(t1) e |,
Simplificando as notagoes, obtemos:
tir  Oxe ou¢ ox* ous ox*
o- [ [fxE Ff SN (t)— Y0 (gx g )] NG|
(4.9)
onde fy, fu, gz € g, s80 as derivadas parciais de f e g com os argumentos (t,z*(t),u*(t)).
Reorganizando os termos em (4.9)) e colocando % e 88“ em evidéncia, segue
ous ox*
0= [ [re s AD02) 24 (e Mt)) || at-aenSe@)| - @0
a e=0 e=0
Substituindo em , resulta
, 0
0= [ |20 X B0 e A0 |a-xe) S w)|
e=0 e=0

Queremos escolher uma fungao adjunta para simplificar (4.11)), fazendo com que os coefi-
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cientes de
oxe€

Oe

(t)

e=0

desaparegam. Assim, escolhemos a func¢ao adjunta A(¢) para satisfazer

N(8) = = [falt, 2 (£), u(£)) + (D) ge (£, 27 (), 0" (1)) (equagdo adjunta)
e a condicao de contorno

A(t1) =0 (condigao de transversalidade).

Agora, (4.11)) reduz-se a
t1
0= ft (fult, 2™ (@), u (£)) + M) gu(t, 27 (2),u"(t))) h(t)dt.
0
Como isso se aplica a qualquer fungao h(t) continua por partes, se aplica a

h(t) = fu(t, 2 (), u” (1)) + A()gu(t, 27 (1), u" (1))-

Neste caso,
O:'/tol[(fu(taf*(t)aU*(t))+A(t)gu(t,x*(t),u*(t)))]th’

o que implica a condicao de otimalidade

Ju(t (), u (£)) + A(0)gu(t, 27 (), u™ (1)) = 0

para todo ty <t <ty.

Portanto

N(8) = = [t 27 (5,07 (8)) + MO ga (27 (1), w (1)) (equagio adjunta)
At1) =0 (condig¢ao de transversalidade) (4.12)
otz (), u*(t)) + AM(t)gu(t,x*(t),u*(t)) =0 (condigcdo de otimalidade).

Essas equagoes formam um conjunto de condi¢oes necessarias que um controle 6timo e um
estado devem satisfazer. Na pratica, nao é necessario rederivar as equagoes dessa forma
para um problema especifico. Na verdade, podemos gerar as condigoes necessarias acima

a partir de um Hamiltoniano H, que é definido da seguinte forma:
H(t,x,u,\) = f(t,z,u) + Ag(t, z,u),

onde f(t,z,u) é o integrando do funcional, A é o adjunto, e g(t,z,u) é o lado direito da
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equacao diferencial. Estamos maximizando H em relacao a u em u* e, entao, as condigoes
(4.12)) podem ser escritas em termos do Hamiltoniano:

%—H =0 emu" = f,+Ag,=0 (condigio de otimalidade),
u
M\ = —%—H = N ==(fs+Ngz) (equagao adjunta),
x

A(t1) =0 (condicdao de transversalidade).
E a dinamica da equacao de estado é dada por:

dx o0H

i g(t,z,u) = X x(ty) = xo.

4.2.1 Principio do Maximo de Pontryagin

Estas conclusoes anteriores podem ser estendidas para uma versao do Principio do
Méximo de Pontryagin que é apresentado no Teorema [4.1]
Teorema 4.1 (Principio do Méaximo de Pontryagin). Se u*(t) e z*(t) sao dtimos
para o problema , entao existe uma varidvel adjunta \(t), diferencidvel por partes,

tal que
H(t,z*(t),u(t), \(t)) < H(t,2*(t),u* (1), A(1)), (4.13)

para todos os controles u em cada t, onde o Hamiltoniano H € definido como
H(t,x(t), u(t), A(t)) = f(t,2(t),u(?)) + A()g(t, z(t), u(t)),

e satisfaz as condicoes de transversalidade:

COH(t,ar (), u (1), A(1))
Ox ’

N(t) = A(ty) =0.

Demonstragao. Veja Pontryagin et al.| (1962)). [

Ja mostramos que, com essa funcao adjunta e o Hamiltoniano, temos H, = 0 em u*
para cada t. Em outras palavras, o Hamiltoniano possui um ponto critico na variavel
u em u* para cada t. Resta, no entanto, provar que esse ponto ¢ um maximo. Em-
bora a demonstragao completa desse teorema seja bastante técnica e tenha sido omitida,

apresentamos e provamos o resultado em um caso especifico, para fins ilustrativos.
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Teorema 4.2. Sejam f e g funcoes continuamente diferencidveis nos trés argumentos e
concavas em u. Suponha que u* seja o controle dtimo para o problema (4.1)) associado ao

estado x* e que \ seja uma funcao diferencidvel por partes nao negativa. Se Vit € [tg, 1]
H, (8,27 (t),u"(t),A(t)) = 0

Entao vale (4.13)).

Demonstrag¢ao. Considere um controle u continuo por partes e t € [tg,t1]. Entao

H(t,x™ (1), u” (1), A1) = H(E, 2" (1), u(t), A(t))
= [ (), ur (1) + A g(t, 2" (1), u™(1))]
=[x (), u(®)) + A@)g(t, 27 (1), u(t))] (4.14)
=[f (@2 (t),ur(t) - f(t, 2" (1), u(t))]
+ A(0) [g(t, 2™ (1), u™ (1)) = g(t, 27 (), u(t))].

Como f e g sao concavas em u, pela propriedade da linha tangente, segue que

fC (@), u () = f(8 27 (1), u(t)) 2 (u () —u(t)) fu(t, 27 (1), u"(t))

gt 2" (1), u (1)) = g(t, 2" (1), u(t)) 2 (w () = u(t))gu(t, 2" (1), u" (t))-

Usando estes resultados em (4.14]) e sabendo que A(t) > 0, obtém-se

H(tz* (), u* (1), A1) = H(t, 2" (£), u(t), A(t))
> (u*(t) = u(t)) fut, 2" (1), w" (1)) + M) (u* () = u(t))gu(t, z* (1), u*(2)).

Dali, segue que

H(tz* (), u* (1), A1) = H(t, 2" (£), u(t), A(t))
>(u*(t) —u()) [fult, 2" (), u (1)) + M) gu(t, 2" (1), u*(1))]
= (u"(t) = u(t)) Hu(t,z" (1), u" (1), A(2)).

Como por hipétese, H,(t,z*(t),u*(t),A(t)) = 0, podemos concluir
H(t, 2" (t),u"(¢), (1)) - H(t, z"(t),u(t), A(t)) > 0.

O que implica
H(t,z*(t),u(t),\(t)) < H(t,z*(t),u* (1), A(1)).
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Um argumento semelhante se aplica quando o problema é de minimizacao em vez
de maximizacao, pois nesse caso buscamos minimizar o Hamiltoniano ponto a ponto,
resultando em uma inversao da desigualdade no Principio do Méximo de Pontryagin.
Para um problema de minimizacao em que f e g sao convexas em relacao a u, podemos
derivar a relacao

H(t,z*(t),u(t),A(t)) > H(t,z*(t),u"(t), A(t))

usando o mesmo raciocinio do Teorema 4.2

Convertemos o problema de encontrar um controle que maximize (ou minimize) o
funcional objetivo sujeita a equagao diferencial e condicao inicial, para maximizar o Ha-
miltoniano ponto a ponto em relacao ao controle. Assim, para encontrar as condicoes
necessarias, nao precisamos calcular a integral no funcional objetivo, mas apenas usar o

Hamiltoniano.

Observacao 4.2. Conforme indicado por Lenhart e Workman (2007), a distin¢do entre
controles que mazimizam ou minimizam o funcional objetivo pode ser realizada através da

andlise da sequnda derivada do Hamiltoniano em relacao ao controle u. Se a condi¢ao

0’H
ou?

*
<0 parau=u",

for satisfeita, o problema em questao € classificado como um de mazimizagao. Em con-

traste, se
0*H
ou?

18so0 indica que se trata de um problema de minimizacado.

*
>0 parau=u",

A seguir, apresentamos um esbogo, fundamentado em Lenhart e Workman (2007)),

sobre como essa teoria pode ser aplicada para resolver problemas mais simples:

1. Formule o Hamiltoniano para o problema em questao.

2. Escreva a equacao diferencial adjunta, juntamente com a condi¢ao de transversali-
dade e a condicao de otimalidade. Nesta etapa, teremos trés incognitas: u*, x* e
A

3. Tente determinar u* utilizando a condicao de otimalidade H, = 0. Ou seja, resolva

para u* em termos de x* e \.

4. Resolva as duas equacoes diferenciais para z* e XA com duas condi¢oes de contorno,
substituindo u* nas equacoes diferenciais pela expressao para o controle 6timo obtida

na etapa anterior.

5. Apds encontrar as solugoes para o estado 6timo e o adjunto, resolva para o controle

otimo.
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Quando conseguimos resolver o controle 6timo em termos de x* e A, vamos nos referir
a essa expressao para u* como a caracterizagao do controle 6timo. As equagoes de
estado e as equagoes adjuntas, juntamente com a caracterizagao do controle étimo e as
condigoes de contorno, sao chamadas de sistema de otimalidade. Vejamos um exemplo

basico de como aplicar estes conceitos.

Exemplo 4.1. Seja
2
min/ (tu?(t) + t2z(t)) dt
uw Ji
sujeito a z'(t) = —u(t), =(1)=1.

Note que omitimos a frase “z(2) livre” da formulagao do problema. Esta é uma notagao
padrao, na qual um termo que nao esta restrito simplesmente nao é mencionado.

O Hamiltoniano do problema ¢é definido como
H =tu?(t) + 22 (t) + M(t) (~u(t)).

A condicao de otimalidade é dada por

A(t)

OH . e AE)
O—%—Ztu (t)-A(t) = u*(t) = 57

E importante notar que o problema ¢, de fato, uma minimizacao, pois temos

0’H
ou?

=2t>0,
ja que t > 0, confirmando que se trata de um problema de minimizacao.
A equacao adjunta é dada por

OH

S =2
ox

N =

Podemos resolver esta equacao utilizando o método de separagao de variaveis

dr

= 2 — d)\ = -2t
dt

Integrando ambos os lados, obtemos
1
A=—=t*+C,
3

onde C' é uma constante de integracao.

Agora, aplicamos a condicao de transversalidade, que nos diz que

1
A2)=0 = (2 +C=0 = —§+C:o — czg.
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Assim, temos

1, 8
At) =—=t3+ .
(t) =5t +3

Substituindo A(¢) de volta na expressao para u*(t), segue que

1 8
(t) §t3 t3 _ _ltz " ét_l.
2t 6 3

u*(t) =

Agora, vamos encontrar a fungao estado x*(t) resolvendo a equagao diferencial x'(t) =

—u(t): , )
2'(t) = —u*(t) = 6t2 - gt‘l.

(1) = f( ——t )dt+0.

Calculando a integral, temos

Integrando, obtém-se

T (t) = —t3 - —ln(t) +C.

Utilizando a condigao inicial z(1) = 1:

1 4 1 17
=—(1)»--In(1)+C = C=1-—=—.
) g~ 1818
Portanto, a funcao estado é

1 4 17

() =—=t* - - In(t) + —.

v(1) =35t - g+ 5

Assim, as solugoes Otimas sao:
1 4 1 4 7
) =-=t*+ =t 2t :—t3——1 t

Outros exemplos relevantes serao apresentados ao longo deste trabalho.

4.2.2 FExisténcia e unicidade

Anteriormente, desenvolvemos as condigbes necessarias para resolver problemas basicos
de controle 6timo, porém, esse método pode gerar multiplos conjuntos de solugoes, dos
quais nem todos correspondem a controles 6timos (veja Lenhart e Workman (2007)).
Além disso, ao estabelecer essas condigoes, partimos da suposicao de que existe um con-
trole 6timo, embora seja possivel que as condicoes sejam satisfeitas mesmo quando o
problema original nao possui solucao. Espera-se que o funcional objetivo, avaliado no es-
tado e no controle 6timo seja finito, caso o resultado seja infinito ou indefinido, podemos

concluir que o problema nao tem solucao. A seguir, apresentamos resultados que fornece



68

as condigoes suficientes para que z* e u* sejam solugoes 6timas para o problema (4.1)).

Teorema 4.3. Considere

I = [ feau)
sujeito a
'(t) = g(t,x(t),u(t)), x(to) = wo.

Suponha que f(t,x,u) e g(t,z,u) sejam funcdes continuamente diferencidveis em seus
trés argumentos e concavas em x e u. Suponha que u* seja um controle, com estado
associado x*, e X uma funcdo diferencidvel por partes, tal que u*, x* e \ satisfacam em
to <t< tl N

fu + >‘gu =0,

N = _(fa: + Agw)7
At1) =0,
A(t) 2 0.

Entao, para todo controle u, temos
J(u*) > J(u).

Demonstracao. Seja u qualquer controle e = seu estado associado. Note que, como
f(t,z,u) é concava em relacao as varidveis = e u, pela propriedade da linha tangente,

temos que:

flt,x*u*) = f(t,x,u) > (xf —x) fu(t,z*u) + (u* —u) fu(t, 2, u*).

Isso da
J(U*)—J(u):ftol[f(t,x*,u*)—f(t,x,u)]dt
2‘/;Otl[(x*(t)_x(t))fx(t,x*’u*)+(u*(t)—u(t))fu(t,x*’u*)]dt_ (4'15)

Substituindo
fo(t ™, u) = =N (t) = A(t)ga(t, 2", u")

fu(t,z* u*) = =X(t)gu(t, z*,u*),

em (13), segue

t1

J(u*)—J(U)zftO [ () =2()) (=A(£)ga(t, 27, u™) =N (£))+ (" (£)—u(t)) (- A()gu(t, =", u")) ] di.
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Usando integragao por partes, e lembrando que A(t1) =0 e x(tg) = z*(to), temos

[0 =N (@) (2 (1) - x(t))dt——w f A (2" (1) - 2 () dt

:[ A (2 () - 2(1)) dt.

Sabendo que x'(t) = g(t,z(t),u(t)) e *(t) = g(t,z*(t),u*(t)), assim podemos escrever

/ TN (@t (1) - 2(t)) di = | A [t (0.0 (1) - gt 2(0), u(t))] dt

Logo, obtemos:
t1
J(u*)-J(u) > / A1) [g(t,x* u*) —g(t,x,u) — (2" —2)g.(t, 2", u*) — (u" —u)g,(t, 2, u*)] dt
to

Como ¢(t,z,u) é concava em x e u, pela propriedade da linha tangente, temos

g(t,z*u*) = g(t,z,u) > (2% —x)g.(t, 2", u*) + (u* —u)g,(t,x*, u*)

que implica
gtz u*) = g(t,z,u) = (2" =) g (t, 2", u*) = (u* = u)g,(t,z*,u*) >0

Levando em conta que A(t) > 0 e a desigualdade acima, segue

[tl M) [g(t,x* u*) —g(t,x,u) — (2 —x) g (t, 2", u*) = (u" —u)g,(t,x*,u*)] dt >0

Portanto, J(u*) — J(u) > 0, o que implica J(u*) > J(u). O

O teorema acima nao garante que J(u*) seja finito. Tais resultados geralmente exigem
algumas restri¢oes em f e/ou g. O préximo teorema é um exemplo de um resultado de
existéncia de Fleming e Rishel (1975]).

Teorema 4.4. Seja o conjunto de controles para o problema (4.1)), fungdes integrdveis de
Lebesque (em vez de apenas fungoes continuas por partes) em to <t <ty com valores em
R. Suponha que f € uma funcao convexa em u, e existam constantes Cy e C1,Cy,C3 >0

e p>1, tal que,

g(t,z,u) = a(t,x) + 5(t,x)u,

lg(t, 2, u)| < CL(L + |2] + [ul),
lg(t, 1, u) = g(t, z,u)| < Colwy = x|(1+ [u]),

flt,z,u) > Cslul® - Cy.
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Para todo t com ty <t <ty, x, x1, u em R. FEntao, existe um controle otimo u* que

maximiza J(u), com J(u*) finito.
Demonstragao. Veja Fleming e Rishel (1975)). O

Em um problema de minimizacao, a fungao g deve ser concava, e a desigualdade relaci-
onada a funcao f seria invertida. As condigOes necessarias discutidas até agora referem-se
a controles 6timos continuos por partes, enquanto o teorema de existéncia mencionado
garante apenas a existéncia de um controle 6timo que ¢é integravel de Lebesgue. Vale lem-
brar que toda fungao integravel de Riemann também ¢ integravel de Lebesgue. Para uma
abordagem detalhada sobre integracao de Lebesgue e teoria da medida, recomenda-se a
leitura de Medeiros e Mello (2019)). Essa distingao poderia ser resolvida ao ampliar as
condigoes necessarias para fungoes integraveis de Lebesgue, mas nao exploraremos essa
ideia aqui. Outros resultados de existéncia de controle 6timo podem ser encontrados em
Filippov] (1968).

A unicidade das solugoes do sistema de otimalidade implica a unicidade do controle
6timo, caso este exista; entretanto, a reciproca nem sempre é verdadeira. Em geral,
podemos provar a unicidade das solugoes do sistema de otimalidade para um pequeno
intervalo de tempo. Resultados diretos de unicidade sao complexos de enunciar e nao
serao abordados aqui, uma vez que todos os exemplos e aplicagoes apresentados neste
trabalho atendem a algum tipo de resultado de existéncia e tém sistemas de otimalidade
que asseguram a unicidade das soluc¢oes em intervalos de tempo suficientemente pequenos.
Dessa forma, sera suficiente tratar apenas das condigoes necessarias, como foi feito nos

exemplos anteriores.
4.3 Termos de Playoff

Em muitos problemas, também buscamos maximizar (ou minimizar) o valor de uma
funcao em um momento especifico, especificamente no final de um intervalo de tempo.
Suponha, por exemplo, que vocé queira minimizar o nimero de células tumorais no final
de um periodo em um modelo de cancer, ou reduzir o nimero de individuos infectados
no tempo final em um modelo epidémico. Para isso, as condi¢oes necessarias devem ser

ajustadas de maneira adequada. De forma geral, considere a seguinte configuracao:
t1
max J(u) = max [¢(x(t1)) v [ f(t,x(t),u(t))dt]
u to
sujeito a =’ = g(t,z(t),u(t)), z(to) =g

onde ¢(x(t1)) é um objetivo em relagdo a posigao final ou nivel populacional, z(t;).
Chamamos de ¢(z(t1)) um termo de playoff, que também pode ser referido como termo

de resgate. Considere a mudanca resultante na derivacao das condigoes necessarias, nosso
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funcional objetivo torna-se

t1
J() = o)) + [ F(ta ), u()) dt
0
Procedendo como foi feito anteriormente, no calculo de

lim L) =)
e—0 €

a unica mudanca ocorre nas condi¢oes no instante final

0xe

“ (fut Mg it = (M) - () S0 | (410

dxe
€

t1
0= [ (futrge+ )
to d

e=0 e=0

Assim, se escolhermos a varidavel A para satisfazer a equacao adjunta anterior

N() = ot 27, u") = A1) ga (t, 27, u”),

e também
A(t1) = ¢ (2" (1)),
entao (4.16]) se reduz a:

t
f (fut Ag)hdt =0
to

e a condicao de optimalidade
otz u*) + Agu(t,z*,u*) =0

segue como antes. Assim, a inica mudanca nas condi¢oes necessarias esta na condicao de

transversalidade,
Aty) = ¢' (" (t1)).
Para esclarecer como calcular esta condigao adjunta no tempo final, considere o Exem-

plo

Exemplo 4.2. Seja z(t) o nimero de células tumorais no tempo ¢ (com fator de cresci-
mento exponencial), e u(t) a concentragao do medicamento. Desejamos minimizar simul-
taneamente o nimero de células tumorais ao final do periodo de tratamento e os efeitos

nocivos acumulados do medicamento no corpo. Assim, o problema é dado por

min o(T)+ [ L) dt

sujeito a
dx(t)
dt

=ax(t) —u(t), z(0)=ux>0.
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Este modelo é muito simples e irrealista, o usamos apenas para fins ilustrativos. Um

modelo mais sofisticado é apresentado posteriormente.

O termo de payoff é z(T) e, portanto, ¢(s) = s implica que ¢'(s) = 1. As condig¢oes

necessarias de otimalidade sao derivadas a partir do Hamiltoniano:
H=u?+ \az -u)
Derivando o Hamiltoniano em relacao a u e aplicando a condicao de otimalidade, temos:
0=H,=2u-)\ = u*:g.

A equacao adjunta é dada por
A _ _OH
dt ~ Oxr

Que pode ser resolvida utilizando o método de separacgao de varidveis, portanto podemos

—-a

escrever a equa(;éo CcOo1mo

%d/\ = —adt

e integrando ambos os lados da equacao, resulta em

In(A\) =-at+c; = A=Ce™
onde C = e, agora utilizando a condicao de transversalidade, segue que

MT) = ¢'(2*(T)) = 1.

Ao calcular A\(T") para determinar a constante C' na equagao adjunta, obtemos

MT)=Ce T =1 = (C=¢e7T
Portanto, a solucao da equacao adjunta é

A(t) =eTeot,

ou simplesmente
NOECa s

e consequentemente, o controle 6timo é dado por

1
u*(t) = éea(T‘t).
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Agora, podemos resolver para o estado étimo
/ 1 a(T-t)
v'=ar-u=az-e . 2(0) =g

Este Problema de Cauchy pode ser resolvida usando o fator integrante. Reorganizando

0s termos, temos

dx —e(T-1)
= ar= ——— 4.17
at T2 (4.17)
Seja pu = ef ~@dt = ¢~ot  Multiplicando todos os termos da equacao (4.17) por i,
obtemos:
—atd‘r —-at _ea(T—t) —-at
e — —ear=———c¢
dt 2

Pela regra do produto, o lado esquerdo pode ser simplificado, resultando em

d _paT _paT
E(e—oatx) _ 62 et — (e ty) = 62 o2t gt

Integrando ambos os lados
_eaT

ey = | ——e 2t
2
_eaT 7
como —— € constante, segue que
_eaT
ey = 5 e 2ot dt
_eaT 6—2at
= e %y = +C
2 -2
T ,—2at
e“te
= efat —_ + C
vite
que simplificando, obtém-se
eaT
z(t) = o e + Ce™. (4.18)
o

Utilizando a condigao de Cauchy x(0) = z¢, temos

eaT
=—+C
Zo Aoy )
o que implica
eaT
C=x9——. (4.19)

4o

Substituindo (4.19) em (4.18]), resulta em

eaT eozT
x(t) = —e + [ zg — — | .

«
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Apds algumas manipulacoes algébricas, chegamos a solucgao final

6ozT
2*(t) = zoe® + — (e - ™).
4o

4.4 Método Forward-Backward Sweep

Como vimos nos anteriormente, qualquer solucao para o problema de controle 6étimo

na forma (4.1]) também deve satisfazer as condigoes:

2'(t) = g(t,x(1), u(t));  x(to) = o,

)‘/(t) = _68_1;[ == (fx(taxvu) + A(t)gx(thau)) ; )‘(tl) = 07
0= aa—[j = fu(t,z,u) + M) gu(t, x,u) em u*,

porém, nem sempre é possivel resolver analiticamente as equagoes diferenciais que surgem
ao aplicar essas condicoes necessarias. Portanto, os métodos numéricos sao uma alterna-
tiva para obter uma solucao aproximada para o problema mencionado. Um desses algorit-
mos é o método Forward-Backward Sweep. Este algoritmo fornece uma aproximagao para
um controle étimo continuo por partes, buscando encontrar u*. O procedimento consiste
em realizar uma série de iteracoes, nas quais o tempo é percorrido para frente e para tras,
até que se alcance a convergéncia para a solucao do problema.

Para isso, considere o intervalo [tg,t;], dividimos esse intervalo em N subinterva-

los, resultando em N + 1 pontos especificos de interesse igualmente espacados, com t, =

bi,ba,...,bn, by = t1. A aproximagao para o controle 6timo é representada pelo ve-
tor 4 = (uy,us, ..., uns1), onde u; ~ u(b;). De forma andloga, T = (z1,72,...,TN41) €
A= (A1, A2, ..., Any1) Tepresentam aproximagoes para o estado e o adjunto, respectiva-
mente.

Um esbogo geral do algoritmo ¢é apresentado abaixo:
Passo 1: Fazer uma suposicao inicial para u sobre o intervalo.

Passo 2: Com a condi¢ao inicial 21 = x(tg) = x¢ e os valores de 1, resolva T passo

a frente com sua equagao diferencial no sistema de otimalidade.

Passo 3: Com a condicao de transversalidade Ay,1 = A(t1) = 0 e os valores de @ e Z,

resolva A para tras de acordo com sua equagao diferencial no sistema de otimalidade.

Passo 4: Atualize % com os novos valores de Z e A obtidos nos passos 2 e 3 na

caracterizacao do controle étimo.

Passo 5: Verifique a convergéncia. Se os valores das variaveis nesta iteragao e na

iteragao anterior estiverem extremamente proximos, retorne os valores atuais como
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solugoes. Se os valores nao estiverem proximos, retorne ao Passo 2.

Algumas observagoes sobre o algoritimo baseado em Lenhart e Workman (2007)):

e Para a suposicao inicial, @ = 0 geralmente ¢é suficiente, exceto em casos onde ocorre

uma divisao por 4. Nesses casos, é necessario adotar uma suposicao inicial diferente.

e Para os Passos 2 e 3, pode-se utilizar qualquer solucionador padrao de Equacoes

Diferenciais Ordinarias, como os discutidos na Secao [3.3

e No Passo 4, é necessério usar uma combinagao convexa]l| entre os valores de controle
anteriores e os valores dados pela caracterizacao atual, o que ajuda a acelerar a

convergencia.

e [Existem muitos tipos de testes de convergéncia para o Passo 5. Muitas vezes, é
suficiente exigir que |u—uoal1 = St [ui — ui,,| seja pequeno, onde u é o vetor dos
valores estimados do controle na iteracao atual, e u; , ¢ o vetor de valores estimados
da iteracao anterior. Aqui, | -|; refere-se & norma ¢, para vetores, ou seja, a soma

dos valores absolutos dos termos.

Para o passo 4 neste trabalho, adotamos uma combinacao convexa utilizando uma
média aritmética entre o valor de controle da iteracao atual u e o valor resultante da

iteragao anterior uqg4, ou seja:
U + Upld

2
Além disso para o passo 5, aplicaremos um teste de convergéncia mais rigoroso, conforme
detalhado em Lenhart e Workman (2007). Nesse contexto, estabelecemos a exigéncia de
que o erro relativo seja suficientemente pequeno, isto é,

|2 = Tioia |1

<6

lilx

onde ¢ > 0 representa a tolerancia aceita. Devemos fazer um pequeno ajuste, para per-
mitir controles nulos. Assim, multiplicamos ambos os lados por |l; para eliminar o
denominador,

| = tigia 1 < 0]+
= |t = towal|1 = 0], <0.

Portanto, nossa condicao é

Ol[ti]y = i = ticral1 2 0

ou

'Uma combinacio convexa é uma combinacio linear em que os coeficientes de ponderacio sao nio-
negativos e somam um.
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N+1 N+1

0 Z ‘u1| - Z ’ul - ui01d| > 0. (4'20)
i=1 i=1
Esse teste é realizado nao apenas para o controle u, mas também para as variaveis A
e r. Em todas as simulacoes que realizaremos posteriormente, utilizaremos N = 1000 e
0 =0,001.
O restante desta secao sera dedicado a explicacao pratica do algoritmo por meio de

um exemplo retirado de Lenhart e Workman (2007).

Exemplo 4.3.
1
maxf (Az(t) - Bu(t)) dt
v Jo

Sujeito a: .
x'(t) = —Exz(t) +Cu(t), z(0)=x¢>-2,

A>0, B>0.

Antes de escrever o codigo para este exemplo, desenvolvemos o sistema de otimalidade

deste problema, observando primeiramente que o Hamiltoniano é:
2 1y oo
H=Ax - Bu —5/\x + C'\u.

Usando a condicao de otimalidade:

OH o)
0—-Eﬂz-—2£%1+(7A — U —-§z§.

Também calculamos facilmente a equacao adjunta para encontrar:
! 1 2
x'(t) = 5T Cu, z(0) = xy,

N(t) = -A+zh, A1)=0.

Os autores implementaram o cédigo numérico do Exemplo [4.3| utilizando MATLAB,
aplicando o método de RK4 para resolver as equacoes diferenciais. Em nossa abordagem,
apresentamos o Cédigo 3, que consiste em uma implementacao em Python utilizando a
biblioteca NumPy para operagoes numéricas e, para fins didaticos, o método de Euler

para resolver essas equacoes, sendo o cédigo exibido e comentado em partes a seguir.

import numpy as np

def Cod_3(A, B, C, x0):
delta = 0.001
N 1000
t np.linspace(0, 1, N + 1)
h=1/N
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18

19

N
N

N

¥

7

u = np.zeros(N + 1)
x = np.zeros(N + 1)
x[0] = xO

lambda_ = np.zeros(N + 1)

test = -1
while test < O0:

Codigo 3 — Implementacao do Algoritmo - Parte 1

A Linha 1 importa a biblioteca NumPy, enquanto a Linha 3 estabelece a funcao
code3 e define as varidveis A, B, C' e xy como entradas. Na Linha 6, um vetor t, que
representa a variavel de tempo, é criado; a funcao linspace do NumPy gera N +1 = 1001
pontos igualmente espacados entre 0 e 1, incluindo ambos os extremos. Na Linha 7, o
espacamento entre esses pontos é atribuido a variavel h. A Linha 9 estabelece a suposicao
inicial para i, definindo u; = 0 para cada um dos 1001 pontos. As Linhas 10 e 12 declaram
os vetores Z e A e definem seu tamanho. O valor inicial de Z é armazenado na Linha 11.
A varidvel test, criada na Linha 14, serve como indicador de convergéncia e inicia o lago
while na Linha 15. Esse lago, conforme serd demonstrado, implementa o processo de
avanco-retorno e, uma vez que a convergencia ¢ alcancada, test torna-se nao negativa,

encerrando assim o laco while.

oldu u.copy ()
oldx x.copy ()
oldlambda = lambda_.copy ()

Codigo 3 — Implementacao do Algoritmo - Parte 2

As linhas 16 a 18 sao os primeiros comandos dentro do loop while, que inicia o processo
de varredura. Nesses comandos, os vetores u, T e A sao armazenados como oldu, oldx e
old\, pois nosso teste de convergéncia requer os valores das iteragoes atuais e anteriores.

Apés registrar os valores atuais, novos valores sdo gerados nas linhas seguintes.

for i in range(N):
x[i+1] = x[i] + h * (-0.5 * x[i]**2 + C * ul[il])

Cédigo 3 — Implementacao do Algoritmo - Parte 3

As Linhas 19 e 20 resolvem z avancando no tempo, utilizando o método de Euler.

for i in range(N):
j =N - i
lambda_[j-1] = lambda_[j] - h * (-A + lambda_[j] * x[j1)

Codigo 3 — Implementacao do Algoritmo - Parte 4
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As Linhas 21 a 23 resolvem A retrocedendo no tempo. Observe que o sinal negativo
em h indica que estamos retrocedendo no tempo, por isso, o incremento de tempo deve

ser, na verdade, —%.

ul = C * lambda_ / (2 * B)
= 0.5 * (ul + oldu)

templ = delta * np.sum(np.abs(u)) - np.sum(np.abs(oldu - u))

temp?2 delta * np.sum(np.abs(x)) - np.sum(np.abs(oldx - x))

temp3 = delta * np.sum(np.abs(lambda_)) - np.sum(np.abs(
oldlambda - lambda_))

test = min(templ, min(temp2, temp3))
y = np.vstack((t, x, lambda_, u))

return y

Cédigo 3 — Implementacao do Algoritmo - Parte 5

A linha 23 apresenta a representacao do controle 4 utilizando os novos valores de :\;
embora essa representacao nao seja armazenada diretamente como o controle u, ela é
salva como um vetor temporario u;. O controle 4 é definido como a média entre a ultima
iteragao de i, denotada como ug,4, € a nova representagao, que constitui a combinac¢ao
convexa mencionada anteriormente. As linhas 26, 27 e 28 correspondem aos parametros
de teste de convergéncia de cada variavel, com d = 0,001, e na linha 29, a variavel de test é
reatribuida ao minimo desses trés valores. Se o minimo for nao-negativo, ou seja, se todos
os trés valores forem nao-negativos, a convergeéncia é considerada alcangada, conforme
descrito na expressao , e o loop while termina; caso contrario, o programa retorna
ao inicio do loop while e realiza uma nova iteracao. Uma vez que a convergéncia é
atingida, os valores dos vetores finais sao armazenados na matriz de saida .

Lenhart e Workman (2007) desenvolveram um laboratério para simular graficos do
Exemplo [4.3] permitindo a variagdo de parametros para comparagao, utilizando MA-
TLAB. Com base nesse laboratorio, criamos um em Python, semelhante ao Cédigo 3, fa-
zendo algumas adaptacoes para utilizar a biblioteca Matplotlib na plotagem dos graficos.
A simulagao gerada a partir desse laboratério é apresentada na Figura [1.5] Para esta
simulacao, adotamos os parametros especificados na Tabela 4.1 e variamos o valor inicial
To para 2.

Conforme ilustrado na Figura [4.5] o estado x exibe dinamicas distintas para xy = 1
e rg = 2. Para xy = 1, o controle u inicia em um valor elevado, resultando em um
aumento significativo de z; ao longo do tempo, u tende a diminuir, aproximando-se de
zero. KEsse comportamento é consistente com a intencao de maximizar a integral de z.
Adicionalmente, buscamos maximizar —u?, o que equivale a minimizar u?. A reducao de
u permite que z enfrente uma diminuicao natural em sua taxa, mas a intervencao inicial

garante que essa queda nao seja tao acentuada.



Tabela 4.1 — Parametros exemplo de controle 6timo

Parametro | Valor
A 1
B 1
C 4
To 1

Fonte: Lenhart e Workman (2007).
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Figura 4.5 — Estado 6timo e controle para os parametros da Tabela , considerando a

variacao de xy para 2.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Em contraste, para xq = 2, o controle u comeca em um valor mais baixo, refletindo

a necessidade de menos controle para alcangar um efeito semelhante no crescimento de

x. Apesar do nivel inferior, os graficos mostram que u se aproxima do valor do primeiro

cenario, indicando que as duas trajetorias se alinham proximo de t = 0,6, sugerindo que

o sistema converge para uma solugao similar, mesmo com uma condi¢ao inicial mais alta.

Simulagoes adicionais foram realizadas em Lenhart e Workman (2007)), variando outros

parametros para verificar sua influéncia na solugao, e o leitor pode utilizar o laboratoério
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criado para explorar essas dinamicas de forma interativa.
4.5 Controles limitados

Em muitos problemas, é necessario impor limites ao controle para obter uma solugao
realista. Por exemplo, considere um caso em que o controle representa a quantidade de
um quimico utilizado em um sistema, nesse caso, requeremos que essa quantidade seja
nao negativa, ou seja, u > 0. Além disso, o controle pode precisar obedecer a um limite
superior, seja por restrigoes fisicas na quantidade de produtos quimicos disponiveis ou por
regulamentagoes ambientais que proibem o uso acima de certo nivel.

Primeiramente derivaremos as condicoes necessarias para esse tipo de problema, como

feito anteriormente, considere o problema:

i [ f(t w0 u(®)dt +o(o(1),
sujeito a z'(t) = g(t,z(t),u(t)), x(ty) = xo,
a<u(t) <b,

onde a e b sdo constantes reais fixas e a < b. Seja J(u) o funcional objetivo para o controle

u, onde z = x(u) é o estado associado, ou seja,

Iw - [ " F(t(t),ut)dt + 6 (h)).

Seja u* e x* o par étimo, considere também h(t) uma fungao continua por partes, tal
que, exista uma constante positiva €y, de forma que Ve € (0,€q], uc(t) = u*(t) + eh(t) é
admissivel, ou seja,

a<u‘(t)<b para todo t.

Devido as restrigoes sobre os controles, a derivada do funcional objetivo pode nao ser zero
no controle 6timo, uma vez que u* pode estar nos limites (extremos do seu intervalo) em
alguns momentos, podemos apenas conhecer o sinal dessa derivada. Seja z¢(t) a varidvel
do estado correspondente. Da mesma forma que fizemos no anteriormente, introduzimos

uma fungao A(t) diferenciavel por partes e, assim aplicando o T.F.C, segue

I = [ 7L @00 0) + Mgt (1), u (1)) + 2 ()X (1)) e (4.21)

- )\(to)l'o + )\(tl)l'E(tl) + gb(l’(tl))
Como o méximo de J(u) em relagdo a u ocorre em u*,

0> Lyo| L= (4.22)
de o 07 €
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Observe que a constante € foi escolhida para ser positiva, de modo que o limite sé pode
ser tomado de um lado. O numerador de (4.22)) é claramente nao positivo, uma vez que
u* é maximal. Isso fornece a desigualdade mostrada, em vez da igualdade como na Segao

4.2l Como fizemos anteriormente, escolha a varidvel adjunta de modo que
N(t) =-[fa(t,z,u) + AM(t) g (t, z",u")],  A(t1) = @' (2" (t1)).
Entao (4.21) e (4.22) se reduzem a

t1
0> f (fu+ Agu)h dt, (4.23)
to

e essa desigualdade vale para toda funcao h.

Seja s um ponto de continuidade de u* tal que a < u*(s) < b. Suponha que f, +Ag, >0
em s. Como u* é continua em s, entao f,+\g, também é continua em s e, portanto, existe
um pequeno intervalo I, contendo s, na qual f, + A\g, é estritamente positiva e u* < b.
Seja

M =max{u*(t):tel}<b,

e defina uma funcao h particular por

b-M, setel,
0, setél.

h(t) =

Note que h >0 no intervalo I, pois b— M > 0. Além disso, sabemos que
a<u*(t) <M, (4.24)
uma vez que M < b. Portanto, para todo € € [0, 1], temos
0<e<].

Como b—- M > 0, segue que
0<(b-M)e<b- M, (4.25)

e somando as desigualdades (4.24)) e (4.25)), obtemos

a<u*(t)+eh<b,

para todo € € [0,1]. No entanto,

t1
[ Gueagmde= [ (fu+aginde>o,
to I
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devido a escolha de I e h. Isto contradiz (4.23)), portanto f, + A\g, < 0 para s.
De forma semelhante, seja s um ponto de continuidade de u* tal que a < u*(s) < b.
Suponha que f, + g, < 0 em s. Como feito anteriormente, existe um pequeno intervalo [

contendo s no qual f, + g, é estritamente negativo e u* > a. Definimos entao
m =min{u*(t):tel} >a,
e introduzimos uma funcao h dada por

a-m, setel,
h(t) =
0, set¢l.

Note que h <0 em I pois a—m < 0, uma vez que a < m. Considere agora € € [0, 1], ou seja
0 <e<1, e portanto obtemos:

0>e(a—m)>a—-m,

ou melhor
a-m<e(la—m) <0, (4.26)

pois a —m < 0. Além disso,
m<u*(t) <0, (4.27)

para t € I. Somando (4.26) e (4.27)), resulta que

a<u®+eh<b,

para todo € € [0,1]. Consequentemente, temos

t1
[ G rgondt= [ (fu+Ag)h dt >0,
to I

o que contradiz (4.23)). Assim, concluimos que f, + g, > 0 nos pontos de continuidade s.

Em resumo,

u (t)y=a = f,+Ag, <0 emt,
a<u*(t)<b = fu,+Ag,=0emt,

u (t)=b = fu+Ag,>0em t.



83

De forma equivalente pela contrapositiva, tem-se

futAgy>0emt = u*(t) #a, (4.28)
futAgu#0emt = u*(t) =a ouu*(t) =b, (4.29)
futAgu<0emt = u*(t) #b. (4.30)

A partir das expressoes e (4.29), concluimos que, se f, + Ag, > 0, entao u*(t)
deve ser igual a b. Isso ocorre porque se f, + Ag, > 0, pela primeira condigao, u*(t) nao
pode ser igual a a, além disso, como f, + \g, é estritamente positivo, é diferente de 0, o
que implica que u*(t) sé pode ser b.

De maneira semelhante, considerando as expressoes e , deduzimos que
fu+Agy <0 implica u*(t) = a. Por fim, se f, +Ag, =0, entdao a < u*(t) <b. Nos pontos em
que u* nao é continua, nao ha necessidade de preocupacao, pois tais descontinuidades nao
impactam o funcional objetivo. Essas novas condicoes necessarias podem ser expressas em
termos do Hamiltoniano, assim como as condigoes estabelecidas até o momento. Considere

o Hamiltoniano H, dado por
H(t7 ‘1'7 u? )\) = f(t7 x? u) + )\g(t7 x? u)?

as condigoes necessarias para r* e A\ permanecem inalteradas, em particular

oOH
r'(t) = % z(to) = o,

N(t) = -%—Z, A1) = ¢'(x(th)),

e segue que

* 0
ut=a se - <
H
a<u*<b sea—zo (4.31)
ou
0H
*=b —>0
u s¢ &>

Uma versao do Principio do Maximo de Pontryagin também se aplica neste contexto.
Ela é essencialmente a mesma que a do Teoremal[4.1], com a diferenga de que a maximizagao
¢ realizada sobre todos os controles admissiveis, ou seja, todos os controles que respeitam
os limites estabelecidos. Em particular, o controle 6timo u* maximiza H pontualmente
em relacao a a < u < b. Se tivermos um problema de minimizacao, entao u* é escolhido

para minimizar H pontualmente, portanto as desigualdades da primeira e terceira linha



de (4.31)) sao invertidas, ou seja

* = —>0
u* =a se 5
Ta<u*<b sea—H=O.

ou
=0 — <0

U se 5

84

(4.32)

Para resolver numericamente um problema com controles limitados, é necessaria uma

pequena modificagao no método Forward-Backward Sweep apresentado na Segao [£.4] As

equacoes de estado e adjunta nao sao diretamente influenciadas pelos limites, permitindo

que sejam resolvidas da mesma maneira que anteriormente. A tnica alteracdo se da na

caracterizacao do controle. Para ilustrar essa modificacao, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 4.4. Seja
1
max f (Ax(t) - u?(t)) dt
u 0

Sujeito a

2(t) = —%ﬁ(t) L Cut), (0) =0 > -2,

My <u(t) < My, A>0.

Note que este exemplo é semelhante ao Exemplo mas considera B =1 e impoe

limitagoes em u. o Hamiltoniano é dado por:
2 1y o
H=Ax-u —5)\ZE + C\u.

As condigoes adjuntas e de transversalidade sao

N(#) = -%—Z _Avzh, A1) =0.

Precisamos determinar a caracterizacao de u*. Para isso, consideremos a derivada parcial

do Hamiltoniano em relacao a w:

%—IZ =-2u+CA\.

Agora, examinemos os trés casos, baseados em (4.31)):

1. 8—H<0 = u(t) = M.
ou

Utilizando (4.33)), temos:

CA

—2M1+C)\<0 = M1>7.

(4.33)
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OH
2. — =
ou 0

De (4.33)), segue:
2u+CA=0 = u=%,
o que, por (4.31)), implica:

M1§7§Mg.

OH
3. %>0 — u(t):MQ

Logo, utilizando (4.33)), temos:

—2M2+C)\>0 — MQ<%.

Observe a recorréncia da expressao % Quando o controle esta no limite superior, essa
expressao € estritamente maior que M. Da mesma forma, quando o controle estd no
limite inferior, a expressao é estritamente menor que M;. Assim, uma forma compacta
de escrever o controle étimo é:

u* =min (Mg,max (Ml, O)\Z(t) )) :

Essa expressao pode ser vista como uma truncagem de % dentro dos limites superiores e
inferiores, sendo importante ressaltar que essa truncagem ocorre em fungao do problema
especifico.

Portanto, para este problema, basta modificar o codigo 3 para os limites e fixar B = 1.
Precisamos apenas alterar a caracterizacao de u* conforme mencionado. Lembre-se de

que a caracterizacao de u* no cédigo 3 era dada por:

ul = C * lambda_ / (2 * B)
u = 0.5 % (ul + oldu)

Cédigo 4 — Caracterizacao de u* nao limitado no codigo 3.

Devemos simplesmente mudar para:

ul = np.maximum (M1, np.minimum(C * lambda_ / 2, M2))
u = 0.5 % (ul + oldu)

Cédigo 5 — Caracterizacao de u* considerando a limitacao.

A partir dai, geramos um novo laboratério, realizando algumas outras modificacoes
para variar os limites do controle.
Considerando uma abordagem semelhante a apresentada na secao anterior, faremos

simulagoes para esse problema de controle limitado. A simulacao foi realizada utilizando
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os parametros da Tabela[£.2] Nesta simulagao, o limite superior M, foi variado para 0, 5.

O resultado obtido pode ser observado na Figura |4.6]

Tabela 4.2 — Parametros para simulagao do exemplo de controle limitado.

Parametro | Valor
A 1
C 4
To 1
M, 0
M2 2

Fonte: Lenhart e Workman (2007).

Figura 4.6 — Estado 6timo e controle para os parametros da Tabela , considerando a

variacao de My para 0, 5.

2070 __ m2=2.0
1.84 —— M2=0.5
1.6 -

1.4

Estado x(t)

1.2 4

1.0 A

0.0 0.2 0.4

0.6

Tempo t

0.8

1.0

1.0
0.8 A

0.6 1

0.4 1

Controle u(t)

0.2 4

0.0 A1

— M2=2.0
— M2=0.5

0.0 0.2 0.4

0.6

Tempo t

Fonte: Elaborado pelo autor.

0.8

1.0

Na figura[4.6] observa-se que a trajetéria do controle e do estado, considerando M, = 2,
é equivalente a apresentada na figura[d.5|da Secao 4.4 para xo = 1. Essa equivaléncia ocorre

porque, quando a solugao 6tima do problema permanece dentro dos limites estabelecidos,
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a solugao permanece inalterada. No entanto, ao adotarmos um limite superior menor para

o controle, observamos na Figura [4.6| uma reducao no estado.
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5 Modelos de Crescimento Tumoral

Os modelos matematicos para o desenvolvimento e tratamento do cancer sao frequen-
temente elaborados de maneira estruturada, comecando com componentes que descrevem
aspectos fundamentais da doenca e incorporando complexidades adicionais. Um elemento
central em qualquer abordagem ¢é o modelo de crescimento do tumor. Devido a com-
plexidade do cancer, é evidente que nao é possivel elaborar um modelo matematico que
capture seu desenvolvimento completo ao longo do tempo (Ledzewicz; Schattler] [2015)).
Portanto os modelos existentes tém validade restrita a estagios especificos da evolucao
tumoral e a variantes da doenca.

Segundo Ledzewicz e Schéttler (2015]) a questao sobre qual modelo é mais realista é mal
formulada, pois as populagoes de células cancerigenas podem se comportar de maneira
distinta, dependendo do tipo e das condicoes da doenca. Portanto, a diversidade dos
modelos de crescimento do cancer é compreensivel.

Neste capitulo, introduzimos os principais tipos de modelos matematicos classicos que
sao comumente usados para descrever o crescimento de tumores por meio de EDOs. Para
isso, utilizamos as referéncias Ledzewicz e Schéttler (2015)), Preziosi (2003)) e Rodrigues
(2011). Iniciamos nossa abordagem com um modelo geral que descreve o crescimento de
uma populagao de células, seguindo a estrutura apresentada por Ledzewicz e Schattler

(2015). Este modelo pode ser expresso de forma geral como:

dN
E:NF(N), (5.1)
onde N denota o tamanho da populacao em funcao do tempo, que pode ser medido em
termos de volume, nimero de células, ou densidade celular. Assim assumimos N > 0. A
funcao F(N) descreve a taxa liquida de proliferacao, calculada como a diferenga entre
a taxa de proliferagao das células, m = 7(N), e a taxa de morte, u = u(N), regida pela
apoptosdl] Geralmente é dificil determinar separadamente as taxas de proliferacao 7 e
de morte p a partir de dados experimentais e, portanto, frequentemente utiliza-se a taxa
liquida de proliferagao F'(N) (Ledzewicz; Schattler, 2015). Neste contexto, investigaremos
as diferentes formas que F(N) pode assumir para descrever os modelos de crescimento
tumoral, como o exponencial, Gompertz, logistico e logistico generalizado, a partir da
equagao geral (5.1)).
Com o objetivo de estudar de maneira didatica os diferentes modelos de crescimento
tumoral, desenvolvemos um software com interface grafica em Python, projetado para rea-
lizar simulagoes das solugoes desses modelos, que serao apresentadas posteriormente, com

base em parametros fornecidos pelo usuario. O software inclui trés simuladores, dos quais

L Apoptose é uma forma de morte celular programada, ou “suicidio celular”.
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dois serao explorados ao longo deste capitulo, e esta disponivel tanto no formato executavel
quanto como c6digo-fonte, podendo ser acessado no GitHul?|(https://github.com /ojeffbarbosa),
onde todas as informacgoes necessérias estao disponiveis. Para o desenvolvimento do soft-
ware utilizamos diversas bibliotecas Python, como NumPy para calculos matematicos,
matplotlib para geracao e exibicao de gréaficos, e Tkinter para a criacao da interface

grafica, entre outras. O menu principal do software é apresentado na Figura [5.1]

Figura 5.1 — Menu do software desenvolvido.

£ simulader - o x

Menu Principal

Selecione qual simulador deseja usar:

Simulador 1

Simulador 2

Simulador 3

Informacdées

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com estas ferramentas, prosseguiremos para o estudo detalhado dos modelos de cres-

cimento tumoral.
5.1 Modelo exponencial

Em intervalos de tempo curtos e sob condi¢oes ambientais relativamente constantes,
é razoavel assumir que as taxas de proliferacao e morte celular sao constantes, ou seja
F(N) =r. Nesse contexto, o crescimento da populagao celular pode ser modelado por
N,
dt
onde r > 0 é a taxa de crescimento. Se a populacao inicial de células tumorais no instante

t=0¢é N(0) =ng>0, entdo temos o seguinte Problema de Cauchy:

dN
a - (5.2)
N(O) =MNyg.

2GitHub é uma plataforma de desenvolvimento colaborativo que permite armazenar, compartilhar e
gerenciar projetos de software.


https://github.com/ojeffbarbosa
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Este Problema de Cauchy pode ser resolvido por meio do método de separacao de

variaveis. Primeiramente, reescrevemos a equacao diferencial na forma

1
NGO AN (t) = rdt.

Integrando ambos os lados da equacao, obtemos
1
/Wd]\f(t) - frdt — W(N(t)) = rt + Ch.

onde (] é uma constante de integragao. Aplicando a exponencial em ambos os lados,
chegamos a
N(t) — eTt+C1 — 60167’1'

Podemos definir e = Cy, portanto, a solucao geral é expressa como
N(t) = Cye™.
Utilizando a condigao inicial N(0) = ng, obtemos
ng = Co.

Finalmente, substituindo ny = C na expressao para N (t), obtemos a solugao explicita do
problema de valor inicial (5.2)), que é dada por

N(t) = nge™. (5.3)
Observando a solucao acima, notamos que, a medida que o tempo aumenta, temos

tkg}o N(t) = +o0.

Neste modelo, nao ha restricoes ao crescimento celular, considerando que todos os
nutrientes e outros fatores essenciais estao disponiveis em abundancia. Como resultado, o
modelo prevé um crescimento ilimitado. Por isso, o modelo exponencial é frequentemente
utilizado para descrever o crescimento de tumores nas fases iniciais, como na fase avascular
e no inicio da fase vascular.

Para um tumor em fase de crescimento exponencial, utilizando a equacao e
considerando N(0) =ng e o tempo de duplicagao Ty, temos N(T}y) = 2ng. Isso resulta em

_ T,
2ng = nge’ 4,

que, ao simplificar, temos

2 =¢"a,
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Tomando o logaritmo natural de ambos os lados e isolando 7, obtemos:

In(2) =rTy
o que implica
In(2)
= . 5.4
re T (5.4)

A expressao (5.4)) estabelece uma relagao entre a taxa de crescimento do tumor r e o
tempo de duplicagao T; do tumor. Quanto menor for o tempo de duplicagao, maior sera
a taxa de crescimento do tumor.

Utilizaremos, a seguir, o Simulador 1, que permite realizar simulagoes individuais dos
modelos, com a possibilidade de variagao dos parametros para comparacao entre diferentes

cenarios. A interface do Simulador 1 pode ser visualizada na Figura [5.2

Figura 5.2 — Interface do Simulador 1.

£, simulador

Voltar

Crescimento tumoral

Simulagéo individual com variagdo de parametros 10

Selecione o modelo para a simulacéo:
Digite os parametros:

N(t)

[ Variar algum pardmetro?
[ Abrir gréfico em nova janela

Plotar Gréfico

Configuragdes de Plotagem 0

Tempo (t)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na caixa de selecao de modelos, escolhemos o modelo exponencial e utilizamos o
parametro r = 0,1, conforme extraido de Preziosi (2003). A simulac¢do apresentada na
Figura exibe a evolugao temporal de N (), que representa uma populagao de células
cancerigenas para diferentes valores de ny considerando o tempo maximo igual a 30.

A simulacao foi realizada utilizando a opgao de variagao de parametros disponivel no
simulador.
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Figura 5.3 — Evolugao de N(t) para diferentes valores de ng segundo o modelo exponencial.

Crescimento tumoral

2.0

1.54

1.0

N(t)

0.5 1

0.0

Tempo (t)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como observado, a medida que o tumor cresce, esse modelo se torna inadequado,
pois a taxa liquida de proliferacao celular, F'(N), tende a diminuir devido & escassez
de oxigénio e nutrientes, intensificando a competicao entre as células tumorais. Como
resultado, a taxa de crescimento (7) do tumor diminui, enquanto a taxa de morte celular
(1) aumenta. Assim, o modelo exponencial, que prevé um crescimento ilimitado, nao se
ajusta a periodos mais longos.

Se houver um ponto K em que essas taxas se igualem (7(K) = u(K)), entdo K torna-
se um ponto de equilibrio para o crescimento do tumor. Dado que o tumor inicia pequeno,
K estabelece um limite superior para a populacao, resultando em tl_}lirio N(t) = K. Esse
limite, conhecido como capacidade de suporte, representa o tamanho maximo que o tumor
pode teoricamente atingir. Infelizmente, na maioria dos casos, K é muito maior do que o
compativel com a sobrevivéncia do hospedeiro (Ledzewicz; Schattler, [2015)).

No inicio, quando o tumor é pequeno (N « K), a influéncia de fatores limitantes,
como a escassez de recursos, ¢ minima, permitindo que o modelo exponencial seja uma
boa aproximagao. No entanto, a medida que o tumor cresce, esses fatores tornam-se
significativos, e o modelo precisa ser ajustado. Para esses casos, os modelos de crescimento

logistico e de Gompertz sao comumente utilizados.
5.2 Modelo de Gompertz

O modelo de Gompertz, desenvolvido por Benjamin Gompertz em 1825, inicialmente

como um modelo demografico para a mortalidade, foi posteriormente adaptado para des-
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crever o crescimento de tumores. E uma das equagoes mais amplamente utilizadas para
descrever o crescimento tumoral em suas fases posteriores. A taxa liquida de proliferagao

celular é expressa pela funcao
F(N)=a-rln(N), (5.5)

onde a >0 e r > 0 sao constantes. A fungao F'(N') decresce com N, e o valor de estabilidade
de N, que representa a capacidade limite da populacao de células tumorais, é denotado

por K. Este valor é obtido ao considerar F'(N) =0, ou seja,
0=a-rIn(Nper) = In(Npaz) = LN Nopaz = €7
r

Portanto, considerando N, = K, como 0 = a — rln(K), podemos tomar a = rIn(K) e

reescrever a equacao (5.5)) como:
F(N)=a-rIn(N)=rln(K)-rIn(N)

= F(N) =r(In(K) -In(N)).

Utilizando propriedades de logaritmos, podemos combinar os termos In(K) e In(N), e

portanto, a taxa liquida de proliferagao no modelo de Gompertz pode ser expressa como:

F(N):rln(%). (5.6)

Atualmente, a fungao (5.5) é mais utilizada na forma (5.6) (Ledzewicz; Schéattler] 2015)).
Substituindo a expressao (5.6 na forma geral (5.1]), a equagao diferencial resultante para

a populacao de células do tumor torna-se

dN(t) K
o —rN(t)ln(W), (5.7)

e definindo N(0) = ny > 0, onde ng é a populagao inicial de células tumorais, formulamos

o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

N(t) K
a N m(m)’ (5.8)
N(O) =MNy.

A solugao do PVI (5.8) pode ser obtida utilizando o método de separagao de variaveis,

podemos reescrever a eXpresséo Ccomo

AN (t)

—— _=rd
N (5"
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e integrando ambos os lados da equacao, segue que

f]\;ifz(t) f dt (5.9)

AN (t)

N In(5)’
que nos dd =N (t)du = dN(t). Substituindo essas expressoes, a integral se torna

f‘W du = [—du——ln(u)+cl ln(ln(%))JrCL

Em seguida, calculamos
[ rdt =rt+co,

a substituigdo de ambas as solugoes em ([5.9) nos leva a

K
_ln(ln(N(t)))+Cl =7"t+02.

Definindo uma constante C' como C4 — Cs, podemos reescrever a equacao como

~In (ln(fot))) +C =rt. (5.10)

Para determinar C', utilizamos a condigao inicial N(0) = ng

(i (E)) 020 = cm(n(D))

Substituindo C' na equagao (5.10)), temos

i) () -
il 5)) ()

Aplicando propriedades de logaritmos, podemos simplificar para:

In (—hlln((]\;(:))) ) =-rt

1 (N )) — ot
(X))

para resolver a integral [ aplicamos a mudanca de variavel u = ln(%), 0

2|N
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Finalmente, resolvendo para N(t), temos

-rt

N(t) = Ke e " (%) — N(t) = Ke(2)

Assim, a populagao de células tumorais no tempo t é dada por:

-rt

N(t) - K(%) | (5.11)

Analisando a solu¢do do modelo de Gompertz ((5.11]), observamos que a medida que
o tempo t aumenta, o termo e~"* decresce exponencialmente (tlim et = O), fazendo com
—+00

que a razao (%) se aproxime de 1. Isso significa que
tl_grio N(t) =K.

Portanto, o modelo de Gompertz prevé que, a longo prazo, a populacao de células tumorais
tende a estabilizar-se em K, a capacidade de suporte do ambiente, independentemente do

valor inicial ng, conforme discutido anteriormente.

Figura 5.4 — Simulacao da solucao de Gompertz para ng=0,1, k=1, ¢t = 100 e diferentes
valores de r.

Crescimento tumoral

1.5
— r=0.1
r=0.2
— r=0.3
— r=0.4
— r=0.7
1.0 1
=
0.5 A
0.0 T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tempo (t)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Figura [5.4] exibe a evolugao temporal da solugao do modelo de Gompertz, conside-
rando ng = 0.1, K =1 e t = 100, para diferentes valores de r. Os parametros utilizados
foram retirados de Preziosi (2003). Observa-se que, quanto maior o valor de r, mais

rapidamente N (t) converge para a capacidade de suporte K.
5.3 Modelo Logistico e Logistico Generalizado

Outro modelo fenomenolégico classico de crescimento, baseado na competicao entre

processos associados a proliferagao e a morte, é a lei logistica generalizada:

F(N):%(1—($)U), r>0, v>0. (5.12)

Substituindo F'(N) na forma geral (5.1)), obtemos a seguinte equagao diferencial:

B0 oo (2.

definindo N(0) = ng > 0, onde ng é a populagao inicial de células tumorais, o Problema

de Cauchy associado ¢é formulado como:

o)

N(O) =Nyp.

(5.14)

O modelo classico de crescimento logistico (v = 1) foi introduzido em 1838 por Verhulst
em seus estudos sobre crescimento populacional para descrever uma populagao biologica
auto-limitante, sob a suposi¢ao de que a taxa de reprodugao é proporcional tanto a po-
pulacao existente quanto a quantidade de recursos disponiveis. O problema de valor inicial

correspondente ao modelo de Verhulst é:

dN(t) CN(@)
o (1-52) (5.15)
N(0) = ny.

A versao generalizada , foi utilizada por Richards na década de 1930 com v > 0, que
permite distinguir entre canceres de crescimento lento e rapido, dependendo da escolha de
v, 0 crescimento pode saturar mais ou menos rapidamente (Ledzewicz; Schattler] 2015)).
A solugao do modelo logistico generalizado ([5.14)) é obtida pelo método de separagao de

variaveis, podemos escrever a expressao como




que integrando ambos os lados da equagao, obtemos

f N() (1 (dN(tN(ﬂ f e
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a integral do lado esquerdo da equacao pode ser resolvida aplicando uma mudanca de

variavel, e em seguida utilizando o método de decomposicao em fragoes parciais. Apods

resolver as integrais, segue que

n(1- (@)
ln(N(t))—l § SK ) ):;t+c
_ vV +In(1-(52)) o,
:—ln(N(t)v)+ln(1—($)v)z—rt—vc
_(M®Y
=1In ! (K) =—rt—vc

N

Como N(0) = ng, substituindo em (5.16)), temos

1- ()
—vc=ln(#)
U

Substituindo (5.17) em (j5.16]), obtém-se

—1_($>U = —Tt+ln(

N(t)

In

v
N
Aplicando exponencial em toda a equagao e simplificando, segue que

17($)U 1-(29)Y
In N()? —T’t+ln( _(n?) )
(& =e

()

N(t)v ¢ ng
1 1 e KY=ng
= - — =Tt
NGy K (Kno)®
1 no + (Kv-n§)et

T N@y (Kng)®

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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(K?’LO)U

ng+ (Kv—-ng)et’

= N(t)" =

portanto, a populacao de células tumorais no tempo ¢ é dada por

) 1
U

ng + (Kv - ng)e‘”)

N(t) = K( (5.19)
Para o modelo de Verhulst ([5.15)), que corresponde a v = 1, a solugao é simplificada

para
KTLO

no+ (K —ng)e™

N(t) =

Em ambas as solugoes, tanto para o modelo logistico quanto para o modelo logistico
generalizado, a populagao N (t) tende assintoticamente ao valor K conforme t — +00, isto
€,

tl_grrio N(t)=K.

Conforme discutido por [Rodrigues| (2011), a equagao se reduz ao modelo de

Gompertz quando v - 0*. De fato, a partir da expressao , podemos reescrever o

termo (%) utilizando a fungao exponencial:

(K@) )

Para simplificar essa expressao, aplicamos a série de Maclaurin de e*, pois a funcao

exponencial pode ser representada por essa soma infinita de poténcias em torno de z = 0:

Substituindo x = v1n (%), temos

Agora, substituimos essa expansao na equacao diferencial original, obtendo

aN@) _r = (v (%))
Oy

Simplificando os termos no somatério, segue que

d];[it) = %N(t) 1—1—2}111(%)—2
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o que resulta em

AN (t)

S oS-

Cancelando v no lado direito da expressao acima, obtemos

St (n(f2)-E T ()

n=2 n!

Quando v - 0*, os termos do somatorio desaparecem, e portanto

d]\c/;it) _ _TN(t)ln(y)’

ou de forma equivalente
dN (t) K
=rN(t)l
a ()H(N(t))’

que é a equacao diferencial caracteristica do modelo de Gompertz.

Nas Figuras e [5.6] respectivamente, temos a simulagio das solugoes dos modelos
logistico e logistico generalizado, considerando os parametros r = 0,1, ¢t = 100 e K =1,

com diferentes valores de ng, para o modelo logistico generalizado usamos v = 2 conforme
Preziosi (2003)).

Figura 5.5 — Simulacao da solucao do modelo logistico para » = 0,1, kK =1, t = 100 e
diferentes valores de ng.

Crescimento tumoral

15
— n0=0.1
n0=0.2
—— n0=0.3
— n0=0.4
—— n0=0.5
1.0
=
0.5
0.0 T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tempo (t)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 5.6 — Simulacao da solucao do modelo logistico generalizado para r = 0,1, k = 1,
t =100, v = 2 e diferentes valores de ny.

Crescimento tumoral

1.5
—— n0=0.1
n0=0.2
—— n0=0.3
— n0=0.4
—— n0=0.5
1.0
3
0.5 1
0.0 T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tempo (t)

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.4 Comparagao dos Modelos de Crescimento Tumoral

Com o Simulador 2 do software apresentado, os usuarios podem explorar os modelos de
crescimento tumoral de forma integrada, realizando comparagoes detalhadas entre os dife-
rentes modelos abordados anteriormente. O simulador permite a inser¢ao de parametros
especificos por meio de caixas de entrada intuitivas, oferecendo flexibilidade para ajustar
as condigoes de simulagao de acordo com as necessidades de estudo, além de possibili-
tar a personalizacao das configuracoes de plotagem dos graficos, como limites dos eixos,
rotulos e incrementos, garantindo uma visualizagao mais clara e ajustada as preferéncias
de andlise. Outra funcionalidade importante é a capacidade de realizar comparacoes si-
multaneas entre varios modelos, permitindo observar as diferencas de comportamento de
cada um sob as mesmas condicoes iniciais. A interface desse simulador é apresentada na
Figura

Embora projetado com um foco inicial na modelagem do crescimento tumoral, o Simu-
lador 2, assim como o Simulador 1, pode ser aplicado em diversos contextos que utilizem
os mesmos modelos matematicos. Por exemplo, os modelos de crescimento exponencial,
logistico e de Gompertz sao amplamente empregados em estudos de dinamica populaci-
onal, ecologia e até na economia, para analisar tendéncias de mercado. Portanto, essa
versatilidade de configuragoes permite que o simulador atenda a uma ampla gama de

interesses e objetivos.
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Figura 5.7 — Interface do Simulador 2.

£ Simulador - (] pad

Voltar

Crescimento tumoral
1.0

Simulagéo simultdnea dos modelos
Digite os parametros:

Toradecrescimento (| 0.8
Capacidadedesuporte ([ |
Pasmetodeforma ([ | 064

Populagsoinicial (n:| |

[] Modelo Exponencial 0.4 1
] Modelo Logistico
9
[ Modele Logistico Generalizado
[ Modelo de Gompertz 0.2
P

[] Abrir Grafice em Mova Jancla

Plotar Gréfico 0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Configuragdes de Plotagem

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para realizar a comparacao entre os modelos apresentados, selecionamos todas as
opgoes de modelos no programa e utilizamos os parametros fornecidos na Tabela [5.1]
extraidos de [Rodrigues| (2011)), esses parametros incluem a taxa de crescimento, a capa-
cidade de suporte, a populacao inicial e o fator de ajuste especifico do modelo logistico

generalizado.

Tabela 5.1 — Parametros para comparagao simultanea dos modelos de crescimento.

Parametro Valor
Taxa de crescimento (r) 10-2dia™"
Capacidade de suporte (K) 1012 células
Populagao inicial (ng) 4 x 10? células
Parametro de ajuste do modelo logistico generalizado (v) 2

Fonte: Rodrigues| (2011)).

A simulacgao foi realizada conforme ilustrado na Figura utilizando um horizonte
temporal de até 1500 dias, ajustamos as configuracoes de plotagem conforme necessario
para garantir que as simulagoes sejam realizadas de forma apropriada.

Conforme observado na Figura [5.8] a soulucao do modelo exponencial apresenta um
crescimento ilimitado, por outro lado, as solugoes dos modelos logistico, logistico generali-

zado e Gompertz convergem para a capacidade de suporte K. Observa-se também que, no
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Figura 5.8 — Simulagao simultanea dos modelos de crescimento tumoral.

lel2 Crescimento tumoral

1.5
1.4 1
1.3 1
1.2 1
1.1 A
1.0 1
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Exponencial
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Gompertz

0.6
0.5 A
0.4
0.3 A
0.2 A
0.1+
0.0

0 500 1000 1500
t (dias)

Fonte: Elaborado pelo autor.

inicio da dinamica, o comportamento dos modelos logistico e exponencial é praticamente
indistinguivel, sugerindo que, em estagios iniciais, a diferenca entre esses modelos ¢é sutil.

Vale ressaltar que as simulacoes que foram apresentadas ao longo deste capitulo con-
sideram apenas as solugoes dos modelos de crescimento sem levar em conta qualquer
intervengao ou tratamento. No préximo capitulo, exploraremos a aplicacao da teoria
de controle 6timo para incorporar um fator de tratamento, analisando como estratégias
de controle podem influenciar e modificar o comportamento dos modelos de crescimento

tumoral.
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6 Teoria do Controle Otimo aplicada a quimioterapia

As técnicas de controle 6timo sao de grande utilidade no desenvolvimento de estratégias
6timas para a quimioterapia (Panetta; Fister, 2003]). Essencialmente, essas técnicas per-
mitem encontrar um regime de tratamento, considerado como o controle, que minimizara
tanto a densidade do tumor quanto os efeitos colaterais do medicamento ao longo de
um periodo especifico. No livro Lenhart e Workman (2007)), é estudado um problema
de controle 6timo proposto no artigo de Panetta e Fister (2003), onde é assumido que o
crescimento do tumor segue um padrao Gompertziano. O artigo Panetta e Fister (2003))
discute varios modelos de morte celular induzida pela quimioterapia, entre esses modelos,
trés sao abordados. Entretanto, no livro Lenhart e Workman (2007)), apenas um modelo
¢ examinado, considerando uma hipétese conhecida como a hipotese de log-kill de Skip-
per. Essa hipotese postula que a morte celular causada pelos agentes quimioterapicos é

proporcional a populagao do tumor.
6.1 O Modelo
A forma geral do modelo em investigacao é representada pela equacgao diferencial:

dN
_:NF(N)_G(Nat)7
dt
onde N representa a densidade do tumor e F'(/N) assume um crescimento Gompertziano

como estudado na Secao [5.2
K
F(N)=rln{—
(V) =rin(5).

A fungdo G(N,t) modela os efeitos farmacocinéticodl] e farmacodindmicos] do medica-
mento no sistema, assumindo a forma G(NN,t) = Ju(t)N. Nesta expressdo, a hipétese de
eliminagao logaritmica de Skipper é utilizada, onde u(t) representa o controle que des-
creve a farmacocinética dependente do tempo do medicamento. Especificamente, temos
que u(t) = 0 indica a auséncia do medicamento, enquanto u(t) > 0 reflete a forga do
efeito da droga. A constante § representa a magnitude da dose e do controle. Com essas
defini¢oes, podemos formular o seguinte modelo:

dN K
—=7“N1n(—)—ut5N, 6.1
= ) u) (6.1)
e também temos a condigao inicial N(0) = ng, com 0 < ng < K, onde K é a capacidade de

suporte.

N

Para simplificar o modelo, consideremos a variavel adimensional N = %, isso implica

LA farmacocinética investiga os processos que uma droga sofre no organismo, desde a administracio
até a excregao (Rodrigues, |2011]).
2A farmacodinamica analisa o efeito resposta da droga no organismo (Rodrigues, 2011)).
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que N = NK. Substituindo essa expressao em ([6.1)), obtemos:

aNVE rNKln(i) ~u(t)0NK,
dt NK

como K é constante e diferente de 0,
dN (K S
Ky =K (o () 00

O que implica em: -
N _ 1 _
dd_t =rNln (N) —u(t)oN.

portanto, temos a normalizacao do modelo para N(t). Observa-se que, como N = NK,
temos ng = N(0) = N(0)K e, dado que 0 < ng < K, implica que 0 < N(0) < 1. Ou seja,
considerando N (0) = g, temos 0 < fy < 1. Simplificando a equacdo de estado sem as
barras por simplicidade, temos:
dN 1
e :ern(N) —u(t)5N, (6.2)

com 0 <ng< 1.
Um dos funcionais que tem como objetivo minimizar tanto a densidade do tumor

quanto os efeitos colaterais da droga em Panetta e Fister (2003), é definido como:
T
J(u) = / [a(N = Ny)? + bu2] dt, (6.3)
0

onde N, é a densidade desejada do tumor, a e b sao parametros positivos de peso. Por
fim, determinamos a caracterizagao unica do controle 6timo u* na classe de controles
admissiveis

U ={u mensurdvel]| 0 <u(t), t € [0,T]}, (6.4)

de modo que o funcional ([6.3)) seja minimizado sobre a classe de controles U.
Os resultados sobre a existéncia e unicidade para as solugoes deste modelo podem ser

encontrados em Panetta e Fister (2003).

6.1.1 Caracterizacao do controle étimo

Utilizaremos o Principio do Maximo de Pontryagin para descrever o controle étimo w*.
Em seguida, apresentaremos o sistema de condicoes de otimalidade, que consiste no sis-
tema de equagoes de estado acoplado ao sistema adjunto, juntamente com a expressao do

controle. Para explicitar o controle u*, definiremos o Hamiltoniano associado ao funcional

3Diz-se que uma funcio u : (a,b) - R é mensuravel quando u é o limite quase sempre de uma sucessao
de fungdes escada (veja Medeiros e Melllo (2019)).
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J(u), sujeito a (6.2), como

H(N,u,\) = a(N - Ng)? +bu® + \ (TNID(%) - 5u(t)N) :

Teorema 6.1. Eziste um controle otimo u* e a correspondente solucao N* que minimi-
zam o funcional (6.3) no conjunto U. Além disso, o controle dtimo estd relacionado a

existéncia de uma fungdo adjunta continua \(t), que satisfaz a sequinte condi¢do:

% = _Z_ﬁ =— [2a(N—Nd) +)\(rln(%) —7’—6u)]

com N(T') =0. Além disso, u*(t) pode ser representado por

2b
Demonstrag¢ao. Sejam u* o controle 6timo e N* a solu¢do 6tima do problema (6.2)—(6.3]).

Pelo Principio do Méximo de Pontryagin, existe uma varidvel adjunta A(t) que satisfaz a

u*(t) = max{(), (”\N} .

equacao adjunta:

a__on
dt ~ ON’
ou seja,
d\ 1
priaie 2a(N—Nd)+)\(rln(ﬁ)—r—5u)],

onde H é o Hamiltoniano do problema. Além disso, A(t) deve satisfazer as condigoes de

transversalidade:
XT) =0.

Para verificar que o problema é de minimizacao, isto é, que u* minimiza H, observamos

que
0*°H
=2b.
ou?
Como b > 0, segue que %27{3 > 0, confirmando que u* minimiza o Hamiltoniano H e,

consequentemente, o funcional J(u). A fim de caracterizar u*, consideramos

G_H =2bu - 0N .
ou

Como u precisa pertencer ao conjunto U = {u  mensuravel | 0 < u(t),t € [0,T]}), devemos
garantir que u* € U. Para isso, aplicamos as condigoes de controle limitado, conforme des-
crito nas expressoes , lembrando que nosso controle é limitado apenas inferiormente.
Primeiramente, se

OH ONA

%ZQbU—(SN)\>O > U >W
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pelas condicoes de controle limitado para um problema de minimizagao, se %—5 > 0, entao

u* =0,
o que implica
0> ONM
2b
Por outro lado, se
oH _o
ou
temos
. ONAX
0<u* = —,
2b
resultando em
0< ONM
ST

Portanto, o controle 6timo u* é dado por

ONM o SN -0
. 2b 26 7
t SNA
0, se 5% <0.
ou, de forma mais compacta
u*(t) = max {0 M—N}
- T2 )

]

Utilizando essa representacao para o controle, a equacao adjunta, a equacao de estado

e as condigoes iniciais e de transversalidade, formamos o sistema de otimalidade:

% = TNIH(%) —u*(t)dN,
%=—[2a(N—Nd)+)\(rln(%)—r—éu*)], (6.5)
uw*(t) :max{O,é;—bN},

N(0) =ng, AM(T") =0.

6.2 Solugoes Numéricas

Afim de resolver o sistema de otimalidade ([6.5)) numericamente, utilizamos o Simulador
3, que também foi desenvolvido com base no livro Lenhart e Workman (2007). A solugdo
numérica foi obtida através do método Forward-Backward Sweep, descrito na Segao [4.4]

com as devidas adaptacoes para incorporar a limitacao inferior do controle. Para a solucao
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das equacoes diferenciais acopladas ao sistema, empregamos o método de Runge-Kutta
de quarta ordem, conforme detalhado na Secao A escolha deste método decorreu
de comparacoes feitas naquela secao, que evidenciaram sua superioridade em termos de
robustez em relacao ao método de Euler. A interface grafica deste simulador est4 ilustrada

na Figura 6.1

Figura 6.1 — Interface do Simulador 3.

A, Simulador - u] X

Volt: .
o Densidade do tumor
10

. 0.8
Simulacéo do Problema de Controle Otimo

0.6 1

Digite os parémetros:

Taadecrescimento(: | |
Parimetrodepesofal | |
Magnitude da dose (delta: | 0.0 . . : :
Densidadetumoralinicial N0k || ' ' : :
Nomerodediasm: | |

0.4 4

0.2 4

Farmacocinética da droga

[ Abrir gréfico em outra janela 1.0
[ Comparar sem tratamento
0.8
[ Variar algum pardmetro?
Executar Simulagie 0.6 7

0.4 4

0.2 4

0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Fonte: Elaborado pelo autor.

A interface do simulador oferece campos para insercao dos parametros desejados, uma
opcao para abrir os graficos em uma nova janela e salva-los, além de uma caixa de selegao
que permite comparar a densidade tumoral sem a aplicacao de tratamento, ou seja, com
u = 0. Também ha a possibilidade de variar os parametros conforme necessario.

Nas referéncias Lenhart e Workman (2007) e Panetta e Fister (2003), as solugoes
numéricas foram realizadas considerando Ny = 0 e b = 1, portanto, esses valores estao
fixados no simulador de acordo com essas fontes. A seguir, realizaremos simulagoes va-
riando alguns parametros. Inicialmente, consideremos os valores da Tabela onde os
parametros 7, 0 e a sao adimensionais, T é dado em dias e ng é expresso como uma por-
centagem da capacidade de suporte. Por exemplo, 0,975 equivale a 97,5% da capacidade
de suporte, uma vez que N (t) foi normalizado.

A Figura[6.2] apresenta a simulagao da trajetoria do medicamento para os parametros
definidos na Tabela E possivel notar nesta figura a comparacao da densidade do
tumor com e sem o tratamento quimioterapico, e também observamos que a estratégia
de tratamento étimo é de alta forga do medicamento no inicio, seguida por uma redugao

gradual até nao haver mais tratamento medicamentoso no dia 20. No entanto, vemos
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que a forga reduzida do medicamento permite um ligeiro aumento na densidade do tumor

apoés o dia 12.

Tabela 6.1 — Parametros para as simulagoes iniciais do problema de controle étimo.

Parametro | Valor
T 0.3
a 3
0 0.45
no 0.975
T 20

Fonte: Lenhart e Workman (2007).

Figura 6.2 — Simulagao da densidade tumoral e da farmacocinética do medicamento para os
parametros da Tabela 6.1} em compara¢ao com uma dinamica sem considerar tratamento

(u=0).

1.0 A

0.8 1

0.6 1

0.4

Densidade Tumoral

0.2

0.0

—— Com tratamento (u > 0)
-== Sem tratamento (u=0)

/

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Dias

12.5 150 175 20.0

1.5

1.0 A

0.5 1

Farmacocinética

0.0 1

—— Com tratamento (u > 0)
-== Sem tratamento (u=0)

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Dias

12.5 15,0 17.5 20.0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Utilizando os mesmos parametros da Tabela [6.1] e variando o valor de a para a = 10,

observe na Figura que é possivel reduzir a densidade do tumor a um nivel muito mais

baixo quando a minimizacao dos efeitos colaterais tem menor importancia. Note que, a
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forca do medicamento é muito maior, especialmente no inicio do periodo de tratamento.
O mais interessante é que, com menos importancia dada aos efeitos colaterais, a mesma
estratégia geral de quimioterapia é empregada, ou seja, uma forca inicial muito alta,

seguida por uma reducao gradual até nao haver mais tratamento medicamentoso.

Figura 6.3 — Simulacao da densidade tumoral e da farmacocinética do medicamento com
os parametros da Tabela [6.1, em comparacao com os mesmos parametros, considerando
a = 10.

1.0 A
= —_— a=3
5 0.8 - — a=10
£
F 0.6
Q
© /
3 0.4
3 /
8 0.2 A

0.0 T T T T T T T T T

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Dias

3.0
3 2.5 210
3 2.0 1
£
9 1.5 1
S
Fiof NI

0.0 A

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Dias

Fonte: Elaborado pelo autor.

A simulagdo apresentada na Figura [6.4] utiliza os mesmos parametros da Tabela [6.1],
mas agora variando a para a = 1. Temos dois sistemas, um onde minimizar a densidade
do tumor é trés vezes mais importante do que minimizar os efeitos colaterais do medi-
camento, e o segundo onde ambos tém igual importancia. Os resultados sao conforme o
esperado, no primeiro sistema, é utilizada uma terapia medicamentosa mais forte, redu-

zindo a densidade do tumor para niveis mais baixos.
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Figura 6.4 — Simulacao da densidade tumoral e da farmacocinética do medicamento com
os parametros da Tabela [6.1, em comparacao com os mesmos parametros, considerando
a=1.

1.0

. — a=3
0.8_ _a=1
0.6 1 I
- /

0.2

Densidade Tumoral

O-O T T T T T T T T T
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1.0 -

0.5

Farmacocinética
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0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Dias

Fonte: Elaborado pelo autor.

As simulagoes anteriores foram realizadas com uma densidade inicial de tumor préxima
da capacidade de suporte. Consideramos agora variar ng, utilizando os parametros da
Tabela [6.1, mas agora definindo ng = 0,5. Na Figura [6.5] é possivel observar que as
duas densidades de tumor e as forcas dos medicamentos convergem. No dia 8, os dois
sistemas sao quase idénticos; apenas as fases iniciais do tratamento 6timo sao afetadas
pela densidade inicial do tumor. Depois disso, o tratamento e os resultados se tornam

uniformes.
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Figura 6.5 — Simulacao da densidade tumoral e da farmacocinética do medicamento com
os parametros da Tabela [6.1], em comparacao com os mesmos parametros, considerando

Ng = 0,5
1.0
= — ng=0.975
5 0.8 1 — np=0.5
E
P 0.6 -
(V]
©
‘n
T 0.2
2o.
0-0 T T T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
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1.5
— np=0.975
g —— ng=0.5
& 1.0 1
C
.G \
@]
@
E 0.5 4
L
00 L T T T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Dias

Fonte: Elaborado pelo autor.

Utilizando os parametros da Tabela [6.2, uma simulagdo é feita para comparar os

sistemas com uma taxa de crescimento diferente. A Figura apresenta uma comparagao

dos parametros da Tabela [6.2] com uma variacao da taxa de crescimento r para r =0, 5.

Tabela 6.2 — Parametros do problema de controle 6timo, destinados a analisar a influéncia
do parametro r.

Fonte:

Parametro | Valor
T 0.3
a 3
0 0.45
No 0.6
T 20

Lenhart e Workman (2007).
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Figura 6.6 — Simulacao da densidade tumoral e da farmacocinética do medicamento com
os parametros da Tabela [6.2] em comparacao com os mesmos parametros, considerando
r=20,5.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como esperado, na Figura é possivel notar que a taxa de crescimento mais alta no
segundo sistema faz com que a densidade do tumor diminua mais lentamente. Note que
a farmacocinética geral no segundo sistema é maior para compensar. No entanto, observe
que a forca do medicamento no primeiro sistema comeca em um nivel mais alto, antes de
cair abaixo do segundo controle. O que reflete que com uma taxa de crescimento mais
lenta, o impacto inicial do medicamento é mais eficaz, entao por isso é utilizado.

Agora, a fim de analisar o impacto do parametro d, consideramos os parametros da Ta-
belal6.3] Portanto, a simulacao apresentada na Figural6.7] é feita utilizando os parametros
da Tabela[6.3] variando § para d = 0,5. Notamos que, com uma dose de maior magnitude,
o segundo sistema tem uma forga 6tima do medicamento que comeca mais alta do que a

primeira, apresentando uma reducao muito mais rapida.



113

Tabela 6.3 — Parametros do problema de controle 6timo, utilizados para analisar a in-

fluéncia do parametro .

Parametro | Valor
r 0.2
a 3
0 0.25
No 0.8
T 20

Fonte: Lenhart e Workman (2007)).

Figura 6.7 — Simulacao da densidade tumoral e da farmacocinética do medicamento com
os parametros da Tabela [6.3] em comparacao com os mesmos parametros, considerando

0=0,5.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A diferenca na densidade tumoral vista na Figura ¢ bastante dramatica em com-

paragao com nossas simulagoes anteriores. Esta é a evidéncia mais forte que vimos da

importancia desproporcional do efeito das drogas nos primeiros dias. Neste exemplo, a

forca do medicamento no segundo sistema é ligeiramente maior no inicio, o que, junto com
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uma magnitude de dosagem mais alta, reduz a densidade tumoral. No sexto dia, ambas
as rotinas de medicamentos foram reduzidas o suficiente para que a densidade tumoral
se mantenha aproximadamente constante, no entanto, ao longo do periodo de 20 dias, a

densidade tumoral no segundo sistema ¢ muito menor.



7 Conclusao

Em resumo, este trabalho explorou teorias matematicas como ferramentas para mo-
delar o crescimento tumoral e estratégias 6timas de controle para tratamento, com foco
na quimioterapia. Embora os modelos analisados sejam introdutorios, eles oferecem uma
base inicial para descrever o comportamento do cancer em diversos cenarios.

Os programas feitos em Python permitiram realizar simulagoes desses modelos, apoi-
ando a analise dos mesmos, porém, apesar dessas contribuic¢oes iniciais, ainda ha desafios
a serem superados, como a inclusao de varidveis clinicas mais complexas e a adaptacao
dos modelos para diferentes tipos de cancer. Tecnologias emergentes, como o aprendizado
de maquina, aplicado, por exemplo, no estudo de |Agarap (2018)) para detec¢do de cancer
de mama, demonstram o potencial dessas ferramentas para contribuir com o diagnostico
precoce e o aprimoramento de técnicas relacionadas a oncologia. Essas inovacoes podem
ajudar a melhorar os protocolos de tratamento e aproximar a modelagem matematica da
realidade clinica, utilizando simulacoes para evitar a exposicao dos pacientes e reduzir
custos de testes laboratoriais.

Outro impasse encontrado ao longo da pesquisa foi a dificuldade de encontrar parametros
para realizar simulagoes. Portanto, ressalta-se a colaboracao interdisciplinar entre ma-
tematicos, bidlogos, oncologistas e outros profissionais de saide, uma vez que a mode-
lagem matematica do cancer é um campo de grande potencial, e a interagao entre essas
areas ¢ essencial para o desenvolvimento de novas pesquisas.

Em resumo, o estudo desses modelos cléssicos evidencia o potencial da modelagem ma-
tematica na oncologia, oferecendo um ponto de partida para o desenvolvimento de novas
investigagoes sobre o cancer. Ele demonstra a forca da colaboracao entre a matematica e

outras areas no enfrentamento dos desafios impostos por esse conjunto de doencas.
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APENDICE B — ALGUNS RESULTADOS RELACIONADOS A ESPACOS
METRICOS

Definicao B.1. Uma métrica em um conjunto M é uma funcao d : M x M — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um numero real d(zx,y), chamado a
distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigoes para quaisquer

x,y,z € M:
dl) d(z,x) =0;
d2) Se z #y, entao d(z,y) > 0;

d3) d(z,y) = d(y,»);

d4) d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2).

Os postulados d1) e d2) dizem que d(z,y) > 0 e que d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y.
O postulado d3) afirma que a distancia d(z,y) é uma funcao simétrica das variaveis z,y.
A condic¢ao d4) chama-se desigualdade do triangulo; ela tem origem no fato de que, no
plano euclidiano, o comprimento de um dos lados de um triangulo nao excede a soma dos

outros dois.

Definigao B.2. Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma

métrica em M.

Definigcao B.3. A fronteira de X em M é o conjunto d.X, formado pelos pontos b € M
tais que toda bola aberta de centro b contém pelo menos um ponto de X e um ponto do

complementar M — X.

Definicao B.4. Uma sequéncia em um conjunto M é uma aplicacao x : N - M, definida
no conjunto N ={1,2,...,n,...}. O valor que a sequéncia z assume no nimero n € N serd
indicado por z,, em vez de z(n), e chamar-se-4 o n-ésimo termo da sequéncia.

Definigao B.5. Seja (x,) uma sequéncia em um espago métrico M. Diz-se que o ponto

a € M é limite da sequéncia (z,) quando, para todo nimero € > 0 dado arbitrariamente,

pode-se obter ny € N tal que

n>nyg = d(xr,,a)<e.

Escreve-se entao a = limz,, a = lim,_. x, ou a = lim,x,. Diz-se também que z,,
tende para a e escreve-se ainda x,, - a.
Definicao B.6. Quando existe a = limx,, € M, diz-se que a sequéncia de pontos x,, € M é
convergente em M e converge para a. Se nao existe limx,, em M, dizemos que a sequéncia

¢é divergente em M.
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Proposicao B.1. Se limz, = a, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstragao. Seja N’ = {n; < ny < --- < ny < ...} um subconjunto infinito de N. Por
hipdtese, sabemos que lim z,, = a. Isso implica que, dado qualquer € > 0, existe um ng € N
tal que

n>nyg = d(x,,a)<e.
Agora, escolha kg € N de modo que ny, > ng. Portanto, para todo k > ko,
ng > Nk, > No.
Assim, podemos afirmar
ng>nyg = d(x,,,a)<e.

Isso demonstra que a subsequéncia z,, converge para a. Assim, concluimos que
lim x,,, =lim(z,) = a.
koo K neN( ")
Portanto, se lim z,, = a, entao toda subsequéncia de (z,) converge para a. ]

Corolario B.1. Se limz,, = a entao, para todo p € N, tem-se lim z,,., = a.

Demonstragao. Com efeito, a sequéncia (Zy4p)neny = (Zps1, Tps2, . ..) € uma subsequéncia

de (z,). Assim, de acordo com a proposicao anterior, limz,,,, = a. O]

Definicao B.7. Uma sequéncia (x,) de numeros reais diz-se crescente quando se tem
X1 <Xy <<, <... isto é, x, <z, para todo n € N. Quando vale apenas z,, < T,,1,
a sequéncia diz-se nao-decrescente. Analogamente, definem-se sequéncias decrescentes e

nao-crescentes. Uma sequéncia de um desses quatro tipos é chamada mondtona.
Proposicao B.2. Toda sequéncia mondtona limitada de niimeros reais é convergente.
Demonstragao. Seja (r1 < x9 <+ <1, <...) a sequéncia limitada em questao. Tomemos
a = SUp,,y Tn. Afirma- mos que a = lim,,_, x,. Com efeito, dado arbitrariamente £ > 0, o

nimero a — €, sendo menor do que a, nao pode ser cota superior do conjunto dos valores

z,. Logo, existe ng € N tal que a — € < x,, < a. Entao, para n > ng, temos
A—€<Tp, L fa<a+e = a—-e<r,<a+e.

Isto conclui a demonstracao. O

Exemplo B.1. Se |a| < 1, entao lim,,_,., a"® = 0. Aplicando diretamente a definigdo de
limite, vé-se que nao hé diferenga alguma entre as afirmagoes lim,, o , = 0 € lim,, o |, | =

0. Assim, podemos assumir que 0 < a < 1. Neste caso, temos a >a? > a3 > >a" >+ >0,
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e entdo (a")ney € uma sequéncia mondtona limitada. Pela Proposicao , existe [ =
lim,,_, . a™. Além disso, sabemos que

[=1lima""' = lim(a-a") =a-lima" =a-I,

n—oo n—0o0 n—o00

portanto, temos
l=a-l = (1-a)-1=0.

Como 1-a >0, segue-se que [ = 0. Portanto, concluimos que se |a| < 1, entao

lim a" = 0.

n—oo
Definigao B.8. Seja (,) uma sequéncia em um espaco vetorial normado E. Para cada
n=1,2,3,..., formemos a soma parcial (ou reduzida) S,, = x1 +zy+--+x,. Se existe a € F
tal que

a=lim S,,

n—oo

dizemos que a é a soma da série Y.~ x, € escrevemos

[ee]
A=) Ty =Ty +To+ ot Tyt
n=1
Neste caso, a série Y.~ x,, diz-se convergente. Quando a sequéncia das somas parciais
S, nao possui limite em FE, dizemos que a série Y-, x, é divergente. Uma condi¢ao
necessaria para a convergéncia da série Y., ,, é que se tenha

lim «x,, = 0.

n—>00

Com efeito, se a =1lim,,_ S,, entao a = lim,,_, o S,—1 também.

Exemplo B.2. Seja a série geométrica:

n

[ee]
Ya'=l+a+a*+-+a"+...

n=0

Aqui, @ é um numero real ou complexo. Quando |a| < 1, a série geométrica converge, e

sua soma é igual a (1 -a)~!. Com efeito, definimos a soma parcial S,, dada por

Sp=1+a+a*+-+a"

Multiplicando ambos os lados de S, por a, segue que

a-Sp=a+a’+a®+-+a"",
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que subtraindo essa expressao da definicao de S,,, temos
Sp—a-Sy=(1+a+a*+-+a")-(a+a*+a®+-+a""")
o que implica
S,(1-a)=1-a""",

donde S,, = (1 -a)t-(1-a™'). Como |a| < 1, pelo Exemplo B.1 nos da

lim a"*! = 0 e, portanto, lim S, = (1-a)™".

n—oo

Definigao B.9. Uma sequéncia (x,) em um espago métrico M chama-se uma sequéncia

de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que

m,n >ng = d(Tm,,T,) <€
Definicao B.10. Diz-se que o espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de
Cauchy em M ¢é convergente.
Definicao B.11. Um ponto fixo de uma aplicacao f: M — M ¢é um ponto x € M tal que
f(z) ==
Definicao B.12. Sejam M e N espacos métricos. Uma aplicagao f : M — N chama-se

uma contragao quando existe uma constante /K, com 0 < K < 1, tal que

d(f(x), f(y)) < K-d(x,y) para quaisquer z,y € M.
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APENDICE C - ALGUNS RESULTADOS RELACIONADOS A ANALISE
E CALCULO

Definicao C.1. Seja n um ntdmero natural. O espago euclidiano n-dimensional é o

produto cartesiano de n fatores iguais a R:

R"=RxRx--xR.

Os pontos de R™ sdo , pois, todas as n-listas x = (1, ..,2,) cujas coordenadas x1,..., T,
sdo numeros reais. Dados = = (z1,...,2,) e y = (y1,-..,Yn) em R” tem-se x = y se, e
somente se, £1 =Y1,.-.,Ln = Yn.

Definicao C.2. Um produto interno num espaco vetorial real E é uma regra que faz
corresponder a cada par de vetores x,y € £ um nimero real, indicado por (x,y), de tal

modo que, para quaisquer z,2’,y € £ e a € R, temos:
PL1 (z,y) = (y,x);

PL2 (z+2',y) = (z,y) + (2, y);

PL3 (azx,y) = a-(z,y) = (z,ay);

P14 2+#0= (z,z)>0.

Isto se exprime dizendo que um produto interno é uma funcao real simétrica, bilinear e
positiva definida, £ x £ - R. O exemplo mais importante é o produto interno canoénico

do espaco euclidiano R”, o qual é dado por

(x,y) = T1y1 + - + TpYn,

onde z = (z1,...,2,) e y=(y1,...,¥n). Neste trabalho, exceto quando indicado de outra

forma, o produto interno canonico sera o unico considerado no espaco euclidiano R™.

Teorema C.1. (Teorema de Weierstrass.) Toda fungao real continua f : K - R
definida num compacto K c R” atinge seu maximo e seu minimo em K, isto é, existem

pontos zg, 1 € X tais que f(zo) < f(z) < f(x1) para todo x € K.
Demonstrac¢ao. Veja Limal (2020). ]

Definigao C.3. Sejam f:U — R definida no aberto U c R", a € U e v e R". A derivada

direcional de f no ponto a, segundo o vetor v, é, por defini¢cao o limite

0 . fla+tv) - f(a)
%f(a)—hm ;

t—0

quando tal limite existe.
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Diferentemente da maioria dos livros de Calculo, a definicao apresentada acima, ba-
seada em |Lima, (2020)), nao pressupoe que |v| = 1. Admitimos, portanto, que v € R" seja

um vetor arbitrario.

Definicao C.4. Diremos que a funcao f U - R ¢ diferenciavel no ponto a € U

quando existirem as derivadas parciais &B L(a),..., az L (q) e, além disso, para todo ve-
tor v = (ay,...,a,) tal que a+v e U, tivermos
0 0
fla+v)=f(a)+ —f(a) caq et —f(a) cag +1(v),
8x1 81‘11
onde lim rv) = 0. Na igualdade acima, o “resto” r(v) é definido como sendo igual a

w0 o]
0

fla+v) = f(a) =% 55 (a) - i

Observagao C.1. Toda fung¢do diferencidvel num ponto € continua e possui derivadas

parciais nesse ponto (veja |Limal (2020)).

Observacao C.2. Seja f: U - R diferencidvel no ponto a. Pela observa¢ao anterior,
f € continua em a e possui deriwadas parciais nesse ponto. Portanto, f admite derivada

direcional em relagio a qualquer vetor v = (aq,...,qn), € a formula é dada por

iy L (a) art .t 20y an

ox,,

(veja [Limal (2020)).

Teorema C.2. (Regra da cadeia). Sejam U c R™, V c R" abertos, f = (f1,..., [n):
U - R" tal que f(U) cV e cada fun¢ao coordenada fi,: U — R € diferencidvel no ponto
aeU. Seja ainda g:V — R uma funcdao diferencidvel no ponto b = f(a). Entdo a fungdo

composta go f:U — R € diferencidvel no ponto a e suas derivadas parciais sao

d(ge f) 8fk=
ox; “or. (@)= ,;Gy (b)-

Demonstracao. Veja |Lima| (2020)). O

Definicao C.5. Dada a funcao diferenciavel f : U — R, definida no aberto U c R", o

gradiente de f no ponto a € U é o vetor V f(a) definido como

L)

Esse vetor contém as derivadas parciais de f em relacao a cada uma das variaveis zq, xo, ..., T,

Vf(a) = ( (). 5 < ).

no ponto a.

Teorema C.3. Seja U c R® convexo. Afim de que a funcao f: C — R seja convexa é
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necessdrio e suficiente que, para quaisquer a,b e U, a funcdo ¢ :[0,1] = R, definida por

o(t) = fla+tv), v=b-a,

seja convexa.
FEquivalentemente: f : U — R € convexa se, e somente se, sua restricdo a qualquer

segmento de reta [a,b] c U € conveza.
Demonstracao. Veja Limal (2016). ]

Observagao C.3. Como aplicagio do Teorema[C.3, se f:U - R € uma fungio conveza
e o conjunto convexo U c R™ € aberto, entao, para cada a € U, existe a derivada de

Gateaux dada por

ﬁ(a) = lim

ov* t—0%

fla+t) - f(a)
t

Veja |Lima (2016)).
Observagao C.4. Dado f:U — R diferencidvel no ponto a, conforme a Observagao[C.J
e a Defini¢io [C-3, podemos expressar a derivada direcional de f no ponto a na dire¢ao

de v como
of ~
(@) = (vi(a).0).

Exemplo C.1. Prove a Observagao [4.1]
Seja uma funcgao f(x,y) que é concava em um conjunto aberto e convexo {2 c R?. Segundo
a definigao de concavidade, para quaisquer dois pontos (x1,y1) e (x2,y2) em (2 e para

qualquer « no intervalo [0, 1], temos:

fla(zy,yn) + (L= a)(z2,92)) 2 af (z1,51) + (1 - ) f(72,92).

Para a nossa prova, aplicaremos o Teoremal[£.2de forma a utilizar a desigualdade invertida,
uma vez que estamos lidando com uma funcao concava. Assim, para qualquer par de

pontos x e y em {2, temos a seguinte relagao:

f(@) < fy) +(Vf(y),z-y).

Agora, definimos x = (x2,y2) e y = (x1,1). Portanto, ao aplicar o teorema, obtemos

f(w2,92) < f(@,y1) +{(Vf(x1,0), (v2 = 21,92 = 11)) -

Aqui, o gradiente V f(x1,y1) é dado por

Vf(371,y1) = (fx(x17y1)7fy(x1’y1)) )
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onde f, e f, sao as derivadas parciais de f em relagao a z e y, respectivamente. Substi-

tuindo essa expressao do gradiente na inequagao, segue que

f(wo,92) < fa,y1) + ((fa(mr,90), fy(21,01)) 5 (22— 21,92 - 11)) -

Ao aplicar o produto interno, obtemos

(Vi) (w2 = 21,92 = 1)) = (w2 = 1) fo(z1,91) + (Y2 —v1) [y (21, 91)-

Portanto, a desigualdade se torna

f(w2,y2) < f(@r,y1) + (22— 21) fa (21, 91) + (2 = v1) fy (21, 91)-

Rearranjando essa inequacgao, chegamos a desigualdade desejada:

[, yn) = f(22,92) 2 (21 = 22) fo (1, 91) + (1 = y2) fy (21, 1)

Observacao C.5. No caso de uma aplicacao f: U — R"*, definida no aberto U c R™,

com a,a+v €U, a formula de Taylor se escreve
/ 1 " 2 1 (p)
flaxv)=f(a)+ fla)v+ 5 [ (a)o” + ot — [P () + 1y (v),
p:

onde

o2 90 9 9
F(a)0? = TJ;(a) _ aa—i(a), O (@) = 8%:(@), L a%(a).

Consideremos os sequintes trés casos:

1. Formula de Taylor Infinitesimal. Se f € p-vezes diferencidvel no ponto a, entao

lim (V) =
v—0 |U|p

2. Férmula de Taylor com Resto de Lagrange. Sejam [a,a+v] c U, f de classe C?, p+1-
vezes diferencidvel em cada ponto do segmento aberto (a,a+v), com |f@+D (x)wr+l| <

Mlw[Ptt para todo x € (a,a+v) e todo w e R™, entao

+1
|Tp(1))| < (p+ 1)'|'U|p .

3. Formula de Taylor com Resto Integral. Se f € de classe CP*! e [a,a+v] c U, entao

1
rp(v) = I% '/0 (1-t)Pf®PD) (g + tv)oP*idt.
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Para mais informacgoes sobre a Formula de Taylor, consulte 2020,).
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