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DINAMICA ORBITAL EM UM BURACO NEGRO NAO COMUTATIVO:
UMA ABORDAGEM COM SIMULACAO EM PYTHON

Luciano Antunes de Oliveira!

RESUMO

A Teoria da Relatividade Geral descreve os buracos negros como regioes do espago-
tempo onde a curvatura se torna extremamente intensa, especialmente em pontos
conhecidos como singularidades. Nesses locais, os modelos da fisica classica deixam de
ser validos, tornando-se incapazes de fornecer descri¢goes coerentes e previsoes confiaveis.
Para contornar esse problema, diferentes abordagens tém sido propostas, entre elas a
hipotese da nao comutatividade do espaco-tempo, que introduz uma estrutura discreta
nas coordenadas e distribui a massa de forma continua, evitando a concentracao pontual
no centro do buraco negro (Nicolini et al., 2006). Por meio de simulagoes, comparamos os
perfis de érbitas circulares e de dispersao nos cenarios classico e nao comutativo. Verifica-
se que a introducao da nao comutatividade regulariza a regiao central do buraco negro,
desloca o raio de captura de particulas e fétons, e amplia as zonas de estabilidade orbital.
Tais efeitos podem refletir-se em alteracoes observaveis na sombra do buraco negro e nos
anéis de luz, fenomenos acessiveis por meio de observacoes astronomicas de alta resolucao.
Com o objetivo de explorar essas implicagoes, foi desenvolvido um simulador em Python,
com interface grafica via Streamlit. A ferramenta permite visualizar e comparar, em tempo
real, as 6rbitas no cenario nao comutativo, enriquecendo tanto a analise qualitativa quanto
a quantitativa dos resultados.

Palavras chave: relatividade geral; buraco negro nao comutativo; equacoes geodésicas;
potencial efetivo.

ABSTRACT

General Relativity characterizes black holes as regions of space-time where curvature
becomes extremely intense, especially at points known as singularities. In these places,
classical physics models cease to offer valid descriptions and reliable predictions. To
overcome this problem, different approaches have been proposed, among them the
hypothesis of space-time noncommutativity, which introduces a discrete structure into the
coordinates and distributes mass in a continuous way, avoiding point-like concentration
at the center of the black hole (Nicolini et al., 2006). Through simulations, we compare
the profiles of circular and scattering orbits in both the classical and noncommutative
scenarios. It is found that the introduction of noncommutativity regularizes the central
region of the black hole, shifts the radius from which particles and light are definitively
captured, and expands the zones of orbital stability. These effects may manifest in
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observable changes in the black hole’s shadow and in the light rings detectable in high-
resolution astronomical observations. In order to explore these implications, a numerical
simulator was developed in Python, with a graphical interface via Streamlit. The tool
allows one to visualize and compare, in real time, the orbits in the noncommutative
scenario, enriching both the qualitative and quantitative analysis of the results.

Keywords: general relativity; noncommutative black hole; geodesic equations; effective
potential.

1 Introducao

A Teoria da Relatividade Geral, formulada por Albert Einstein em 1915, redefiniu o
conceito de gravidade ao interpreté-la como uma manifestagao geométrica da curvatura do
espago-tempo, resultante da presenca de massa e energia (Carroll, 1997). Diferentemente
da gravitacao newtoniana, baseada em forcas a distancia, essa teoria estabelece que a
matéria influencia diretamente a geometria do espacgo-tempo, determinando as trajetérias
seguidas por particulas e radiacao.

Em 1916, Karl Schwarzschild obteve a primeira solugao das equacoes de Einstein,
descrevendo o campo gravitacional gerado por uma massa pontual com simetria esférica
em um espago vazio. Essa solucao revelou a existéncia de regioes das quais nada pode
escapar, conhecidas como buracos negros. Embora a singularidade no horizonte de eventos
possa ser eliminada com mudanca de coordenadas, a divergéncia real da curvatura ocorre
no centro do buraco negro, onde a densidade torna-se infinita e as previsoes classicas
deixam de ser validas. A observacao direta de buracos negros, como a imagem da fonte
MS8T7*, confirma que tais objetos ndo sao meras construcoes tedricas, mas entidades fisicas
reais com grande relevancia astrofisica.

Apesar de seu éxito em descrever fendomenos gravitacionais em larga escala, a
Relatividade Geral enfrenta dificuldades ao lidar com regioes de curvatura extrema,
como o interior dos buracos negros. Diversas abordagens foram propostas para superar
essas limitagoes, destacando-se entre elas a hipdétese da nao comutatividade do espaco-
tempo. Essa abordagem introduz uma estrutura discreta ou “granular” no espaco-tempo,
substituindo a concep¢ao de uma massa pontual por uma distribuicao continua, o que
elimina a singularidade central e permite a construcao de geometrias mais regulares
(Nicolini et al., 2006).

Neste trabalho, investigamos o comportamento de particulas massivas e fétons em
torno de um buraco negro com estrutura nao comutativa. Nosso objetivo ¢ compreender
como essa granularidade modifica as dérbitas possiveis, a estabilidade dos movimentos
e a forma do horizonte. Para isso, utilizamos uma abordagem baseada em simulacao
computacional, na qual desenvolvemos um simulador numérico em Python. A ferramenta
emprega métodos de integracao eficientes e uma interface interativa para explorar e
visualizar, em tempo real, as trajetérias resultantes em diferentes regimes fisicos. Essa
abordagem permite comparar cenarios classicos e nao comutativos, evidenciando as
alteracoes provocadas pela estrutura modificada do espago-tempo.



2 Buraco Negro de Schwarzschild Nao Comutativo

A introducao de efeitos de nao comutatividade na estrutura do espago-tempo tem sido
amplamente investigada como uma possivel via para a incorporacao de aspectos quanticos
da gravidade em regimes extremos, como aqueles presentes no interior ou nas proximidades
de buracos negros (Doplicher et al, 1995; Seiberg e Witten, 1999). Nesse cendrio, a
geometria nao comutativa surge como uma generalizagao da geometria diferencial classica,
ao postular que as coordenadas do espacgo-tempo satisfazem uma relacao de comutacao
do tipo

[ZH, 2¥] = iOM, (1)

em que O* é um tensor antissimétrico que introduz uma escala minima de comprimento.

A nao comutatividade das coordenadas impede a determinacao precisa de fendmenos
fisicos em nivel local (Tedesco, 2010). Como consequéncia, em um espago-tempo nao
comutativo, uma particula, antes concebida como um objeto pontual, passa a ser
interpretada como uma massa distribuida de forma esfericamente simétrica. Nesse
contexto, sua densidade, originalmente descrita por uma fungao delta de Dirac, é
substituida por uma distribui¢ao regular com simetria esférica (Nicolini et al, 2006).

Nesta secao, determinaremos a geometria do espago-tempo, associada a uma
“particula” que se encontra na origem, conhecida como a métrica de Schwarzschild nao
comutativa. Para isso, vamos assumir que a densidade de massa dessa particula é dada
pela distribui¢ao Lorentziana (Nozari e Mehdpour, 2008)

MVO
po(r) = ——5 73 (2)
72 (r2 + ©)
onde M é a sua massa e © é o parametro de nao comutatividade.

De acordo com essa equacao, a massa da particula, ao invés de ser perfeitamente
localizada na origem, ¢ “espalhada” em torno desse ponto, através de uma regiao
cujo tamanho depende do valor de © [Ver Figura 1]. Por outro lado, analisando o
comportamento de pg(r), exposto na Figura 2, vemos que, quando © se aproxima do
zero, a fungao pe fica mais concentrada e mais alta em r = 0. Isto significa que, no
limite em que ©® — 0, a referida funcao deverd se comportar como uma delta de Dirac,
corroborando com a exigéncia mencionada anteriormente. Além disso, independentemente
do valor desse parametro, podemos mostrar que a integral dessa funcao sobre todo o espaco
resulta em M.

Segundo a Relatividade Geral, para encontrarmos o tensor métrico, g,,, gerado por
uma determinada configuragao de massa e energia, descrita pelo tensor energia-momento,

T,

uw, precisamos resolver as equacgoes de campo de Einstein

1
R;w - §g,uz/R = 87TT/U/7 (3)
onde are are
py = axﬂpl’ - axl:p + FZVFZU - szF50' <4>

e R = g" R, sao o tensor e o escalar de Ricci, sendo

1 89/\04 ag)\B agaﬁ
B T opA —
Fas 27 (axﬁ T e dgz? (5)
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Figura 1: Massa de uma particula Figura 2: Comportamento pg(r) em r =
espalhada em torno da origem, no caso em 0, tomando a massa fixa (M = 1) e
que © = 0,001. Quanto mais intensa for a considerando diferentes valores de ©. A
cor branca, maior serd a concentragao da medida que o © da fun¢ao torna-se mais
massa. concentrada e elevada em r = 0.
3
300
2 Pe
1
200
—_—0=0,015
. ——0=001
y o e ©=0,005

Fonte: Elaborada pela autor, 2025.

os simbolos de Christoffel. Porém, para simplificar os calculos, devemos partir de um
elemento de linha cuja forma geral seja adequada a distribui¢ao (Carmeli, 1982; d’ Inverno,
1988; Carrol, 1997).

No presente caso, devido a simetria da distribuicao, o elemento de linha deve ser
expresso por (Carmeli, 1982):

ds® = edt* — ePdr® — r? (d0° + sen®0dy?) | (6)

onde A e B sao funcoes de t e r. Por conseguinte, as componentes covariantes e
contravariantes do tensor métrico sao dadas por

e 0
B
—e
Juv = —7“2 <7>
0 —r2sen?d
e
g4 0
-B
p _ —€
g = _p2 (8)
0 —r~2gen—24.

onde z# = (t,r,0, p).
Usando essas expressoes nas equacoes de Einstein, chegamos as seguintes equacoes
diferenciais:

1 B 1
—e B (— - —) + - =8n1y (9)
T

72 r
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1 .B
—5¢ 37 = 87Ty , (10)
A1 1
-B _ 1
—e (7 + 7‘_2) + ﬁ = 81y (11>

1 ., A2 A —B AR\ 1 . B?> AB
T

1 ., A2 A - B AB 1 . B2 AB
—56*3 (A +5+ - >+§eB <B+———>:87TT33. (13)
T

onde o “ponto” e a “linha” indicam, respectivamente, derivadas em relacao as coordenadas
ter.
Subtraindo (10) de (9), chegamos a:

e BA+B)=T)-T!. (14)

Na obtencao da métrica de Schwarzschild, nos deparamos com uma equacao
semelhante a (14), com o lado direito igual a zero. Entao, como esperamos recuperar
a referida solugdo, no caso limite em que © — 0, devemos ter T,° = T} = pg. Levando
isso em conta e usando a conservacao da energia e do momento,

vV, I =0, (15)

chegamos a conclusao que o tensor energia-momento do buraco-negro de Schwarzschild
no caso nao-comutativo é

. 1 1
T, = diag (Pe, pe, pe + ?“@P@» pe + 57’57«,09) : (16)

Isso mostra que a distribuicao de massa possui uma pressao radial p, = —pg. Fisicamente,
uma pressao radial negativa nao-nula é necessaria para equilibrar a atracao gravitacional,
evitando que a massa colapse em um ponto de matéria (Nicolini et al, 2006). Esse é
o principal efeito fisico da nao comutatividade do espago-tempo sobre a matéria, sendo
também a origem dos novos fendomenos que emergem na escala de distancias da ordem de

©.

Por causa da forma do tensor 7}/, a equagao (14) torna-se
(A+B) =0. (17)
Consequentemente,
A+ B = f(t). (18)

Ao isolarmos A nesta equagao e substituirmos o resultado em (6), veremos que a
componente ggo serd multipla de /). Porém, esse fator serd absorvido se realizarmos



12

uma transformacio de coordenadas do tipo t = h(t') e 2F = 2’*, de modo dt' = e~ dL.
Por essa razao, podemos tomar, sem perdas de generalidade, f(t) = 0. Efetuando esse
procedimento, segue que de (18) que:

A4+ B=0=ef = (19)

Além de designar uma relagao simples entre A e B, esta escolha nos permite afirmar que
a soma A + B depende apenas de r. Por outro lado, como a equagao (16) estabelece
que Ty = 0, a equagao (10) garante que B é fungao apenas de r. Entao, diante desses
resultados, concluimos que A e B dependem unicamente da coordenada r. Isso mostra que
a dependéncia temporal da métrica, de uma distribuicao esfericamente simétrica, pode ser
eliminada por meio de uma transformacao de coordenadas apropriada, que é o conhecido
Teorema de Birkhoff.

Considerando que B = B(r) e usando o fato que T} = pe, a equagao (9) toma a forma

_ 1 1dB 1
—e B (7’_2 — ;%) -+ ﬁ = 87TP@ y (2())
ou ainda
d -B 2
o (re™?) — 1= —8mr?pe . (21)

Entao, integrando entre 0 e r, e utilizando a densidade definida pela equagao (2) e (19),
obtemos:

2m(r)

-B _ _A
=e" =1- 22
P ) )
onde

" 2M ©
m(r) :/0 Arr pedr = — [arctan <\/T@) — (rz\j__@) (23)

¢ a massa envolvida em uma esfera de raio r (Wei, Liu et al., 2011).

Por fim, substituindo (22) em (6), encontramos o seguinte elemento de linha:
2 2 -
ds? = [1 - M} dt? — [1 - M} dr? — 12d6? — r2sen®0dy? . (24)
r r

Ao tomarmos o limite © — 0 na equagao (24), verificamos que ela recupera a forma
da métrica de Schwarzschild. Além disso, a presenca da constante © no elemento de linha
impede que ocorra uma singularidade na origem.

A depender da relagao entre a massa e o parametro de nao comutatividade, a métrica
pode apresentar uma, duas ou nenhuma singularidade. Conforme ilustrado na Figura 3,
ao mantermos © fixo, existe um valor critico da massa, denotado por M, para o qual a
componente g'! = e~ se anula em um tnico ponto r = ro. Nesse caso, a métrica apresenta
uma tnica singularidade. Se a massa M for maior que My, a funcao g'' admitird duas
raizes reais, indicadas por r_ e r, (com r_ < r;), o que resulta em duas singularidades
na métrica. Por outro lado, quando M < M,, g*! nao se anula para nenhum valor de r,
e, consequentemente, nao hé singularidades presentes na métrica.
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Figura 3: Comportamento da funcao ¢g'!* para © = 0.01 e diferentes valores de M. Neste
caso, quando M = My = 0,22, a funcao serd nula em r = ry = 0, 25.

oo e T
051 Ve
|
\

11

05 [—M=0s
——M=022
~~~~~ M=0,1

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Uma vez que o parametro da nao comutatividade é muito pequeno, para encontrarmos
as singularidades, vamos expandir a componente g'! em poténcias de © até o termo de
ordem mais baixa e igualar o resultados a zero. Ao fazermos isso, obtemos:

~ Mm=+ \/M27T2 — 8MmV/O

™

T+ (25)

Em geral, a massa critica depende do valor do parametro ©. Porém, no caso em
que © ~ 0, a equacao acima nos permite concluir que essa massa obedece a relacao
M, ~ 8/0© /7. Ao analisarmos a Figura 4, observamos que essa é uma boa aproximagao,
pois concorda com o comportamento de My(©) quando © é muito pequeno.

Embora as singularidades mencionadas possam ser removidas por meio de uma
mudanca de coordenadas apropriada, de forma analoga a solucao de Schwarzschild, esses
valores de r nos quais a métrica se torna singular indicam a presenca de horizontes e,
portanto, sinalizam a existéncia de um buraco negro. Na verdade, o horizonte de eventos
é a superficie que se encontra em r = r,.

3 Movimento Geodésico na Presenca de um Buraco
Negro nao Comutativo

Na TRG, as geodésicas representam as trajetérias seguidas por particulas ou fétons
quando se encontram sob a influéncia da curvatura do espago-tempo, sem forcas externas.
Essas equagoes descrevem tanto as érbitas de particulas massivas (tipo-tempo) quanto os
trajetos de fétons (tipo-luz) (Carmeli, 1982; Carrol, 1997).

Nesta secao, analisaremos as equagcoes geodésicas associadas ao espago-tempo gerado
por um buraco negro de Schwarzschild nao comutativo, descrito pela métrica (24). Nosso
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Figura 4: A curva pontilhada descreve o comportamento de M, para qualquer ©; enquanto
que a cheia, é comportamento da fungao My, = 8,/0/7, a qual é valida para pequenos
valores ©.

09

001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.10
0]

Fonte: Elaborada pelo autor, 2025.

objetivo € investigar, qualitativamente, como particulas e feixes de luz se comportam nesse
cenario modificado, identificando regimes de érbitas estaveis, instaveis, capturas e desvios.
Antes, porém, obteremos as equagoes geodésicas a partir do lagrangiano relativistico
associado a um espago-tempo curvo.

3.1 Equagoes Geodésicas

Em um espago-tempo curvo, caracterizado pelo tensor métrico g,,, o intervalo entre
os pontos P e P, ao longo de uma curva parametrizada por A, é dado por

Py
5= / L, (26)

Py

onde a Lagrangiana, a qual é definida pela expressao

dx® dz? 2
L= \gus———| , 2

é uma fungao de z%, dx®/dX e A (Carmeli, 1982; d’ Inverno, 1998)

A geodésica entre esses pontos é definida como a curva que minimiza a agao. Nesse
contexto, como s é um funcional que depende de z* e dz* /d)\, para encontrarmos a referida
curva devemos aplicar o principio de minima acao, ds = 0. Fazendo isso e utilizando as
técnicas do célculo variacional (Lemos, 2013), encontramos a chamada equagao de Euler-
Lagrange,

oL d { oL )] _0 (28)

Dz d\ |8 (dzo/dX
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Em principio, essas equagoes resolvem o problema, mas na pratica existem diversas

dificuldades. Antes de tudo, é muito melhor trabalhar sempre que possivel com L? em vez

de L , para evitar raizes quadradas (d’ Inverno, 1998). Além disso, a escolha do parametro

¢ arbitraria. Essas questoes nos levam a distingao entre geodésicas nulas e nao nulas.
Assumindo L # 0 e multiplicando (28) por 2L, obtemos:

d { OL? ] oL’ 5 oL % (20)
X\ |0 (deo/dN)| 9z T8 (dze/dN) dX
Usando a equagao (27), obtemos
2 2 2.0 o B
diA [a(dii/dm} - gi& - 29‘”"62; HC?A C?A {of,at, (30)
onde | (Do Ogm Ogs
{ofa} = 2 (61’5 T T (935“) ' (31)

Por outro lado, levando em conta que L = ds/d\, temos que

oL dL d*s /ds dz?
o = T2 _o( L2 /80 gL 32
8 (dz® /) dX <d)\2 / d)\> ) (32)
Logo, substituindo (30) e (32) em (29), e multiplicando o resultado por g"*/2, obtemos
a equagcao:

d?x* dz° dx” d?s /ds\ dxt
@ pm _ as ') dz?
e eI (dv / d)\) an’ (33)
em que
I, = ¢ (o) (34)

Se escolhermos o pardmetro A = s , a expressao (33) torna-se

d?at L dx® dxP

ds? B ds ds
Uma vez que s anulou o lado direito das equagoes geodésicas, o denominamos parametro
afim. Porém, s nao é o inico parametro que nos permite escrever as equacgoes geodésicas

nas forma (35). Na verdade, qualquer parametro, s, que se relacionar com s a partir da
equacao § esta relacionado com s por:

(35)

§=as+b, (36)

onde a e b sao constantes, também é afim. Um argumento semelhante se aplica as
geodésicas do tipo espaco.

Em uma geodésica nula, aquela cujo intervalo entre quaisquer dois de seus pontos é
zero, a funcao L se anula e, portanto, o argumento apresentado acima deixa de valer.
Diante disso, vamos assumir que as equagoes gerais de uma geodésica nula sao dadas por:

Par g detde? e
d\? BaN d\ d\’

(37)
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onde f(\) é uma funcao do parametro da curva A e da*/d\ representa o vetor tangente
que satisfaz

dz® dxP

W (38)

Assim como antes, se as equacgoes geodésicas nao possuem um lado direito, ou seja, se
f =0, entao o parametro A é chamado afim. Qualquer outro parametro A\ sera afim se
estiver relacionado com A por:

A =a\+b, (39)

onde a e b sao constantes .
Portanto, desde que A\ seja um parametro afim, podemos escrever as equacoes
geodésicas como

d?at dx® dxP
wo2E 2 40
Dz (40)
independente do tipo de intervalo.
Definindo
dx® dx”
2K = gop———— 41

onde K é uma constante que assume os valores 1/2, —1/2 e 0, para geodésicas tipo-tempo,
tipo-espago e tipo-luz, respectivamente, podemos mostrar que as equagoes (40) tomam a

forma (d’ Inverno, 1998)
oK d (0K
oo <a_> =0, (42)

Embora a equagao geodésica tradicional, expressa com os simbolos de Christoffel, seja
util para obter as trajetérias no espago-tempo, trabalhar com a equacao de Euler-Lagrange
aplicada a fungao K é, em geral, mais vantajoso. Isso porque essa abordagem dispensa o
calculo das conexoes, sendo particularmente 1itil em contextos mais gerais ou com métricas
complicadas.

3.2 Movimento Geodésico

Substituindo as componentes covariantes da métrica em (41), obtemos:

1 om(r)] [ dt\> om(r)] ™" (dr\®  , [de\®
K = -<¢/l-—| =] —|[1———= — ] - —_— . 43
2 { [ r } (dA) [ r a) "\ (43)
Consequentemente, utilizando o tensor métrico, dado pela equagao (7), para os casos em
que a = 0 e a = 3, chegamos as seguintes equacoes diferenciais:

[1_2@}3_;:@ (44)
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2 dp

= 4
P =t (45)

onde E e [ sao constantes de integracao.
Finalmente, substituindo estas equagoes em (43), encontramos:

% (Z—:\)Q + Vepr (r) = E, (46)

em que

Vers (r) = {1—% [tan_l <\/%> 240

(47)

é o potencial efetivo.
A seguir, com base no grafico do potencial efetivo, realizaremos uma andlise qualitativa
dos movimentos tipo-tempo e tipo-luz.

e Analise Qualitativa

Conforme podemos observar nas Figuras 5, 6 e 7, proximo a origem, a derivada
do potencial efetivo é negativa. Isso indica que tanto uma particula quanto a luz,
ao se aproximarem dessa regiao, sofreriam uma repulsao. No entanto, como esse
comportamento ocorre no interior da regiao onde a massa do buraco negro estd
concentrada, nem a particula nem a luz seriam efetivamente repelidas.

A titulo de ilustracao, ao considerarmos © = 0,001 e M = 0,09, observamos que a
massa se concentra quase que totalmente na regiao delimitada por r» ~ 0,1, enquanto o
minimo de V.g se localiza em r ~ 0,077. Levando isso em conta, podemos concluir, a
partir da Figura 5, que, no caso em que [ é muito pequeno, valores de energia £ < 1/2
levam a absor¢ao da particula pelo buraco negro quando ela se move além de r,. Por
outro lado, para E > 1/2, a particula serd absorvida ao se aproximar do horizonte ou
escapara para o infinito, caso esteja se afastando.

Na situacao em que [ é muito grande, observamos, pela Figura 6, que a condicao
E = Viax (com V4, sendo o maximo local do potencial efetivo) leva a uma érbita circular
instavel, na qual qualquer perturbacao farda com que a particula seja atraida pelo buraco
negro ou se afaste indefinidamente. Ja no caso E = Vj,q,, correspondente ao minimo local,
a particula permanece em uma Orbita circular estavel, e pequenas perturbagoes a fariam
descrever uma trajetéria aproximadamente eliptica, a semelhanca do comportamento
newtoniano. Além disso, se 1/2 < E < Vyay, a particula serd apenas desviada ao se
aproximar do buraco negro. No entanto, quando F > 1/2, a absorgao se torna inevitavel.

De acordo com a Figura 7, para a geodésicas nulas (K = 0), se E for igual ao maximo
do potencial, o féton descrevera uma orbita circular instavel. Por outro lado, se E for
superior ao maximo do potencial, a luz serd absorvida pela distribuicao de massa ou
seguira para o infinito. Porém, caso essa quantidade seja menor que o maximo, a luz sera
inevitavelmente absorvida.
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Figura 5: Comportamento do potencial Figura 6: Comportamento do potencial
efetivo, para K = 1/2 (particula), no caso efetivo, para K = 1/2 (particula), no caso
em que [ é muito pequeno. em que [ é grande.
Vers ' Vers
1
2
9y
2
~ Maior
> concentragdio
Maior da massa
concentragdo
da massa
J ry r
Fonte: Elaborada pela autor, 2025.
Figura 7: Comportamento do potencial efetivo, para K = 0 (luz)
Vers
b [Ty r
Maior
concentragio
da massa
Fonte: Elaborada pelo autor, 2025.
4 Simulacao Computacional do Movimento

Geodésico

A descrigao analitica do movimento de particulas e fétons em torno de buracos negros,
embora precisa e fundamental para o entendimento da dinamica gravitacional, pode
tornar-se abstrata quando se trata de visualizar as implicagoes da geometria do espagco-
tempo. Isso se torna ainda mais evidente no caso de métricas modificadas por efeitos
quanticos, como no cenario de nao comutatividade. Para tornar esse comportamento
acessivel, desenvolvemos um simulador computacional interativo (disponivel online em
https://simuladornc-ztiviz6fdyxxcib4e7drrr.streamlit.app), capaz de ilustrar de forma
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quantitativa como as trajetorias sao influenciadas pelo parametro de granularidade
quantica.

Nesta se¢ao, utilizamos as equagoes obtidas na Sec¢ao 3 como o ponto de partida para
desenvolver um simulador numérico que reproduz as trajetérias de particulas massivas
e fétons que orbitam um buraco negro nao comutativo. Inicialmente, revisitamos
brevemente como as equacoes geodésicas derivadas anteriormente sao incorporadas ao
algoritmo. Em seguida, detalhamos a implementacao em Python/Streamlit, a escolha
dos métodos numéricos e, por fim, apresentamos os resultados para diferentes valores do
momento angular [.

4.1 Plataforma e Ferramentas

Para a implementacao do simulador, foi utilizada a linguagem Python em conjunto
com bibliotecas cientificas e de visualizacao amplamente adotadas. O principal critério
para a escolha da linguagem e dos recursos foi a necessidade de combinar flexibilidade,
desempenho e interatividade.

A Dbiblioteca NumPy foi empregada para a avaliacao eficiente de expressoes
vetorizadas como a fungdo de massa difusa m(r) e o potencial V,¢(r), ambos formulados
na Segao 3. J4 o Scipy, particularmente o médulo integrate, foi utilizado para resolver o
sistema de equacoes diferenciais ordindrias com os métodos Runge-Kutta de quarta ordem
(RK4) e Dormand-Price (RK45), garantindo precisao e estabilidade numérica ao longo da
simulagao.

A visualizacao dos resultados foi realizada com a biblioteca Matplolib, responsavel
pela geracao de graficos bidimensionais das érbitas e do perfil do potencial. Para tornar
a simulacao interativa e acessivel, utilizou-se o Steamlit, que permite a criacao de uma
interface grafica leve e intuitiva, onde o usuario pode manipular parametros fisicos como
energia F/, momento angular [, ou parametros de impacto b, e observar em tempo real os
efeitos dessas alteragdes sobre as drbitas simuladas [Ver figura 8§].

Figura 8: Simulador NC

Clique em “g7 Simular” na barra lateral para visualizar o gréfico.
@ Temaescuro

Pontos criticos encontrados:

[3) Parametros de Simulagio =
+r=0.638 |V =-1.293 | Minimo .

Tipo de corpo
Potencial Efetivo NC Orbita da Particula

Particula Massiva v 00 721 Horizonte de Eventos
Y T S — = Yajetoria

Momento Angular | 2004
0.6 0s
- i
8.1 10.0 E C--13

- 00

Energia E

-
@
X3
V_enrn)
¥ (escala)
o
e
#
i
i
i
\
\.
.

05

@.0L 1.00

e =~ Horizonte de Eventos
— V_effoNCIPar), 82005
_ T v o
Malor concentragh de massa

® Minimo

o 2 4 6 [ —400 -0 -200 -100 o 100 200 300 400
x lescala)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2025.

Essas ferramentas foram integradas de forma a construir uma aplicacao que nao apenas
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reproduz numericamente os resultados tedricos, mas também os apresenta de forma clara
e interativa.

4.2  Analise do Potencial Efetivo e das Orbitas

A implementacao algoritmica do simulador baseia-se diretamente nas equacgoes
diferenciais deduzidas anteriormente. O sistema é descrito por um vetor de estado [r, 7, ¢],
cujas componentes evoluem com o parametro afim \. As expressoes para 7 e ¢ derivam das
equagoes geodésicas, sendo a componente radial relacionada ao potencial efetivo Vog(r).

O cédigo permite a definicao, pelo usuario, de parametros como o tipo de particula
(massiva ou féton), energia F, momento angular [ e parametro de impacto b. Esses
parametros moldam o potencial efetivo e determinam o comportamento orbital. O tipo
de particula define a natureza da geodésica, do tipo tempo ou luz, o que afeta a forma do
potencial efetivo.

Para particulas massivas, o potencial efetivo costuma exibir um poco seguido de um
pico centrifugo. A medida que [ ou b aumentam, o minimo torna-se mais raso e desloca-se
para valores maiores de r, representando orbitas ligadas mais afastadas do centro. Para
energias ligeiramente acima desse minimo, a particula oscila quase harmonicamente em
torno de uma orbita circular estdavel. Com energia superior a barreira, ocorre dispersao
ou captura direta.

Fotons, por outro lado, nao percebem um minimo no potencial, apenas um pico
associado a “esfera de fétons”, cuja posicao critica rp, e altura crescem com b. Raios com
baixo impacto seguem trajetérias quase retilineas, enquanto aqueles com b proximo de b
podem orbitar temporariamente o buraco negro antes de escapar ou serem capturados.

A energia F define o regime de movimento da particula, indicando se ela sera
capturada, desviada ou permanecera em orbita circular. O momento angular [ atua como
uma barreira centrifuga: quanto maior seu valor, maior a resisténcia a aproximacao do
centro. O parametro de impacto, dado por b = %, influencia a curvatura e a inclinacao
das trajetérias.

O parametro © regula a granularidade do espaco-tempo, suavizando a regiao central
do buraco negro. A medida que © aumenta, o potencial torna-se mais suave, os pontos
criticos se afastam do centro, e a geometria se desvia da solucao classica de Schwarzschild.
Neste simulador, adotou-se © = 0, 05.

A introdugao da nao-comutatividade © suaviza o potencial nas regioes internas: o
poco das particulas massivas se torna mais largo e raso, e o pico dos fétons se alarga
e reduz em altura, indicando uma zona de instabilidade mais extensa, porém menos
acentuada. Assim, corpos massivos percebem um poc¢o menos profundo e mais afastado
com o aumento de © e [, enquanto fétons enfrentam um pico deslocado e achatado
com o crescimento de b e da granularidade do espago-tempo. O proximo tépico tratara
especificamente dos efeitos do momento angular [, principal responsavel pelas mudancas
mais significativas e visualmente perceptiveis nas orbitas simuladas.
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e Diferentes Valores de Momento Angular

A seguir, investigamos como diferentes valores do momento angular / influenciam no
comportamento orbital de particulas massivas no contexto da métrica de Schwarzschild
nao comutativa. Mantivemos fixos © = 0,05, £ = 0,3, variando apenas o momento
angular em [ = 0,6, 4 e 8. Os resultados sao apresentados nas Figuras 9, 10 e 11.

O potencial efetivo para valores baixos apresenta um tnico minimo profundo, e a
energia (E = 0,3) estd acima do minimo. Como o momento angular é muito pequeno,
a particula nao possui uma barreira centrifuga significativa e é rapidamente capturada,
mergulhando diretamente no buraco negro, como mostrado na Figura 9. A trajetoria
confirma essa conclusao, com o movimento quase radial e sem deflexao.

Figura 9: Momento Angular Minimo
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2025.

Com um momento angular intermediario (I = 4), o potencial efetivo apresenta uma
estrutura caracteristica, com um minimo e um maximo locais. O minimo corresponde a
uma érbita circular estavel, enquanto o maximo indica uma érbita instavel. Nesse regime,
a particula nao é capturada de imediato, mas realiza uma trajetoria do tipo espiralada:
Ao se aproximar do buraco negro, o objeto sofre uma deflexdo significativa e passa a
descrever uma orbita ao seu redor da massa, como ilustrado na Figura 10.
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Figura 10: Momento Angular Intermediario
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2025.

Para valores elevados de [, a barreira centrifuga torna-se significativamente mais
intensa, e o potencial efetivo exibe um vale profundo localizado mais distante do centro.
Como a energia £ = 0,3 estd abaixo do pico do potencial, a particula nao consegue
penetrar nas regioes mais internas. O gréfico da Figura 11 ilustra uma trajetéria de
desvio, na qual a particula contorna a massa difusa e se afasta em direcao ao infinito.

Figura 11: Momento Angular Elevado

Potencial Efetivo NC Orbita da Particula
=== Horizonte de Eventos .= Horizonte de Eventos
—— V_eff~NC(Par), 6=0.05 — Trajetéria
=== E=0.30 . 2000
Maior concentragac de massa
@ Minimo
Maximo
1000
=
T
7 0
&
-
-1000
—=2000
40 50 60 70 -3000 =2000 =1000 0 1000 2000 3000
r x (escala)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2025.



23

5 Conclusoes

A construcao do simulador interativo tornou possivel transformar graficos e dados
numéricos em representacoes visuais das correcoes provocadas pela nao comutatividade
no movimento de particulas e fétons em torno de buracos negros. A ferramenta revela de
forma clara os efeitos dessa estrutura modificada sobre o potencial efetivo e as trajetérias
geodésicas, proporcionando uma compreensao mais concreta dos fenomenos discutidos
teoricamente.

No simulador, os principais parametros ajustaveis sao a energia F e o momento
angular [. Os resultados mostram que a variagao desses dois parametros é suficiente para
explorar os comportamentos orbitais mais relevantes na métrica de Schwarzschild nao
comutativa. A energia determina se a particula sera capturada, desviada ou permanecera
em orbita, enquanto o momento angular atua como uma barreira centrifuga, influenciando
a aproximagao ao centro e a estabilidade do movimento.

A anélise do papel do momento angular [ mostrou-se particularmente significativa.
Para valores baixos, a barreira centrifuga praticamente desaparece, e a particula é
rapidamente absorvida pelo buraco negro. Para valores intermediarios, surgem orbitas
instaveis e de espalhamento, com deflexoes consideraveis. A medida que [ aumenta, a
barreira de potencial torna-se mais intensa, impedindo a aproximacao da particula ao
nicleo e promovendo trajetorias de desvio em grandes distancias.

Além disso, a interface amigavel e as visualizacoes em tempo real nao apenas facilitam
a validagao de hipdteses tedricas, mas também ampliam o potencial do simulador como
ferramenta didética, sendo 1til no ensino de conceitos avancados em relatividade geral e
gravidade quantica.

Como perspectivas futuras, destacam-se possiveis aprimoramentos, como a
implementagao de métodos de integracao adaptativos, a realizacao de andlises estatisticas
sobre multiplas trajetérias e a disponibilizacao do cédigo-fonte em repositérios publicos,
fomentando colaboragoes académicas e aplicagoes em contextos de ensino e pesquisa.
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