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RESUMO

Os teoremas do tipo valor médio sao resultados que estabelecem algum tipo de média,
de acordo com o contexto em que ele estd inserido. Ha diversos teoremas que sao carac-
terizados assim, como, por exemplo, os Teoremas do Valor Médio (TVM) de Lagrange e
de Cauchy, o Teorema de Flett e o Teorema do Valor Médio para Integrais. Este ultimo
é o que constitui nosso estudo. O TVM para Integrais estabelece que, para uma fungao
continua em um intervalo fechado [a,b], existe ao menos um ponto ¢ € [a,b] tal que a
integral definida da fungao pode ser expressa como o valor da func¢ao nesse ponto mul-
tiplicado pela medida do intervalo. Geometricamente, esse resultado garante que a area
sob o gréfico de uma fungao continua é igual a drea de um retangulo de base (b-a) e
altura f(c), fornecendo uma ponte entre andlise matemadtica e interpretagao geométrica.
Diversas generalizacoes desse resultado tém sido estudadas, buscando ampliar sua aplica-
bilidade em contextos mais gerais. O objetivo deste trabalho é apresentar a generalizacao
do TVM para integrais introduzida por Tong (2002). Esse resultado estabelece uma
relacao entre as integrais de func¢oes f e g em subintervalos complementares e os valores
pontuais das préprias funcoes num ponto c. Interpretando geometricamente, temos que
a soma da &rea sob o grafico de f em [a,c] e a drea sob o grafico de g em [c,b] é igual
a soma das dreas de dois retangulos, um com base [c,b] e altura f(c) e outro com base
[a,c] e altura g(c). Ademais, a demonstracao do resultado se apoia nas propriedades
da continuidade das funcoes envolvidas, além da aplicacao do Teorema de Rolle em um

argumento construtivo, que usualmente nao é utilizado.

Palavras-chave: teorema do valor médio para integrais; generalizagao; andlise ma-

tematica; calculo integral.



ABSTRACT

Mean value theorems are results that establish some type of average, according to the
context in which they are inserted. There are several theorems that are characterized in
this way, such as, for example, Lagrange’s and Cauchy’s Mean Value Theorems (MVT),
Flett’s Theorem and the Mean Value Theorem for Integrals. The latter is the one that
constitutes our study. The MVT for Integrals establishes that, for a continuous function in
a closed interval [a, b], there exists at least one point ¢ € [a, b] such that the definite integral
of the function can be expressed as the value of the function at that point multiplied by
the measure of the interval. Geometrically, this result guarantees that the area under
the graph of a continuous function is equal to the area of a rectangle with base (b -
a) and height f(c), providing a bridge between mathematical analysis and geometric
interpretation. Several generalizations of this result have been studied, seeking to expand
its applicability in more general contexts. The objective of this paper is to present the
generalization of TVM for integrals introduced by Tong (2002). This result establishes a
relationship between the integrals of functions f and g in complementary subintervals and
the point values of the functions themselves at a point c¢. Interpreted geometrically, we
have that the sum of the area under the graph of f in [a,c] and the area under the graph
of g in [c,b] is equal to the sum of the areas of two rectangles, one with base [¢,b] and
height f(c) and the other with base [a, c] and height g(c). In addition, the demonstration
of the result is based on the continuity properties of the functions involved, in addition to

the application of Rolle’s Theorem in a constructive argument, which is not usually used.

Keywords: mean value theorem for integrals; generalization; mathematical analysis;

integral calculus.
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1 INTRODUCAO

O Teorema do Valor Médio (TVM) ocupa uma posigao central na Anélise Matemaética,
sendo uma das ferramentas mais importantes para o estudo rigoroso de fungoes reais de
variavel real. Sua formulacao classica estabelece que, sob certas condic¢oes de continuidade
e derivabilidade, existe pelo menos um ponto no qual a derivada de uma funcao é igual a
taxa de variacao média da funcao sobre um intervalo. Esse resultado possui implicagoes
tedricas profundas, além de aplicagoes em diversos ramos da matematica, da fisica e da
engenharia, fornecendo, por exemplo, base para demonstracoes de unicidade de solugoes
de equagoes diferenciais, andlise de comportamento de fungoes e estimativas de erro em
aproximacoes numéricas.

Historicamente, o Teorema do Valor Médio tem suas origens nos trabalhos de Joseph-
Louis Lagrange e Augustin-Louis Cauchy, dois dos principais nomes do desenvolvimento
do célculo diferencial no final do século XVIII e inicio do século XIX. A versao de Lagrange
fornece uma visao mais intuitiva sobre a taxa de variacao de fungoes, enquanto a genera-
lizagao proposta por Cauchy amplia o escopo do teorema, introduzindo uma versao que
considera duas funcoes continuas e derivaveis. FEssas formulagoes consolidaram o TVM
como um dos fundamentos da teoria do calculo diferencial.

Além do contexto diferencial, ha também o Teorema do Valor Médio para integrais,
que é uma consequéncia do Teorema do Valor Médio para as derivadas e do Teorema
Fundamental do Célculo, onde estabelece que, para uma funcao continua em um intervalo
fechado [a, b], existe a0 menos um ponto c € [a, b] tal que a integral definida da func¢ao pode
ser expressa como o valor da funcao nesse ponto multiplicado pela medida do intervalo.
Geometricamente, esse resultado garante que a area sob o grafico de uma funcao continua
é igual a drea de um retangulo de base (b—a) e altura f(c), fornecendo uma ponte entre
a matematica abstrata e uma significativa interpretacao geométrica.

Contudo, em contextos mais complexos, a aplicacao direta dessas formulacoes tradi-
cionais pode ser limitada. Situagoes que envolvem fungoes menos regulares, intervalos
irregulares ou relagoes mais sofisticadas entre grandezas exigem a generalizacao desses te-
oremas. Nesse cenario, generalizagoes do Teorema do Valor Médio tornam-se nao apenas
desejaveis, mas necessarias para estender sua aplicabilidade e fornecer ferramentas mais
robustas a Andlise Matematica.

A generalizacao, em matematica, refere-se ao processo de estender conceitos ou re-
sultados classicos para casos mais gerais, mantendo a esséncia das ideias originais, mas
permitindo que estas se apliquem em contextos mais amplos. No caso dos teoremas do tipo
valor médio, tais generalizacoes buscam preservar a ideia central de “valor intermediario
representativo”, adaptando-a a estruturas funcionais ou integrais mais complexas.

Neste trabalho, propomos apresentar uma generalizacao do Teorema do Valor Médio



para integrais, conforme introduzida por Tong (2002). Tal generalizacao amplia os resul-
tados cléssicos ao considerar hipoteses menos restritivas, mantendo, contudo, a esséncia
do resultado original. A relevancia da proposta reside nao apenas em seu valor tedrico,
mas também em suas potenciais aplicagoes em modelagens matematicas e em analises que
exigem maior flexibilidade no tratamento de funcoes.

A estrutura deste trabalho organiza-se da seguinte forma: apresentamos uma revisao
tedrica dos conceitos fundamentais, abrangendo funcgoes, derivadas, o Teorema Fundamen-
tal do Célculo e integrais, preparando o terreno para a compreensao do resultado principal.
Em seguida, expomos a formulagao da generalizacao do Teorema do Valor Médio para
integrais, proposta por Tong (2002) acompanhada de sua respectiva demonstragao formal.
Por fim, discutimos a interpretacao geométrica do teorema.

Com este estudo, espera-se contribuir para o aprofundamento do entendimento tedérico
em analise matematica, bem como evidenciar o potencial de generalizagoes como ferra-

mentas poderosas para a resolucao de problemas em contextos aplicados.
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2 UMA PEQUENA REVISAO DE ANALISE MATEMATICA

Neste capitulo abordamos algumas definicoes e resultados que sao importantes para a
compreensao do resultado principal do trabalho. Tais resultados constituem uma pequena
revisao de Andlise Matematica e Célculo Diferencial e Integral, com o recorte de conceitos
que servem como base sélida para a construcao de toda a interpretacao do teorema prin-
cipal. Ademais, tentaremos apresentar as provas dos resultados enunciados sempre que
possivel e, quando estas se utilizarem de ferramentas que fogem ao nosso objetivo, indica-
remos onde encontré-las. Por fim, a construcao deste capitulo é baseada em Lima (2004),
Apostol (1967), Avila (1999), Guidorizzi (1987), Maciel ¢ Lima (2005), Lima (2023) e
Stewart (2008).

2.1 Iniciando pelas Funcgoes

Com o intuito de facilitar a compreensao do texto, e levando em consideragao que os
resultados principais a serem discutidos aqui envolvem temas relacionados as funcoes, fize-
mos uma breve explanacao para relembrar noc¢oes introdutérias desse objeto matematico.

Dados dois conjuntos A, B, uma funcao f : A - B (Ié-se “uma fungao de A em
B”) é uma relacao entre dois conjuntos que associa cada elemento x € A a um elemento
y = f(x) € B. O conjunto A é chamado de dominio e B o contradominio da fungao f.
Para cada elemento x € A, o elemento f(x) € B chama-se a imagem de z pela fungao f.

E importante se atentar que é comum aparecer apenas ”funcao f”ao invés de “f :
A — B”. Nesse caso, fica subentendido o conjunto A, dominio de f, como sendo o maior
conjunto que a regra f faz sentido, e o conjunto B, contradominio de f.

Além disso, jamais devemos confundir f com f(x), enquanto f é a funcdo, f(x) é o
valor que a fun¢ao assume num ponto x do seu dominio.

A seguir, mostramos alguns defini¢oes de fungoes:

Definicao 2.1. Dizemos que f : R - R é uma fun¢ao polinomial quando sao dados

ndmeros reais ag, aq, ..., a, tais que

1

p(x) = apz™ + ap1 2"+ + a1x + ag, Y € R.

Se a, # 0, dizemos que p tem grau n.

Definicao 2.2. Chamamos uma funcao f: R — R de fun¢ao afim quando existem cons-

tantes a,b € R tais que
f(x)=ax+b,VreR.
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Definicao 2.3. Chamamos uma funcao f : R - R de funcao quadratica quando sao dados

ndmeros reais a, b, c, com a # 0, tais que

f(z)=az?+bx+c,Vr eR.

Definigao 2.4. Dizemos que duas fungoes f e g sao iguais, quando
1. f e g tém o mesmo dominio;
2. f(z) = g(z) para todo x do dominio de f.

Exemplo 2.1. Sejam f e g fungoes definidas para todo z € R, em que f(z) = |z| e
g(x) =2 Temos f = g, pois
|z| = Va2,V e R.

Grafico de uma funcao

O grafico de uma funcao f: A - B é o subconjunto G( f) do produto cartesiano Ax B
formado por todos os pares ordenados (z,y), onde x é um ponto qualquer de A ey = f(z).
Assim,

G(f)=A(z,y) e Ax Bsy = f(x)} = {(z, f(x));z ¢ A}

Segue-se da definicao de igualdade entre fungoes que duas funcoes possuem o mesmo
grafico se, e somente se, as fungoes sao iguais.

Na Figura (1| abaixo, temos um exemplo do grafico de uma funcao f : R - R definida
por f(x)=x3+3.

Figura 1 — Grafico da funcao z3 + 3

flx)y=a*+3

-

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Limite de funcoes

Alguns conceitos e resultados importantes neste trabalho envolvem o conceito de limite
de fungoes, com isso, o objetivo dessa subsecao é relembrar o contetido para compreen-
dermos melhor o que mostramos posteriormente. De uma maneira bem geral, o limite de
uma funcao descreve o comportamento de uma funcao a medida que a variavel indepen-
dente se aproxima de um determinado valor. Antes de adentrar diretamente no assunto,

trouxemos alguns conceitos de topologia na reta.

Definicao 2.5. Dado um subconjunto S c R, dizemos que um ponto zy € R é um ponto

de acumulacao de S se para cada € > 0 existe x € .5, tal que,
0<|z—z0| <€
Exemplo 2.2. Considerando o conjunto

S_{l 2 3 4 n }
1273745+

entao o ponto xo =1 é um ponto de acumulacao de S.

Definicao 2.6. Sejam S um subconjunto de R, @ um ponto de acumulacao de S'e f:5 —
R uma fungao real. Dizemos que L € R é o limite de f em a, e escrevemos lim f(z) = L,

quando para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que
reSe0<|r—al<oimplica em |f(z)-L|<e.

Na Figura {] temos uma ilustracao da representacao geométrica do limite.

Figura 2 — Representagao geométrica do limite

Fla)—feesmeeressseeess .

L+( ................. ; ........ s

S S :

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 2.3. Mostre que lir% 20+4=8
Tr—

Solugao: Dado € >0, tomemos d = § > 0, logo, para |z - 2| < §, temos
f(x) =8| = |(20+4) - 8| = 2|z - 2| <25<2§ - e.

Portanto, lirr21 2x+4=8.

Exemplo 2.4. Seja f:R - {0} — R definida por

l,se x>0
f(z) =

-1,8e x <0

Mostre que lin% f(z) nao existe.
xTr—>

Solugao: Suponhamos, por absurdo, que existe L € R, tal que L = lin% f(x). Entao, para
e =1, existe 6 > 0, tal que
O<lz|<d=|f(x)-L|<1.

Agora, note que, se x >0,

O<z<d=>|1-L|<l=>-1<1-L<1=-2<-L<0=L>0

Por outro lado, se £ <0

O<|z|<d=|-1-L|<1=-1<-1-L<1=0<-L<2=L<0,

ou seja,

L<0<L

o que é um absurdo! Portanto, nao existe gluii% f(x).

Sejam A um subconjunto do conjunto R, f: A - R uma funcao e a € A’,, onde A’
representa o conjunto dos pontos de acumulagao a direita de A | ou seja, a € A, se, e
somente se, para todo § > 0 vale An(a,a+9) # @. Por exemplo, 0 é ponto de acumulagao
a direita de [0,1].

Consideremos que a é um ponto de acumulacao a direita do dominio da funcao f :
A->R.

Diremos que o numero real L é o limite & direita de f(x) quando z tende para a e é
escrito

lim f(z)=1L,

quando para todo € > 0 dado, existir 6 > 0 tal que |f(z) — L| < € sempre que = € A e
O<x—-a<d
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Assim, lim f(z) = L é uma abreviagao para a seguinte afirmagcao:
Ve>0,36 >0 tal que, Vz e An(a,a+9d) = |f(z)-L|<e.

De modo andlogo, se define o limite a esquerda. Se a é um ponto de acumulacao a
esquerda do dominio da funcao f : A - R, dizemos que o limite a esquerda de f(z),

quando x tende para a, é o nimero L, e é escrito

lim f(x)=L

Tr—a~

para dizer que a todo € > 0 dado, pode-se encontrar um ¢ >0 tal que z € A,0<a-z<d =
|f(z) - L| <€, ouseja, xn(a—0d,a) = f(x) e (L—¢€,L+e).

A partir dessas defini¢oes, temos o seguinte resultado, cuja prova pode ser entrada em
Maciel e Lima (2005), p. 124.

Teorema 2.1. Seja f:(a-0,a)U(a,a+9) - R. Entao,

lim f(z) = L < lim+f(x)= lim_f(ac) =L.

r—a

Proposigao 2.1. Sejam f,g:S = R fungoes, com lim,_, f(z) = L e lim,_,g(x) = M,
entao

(i) lim(f = g)(z) = L = M.

(i) T (f ) () = L M.

L
(iii) Se g # 0 prozimo de a e M # 0, entdo limi(x) =
r—>a g
Demonstragao. Facamos o item (7). Dado € > 0, existem 0y, 2 > 0, tais que, para x € S

0<|x—a|<51:>|f(x)—L|<§

O<|x—a|<(52=>|g(x)—M|<§

Assim, se § = min{dy,02}, x €S e 0<|x—al<d, temos

£() #9() ~ (L M| = (£ (@) = 1)+ (9(2) - M)| < |(f (2) = D] +|(9() - M)| < 5 +5 =

]

Continuidade de fungoes

Intuitivamente, uma funcao continua em um ponto p de seu dominio é uma funcao

em que voceé consegue construir o grafico sem que ele tenha um “salto”em p.
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Figura 3 — Funcgoes continua e descontinua

Fonte: Elaborada pelo autor.

Perceba na Figura [3] que o grafico de f nao apresenta nenhum “salto”’em p: f é
continua em p. Note que quanto mais valores de x se aproximam de p pela esquerda
ou pela direita, os valores de f(x) se aproximam de f(p), diferentemente do gréfico da
funcao g que apresenta um “salto”, ou seja, g nao é continua em p.

Agora, que temos uma nocao intuitiva do conceito de continuidade de fungoes, vamos

avancar para sua definicao formal.

Definicao 2.7. Sejam f:.S - R uma funcao definida em um subconjunto nao vazio de R
e xo um ponto de acumulagao de S. Dizemos que f é continua em xg, se lim f(z) = f(xo),

ou seja, se para cada e >0 existe § >0 tal que z € S e |x — x| <0 = |f(z) - f(x0)| <e.

Quando f:S — R nao é continua em xy € S, dizemos que é descontinua em xy, ou que
xo ¢ uma descontinuidade de f.

Ou seja, uma funcao f: S - R é continua em a, se satisfaz as seguintes condicoes:
1. f estd definida em a;
2. existe o limite de f em a;

3. }gralf(x) = f(a).

Se pelo menos um dos trés itens acima nao for verdadeiro, entao f é descontinua em

xo.

Exemplo 2.5. Seja f : R > R tal que f(x) = . Entao f é continua em todo ponto

I()ER.

Solucgao: Dado z(y € R, mostraremos que f é continua em x5 € R. De fato, dado € > 0,

tome § = €. Assim, para x € R e |z — 29| < § temos

|f(@) = f(xo)| = |z — 20| < I =€.
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Logo, f é continua em xg € R.

Exemplo 2.6. Verifique se a fungao f: R — R dada por:

Z:;,se T *2
f(z) =
3,se x =2
é continua no ponto a = 2.
Solugao: Da defini¢ao, f(2) = 3. Ainda,
2-4 2)(x -2
lim f(2) < tim © 2 i EFEDEZ2D) 0y ou0 g,
z—2 =2 —2 -2 (ZL’ — 2) 2

ou seja,
hn%f(x) =4+3=f(2).

Logo, f nao é continua em a = 2.
Anunciamos, a seguir, um importante Teorema, conhecido como Teorema de Weiers-

trass EL cuja prova pode ser encontrada em Maciel e Lima (2005), p. 148.

Teorema 2.2 (de Weierstrass). Se f:[a,b] = R € continua, entao existem o,z € [a,b],
tais que

f(xo) < f(z) < f(21),

para todo x € [a,b]. Em outras palavras, f assume um valor mdzimo e um valor minimo

no intervalo [a,b].

Figura 4 — Teorema de Weierstrass

Fa)

f(a)

J(b)

flxg)

Fonte: Elaborada pelo autor.

IKarl Weierstrass(1815 - 1897) foi um matematico alemio.
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2.2 Passeando pelo Calculo Diferencial

Nesta secao relembramos o estudo das derivadas de funcoes reais de uma variavel real.
Mostramos as propriedades basicas da nocao de derivada e também sua interpretacao

geométrica.

Defini¢ao 2.8. Sejam S c R, f: S - R uma fungao e a € Sn S’ (ou seja, a é um ponto
de acumulagao de S pertencente a 5).

Dizemos que f é derivavel no ponto a se existir o limite

f'(a) = limw. (2.1)

r—a
Quando isso ocorre, o limite f/(a) chama-se a derivada de f no ponto a.

Fazendo, em (2.1)), h = x — a, ou seja, = a + h, temos que z — a se, e somente se,

h - 0. Assim, quando o limite existe, também podemos escrever

flath)-f(a)
- :

f'(a) = lim

Exemplo 2.7. Seja f: R - R definida por f(z) = x. Mostre que f é derivdvel em todo
a€R.
Solugao: De fato, se a € R, temos, para todo h, f(a+h)=a+h e f(a)=a. Dai, obtemos

que
i L@ = fla) o arhma o by
h—0 h h—0 h h—=0h h—0

ou seja, f'(a) existe e
f'(a) =1, VaeR.

Exemplo 2.8. Mostre que a fun¢ao f: R - R, definida por f(z) = |z|, ndo é derivdvel
em a = 0.
Solugao: De fato, vamos calcular os limites laterais.

Iniciando pela direita, temos:

g LOFP =FO) 0RO Iy
h—0* h h—0+* h h—0* h  h—0*
Agora, pela esquerda, segue
TR CRRD R (ORI U bl U BTN L T T S
h—0- h h—0- h h—0- h  h=0- h  h-0-

Como os limites laterais nao sao iguais, o limite nao existe e, consequentemente, a

derivada também nao, ou seja, f nao é derivavel em a = 0.
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Exemplo 2.9. Mostre que a funcao f: R — R, definida por f(x) = ¥/x que é continua
em R, nao é derivavel em x = 0.

Solugao: De fato, vamos calcular o limite:

f'(0) = lim O+ fl Vi = limh 3 =«

h—0 ho0 h R0
Portanto, o limite nao existe de forma finita, e dizemos que a derivada nao existe em

x = 0. Isso indica que a curva tem uma reta tangente vertical em z = 0.

Interpretacao Geométrica da Derivada

A interpretacao geométrica da derivada estd relacionada com a taxa de variacao de
uma funcao em um ponto especifico. A derivada de uma funcao em um ponto fornece
informacoes sobre a inclinagao da reta tangente a curva nesse ponto.

A reta tangente a curva em um ponto x, € a linha que “toca”a curva naquele ponto
sem cortd-la em uma regido préxima a ele. A derivada f’(z() é precisamente o coeficiente
angular (ou inclinagao) dessa reta tangente. Isso significa que a reta tangente descreve a

variacao local da funcao naquele ponto especifico.

Definigao 2.9. Chama-se coeficiente angular de uma reta r de inclinacao o, # 3, o

namero m tal que m = tana.

Observando o Gréfico representado na Figura [f] notamos que o coeficiente angular da

reta que r que passa pelos pontos (a, f(a)) e (z, f(x)) é dado por

f(x) - f(a)
r—-a
Perceba, agora, na Figura ue para encontrarmos o coeficiente angular da reta
) Y
tangente s é necessario fazer x tender a a e, como vimos anteriormente, basta aplicarmos

o limite, e assim,
L 1@ - f()

r—a Tr—a

- f'(a).

ou seja, geometricamente, f’(a) representa o coeficiente angular da reta que passa
pelos pontos (a, f(a)) e (z, f(x)).
Algumas Propriedades da Derivada

Proposicao 2.2. Seja f: 1 - R uma funcao derivdvel em um ponto xg€ I, onde I € um

intervalo aberto. Entao f € continua em xy.



Figura 5 — Reta Secante

A
(z, f(z))
flo)g——— - ———— — — :
@) - 1)
(a. fl@) S<a
f(a) NI U N ™ <= . Mok S o Sy PR 5 NP S A ’
| r—a |
| |
| |
| I
| |
| |
) o
/ a s
Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 6 — Derivada
7
(@, f(x))
L S e e e

--------------------------------

NP N

/1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Demonstracao. Vamos considerar a igualdade a seguir:

Lfo(xo)(x — () COm T # .

f(x) = f(zo) +
Por hipotese, f é derivavel em zq, ou seja,

f’(xo) = lim f(l’) B f(xO)

T—T0 T — X

existe.

Passando o limite em (2.2)), quando = — x(, obtemos:

tim 7(2) = Jim 7o) + Jim HOZHED () = ) v (0).0 = o)

T — X

Logo, f é continua em xg.

20

(2.2)

(2.3)

]

Observagao 2.1. A reciproca da proposi¢ao nao é verdadeira, isso quer dizer que uma

fungdo continua nem sempre é derivdavel, como é o caso da funcao f(z) = |z|,x € R,

apresentada no Exemplo [2.8|

Agora, temos um teorema que nos traz as propriedades algébricas da derivada.

Teorema 2.3. Sejam [ e g funcoes definidas em um intervalo aberto I e derivdveis em

xg € I e seja k uma constante . Entao:
(i) [ +g € derivavel em zq e (f +g) (x0) = f'(x0) + ¢'(x0)
(ii) kf € derivavel em zq e (kf)'(xo) = k(f'(x0))
(153) fg € derivdvel em xo e (fg)'(xo) = f'(20)g(x0) + f(20)g' (o)
(iv) Se g0 entao ¢ derivdvel em xg e

(i),(%) _ f'(20)g(x0) = f(20)g' (x0)
g [9(0)]?

Demonstracao. (i) Segue

o S+ (@o+h) - (f+g)(wo)

(f+9)(xo) = lim )
_ hm[ﬂ%w)+g<mo+h>—f(xo>—g<x0>]
h=0 h
= i [ £ @0+ h) = f(zo) | g(ao+h) - g(z0)
h—0 h h
- Lm f($0+h) f(xo) 0 9(1’0+h) - g9(x0)
h—0 h—>0 h

= f'(wo) +g (xo)‘
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(ii) Note que

) o (k) (@o+h) = (Kf)(z0) . f(xo+h) - f(x0)
(RI) o) =iy h ﬁ%% h )
. f(wo+h) = f(x0) ,
- k(}% ; ) =kf'(xo)
(iii) Temos
) . (f-9)(@o +h) = (f.9)(wo)
(f:9)(w0) = lim .
- Lm f(xo+h).g(xo+h)— f(20).9(x0)
h—0 h

Agora, iremos fazer uma manipulacao que seria “somar zero”. Somando e subtraindo

o termo f(xg+ h)g(xo) na expressao acima, obtemos

o 4o 4 B).gag + ) = f (0 + h).g(ao) + f (o + h)-g(wo) = () g(x0)

(f.9) (x0) = h—0 h
- lim lmo - f(xo)]_g(xo) i (o + h)'[gm ) _g<x0)]
_ iy L@+ P) - f(x0) o(20+ B) = g(0)

lim Y .}g% g(zo) + }g% f(xo+h). }g%

= f'(w0).g(z0) + f(0).g' (o).

h

(iv) Por fim, veja

lim

(g)’(xo) hﬁo(g)(whg_(g)(%)

flzoth)  f(=zo)
lim g(zot+h)  g(zo)

h—0 h
lim l[f (20 + h).g(x0) = f(0)-g(z0 + )
h=0 hy g(zo+h).g(x0)

Mais uma vez utilizando a manipulagao, dessa vez com o termo “f(xg)g(zo)”, obtemos
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(i),(az ) = lm l[f(xo +h).g(zo) - f(x0).9(x0) + f(z0).9(x0) — f(x0).9(z0 + h)]
g 0 h—0 h g(xo + h)g(l’o)

L 1 l(f(xwh)—f(xo))'g(xo)_ f(xo)'(g(onrh)—g(xo))]

im .
=0 g(xo + h)g(xo)

h h
1 , ). (x
= m-[f (70)-9(wo) = f(w0)-g'(20)]

f'(0)-g(w0) = f(20)-9'(0)
[9(%)]2 .

Exemplo 2.10. Seja f(x) =5x* + 223, x € R. Calcule f/(x), para x e R e f'(1).
Solugao: Inicialmente, note, do Exemplo , que a funcao g(x) = = é derivavel e ¢'(x) =

1, para todo x € R. Assim, a fungao h(x) = 22 = g?(x) é derivavel e
R (z)=g(x)d(z)+¢ (x)g(x)=x-1+1 -2 =2z.
Ainda, 23 = h(z)g(x), logo
(%) =h'(2)g(z) + h(2)g' () = 22 - 2 + 2* - 2 = 32°.

De modo geral, temos

(z") =na™ ! parareReneN.

Assim, f'(x) =[5zt +223] = (ba*) + (223) =5 (*)" + 2 («?®)’. Dal,

f'(z)=5-42% +2-32% = 202° + 622
Para descobrirmos f’(1), basta substituirmos o valor de x, na expressao, por 1, ou
seja,
f(1)=20-1°+6-12 = 26.

Exemplo 2.11. Calcule f'(x), com f(z) = =

241"

Solucao: Note que essa fungao pode ser escrita como:

1
g(x)’

A derivada de uma funcao reciproca é dada por:

(L)' _ 9@
g9(x) (9(x))?

com g(z) =2 + 1.

fx) =
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Demonstracao da regra: Seja f(x) = ﬁ. Aplicando a regra do quociente com u(zx) =1 e

v(x) = g(x), temos:

F(x) = (u(w)) _ w(@)v(x) - u(z)v'(z)

v(z) ) (v(x))?

Como u/(x) =0 e u(z) = 1, obtemos:

ooy 0g(x)-1-g'(x) g'(2)
PO =="0mr = Gy

Agora, voltando a fungao original:

g(x)=2+1=¢/(v) =22

Aplicando a regra:

, 2z
N FER
Portanto, a derivada da fungao f(x) = 21 é:
e+ 1
2z
! e —
f(@) = (221 1)2

Proposicao 2.3. (Regra da Cadeia) Sejam f: 1 - R e g:J - R fungoes definidas,
respectivamente, nos intervalos abertos I e J com f(I) c J. Suponha que f é derivdvel

em xg €I e g derivdvel em f(xg) € J. Entao go f € derivdvel em zq e

(9o f) (o) =g'(f(20))-f"(20)-
Demonstra¢ao. Suponha que f'(x¢) # 0, isto é, que f(x) # f(zo). Entao:

(gof),(l'o) - lim (gOf)(ZE) —(gOf)(ZL‘()) - lim g(f(l’)) _g(f(xo))

T—x0 T — X =T T — X

Agora, vamos utilizar mais uma manipulacao, dessa vez multiplicando a expressao por

«f(x)=f(zo)» :
F@)=f(ag) @ ASSUD

g @) =g () F) - (o)
T B C R
g @) =g 0) @) - )
o f() - f(r) e oo

(g f) (o)

=9'(f(x0)) [ (20)
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pois, quando = — xg, temos f(x) - f(zy), pela continuidade de f, e assim,

1y DA _ 50,

Exemplo 2.12. Seja f(x) = (22 -5x+7)7. Calcule f'(z), x € R.
Solugao: Sejam g(z) = (h(z))", e h(z) = 22-52+7. Aplicando a regra da cadeia, obtemos

() =g (h(x)) -W(x) =7 -(2* -5z +7)° (2z - 5).

Dizemos que uma funcao f: I - R tem um maximo local no ponto zy € I se existir
um § > 0 tal que para todo z € I, com x € (xg — 0,79 +0) NI implica que f(x) < f(xo).
Por outro lado, um ponto g € I é um minimo local se existir 6 > 0 tal que para todo
x € (xg—0,20+0) NI implica que f(z) > f(xp). Um método para determinar se um ponto
representa o maximo ou minimo local de uma fungao derivavel é através do teorema a

seguir:

Teorema 2.4. Se uma funcao f € derivdvel em um ponto xqy, onde ela assume valor

maximo ou minimo, entao f'(xq) =0.

Demonstragao. Considere xy um ponto de maximo, entao para |h| arbitrariamente pe-

queno, temos f(zg+h) - f(z0) <0, logo

<0,para h>0

f(QUO*h})l_f(xU) >0, para h <0.

f(xo+h)— f(x)
h

f(xo+h) = f(x)
h—0 h

analoga, se prova quando zy ¢ um ponto de minimo. O

Isso nos diz que o limite lim =0, ou seja, f'(xg) = 0. De maneira

O préximo Teorema, conhecido como Teorema de Rolld?] ¢ uma das principais ferra-

mentas para a Generalizagao do Teorema do Valor Médio para Integrais que apresentamos.

Teorema 2.5 (de Rolle). Seja f : [a,b] = R uma func¢ao continua em [a,b] e derivdvel
em (a,b), com f(a)= f(b). Entao, existe um x € (a,b) tal que f'(xy) =0

Demonstracao. Se f(x) = f(a) para todo x € (a,b), como f(a) = f(b), entao f é constante
em [a,b] e, portanto, f'(z) =0 para todo x € (a,b).

Se a funcao f nao é constante, por ser continua em um intervalo que é limitado e
fechado, tera de assumir um valor maximo e um minimo, pelo Teorema de Weierstrass.
Como supomos que f nao é constante em (a,b) e por hipétese f(a) = f(b), entao pelo
menos um dos valores de méximo ou de minimo de f pertence a (a,b). Seja xy tal ponto.
Pelo Teorema , temos f'(xg) = 0.

O

2Michel Rolle (1652 - 1719) matemdtico francés.
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Teorema 2.6 (do Valor Médio). Seja f:[a,b] > R uma fun¢do que € continua em [a,b]

e derivdavel em (a,b). Entao, existe xq € (a,b) tal que

f(b) - f(a)

J'(0) = b-a

Demonstragao. Para a prova, é suficiente considerar o Teorema de Rolle (Teorema [2.5])

e aplica-lo a funcao

o) = 1)~ f(a) - LD =TD gy

Desse modo, g(a) = g(b) = 0. Entao, existe z¢ € (a,b) tal que ¢’(z¢) = 0, ou seja, temos

f(0) - ()
P10 - pia).

]

A grande importancia do Teorema do Valor Médio reside no fato de ele nos possibilitar
ob ter informagoes sobre uma funcao a partir de dados sobre sua derivada. Com isso,

trouxemos um exemplo que mostra esse principio.

Exemplo 2.13. Suponha que f(0) = -3 e f’(x) < 5 para todos os valores de z. Quéao
grande f(2) pode ser?

Solucao: Como f é derivavel, logo é continua em toda parte. Em particular, podemos
aplicar o Teorema do Valor Médio ao intervalo [0,2]. Desse modo, existe um nimero ¢

tal que
f2)=f(0) = f'(e)(2-0) = f(2) = f(0) +2f"(c) = -3 +2f"(c)

Como f’(z) <5 para todo z, temos que 2f(c) <10, logo
F(2)=-3+2f'(c)<-3+10=7

O maior valor possivel para f(2) é 7.

A interpretagdo geométrica dos teoremas e encontram-se nas Figuras [7] e [§],

respectivamente.
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Figura 7 — Teorema de Rolle

=
M

fla) = f(b) °

4 s N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 8 — Teorema do valor médio

fb)e

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3 Finalizando com o Calculo Integral

Nesta secao comecamos a falar sobre as integrais de fungoes reais de uma variavel real.

Iniciamos com uma abordagem histérica e logo apés introduzimos a integral de Riemann f

Um Comentario Histdrico

Depois séculos de brilhantes tentativas, o método geral para calcular a area de figuras
curvas foi obtido no século XVII, esse método é chamado de integracao. Ao contrario do
que se pensa, a integracao surge bem antes da diferenciacao. Como nos cursos de célculo
se costuma ver primeiro derivadas, dé-se a pensar que ela surgiu primeiro.

Para chegarmos nessa notacao desenvolvida que temos hoje, foi preciso que varios

3Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) foi um matematico alemao.
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pesquisadores ao longo dos séculos contribuissem no desenvolvimento do calculo, contudo,
dois pesquisadores sao considerados essenciais nesse desenvolvimento, sendo eles: Isaac

Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz ou somente Leibniz, como é conhecido.

Figura 9 — Newton e Leibniz

(a) Isaac Newton - Fonte: National Portrait (b) Leibniz - Fonte: USEUM / Herzog An-
Gallery, London (s.d) ton Ulrich Museum (s.d)

Segundo Eves (2008), o desenvolvimento do Célculo teve um grande progresso ci-
entifico durante o século XVII, com os principais contributos de Isaac Newton e Leibniz.
Newton veio ao mundo no dia 25 de dezembro de 1642, em uma &area rural da Inglaterra,
perto de Cambridge. Sua infancia foi repleta de dificuldades, pois nasceu prematuramente
e perdeu o pai antes de sair do ventre materno. Ao longo de sua vida, enfrentou desafios
enquanto era criado pela avd. Seus pais eram proprietarios de terras e rebanhos, o que pos-
sibilitava uma certa influéncia, no entanto, mesmo assim, enfrentou uma existéncia dificil
e tumultuada. Newton é famoso nao apenas por sua ligacao com o Calculo, mas também
por suas inovacoes na Fisica. Ele é amplamente reconhecido como fisico, matematico,
tedlogo, astrélogo e outras designacoes.

Leibniz chegou ao mundo em 1 de junho de 1646, em Leipzig, na Alemanha. Ao
contrario de Newton, que se destacou mais tarde, Leibniz ja se destacava nos seus primeiros
anos escolares. Com apenas quinze anos, ele se matriculou na universidade, e com 17
anos ja tinha obtido seu diploma de bacharel em teologia. No inicio do século XVII,
Leibniz e Newton envolveram-se em uma rivalidade académica, cada um reivindicando
ter sido o primeiro a desenvolver o Célculo. Isso continuou por uma década e se estendeu
até depois de suas mortes, com seus alunos também tomando partido, resultando em
muitas disputas que intrigam historiadores da matematica. Oficialmente, ambos, Leibniz

e Newton, sao creditados como os criadores do Calculo; o que é notavel é que ambos
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chegaram a conclusoes semelhantes, mesmo estando em paises distintos.

Entretanto, Newton alcancou sua descoberta dez anos antes que Leibniz, o que levou
muitos a identificd-lo como o pai do Célculo, sugerindo que Leibniz teria o copiado. Essa
controvérsia é conhecida como A Guerra do Célculo. Apesar de Leibniz ter falecido
em 1716, Newton continuou suas criticas, afirmando que era o tnico responsavel pelo
surgimento do Célculo e que Leibniz havia sido mero plagiador. Muitos historiadores
consideram essa disputa um desperdicio de tempo, pois se ambos os matematicos tiverem
colaborado, poderiam ter produzido ainda mais avanco.

O bom da matematica é que ela nunca é alterada e sim acrescentada, e o calculo
ja passou por vérias mudancas até chegar nos dias atuais, apesar de Newton ter uma
iniciacao antes de Leibniz, boa parte das notacoes que temos hoje foram construidas por
Leibniz que trazia uma abordagem mais pratica e que facilitava o entendimento.

Entendido brevemente como surgiu essa parte do Célculo Diferencial e Integral, vamos

prosseguir com a apresentacao do conceito de Integral de Riemann.

A Integral de Riemann

Uma partigdo P de um intervalo [a,b] é um conjunto finito P = {zg, z1, xs, ...2, } onde
a=29<Ty <Tg<..<x,=Db
Uma parti¢ao P de [a,b] divide [a,b] em n intervalos [x;_1,2;],i=1,2,..,n.

A amplitude do intervalo [z;_, x;] serd indicada por Ax; = x; — x;_1. Desse modo,
AZL‘l =T — ZL‘(),AZL‘Q =XT9 —T1,...

Os numeros Az, Axog, ..., Ax, nao precisam ser iguais e o maior deles chamamos de
9 9 ?
amplitude da particao P, indicando por méax Ax;.

Uma particao P = {xg,x1, X2, ..., } de [a,b] serd indicada por
Pia=xg<zri<29<...<2, =0
Sejam f uma funcao definida em [a,b] e P:a =29 <z < X9 < ... <x, =b uma parti¢ao

de [a,b]. Para cada indice i(i = 1,2,3,..,n) seja ¢; um numero em [x; 1, x;] escolhido

arbitrariamente.

Figura 10 — Particao

Cn

5

1 Il
T T

a =y I Hig) Ti-1 T Tp—1 b= Ty

®-—207

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Entao, o niimero

Zn: fle)Az; = f(e1)Azy + f(c2)Aza + ... + f(cn) Ay,
i=1

chama-se soma de Riemann de f, relativa a particao P e aos numeros c¢;.

Geometricamente, podemos interpretar a soma de Riemann
n
Z f(ci)Ax
i=1

como a diferenca entre a soma das areas dos retangulos R; que estao acima do eixo = e a

soma das areas dos que estao abaixo do eixo z.

Figura 11 — Soma de Riemann

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definimos agora a integral de Riemann. Sejam f uma fungao definida em [a,b] e L

um nimero real. Dizemos que Yi-; f(¢;)Ax; tende a L, quando max Az; — 0, escrevemos

n

lim > f(¢)Az; =L

méx Ax;—0 i

se, para todo € > 0 dado, existir um ¢ > 0 dependente de ¢, tal que

<€

i f(Cl)A[EZ - L
i=1

para toda particao P de [a,b], com max Ax; < 0.

Tal niimero L, que é tinico quando existe, denomina-se integral de Riemann de f em
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b
[a,b] e indica-se por / f(x) dx. Dai, por definigao,
b ) n
J, @ de= i S (A

Se fab f(x) dx existe, entdo diremos que f é integravel (segundo Riemann) em [a, b].

Teorema 2.7. Sejam f,g integrdaveis em [a,b] e k uma constante. Entdo

(i) [+ g € integravel em [a,b] e fab[f(x)+g(x)] dx = fabf(x) dx+/jg(a:) dx.
(ii) kf € integravel em [a,b] e [abkf(x) dx = kfabf(x) dx.
(iit) Se f(z) >0 em [a,b], entao fbf(x) dx > 0.

(iv) Se ce (a,b) e [ € integrdvel em [a,c] e em [c,b] entao

fabf(a:) dx:/acf(x) dx+£bf(x) dx

(v) [ 1) dv=0
¢ b a
(vi) [ 1) do== [ f(z) do
a b
Demonstracao. (i) Para toda partigao P de [a,b] e qualquer que seja a escolha de ¢; em

[%i1,7;] , temos
n

;[f<ci>+g<ci>]mi_[ IRCINE dm] _
= i[f(ci)AfEi_—/abf(l‘) dx+i[g(ci)A$i—fabg($) dx

i[g(ci)Al’i - ng(x) dz|.

< i[f(r:i)mi— [ 1) da

Da integrabilidade de f e g segue que dado € > 0 ,existe 0 > 0 tal que

;[f(ci)Axi_[; f(z) dz 35
;[Q(Cimxi—[abg(w) da g%.

Logo, para uma particao que satisfaz Ax; <9, temos

<€

Zn; flei)+g(ci)]Az; - [[abf(x) dx+£bg(x) dx]
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ou seja f + g é integravel e

/ab[f(x)Jrg(x)] dx = [abf(x) dx+/;bg(g;) da.

(ii) Para toda particao P de [a,b] e qualquer que seja a escolha de ¢; em [x;_1,x;]

Z[f(cz)]AiEz—k’[;bf(x) dx| =

i=1

ikf(cz 1Az, - k[ F(x) d

SUenan- [ ) do

i=1

S - [ 1w dx]

1=1

= ||

Da integrabilidade de f e g segue que, dado € > 0, existe d > 0 tal que, para Az; <d,,

if(cZ ) Az, - f f(z) dz| < — |/<;|
Logo,
| Zn;f(cl ) Az; - fabf(x) dx <\k|-ﬁ:e

ou seja kf é integravel e

[abkf(az) da:zk:fabf(x) dzx.

(iii) Como f(x) > 0 em [a,b], para toda partigdo P de [a,b] e qualquer que seja a

escolha dos ¢;

zn:f(cz-)Axi > 0.
i=1

b b
Se tivéssemos / f(z) dx <0, tomando € >0 tal que f f(z) dr+e€ <0, existiria um

0 >0 tal que

fabf($) dx—e<gf(ci)A:Bi</abf(x) de + €

para toda parti¢gdo P de [a,b] com méx Ax; < §. Assim, para alguma particdo P

teriamos

que é uma contradigao.

(iv) Para toda partigdo P de [a,b], com c € P, temos

.)Ami—l/acf(:c) d:c+fcbf(x) dx] <
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+

z:f(cz)Aa:z - fcbf(x) dx

> f(e)An - [ () dr

Como, por hipétese, f é integravel em [a,c] e em [c,b], dado € > 0, existe § > 0 tal

que, para toda partigdo P de [a,b], com c € P, e max Ax; <o

\)

rzn:f(cl)sz—facf(:p) da| < £

=1

=

zn;f(cZ)sz—/;bf(x) dz| <

N

Com isso,

<E€.

g;f(ci)Axi—[_/acf(x) dx+/cbf(x) dx:|

b c b
Segue da integrabilidade de f em [a,b] que f f(x) dx = / f(x) dx+ / f(x) dx.
a a C D

Como exercicio, sugere-se ao leitor que realize a demonstragao dos itens (v)e (vi)
utilizando diretamente a definicao de integral de Riemann, explorando as propriedades

das somas de Riemann e particoes do intervalo.

Teorema do Valor Médio para Integrais

Esse teorema diz que existe um ponto ¢ no intervalo onde o valor da fungao f(c) é igual
ao valor médio da funcao nesse intervalo, considerando a integral como média ponderada.
Intuitivamente, a funcao pode subir e descer, mas sempre havera um ponto onde o valor
da funcao representa bem a média do comportamento dela no intervalo.

Geralmente o teorema do valor médio para integrais tem uma demonstracao classica
que segue uma linha légica bem comum no célculo, combinando teoremas basicos de
analise. Contudo, vamos demonstra-lo utilizando a generalizacao do teorema do valor
médio para integrais, por isso, vamos apenas enuncia-lo aqui, uma vez que o utilizamos

para provar outro importante Teorema que é o Teorema Fundamental de Céalculo.

Teorema 2.8. Se f € uma func¢ao continua em um intervalo fechado [a,b], entdo existe

pelo menos um ponto c € [a,b] tal que:

[ 1) dr= pe)0-)

a

A interpretagao geométrica do TVM para Integrais pode ser observada na Figura [I2]



33

Figura 12 — TVM para integrais

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema Fundamental do Calculo

O Teorema Fundamental do Célculo é um dos resultados mais importantes e elegantes
da matematica. Ele estabelece uma conexao profunda entre dois conceitos centrais do
calculo: a derivada, que descreve a taxa de variacao de uma funcao, e a integracao, que
mede a drea sob uma curva.

Esse teorema nao apenas simplifica o cdlculo de areas e solugoes de problemas fisicos,
mas também fornece a base tedrica para grande parte da matematica aplicada e das

ciéncias exatas.

Teorema 2.9 (Teorema Fundamental do Calculo - Parte I). Se f é uma funcao continua

em um intervalo fechado [a,b] e x € [a,b], definindo

F)= [ 5 d,
entao F é derivdvel em (a,b) e
F'(z) = f(x).
Demonstragao. Precisamos provar que, para todo z € [a, b],

F/(x) = }Lii% F(:p+h]i—F(:v) _ ).

Temos

P h)-Fl) famf(t) dt—/azf(t) i fxmf(t) dat
D D o

Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais existe ¢ entre x e x + h tal que

[ sy = o
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Assim,

F(x+h)-F(z)
) F) _

Dai, pela continuidade de f em [a,b] e observando que ¢ tende a x quando h tende a

zero, obtemos
F/() = lim 2 hZL “F@) ),

h—0

]

Chamamos uma fungao g de primitiva de uma funcao f em (a,b), quando ¢'(x) = f(x),
para todo x € (a,b). Assim, o Teorema garante que toda funcao continua em um
intervalo admite, neste intervalo, uma primitiva e, além disso, exibe-nos, ainda, uma

primitiva.

Teorema 2.10 (Teorema Fundamental do Célculo - Parte II). Se f € continua em [a,b]

e F' € uma primitiva de f, ou seja, F'(x) = f(x), entdo

/;bf(a:) dz = F(b) - F(a).

Demonstra¢ao. Seja P :a = xg <y < Xy < ... < x, = b uma partigdo qualquer de [a,b].
Temos N
F(b) - F(a) = ) [F(;) - F(xi-1)].
-1

7

Segue do Teorema que, para uma conveniente escolha de ¢; em [z;_1, z;], temos
F(b) - F(a) =Y F'(&)Ax;,
i=1

ou seja,

F(b) - F(a) = émmxi.

Se, para cada particao P de [a,b], os ¢ forem escolhidos como a equagao acima,

teremos

lim 3 f(&)Az; = F(b) - F(a)

maxAz; ~0 i1
e, portanto,
b
f £(2) de = F(b) - F(a).
]

Encerramos este capitulo com uma anélise do Teorema do Valor Médio para integrais,
onde estabelece que, para uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, b], existe ao

menos um ponto c € [a,b] tal que a integral definida da fungao pode ser expressa como
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o valor da funcao nesse ponto multiplicado pela medida do intervalo. Esse resultado
classico nao apenas possui forte apelo geométrico, mas também fundamenta aplicacoes
em diversas areas.

No entanto, assim como ocorre em outras areas da Anélise, é natural questionar se tal
teorema pode ser ampliado: seria possivel estender sua validade a contextos mais gerais.

E essa busca por uma formulacao mais abrangente que nos motiva no préximo capitulo,
onde apresentaremos uma generalizacao do Teorema do Valor Médio para integrais, pro-
posta por TONG, 2002 Demonstraremos seu enunciado e discutiremos as implicacoes e

possibilidades abertas por essa extensao.



3 UMA GENERALIZACAO DO TEOREMA DO VALOR MEDIO PARA
INTEGRAIS

Neste Capitulo apresentamos uma generalizacao do Teorema do Valor Médio para
Integrais, como resultado principal desde trabalho. A generalizacao aqui apresentada foi
introduzida por Tong (2002). Apds a apresentacao do resultado, apresentamos a prova

do Teorema do Valor Médio para Integrais como consequéncia do Teorema apresentado.

Teorema 3.1 (Generalizacao do TVM para Integrais). Se f e g sao fungoes continuas

em [a,b], entao existe um valor ¢ em (a,b) tal que

[ s [ gty = 1000 + o) e )

Demonstra¢ao. Vamos considerar a funcao h definida no intervalo [a, b], tal que

h(z) = (- b) f F()dt + (z - a) /xbg(t)dt.

Como f e g sado continuas em [a,b], conforme o enunciado do teorema, a funcao h é
continua em [a,b], pois é formada de produtos de polinomios e fungoes continuas, e

diferenciavel em (a,b). Além disso, note que

h(a) = (a—b)faaf(t)dtJr(a—a)[abg(t)dt -0

| ——

0 0

h(b) = (b-b) [abf(t)dt+ (b-a) fbbg(t)dt -0

0 0

Como h(a) =0 e h(b) =0, pelo Teorema de Rolle, obtemos que existe um valor ¢ em (a,b)
tal que h'(c) = 0.

Agora, pelo Teorema Fundamental do Célculo - Parte I (Teorema [2.9)), temos

W)= -0+ [0 -a)ge) s [

e, como h'(c) =0, temos

0=h'(c)=(c—b)f(c)+facf(t)dt—(c—a)g(c)+fcbg(t)dt.

36
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Isolando as integrais, obtemos

c b
[ rwat+ [Cgwat= f(@)(0-0)+ g()(e-a).
como queriamos. O

Geometricamente, o Teorema [3.1] nos diz que a soma da area sob o grafico de f em
[a,c] e a drea sob o grafico de g em [c,b] é igual a soma das dreas de dois retangulos,

um com base [¢,b] e altura f(c) e outro com base [a,c] e altura g(c), como ilustrado na
Figura (12|

Figura 12 — Generalizagao do TVM para integrais

a c b

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como mencionado anteriormente na secao [2.3] vamos demonstrar o TVM para inte-

grais utilizando a sua generalizacao.

Corolario 3.1.1 (Teorema do Valor Médio para Integrais). Se f € continua em [a,b],

entdao existe um valor ¢ em (a,b) tal que

[ 5y =10~ a).

Demonstragao. Fazendo g = f, no Teorema [3.1], temos

[ sy ae= [ [ = @0 + f)e-a) = FE0-a).

Ainda, obtemos mais um resultado:

Corolario 3.1.2. Se f ¢ continua em [a,b], entdo existe um valor ¢ em (a,b) tal que

[ 1@ de= 0=,
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Demonstragdao. Fazendo g =0, no Teorema [3.1] obtemos

[t fe)e-o).
]

A interpretacao geométrica do Corolario [3.1.2] é que existe um valor ¢ no intervalo
(a,b) tal que a area sob o grafico de f no subintervalo (a,c) é igual a area do retangulo

com altura f(c) em (c,b).
Figura 13 — Corolario

y=flz)

a c b

Fonte: Elaborada pelo autor.



39

4 CONCLUSAO

Este trabalho teve como foco a apresentacao e andlise de uma generalizacao do Te-
orema do Valor Médio para integrais, conforme proposta por Tong (2002). Para isso,
foi necessario retomar conceitos fundamentais do calculo, como fungoes, derivadas, inte-
grais e o Teorema Fundamental do Célculo, permitindo construir uma base sélida para a
compreensao do resultado principal.

A formulagao proposta por Tong permite interpretar o comportamento médio de
funcoes continuas sob novas perspectivas, preservando o carater intuitivo do resultado
classico, mas adaptando-o a contextos mais gerais. Essa abordagem evidencia como a
matematica se desenvolve por meio de extensoes naturais de ideias fundamentais, abrindo
caminhos para novas aplicagoes e aprofundamentos tedricos.

Estudos como este sao essenciais para estimular a reflexao critica sobre os fundamentos
e as possibilidades de generalizacao de resultados amplamente utilizados. Em muitos
contextos académicos, observa-se o uso rotineiro de férmulas e teoremas sem o devido
entendimento de suas origens ou limitacoes. Assim, a investigacao proposta contribui
para preencher essa lacuna, reforcando a importancia da fundamentacao tedérica no ensino
e na pesquisa em matematica.

Como perspectivas futuras, sugerem-se investigagoes sobre a aplicacao da generalizacao
a fungoes com descontinuidades controladas, integrais de linha e de superficie, ou ainda
em espacos métricos e topoldgicos mais abstratos. Além disso, o potencial de aplicacao
em areas como fisica matemadtica, estatistica, economia e engenharia é promissor, especi-
almente em situagoes que envolvem médias generalizadas de grandezas continuas — como
energia, custo ou densidade.

Concluimos, portanto, que a generalizacao do Teorema do Valor Médio para inte-
grais nao apenas enriquece o entendimento conceitual da érea, mas também se apresenta
como uma ferramenta valiosa para futuras aplicacoes em problemas que exigem maior

abrangéncia analitica.
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