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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre o Teorema de Lax—Milgram, com énfase em sua
formulacao classica. Inicialmente, apresenta-se um contexto histérico e, em seguida, revisa-
se a base tedrica necessaria, abordando conceitos fundamentais de Anélise Funcional, com
foco em espacos completos, particularmente os espagos de Banach e de Hilbert, funcionais
lineares continuos, formas bilineares e operadores lineares. O objetivo central é compreender
as condigoes que asseguram a existéncia e a unicidade de solugoes de equagoes funcionais
associadas a formas bilineares continuas, conforme estabelecido pelo teorema. O método
adotado baseia-se na exposicao tedrica e na andlise de trés abordagens distintas para a de-
monstracao do resultado principal: a classica, utilizando o Teorema de Riesz—Fréchet; uma
baseada no Teorema de Hahn-Banach; e uma alternativa fundamentada no Teorema do Ponto
Fixo de Banach. Como resultado, evidencia-se a flexibilidade do teorema, sua aplicabilidade
em diferentes contextos matematicos e sua importancia em areas como teoria das equagoes

diferenciais parciais, métodos variacionais e analise numeérica.

Palavras-chave: espacos de Hilbert; espacos de Banach; funcionais lineares; Teorema de

Lax—Milgram.



ABSTRACT

This work presents a study of the Lax-Milgram Theorem, with an emphasis on its classical
formulation. It begins with a brief historical overview, followed by a review of the necessary
theoretical background, covering fundamental concepts of Functional Analysis, with a focus
on complete spaces, particularly Banach and Hilbert spaces, well as continuous linear functio-
nals, bilinear forms, and linear operators. The main objective is to understand the conditions
that ensure the existence and uniqueness of solutions to functional equations associated with
continuous bilinear forms, as established by the theorem. The adopted methodology is based
on theoretical exposition and the analysis of three distinct approaches to proving the main
result: the classical one, using the Riesz—Fréchet Theorem; one based on the Hahn-Banach
Theorem; and an alternative approach grounded in the Banach Fixed Point Theorem. As
a result, the theorem’s flexibility, its applicability in various mathematical contexts, and its
importance in fields such as the theory of partial differential equations, variational methods,

and numerical analysis.

Keywords: Hilbert spaces; Banach spaces; linear functionals; Lax—Milgram Theorem.
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1 INTRODUCAO

O Teorema de Lax-Milgram é um dos resultados mais relevantes da Analise Funcional.
Ao estabelecer a existéncia e a unicidade de solu¢bes para uma ampla classe de problemas
variacionais, esse teorema é particularmente fundamental no estudo de equagoes diferenciais
parciais e problemas de contorno. Suas aplicagoes geram resultados significativos em diversas
areas, tais como a fisica matemadtica, a engenharia e as ciéncias aplicadas.

A resolucao de certos problemas, como os que envolvem equacoes diferenciais parciais, fre-
quentemente conduz a analise de problemas de valor de contorno cuja existéncia de solugao
nem sempre é evidente. Esses problemas podem ser reformulados de maneira natural no
contexto dos espacos de Hilbert, onde surge a necessidade de se estudar formas bilineares
associadas as formulacoes variacionais. Nesse cenario, o Teorema de Lax-Milgram desempe-
nha um papel fundamental ao fornecer condigoes suficientes para a existéncia e unicidade de
solugoes, assegurando a viabilidade matematica dos modelos considerados.

O desenvolvimento histérico do Teorema de Lax-Milgram se deu no século XX, em meio
a uma crescente formalizacao dos métodos de Andlise Funcional e a busca por bases rigorosas
para métodos numéricos aplicados a engenharia e as ciéncias fisicas. O nome do teorema é
uma homenagem aos matemaéticos Peter David Lax (1926 - 2025) e Arthur Norton Milgram
(1912 - 1961), que contribuiram para a formulagao e demonstragao do resultado em diferentes
contextos.

O principal objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre o Teorema de Lax-Milgram,
explorando tanto sua demonstracao classica quanto duas demonstracoes alternativas. Busca-
se, ainda, contextualizar historicamente o surgimento do teorema e apresentar os conceitos
preliminares necessarios para sua completa compreensao. Para isso, utilizam-se como prin-
cipais referéncias as obras Fundamentos de Andlise Funcional, de Geraldo Botelho, Daniel
Pellegrino e Eduardo Teixeira (Botelho et al., 2012), Introductory Functional Analysis with
Applications, de Erwin Kreyszig (Kreyszig, 1978), e Introducdo aos Espagos de Banach, de
Aldo Bazan, Alex Farah e Cecilia de Souza (Bazan et al. , 2023). Ademais, emprega-se como
base complementar o trabalho de (Melis, 2025) e (Lax, 2010), que apresenta uma andlise
histérica detalhada e algumas generalizagoes do Teorema de Lax-Milgram.

A metodologia adotada baseia-se em uma exposigao tedrica, com defini¢oes, proposicoes,
demonstracoes e exemplos ilustrativos. Os principais resultados sao apresentados de forma
didatica, buscando nao apenas provar o teorema, mas também discutir sua relevancia e
implicagoes.

No primeiro capitulo, apresenta-se uma breve contextualizacao histérica dos matematicos
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Peter Lax e Arthur Milgram, bem como do desenvolvimento do Teorema de Lax-Milgram.
Destaca-se, ainda, no decorrer do contexto histérico e de forma direta, a evolugao dos métodos
da Analise Funcional e a relevancia desse teorema para a matematica aplicada.

No segundo capitulo, sao expostos os conteidos preliminares necessarios, isto é, defini¢oes
e resultados fundamentais sobre espacos de Banach, espacos de Hilbert, operadores lineares
continuos e formas bilineares.

No terceiro capitulo, sao apresentadas trés demonstracoes distintas do Teorema de Lax-
Milgram. A primeira corresponde a abordagem cléssica, fundamentada no Teorema de Ri-
esz—Fréchet, resultado central na Andlise Funcional, bem como em propriedades de operado-
res lineares definidos em espagos de Hilbert. A segunda demonstracao é construida a partir
do Teorema de Hahn-Banach. E a terceira demonstracao, embora menos recorrente na li-
teratura, baseia-se no Teorema do Ponto Fixo de Banach e revela-se igualmente rigorosa e
relevante.

Ao final deste trabalho, espera-se que seja possivel compreender a prova do Teorema de
Lax-Milgram em diferentes contextos matematicos, reconhecendo sua importancia fundamen-
tal na Anélise Funcional. Embora nao se explorem aplicacoes praticas especificas, o teorema
¢ reconhecido por sua ampla influéncia na garantia de existéncia e unicidade de solucoes em

problemas variacionais e equacoes diferenciais parciais.
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2 CONTEXTO HISTORICO

Nesse capitulo inicial, abrangemos o contexto histérico dos célebres mateméaticos Peter
Lax e Arthur Milgram, assim como um pouco da histéria que envolve o desenvolvimento
do Teorema de Lax-Milgram. Apresentamos brevemente suas contribui¢oes no cenédrio ma-
tematico do século XX, destacando os caminhos que os levaram a formulacao do resultado
que leva seus nomes. Com base contextual solida para compreender nao apenas a formulacao
técnica do teorema, mas também sua motivagao, relevancia histérica e o seu impacto em

diversas areas da matematica e das ciéncias aplicadas.
2.1 Peter Lax

Peter David Lax (1926 — 2025), nascido em Budapeste, Hungria, desde cedo fascinado
pela matematica, mudou-se para os Estados Unidos aos 15 anos. Formou-se na Stuyvesant
High School e, aos 18 anos, publicou seu primeiro trabalho. Em 1949, obteve seu doutorado
sob a orientacao de K. O. Friedrichs, “um matematico maravilhoso e uma pessoa encantadora

e idiossincratica” (Lax, 2010).

Figura 2.1 — Peter Lax

Fonte: MacTutor. Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lax/.
Acesso em: 10 jun. 2025.

Reconhecido por suas contribuicoes significativas as equacgoes diferenciais parciais, tanto

no ambito tedrico quanto computacional e aplicado, Lax trabalhou, na década de 1950, em


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lax/
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Los Alamos, onde desenvolveu métodos numéricos para equagoes hiperbdlicas, com énfase no
fluxo compressivel (Lax, 2010). Segundo (Cipra, 2005), em 1951, Lax assumiu o cargo de
professor assistente na Universidade de Nova York, onde desenvolveu uma carreira marcada
por contribui¢oes fundamentais a Analise Funcional e as equacoes diferenciais parciais.

Ainda em 2005, Peter Lax tornou-se o primeiro matematico aplicado a receber o Prémio
Abel — distingao de grande relevancia no cenario matematico internacional, frequentemente
comparada, em prestigio, ao Prémio Nobel. A honraria foi concedida em reconhecimento
as suas contribuigoes fundamentais no campo das equagoes diferenciais parciais (Barany &
Shields, 2025).

Ao longo de sua carreira, Lax também se dedicou ao ensino e a formagao de uma nova
geracao de matematicos e cientistas, influenciando areas como a fisica, matematica e a com-
putagao cientifica. “Sempre gostei de ensinar em todos os niveis, inclusive calculo intro-
dutério. Na pés-graduagao, meus cursos favoritos eram Algebra Linear, Analise Funcional e
Equagoes Diferenciais Parciais.” (Lax, 2010). Seu trabalho em Los Alamos, por exemplo, foi
de fundamental importancia para o avanco de métodos numéricos aplicados em problemas
envolvendo dinamica de fluidos e outras areas da fisica.

Entre suas contribuigoes mais importantes a matematica aplicada, destacam-se a cha-
mada Equacdo de Lax (ligada aos pares de Lax), o desenvolvimento da teoria matematica
dos sistemas hiperbdlicos de leis de conservacao, a introducao do Esquema Numérico de
Lax—Friedrichs — fundamental na andlise computacional de equagoes diferenciais parciais —
e a formulacao da Condicao de Entropia de Lax para ondas de choque, conceito essencial
para a selegao de solugoes fisicas em sistemas com descontinuidades (Lax, 2010). Seu trabalho
teve um impacto profundo no desenvolvimento de métodos numéricos para equagoes diferen-
ciais parciais e na computacao cientifica, desde os estudos iniciais em Los Alamos até o uso
moderno de simulacoes computacionais em diversas areas, como meteorologia, engenharia de
fluxo e modelagem de fenomenos fisicos complexos (Lax, 2010).

Além disso, suas inovacgoes no campo da Analise Funcional e sua contribuicdao para o
desenvolvimento da teoria espectral de operadores em espacos de Hilbert ajudaram a con-
solidar a base matematica para muitos métodos numéricos usados até hoje, particularmente
no contexto de simulagoes numéricas em grandes sistemas dinamicos. Seu legado se estende
além das solugoes analiticas de equacgoes diferenciais, atingindo a maneira como problemas

complexos sao resolvidos em modelos computacionais modernos.
2.2 Arthur Milgram

Arthur Milgram (1912-1961), nascido na cidade de Filadélfia, fez importantes contri-

buigbes a matematica, atuando em areas como Andlise Funcional, geometria diferencial,
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equacoes diferenciais parciais e topologia. Em 1937, Arthur Milgram obteve seu doutorado
sob a orientagao de John Kline, com a tese intitulada Decompositions and Dimension of Clo-
sed Sets in R™, na Universidade da Pensilvania. Essa pesquisa foi posteriormente publicada
na revista Transactions of the American Mathematical Society (Milgram, 1938), e abordava
problemas relacionados a topologia e a geometria, contribuindo significativamente para a
compreensao das estruturas topoldgicas.

Entre 1940 e 1950, Milgram orientou dois alunos de doutorado na Universidade de Syra-
cuse, periodo em que consolidou seu papel como educador e mentor de jovens matematicos.
Sua influéncia académica estendeu-se por varias areas da matematica, com destaque para
a Teoria dos Grafos, a Teoria de Galois (Hilbert, 1912) e especialmente, o Teorema de
Lax-Milgram, que pode ser usado para provar a existéncia e unicidade de solucoes fracas
para equagoes diferenciais parciais (EDPs), particularmente problemas de valor de contorno
elipticos (Evans, 1998; Brezis, 2011). Esse ultimo teve um impacto profundo na teoria das
EDPs, oferecendo uma nova abordagem para a existéncia e unicidade de solugoes em espacos
de Hilbert, configurando um marco na Analise Funcional moderna.

Além de suas contribui¢goes em Anadlise Funcional e EDPs, Milgram foi uma figura-chave
no desenvolvimento de métodos algébricos e topoldgicos para problemas de fisica, matematica
e engenharia. Seu trabalho no Teorema de Lax-Milgram continua sendo fundamental para
diversas areas, incluindo a modelagem matematica de sistemas fisicos complexos e a for-
mulagdo matematica de problemas variacionais (Evans, 1998; Brezis, 2011). Seu legado é
amplamente reconhecido tanto na pesquisa académica quanto nas aplicacoes praticas, dei-

xando uma marca duradoura na matematica aplicada e na computacao cientifica.
2.3 Breve historico do Teorema de Lax-Milgram

Mesmo com diversos estudos que buscavam solugoes para equacgoes diferenciais parciais,
antes da formulacao do Teorema de Lax-Milgram, as solugoes eram geralmente obtidas por
métodos classicos, como transformadas integrais e séries de Fourier que apresentavam li-
mitagoes para problemas mais complexos, como os da elasticidade e mecanica dos fluidos
(Milgram, 1938; Brezis, 2011). Esses métodos, embora eficazes para uma classe restrita de
problemas, tinham limitagoes significativas. Eles nao conseguiam lidar adequadamente com
problemas mais complexos, como os da elasticidade e da mecanica dos fluidos, que exigem
uma abordagem mais geral e sofisticada.

Por volta de 1954, Peter Lax e Arthur Milgram formularam o célebre Teorema de Lax-
Milgram, que estabelece a existéncia e unicidade de solugoes em espacos de Hilbert para
uma ampla classe de problemas variacionais. Essa formulagao introduziu uma abordagem

mais abstrata e robusta para tratar esses problemas, valendo-se das ferramentas da Analise
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Funcional, especialmente no que tange aos espagos vetoriais e operadores lineares continuos
(Evans, 1998; Brezis, 2011).

O Teorema de Lax-Milgram surgiu em um contexto de consolidacao da teoria das for-
mas bilineares e da teoria espectral de operadores em espacos de Hilbert, desenvolvidas por
matematicos como David Hilbert, John von Neumann e Sergei Sobolev (Zeidler, 1995; Hil-
bert, 1912). A abordagem variacional proposta por Sobolev, em particular, introduziu os
espacos que levam seu nome, possibilitando a extensao da nocao de solugao para fungoes me-
nos regulares, o que viabilizou a formulacao fraca das equacgoes diferenciais. Como destaca

Sobolev:

Os espagos de Sobolev permitem a ampliagdo da nocao de solucoes de equagoes
diferenciais para fungoes que podem nao ser diferencidveis classicamente, possibi-

litando o estudo de problemas fisicos mais gerais. Sobolev (1938).

Essa generalizacao foi crucial para o tratamento de problemas que nao podiam ser mo-
delados por funcgoes de classe C'™° ou mesmo continuas, mas que ainda assim podiam ser
abordados no ambito das solugoes fracas (Evans, 2010).

Embora o Teorema de Lax-Milgram possa ser considerado uma generalizagao do Teorema

de Riesz—Fréchet, ele representou um marco no desenvolvimento da Analise Funcional.

“Do ponto de vista da andlise funcional, o Teorema de Lax-Milgram teve uma
grande importancia nao apenas tedrica, mas também historica e temporal, em
um momento em que a matematica se encontrava em um periodo de revolugao e
mudanca profunda, com o nascimento e desenvolvimento dessa area da anélise.”

Melis (2025).

Por meio de sua formulacao, tornou-se possivel garantir a existéncia e a unicidade de
solucoes em contextos mais gerais, os quais anteriormente eram tratados de forma incompleta
ou mesmo nao eram abordados. Esse avanco foi fundamental nao apenas para a teoria
matematica, mas também para aplicacoes praticas em areas como a engenharia e a fisica
matematica (Zeidler, 1995; Evans, 2010).

O impacto do teorema é notavel especialmente nas seguintes areas: Método dos Elemen-
tos Finitos (FEM), Andlise Numérica de EDPs, Anélise Funcional, Matematica Aplicada,
Métodos Numéricos para EDPs e Engenharia Computacional (Quarteroni e Valli | 1994).
Sua relevancia continua a crescer, pois fornece uma base sélida para o desenvolvimento de
métodos numeéricos eficientes, que sao utilizados em simulagoes computacionais que resolvem
problemas complexos da fisica, da engenharia e da biologia (Evans, 2010; Zeidler, 1995). O
Teorema de Lax-Milgram, portanto, nao é apenas um marco teérico, mas também uma ferra-
menta indispensavel para a solucao de problemas do mundo real, especialmente em disciplinas

que dependem de modelagens computacionais.



3 CONTEUDO PRELIMINAR

Neste capitulo, sao recordados alguns conceitos e resultados fundamentais da Anadlise
Funcional, os quais serao a base para compreensao do Teorema de Lax—Milgram e de suas
demonstragoes. Os conteiddos expostos baseiam-se nas referéncias (Botelho et al., 2012;
Domingues, 1982; Kreyszig, 1978).

3.1 Espacgos normados

A ideia de norma é um conceito fundamental na Matematica, pois permite atribuir uma
nocao de tamanho a elementos de um espaco vetorial. A partir dela, pode-se definir uma
funcao distancia, o que possibilita analisar a proximidade entre vetores. Essa noc¢ao, além de
facilitar calculos, também serve como base para diversos conceitos abstratos.

Nesta secao abordaremos defini¢oes relacionadas a espacos normados, em particular, aos

espacos de Banach. Além disso, adotaremos sobre o corpo K com K =R ou K = C.

Defini¢ao 3.1. (Norma) Seja E um espago vetorial sobre K.. Uma funcdo | -||: E — R
que, para cada x € E, associa um numero real, |z|, € chamado de norma em E se, para
quaisquer x,y € E e A € K, as sequintes condi¢oes sao validas:

(1) [#[>0 e |z] =0 z=0;

(2) [Az] = A s

(3) Mz +yl <[z]+]yl.

Um espago normado é um par (E,||-|), em que E é um espago vetorial e | - || é uma
norma em F. No que segue, denotaremos por F um espago normado (E, |- |), uma vez que

a norma fica subentendida.

Defini¢ao 3.2. (Sequéncia) E chamada de sequéncia em um conjunto M wuma aplicacao
x: N — M. Denotamos uma sequéncia por (x,), onde x, € a imagem de x em n € N,

chamado de n-ésimo termo da sequéncia.

Definigao 3.3. (Sequéncia limitada) Uma sequéncia (x,) em um espago normado E chama-

se limitada quando o conjunto dos seus termos é limitado, isto €, quando existe ¢ >0 tal que
lxn] <c, VneN.

Defini¢ao 3.4. (Sequéncia convergente) Uma sequéncia (x,) em um espago normado E €

dita convergente se existe um x € E tal que:
lim ||z, — x| =0.
n—oo

15
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O elemento x é chamado limite de (x,) e escrevemos:

lim z, =z,

n—oo

ou simplesmente, x, —> x. Neste caso, dizemos que (x,) converge para x ou tem limite x.

Se (x,) nao é convergente, dizemos que € divergente.

Definicao 3.5. (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (x,) em um espago normado E

chama-se sequéncia de Cauchy quando, para todo € >0 dado, existe ng € N tal que
m,n>ng = |, -z, <e.

Exemplo 3.1. Os espacos (R,|-|) e (R™,|-|) sdo espacos vetoriais normados, onde a norma

¢ dada, respectivamente, pelo valor absoluto usual e pela norma euclidiana:

r, sex>0,
|z| = reR,
-x, sex<0,

||| = \/:c% +ad++a2, x=(21,29,...,2,) eR™.

Exemplo 3.2. A sequéncia x,, = %,n eN, € de Cauchy.

De fato, dado € >0, pela Propriedade Arquimediana ', existe ny € N tal que
ny-€>2.

Isso implica que, para todo m,n >ny, temos

1 1 1 1
[T —xp] = |— == < —+ —.
m n|l m n
Como m,n >ny, seque que
1 1 1 1
— — e — —
m nq n Ty
Portanto,
1 1 2

|Tm — Tp| < —+ — = —.
s nq ny

!Essa propriedade garante que, dados dois niimeros reais positivos « e y, existe um ntimero natural n tal
que nx > y. Ela expressa o fato de que os nuimeros naturais nao sao limitados superiormente nos reais.A
propriedade pode ser encontrada em (Kreyszig, 1978, p. 6)
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Pela escolha de ny, temos nll <€ e, assim,
|Tm —xn| <& sempre que m,n >n;.

Logo, a sequéncia (%) ¢ de Cauchy. [
Proposicao 3.1. Toda sequéncia convergente, em um espac¢o vetorial normado, € de Cauchy.

Demonstracao. Seja E um espagco vetorial normado e (x,,) ¢ E uma sequéncia. Se lim,, o T, =

a entao, dado € > 0, existe ng € N tal que

£
n>ny = |z, -a| <=.

2
Se tomarmos m,n > ng, teremos
e €
|Tm — 20| = |Tm =20 +a—-a| < |z —al + |z, —a <§+§:5.
Logo, (z,) é de Cauchy. O

Defini¢ao 3.6. (Espaco de Banach) Diz-se que um espago normado E € completo se cada
sequéncia de Cauchy converge em E. Um espago normado completo € chamado de espaco de

Banach.

Defini¢ao 3.7. (Bola e esfera). Dado um ponto zq € E e um nimero real v > 0, definimos

trés tipos de conjuntos:
(a) B(xo;r) ={xe E||z -z <r} ;
(b) B(zo;r) ={z e E||z-zo] <7} ;
(¢c) S(xo;r) ={x e B[z -xof =r}

Os conjuntos B(xo,7), B(xo,7) e S(x9,7) sdo chamados, respectivamente, de bola aberta,

bola fechada e esfera de centro xy e raio r.

Definicao 3.8. (Ponto interior) Seja X um subconjunto de um espag¢o normado E. Dizemos

que um ponto xg € X € um ponto interior de X quando existe r >0 tal que
B(xg;r) € X.

O conjunto de todos os pontos interiores de X € chamado o interior de X, sendo denotado
por int(X). Por defini¢do, int(X) < X.
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Defini¢ao 3.9. (Conjunto aberto) Seja E um espago vetorial normado. Dizemos que um

subconjunto X € E € aberto em E quando
int(X) = X.

Como int(X) € X, para mostrarmos que um conjunto X em E € aberto, devemos provar que

X cint(X), ou seja, que, para cada x € X, existe r >0 tal que B(x;r) c X.

Definigao 3.10. (Ponto aderente) Dizemos que um ponto xo € E é aderente a X € E quando,
existe uma sequéncia (z,) ¢ X tal que x,, —> a. Chamamos de fecho do conjunto X € E, e

denotamos por X, o conjunto formado pelos pontos de E que sio aderentes a X .

Defini¢ao 3.11. (Conjunto fechado) Dizemos que K € E é um conjunto fechado quando

K =K, isto é, se todo ponto aderente a K pertencer a K.

Proposicao 3.2. Um conjunto K € E ¢é fechado se, e somente se, seu complementar K¢ é
aberto.

A demonstracao desta proposicao estd apresentada em (Kreyszig, 1978, p. 21).

Teorema 3.1. 0 Sejam E um espaco normado e M ¢ E. Entao, M ¢ fechado se, e somente

se, para toda sequéncia (x,) c M tal que x, — = em E, tem-se x € M.

Demonstrag¢ao. (=) Suponha que M é fechado. Seja (x,) ¢ M uma sequéncia convergente
tal que x,, — x € E. Como M ¢é fechado, seu complementar M¢ = FE \ M é aberto. Se, por
absurdo, x € M¢, entao existe uma bola aberta B(z;r) c M¢ para algum r > 0. No entanto,
como x, — x, existe ng € N tal que x,, € B(z;r) c M¢ para todo n > ng, contradizendo o
fato de que (x,) c M. Portanto, x € M.

(<) Suponha agora que toda sequéncia (,) ¢ M que converge em E possui seu limite em
M. Seja z € M, o fecho de M. Entdo, pela definicdo 3.10, existe uma sequéncia (z,) c M tal
que x, — . Pela hipdtese, € M, o que mostra que M c M. Por outro lado, por definicéo,
o fecho M é o menor conjunto fechado que contém M, o que implica que M c M.Assim,

concluimos que M = M, e, portanto, M é fechado. n

Teorema 3.2. Seja Y um subespaco de um espaco de Banach B. Entao Y € completo se, e

somente se, Y € fechado em X.

Demonstracao. Suponha que x,, — x € X, com x, € Y para todo n. Se Y é completo, entao
a convergéncia da sequéncia (z,,) c Y implica x € Y. Logo, Y é fechado.

Reciprocamente, suponha que Y é fechado em X. Entao, toda sequéncia de Cauchy
(z,) c Y converge para um ponto x € X, jad que X é completo. Como Y é fechado, x €Y, e

portanto Y é completo. O



19

3.2 Operador linear

Os operadores lineares desempenham um papel central na Anélise Funcional, bem como
em diversas areas da Matematica Aplicada. Um operador linear é uma aplicacao entre dois
espagos vetoriais que preserva as operagoes de adicao e multiplicacao por escalar, ou seja,
que preserve a estrutura de espago vetorial. Nesta sessao apresentemos o conceito formal-
mente, juntamente com teoremas, proposigoes e definigbes complementares que abordam esse

conceito.

Definigao 3.12. (Operador linear) Sejam X e Y espagos vetoriais sobre um corpo K. Di-
zemos que T : D(T) c X — 'Y € um operador linear, onde D(T) é um subespaco vetorial,

quando temos, para todo x,y € D(T) e a € K:
(i) T(x+y) =T(x) +T(y);
(ii) T(ax) =T (x).
Do item (i) dessa defini¢ao, segue-se que T7'(0) = 0, para todo operador linear T'.

Defini¢ao 3.13. (Nicleo) Seja T : X — Y um operador linear entre espagos vetoriais. O
nicleo de T, denotado por ker(T), é o conjunto de todos os vetores v € X tais que T'(v) =0,
ou seja,

ker(T) ={ve X |T(v) = 0}.

Proposicao 3.3. Seja T: D(T) c X — Y um operador linear. Entdo:
a) A imagem Im(T) € um subespaco vetorial de Y;
b) O nicleo ker(T') é um subespago vetorial de D(T).

Demonstracao. (a) Vamos mostrar que Im(7T) = {T(z) |x € D(T)} é um subespago vetorial
de Y. Sejam y;,ys € Im(T). Entdo, existem z1, x5 € D(T) tais que T'(z1) =y1 e T(x2) = 9.

Como T ¢ linear, para quaisquer «, 3 € K, temos:
ayr + Bya = aT (x1) + BT (z2) = T'(axy + Bxs).

Como D(T) é um subespaco (por ser dominio de um operador linear), az; + fxo € D(T).

Logo, ay; + Byz € Im(T), o que mostra que Im(7T) é um subespago vetorial de Y.

(b) Vamos agora mostrar que ker(T") = {z € D(T) | T(z) =0} é um subespago vetorial de
D(T). Sejam xq,xq € ker(T"). Entao, T(z1) =0 e T'(z2) = 0. Para quaisquer a, 5 € K, temos:

T(axy + frs) =aT(x1)+ T (x3) =a-0+5-0=0.
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Logo, axy + fxg € ker(T'), o que prova que ker(7") é um subespago vetorial de D(T'). ]

Exemplo 3.3. Considere o operador linear
T:R*-R?* T(x,y,2)=(z+y, y+2).

e Imagem:
Im(T) = {(a,b) e R* | I(x,y,2) eR3 a=a+y, b=y + 2}

Como pode ser escrito como soma de vetores do tipo, esse conjunto € um subespaco de
R2

e Nuicleo:
ker(T) = {(z,y,2) eR¥ |2 +y =0, y+2=0} = {(~t,t,-t) : t e R},

que € claramente um subespaco de R3.
Teorema 3.3. Seja T': D(T) c X — Y um operador linear. Entdo:
(a) A inversa T-':Im(T) — D(T) existe se, e somente se, T(x) =0=x =0.
(b) Se T-1 existe, entdo ela € um operador linear.

Demonstracao. (a) Suponha que a inversa de T exista. Neste caso, T' é injetor, ou seja, se
T(x)=T(y), entao x = y. Em particular, se T'(z) = 0, temos T'(x) = T'(0), e pela injetividade,
isso implica que z = 0.

Reciprocamente, suponha T'(z) = 0 entdao x =0, e que T'(z) = T(y). Assim,
T(x-y)=0 = z-y=0 = x=y.

Portanto, o operador é injetivo e, consequentemente, a inversa existe.
(b) Se T-! existe, entdo, para quaisquer y,y2 € Im(T) e ¢ € K, existem 1, x5 € D(T)

tais que y; = T'(z;) para j =1,2. Dali,
T(x1+x9) =T (1) +T(22) =y1 + ¥2,

ou seja,
Ty +1p) =z + 22 =T (1) + T (12).

Além disso,
T(cxy) =cT(xy) =cyr = T (eyr) = cxy = T ().
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Portanto, 7! preserva adicao e multiplicacao por escalar. O

Definicao 3.14. (Operador linear limitado) Um operador linear T : D(T) ¢ X — Y entre
espacos normados € dito ser limitado se existe uma constante real ¢ > 0 tal que, para todo
xe D(T), tem-se:

1T ()] < cf=].

Observacgao 3.1. O conjunto de todos os operadores lineares limitados T : X — Y denotado
por B(X,Y), se X =Y entao B(X), é um espago vetorial normado, com a norma definida
por:

17 = sup T o 1), (2.1)

zeD(T) ||ZEH [z]=1
z#0
o que implica que:

[T <IT1- ), Ve D(T).

Exemplo 3.4. (Operador identidade) Seja X um espago vetorial normado. O operador
identidade I - X — X € definido por

I(z) =z, paratodo xeX.

1 ¢ linear, pois
I(x+y)=x+y=1(x)+1(y),

I(\z) = Az = X (x).

I ¢ limitado, com norma |I| = 1. De fato, para todo x # 0,
()] _ =] _
(e —Ed

Definigao 3.15. (Operador linear limitado) Sejam X e Y espagos normados. Um operador
linear T : D(T) ¢ X — Y € continuo em um ponto xo € D(T) se, para todo € > 0, existe
um 6 >0 tal que, sempre que |x — xo| < 3, temos |T(x) —T(zo)| < €. O operador é continuo

quando € continuo em todos os pontos x € D(T).

Proposicao 3.4. Seja T' um operador linear limitado. Entao:
a) Para z,,x € D(T), temos x,, — x implica T(x,) — T(z).

b) O nicleo ker(T') é fechado.

Demonstragao. a) Vamos provar que se x,, —> x, entao T'(x,) — T'(x). Seja € >0, como T'
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é um operador linear limitado, existe uma constante ¢ > 0 tal que
IT(x)| <c||z| paratodo z e D(T).
Agora, dado que z,, — x, existe ng € N tal que, para n > ng, temos
€
|y — x| < -
c
Como T é linear e limitado, temos
ce
17 (zn) = T(@2)] = T (20 - 2)] < cllzn - 2] < —, ¥n 2mo.
Logo,

IT(z,) - T(2)] < €, V> np.

Portanto, T'(z,) — T'(x), o que conclui a prova da primeira parte.
b) Agora, vamos provar que o nicleo de T é fechado. Seja (z,,) uma sequéncia em ker(7")
tal que z,, — x. Entao,

T(x,)=0, para todo n,

pois x,, € ker(T) para todo n. Como 7' ¢é linear e limitado, temos que
T(z)= lim T(x,)= lim 0=0.

Logo, x € ker(T'), o que implica, a partir do Teorema 3.1, que ker(T') é fechado. O]

Teorema 3.4. Seja T : D(T) ¢ X — Y um operador linear. Entao, T € limitado se, e

somente se, T € continuo.

Demonstracao. Suponhamos que T seja limitado. Se T' é o operador nulo a afirmacao é
imediata. Considere, entao, T # 0 e, consequentemente, |T'| > 0. Sejam zq € D(T") arbitrério
3

e ¢ >0 dado. Como T ¢ linear, para todo z € D(T') tal que |z - o <6 = 7, obtemos

€

IT (@)~ T(a)] = 1TG = a0)| < [T o] < 1T g =

€.
Como xg € D(T') foi arbitrario, isso mostra que T' é continuo.
Reciprocamente, suponha que 7" seja continuo e considere xg € D(T'). Entao, para € = 1,

existe 6 > 0 tal que

|T(x) =T (x0)| <1, paratodo x e D(T) satisfazendo |z — x| < 0. (2.2)
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Agora, tomemos qualquer y # 0 em D(7T") e definimos

xr =X+ 0 Yy
= 0 1.
2[y]

Entao x —xy = ﬁy e, portanto, |z — x| = g <9, de modo que podemos usar (2.2). Como T

é linear, temos

1> [T(2) = T(ao)] = |T(x - 20)] - HT(ﬁy)“ ST,

e (2.2) implica
J
STl < 1.
2]yl

Assim, [T (y)] < 3]yl Isso pode ser escrito como |T'(y)[ < c]y], onde ¢ = 3, o que mostra

que T é limitado. O

Observacao 3.2. Observe que a continuidade de T' em um ponto implica na limitacdo de T,

0 que por sua vez implica na continuidade de T pela proposicao 3.4.
3.3 Funcional linear

Como veremos a seguir, um funcional linear é um operador linear cujos valores pertencem
a um corpo K, de modo que todos os resultados anteriores sobre operadores lineares também
se aplicam. Apresentamos ainda o espaco dual e algumas de suas propriedades, elementos

ricos e importantes para nosso teorema principal e suas demonstragoes.

Definigao 3.16. (Funcional linear) Seja X um espago vetorial sobre o corpo K. Um fun-

cional linear é um operador f:D(f)c X — K tal que:
i) f(x+y)=f(x)+ f(y), Va,yeD(f),
ii) flazx)=af(z), VYaeK, VreD(f).

Exemplo 3.5. Seja E = R? o espago vetorial sobre o corpo K =R. A funcao f: X — R
dada por

fxy,29) = 221 + 3,

onde (x1,x9) € R2, € um funcional linear. De fato, observe que
f(($1,902) + (yhyQ)) = f(l'l + Y1, T2+ 92) = (2(961 + yl) + 3($2 + ?JQ))

= (221 + 3w2) + (2y1 + 3y2) = f(21,22) + (Y1, 12).
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Além disso,
fla(zy,29)) = flazy, axs) = 201 + 3aws = (221 + 3x9) = af (21, x2).

Portanto, f € linear.

Definig¢ao 3.17. (Funcional linear continuo e espago dual) Seja X um espago normado sobre

K. Um funcional linear f: X — K € dito limitado se existe uma constante ¢ > 0 tal que
|f(x)| < c|z||, VrelX.

O conjunto de todos os funcionais lineares continuos de X em K é chamado de espago dual
de X, e denotado por X'.

Observacao 3.3. De forma similar ao operador linear, a norma de f nesse caso é definida
por

= sp O G @)

ven(n-(0) 2] 2en() el
Observacgao 3.4. Se f é um funcional linear limitado, seque da definicao da norma desse

funcional que,

[F@) <1 f =], ve e D)

Observacao 3.5. Podemos considerar o dual de X', denominado bidual de X, e denotado

por X",

O teorema a seguir é uma consequencia do célebre Teorema de Hahn-Banach, e sua

demonstragao pode ser encontrada em (Botelho et al., 2012, p. 47).2

Teorema 3.5. Sejam X um espacgo vetorial normado e M um subespaco fechado de X. Seja
xo € X\M, ou seja, xg estd fora de M. Entao, existe um funcional linear continuo fy € X'

tal que:

fg(l‘o) >1

fo(iL’) = O, Vae M.

20 Teorema de Hahn-Banach garante, sob condicdes adequadas (espago vetorial normado real ou com-
plexo, presenga de funcional sublinear, etc.), que um funcional linear definido em um subespago pode ser
estendido a todo o espago preservando a desigualdade. O enunciado deste resultado pode ser encontrado em
Botelho et al. (2012).
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A seguir enunciamos um outro teorema classico da Anélise Funcional, o Teorema Ponto
Fixo de Banach, cuja demonstragdo pode ser encontrada em (Kreyszig, 1978, Segao 5.1,
p. 228).

Teorema 3.6. Seja (X, d) um espago vetorial normado, e seja T : X — X uma contragao,

ou seja, existe uma constante 0 < A< 1 tal que
d(T(z), T(y)) < Md(x,y) para todo x,y € X.

Entao, T possui um tnico ponto fizo x* € X tal que T(x*) = x*. Além disso, para qualquer

ponto inicial xg € X, a sequéncia definida recursivamente por

Tp+1 = T(xn)

converge para x*, e temos a estimativa

n

1-A

d(z,,x*) < d(zy1,x0).

3.4 Espacos de Hilbert

Vimos anteriormente os espagos normados, nos quais a nocao de comprimento, dada pela
norma, nos permite analisar convergéncia, continuidade e completude. No entanto, em muitas
aplicagoes da Andlise Funcional, especialmente na resolucao de equacoes diferenciais, séries
de Fourier e teoria espectral, é essencial dispor de uma estrutura adicional que permita falar
de angulos, ortogonalidade e projecoes. Essa estrutura é fornecida pelos produtos internos.

Esta secao tem por objetivo desenvolver os conceitos fundamentais que envolvem os
espacos de Hilbert. Para isso, introduziremos inicialmente a nogao de produto interno e
as propriedades que dele decorrem. Em seguida, construiremos a norma associada e, por
fim, definiremos formalmente os espacos de Hilbert, acompanhados de exemplos ilustrativos

e resultados tedricos relevantes.

Definicao 3.18. (Produto Interno) Seja X wum espaco vetorial sobre um corpo K. Um

produto interno em X ¢ uma fungao
XXX—>K7 (l’,y)'—><$,y>,

satisfazendo, para todos os vetores x,y,z€ X e A€ K, as sequintes condi¢oes:



26

(i) (x+y,2) = (z,2) +(y,2);
(it) (Az,y) = Mz, y);
(iii) (z,y) = (y,x);
(iv) (z,2)>0, e (x,2) =0 se, e somente se, x =0.

Um espag¢o com produto interno (ou pré-espaco de Hilbert) é um espaco vetorial

no qual um produto interno estd definido.

Definicao 3.19. (Espaco de Hilbert) Um espago de Hilbert é um espago vetorial H sobre K
munido de um produto interno (-,-) tal que H é completo em rela¢ao a norma induzida por

esse produto interno, definida por

x| =v({(x,x), VaxeH. (4.3)

Ou seja, toda sequéncia de Cauchy em H, com respeito a norma acima, converge para um
elemento de H. Assim, um espaco de Hilbert é, em particular, espago de Banach cuja norma

provém de um produto interno.

Observagao 3.6. A aplicacao

|zl = V{z,z), VeeH,

¢ uma norma no espaco H, ou seja, satisfaz as propriedades de norma: positividade, homo-

geneidade, desigualdade triangular e que |x|| =0 implica x = 0.

Definicao 3.20. (Espago reflexivo) Seja E um espago normado. Definimos a aplicagdo

canonica

J:E—>E", J(x)(f)=[f(x), VfeE,
e dizemos que E € reflexivo se J € um isomorfismo linear sobrejetivo, isto é, J(E) = E".
Teorema 3.7. Todo espaco de Hilbert H € reflexivo.

A demonstragao completa deste teorema estd em (Kreyszig, 1978, p. 116).
A seguir veremos que (4.3) satisfaz a desigualdade triangular, as demais condigoes que

definem uma norma sao de féacil verificagao.

Lema 3.1. Seja X um espaco com produto interno. Entao, para qualquer x,y € X, o produto

interno e a norma correspondente satisfazem:
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(a) Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

() < [z Tyl

com igualdade se, e somente se, os vetores x e y forem linearmente dependentes.

(b) Desigualdade triangular (propriedade da definicao de norma):

[z +yl < lzl+yl-

Demonstragao. (a) Para y =0, a desigualdade é imediata. Suponha y # 0. Entao, para todo

a € K, temos:

0< Hx_asz = <SL’ —-ay,r - a’y) = (.CU,JJ) —E(y,x) —(1<I,y> + |a|2(y7y>

(z,y)

, obtemos:
(v,y)

Escolhendo a =

Os(x,x)—M.

(v,9)

Multiplicando ambos os lados por (y,y), resulta:

(z,y)* < (z,z)(y,),

ou seja,
[z, )| < ] -yl

A igualdade ocorre se, e somente se, |z —ay| = 0, ou seja, x = ay, isto é, = e y sao

linearmente dependentes.

(b) Seja z = x +y. Entao:
|21 = (z +y, 2 +y) < |2 + 2z, )] + |y]*.
Aplicando a desigualdade de Schwarz, temos:
[20 < 2] + 2yl + Iy1* = (] + [yl)*.

Portanto,

lz+yl < lz]+1yl-
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Exemplo 3.6. Seja X um espago vetorial com produto interno (-,-) sobre R . Definimos o
funcional f: X — R por meio de um vetor fixo ve X como:
f(x) ={(x,v) para todo xeX.

Esse funcional € linear e limitado. De fato,

e Linearidade: Para x,ye X e A€ R, temos:
flz+y) ={z+y,v) = (z,v) +{y,v) = f(z) + f(y),

flax) = (ax,v) = alz,v) = A\f(z).

e Limitado: Existe uma constante C = |v| tal que, para todo x € X,

|[f(@)] = Kz, 0)l <[] - o]

Portanto, a norma do funcional f € dada por:
171 = 1]

Observacao 3.7. Existe um teorema que generaliza este resultado, conhecido como Teo-
rema da Representacao de Riesz-Frechet. A demonstragdo desse teorema serd apresentada

posteriormente.
3.5 Ortogalidade

Do ponto de vista formal, dois vetores sao considerados ortogonais quando o produto
interno entre eles é nulo. Esta definicao é apresentada nesta se¢ao, acompanhada de propri-

edades, exemplos e aplicagoes relacionados a ortogonalidade.

Definicao 3.21 (Angulo entre vetores). Sejam x,y € X vetores ndo nulos em um espago com

produto interno. O angulo 0 entre x ey € definido pelo nimero 0 € [0, 7] tal que

Re(z,y)

cosf = .
lz[ [y

Observacao 3.8. Em R3, dois vetores sao ortogonais quando formam um angulo reto, ou
seja, um angulo de 5. De maneira equivalente, esses vetores sao ortogonais se o produto
interno entre eles for zero. Este conceito de ortogonalidade, observado em R3, €, na verdade,

generalizavel para qualquer espaco vetorial com produto interno.
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Definigao 3.22. (Vetores ortogonais) Seja X um espago com produto interno. Dizemos que

dois vetores x,y € X sao ortogonais se

(x,y)=0.
Neste caso, escrevemos x L y.

Defini¢ao 3.23. (Complemento ortogonal) Sejam X um espago com produto interno e M
um subconjunto de X. O complemento ortogonal de M, denotado por M*, é o subconjunto
de X definido por

M*={xeX |(x,y) =0 para todo y € M}.

Exemplo 3.7. Seja X = R3 com o produto interno usual {(x,y) = T1y1 + Toys + T3ys, para
x = (x1,22,23) ey = (y1,Y2,y3) € R3. Esse produto é um produto interno, pois € bilinear,
simétrico, positivo-definido e satisfaz (x,z) =0 se, e somente se, x = 0.

Considere o subconjunto M ={(1,0,0)} c R3, que é um subespago de dimensao 1, gerado
pelo vetor (1,0,0).

O complemento ortogonal de M, denotado por M*, é o conjunto de todos os vetores
x = (11, T9,23) € R3 tais que (x,(1,0,0)) =0. Ou seja, queremos que:

<($1,I2,I3),(1,0,0)>=$1'1+I2'0+£L’3‘0=J}1=0.

Portanto, o complemento ortogonal de M é o conjunto:

MJ' = {(0,352,1‘3) | To,X3 € R}

Esse conjunto M+ € o plano 1 =0 em R3, ou seja, o plano y; =0 no espago tridimensi-

onal.

Lema 3.2. Seja H um espacgo de Hilbert e M ¢ H um subespaco fechado. Dado x € H, existe

um unico vetor y e M tal que
|z —y| = inf{||x - 2| |ve M} :=dist(z, M).
Além disso, esse vetor y satisfaz a sequinte propriedade de ortogonalidade:
(r-y,2)=0, para todo veM.

A demonstragao desse lema pode ser encontrada em (Kreyszig, 1978, p. 122).
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Proposicao 3.5. Sejam H um espaco de Hilbert e M um subespaco fechado de H. Se x € H,

entao existem unicos y e M e z € M+ tais que
rT=yY+2.

Além disso,
|z -yl = dist(x, M).

Em outras palavras, H é a soma direta do subespagco M com seu complemento ortogonal M+,

e neste caso, escrevemos

H=Me& M"*.

Demonstra¢ao. Vamos provar, primeiramente, que a soma é direta, ou seja, que MM+ = {0}.
Note que 0 e M e 0 € M+, portanto 0 € M n M*.
Seja w e M n M*. Entao, we M e we M*. Logo, temos

<wv ’LU) =0,

pois w € M+ implica que w é ortogonal a todo vetor de M, em particular a si mesmo.
Como (w,w) = |w|?, segue que
Jw]|? =0,

o que implica w = 0. Portanto,
M n M*+={0}.

Considere x € H. Como M ¢é um subespaco fechado, pelo Lema 3.2, existe um tunico

y € M tal que
|z -y| =inf{||lx—v||lve M} e (z-y,v)=0 paratodo veM.
Definindo z = x — y temos z € M*. Assim, obtemos a decomposi¢ao
r=y+z, com yeM e zeMH*
e, consequentemente, concluimos que

H=Ma&M*.
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Para a unicidade, suponha que existam y;,ys € M e 2,29 € M* tais que
T =Y +21 =Yg+ 29.

Entao,

Y1~ Y2 =22 — 21.

Mas o lado esquerdo pertence a M e o lado direito a M*. Como M n M* = {0}, concluimos
que

Y1=Y2 € 2z =2

Portanto, a decomposicao é tinica e
|z -yl = dist(z, M)

como desejado.

3.6 Formas bilineares

Nesta se¢ao, introduziremos o conceito de formas bilineares, que generalizam a ideia de

produto interno real:

Defini¢ao 3.24. (Forma bilinear) Sejam X e Y espagos vetoriais reais. Uma aplicagao
b: XxY —R

¢ chamada de forma bilinear se satisfaz as sequintes propriedades:

e Para cada y €Y, a aplicagao x — b(x,y) € linear em X, isto é,

b(Oé{L'l +/8I'2,y) = Oéb(l’l,y) +ﬁb(m2,y), Vaaﬁ eRe Vl’l,l’g e X.

e Para cada x € X, a aplicacio y — b(x,y) € linear em Y, isto é,

b(x, oy +ﬁy2) = ab(%%) +5b(337y2)7 Va,BeR e Vy,y2 €Y.
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Defini¢ao 3.25. (Forma bilinear limitada) Sejam X eY espagos normados e b: X xY - R

uma forma bilinear. Dizemos que b é limitada quando existe uma constante C >0 tal que

bo(z, )| < C x| |y, V(x,y)e X xY. (6.4)
O numero ()]
x?
b = sup oY
zex~{0y |z [¥]
yeY {0}

¢ chamado de norma da forma bilinear b.

Observacao 3.9. Da definicao da norma, seque que
bz, [ < o] |zl lyl,  V(z,y) e X xY.

Definigao 3.26. (Coercividade) Sejam X um espago normado e b: X x X - R uma forma

bilinear. Dizemos que b € coerciva se existe uma constante ¢ >0 tal que

b(z,z)| > cl|z|?, VzelX. (6.5)

3.7 O Teorema de Riesz-Frechét

O Teorema de Representacao de Riesz—Fréchet é um dos resultados fundamentais da
Analise Funcional, caracterizando o dual de um espacgo de Hilbert. Possui varias aplicagoes,
como por exemplo, o Teorema de Lax-Milgram, foco deste trabalho. Esse teorema estabelece
que todo funcional linear continuo sobre um espaco de Hilbert pode ser representado como um
produto interno. A seguir, apresentamos seu enunciado e demonstracao, e uma proposicao

essencial para uma das demonstracoes do teorema principal deste trabalho.

Teorema 3.8. (Teorema de Riesz-Frechét) Cada funcional linear limitado f em um espago
de Hilbert H pode ser representado em termos de produto interno, a saber, f(v) = (v,y),

Vve H, onde y € H depende de f, é determinado unicamente por [ e satisfaz || y ||=|| f |-

Demonstragao. Dividimos a demonstracao em trés etapas:
Existéncia do elemento y € H: Seja f: H — K um funcional linear limitado. Se f =0,

podemos considerar y =0 entao ||y ||=|| f ||, e o caso é trivial. Consideremos, entao, f # 0.
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Pela Proposigao 3.4, temos ker(f) é um subespago fechado de H. Porém, pelo fato de
f 0, segue-se que ker(f)+ H. Pela Proposi¢ao 3.5, temos

H =ker(f) o ker(f)".

Como ker(f) + H, entao ker(f)* # {0} e deverd existir um yo # 0 com yo € ker(f)*. Seja

qualquer v arbitrario, com v € H, e defina o vetor x € H por

z = f(v)yo - f(yo)v.

Aplicando o funcional f, obtemos

f(x) FCF(0)yo = f(yo)v)

= () f(y) = f(yo) f(v) =0
= xeker(f).

Além disso, como yg € ker(f)t e x € ker(f), temos

0=(x,yo)
= (f(v)y0 = f(y0)v,Yo)
= f(v){yo,v0) = f(¥0){v, vo), (*)

ou seja, a partir de (*), deduzimos

(o) = S (o) (v, o)

(yo,yo> ’
assim,
f (o)
f(?]) = <U7 yO)'
(y()?y())
_ S
Tomando y = Toyoy Yo, teremos

f(w)=(v,y),Vve H.

Unicidade do vetor y: Digamos que existam y; e ys tais que Vv e H

f(/U) = <U,y1> = <U7y2>'
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Como é valido para todo v € H, em particular, considerando v = y; — 92, temos,

0 = (v,u)—(v,12) =(v,y1 —v2) = (Y1 — v, 1 — o) =l v —v2 |I* -
Logo,
Y1 —Yy2=0=1y; =ys.

Provado que y em f(v) = (v,y) é tnico.

Norma do funcional f: Agora, provaremos que |f| = |y|. Veja que, usando f(v) =
(v,y),Yv € H, e sabendo que, para todo v € H, a desigualdade de Cauchy-Schwarz garante

que

[F ()] = v, ) < ol -yl

Assumindo v # 0, podemos dividir ambos os lados da desigualdade por |v||, obtendo:

% <yl

Tomando o supremo sobre todos os vetores v € H com |v| =1, temos

1£1 = sup [F ()l <yl

|vf=1

Portanto, obtemos a desigualdade desejada: | f] < |y|-

Vamos provar agora que || y ||<|| f ||. Usando manipulagao algébrica, temos

Iy 7=y, 9) = fF) <IF I F Ay

logo, Fy 2 <Ay =Tyl I
Portanto, || f [|=]| v || e estd demonstrado o Teorema da Representagao de Riesz-Frechét. [

Proposicao 3.6. Sejam Hy e Hy espagos de Hilbert. Se b: Hy x Hy — R ¢é uma forma

bilinear limitada, entdo existe um nico operador T € B(Hy, Hy) satisfazendo

b(l’,y) = <T($)7y>v Vo e Hl7y € H2-

Demonstracao. Para cada = € Hy, considere o funcional L, : Hy, — R, dado por L,(y) =
b(x,y), para todo y € Hy. Por defini¢ao, L, é linear e pela norma da forma bilinear limitada
temos

b(z, )|
<|lbl, VaeH -{0}, yeHs— {0},
(B2
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assim,
|La ()| = [b(z, y)| < o] ] ly]l, Yy € Ha.

Logo, L, ¢ continuo. E, portanto, L, € H,.

O Teorema da Representacao de Riesz garante que existe um tnico z € H,, tal que

Lx(y):<z7y)7 vyEH2~

Entao, definindo T : H; — Hs, por T'(x) = z, temos:

b(x,y)zLx(y)z(z,y)z(T(x),y), VQZEHl, yEH2~

Vamos mostrar que T € B(Hy, Hy). Sejam «,3 € R e x,w € H;. Como b é linear e

(T'(x),y) =b(x,y), temos para todo y € Hy:

(T'(ax + pw),y) = blax + pw,y)
= ab(x,y) + pb(w,y)
= a(T(z),y) + B(T(w),y)
=(aT(z),y)+ (BT (w),y)
= (aT'(z) + BT (w),y).

Logo,

T(ax+ pw) =aT(z) + T (w)

e, assim, T' é linear.
Suponha T" # 0, dai,

ple.p)l | ATE). T@)

o] = sup >
w0, [zl lyl w0, (| T ()]
y*0 T(x)+0
|7 ()] |7 ()]
= sup = sup =7
w20, |z[[T(@)] w0 ]
T(z)%0

Portanto, ||T"] < ||b], provando que T' é limitado. Agora, suponha que exista outro opera-
dor S € B(Hy, Hy) que satisfaz b(x,y) = (S(x),y), Yo € Hy,y € Hy. Assim,

<S(l‘),y) = (T(l’),y) = <S([L‘),y) - (T(l’),y) =0
= (S(x)-T(x),y) =0, VzeH,yeH,.



Logo,

S(x)-T(x)=0= S(z) =T(x),

Vo e Hl-

36
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4 TEOREMA DE LAX-MILGRAM

O Teorema de Lax—Milgram representa o ponto culminante deste trabalho, configurando-
se como um dos resultados mais relevantes da Analise Funcional aplicada.

Neste capitulo, sao apresentadas trés demonstragoes distintas do teorema, cada uma delas
explorando um conceito diferente para a demonstracao. A primeira é fundamentada no Teo-
rema de Representacao de Riesz—Fréchet; em seguida, apresenta-se uma abordagem baseada
no Teorema de Hahn—Banach; e, por fim, uma demonstracao que utiliza o Teorema do Ponto
Fixo de Banach. As referéncias que serviram como base para as demonstracoes se encontram
em (Botelho et al., 2012; Kreyszig, 1978; Giacomoni e Giacomoni, 2024; Nunes, 2024)

Teorema 4.1 (Teorema de Lax-Milgram). Seja H um espago de Hilbert. Seb: HxH —
R é uma forma bilinear, limitada e coerciva, entao para todo f € H' existe um tnico xy € H

tal que
f(y) =b(xy,y), VyeH.

4.1 Demonstragao via Teorema de Riesz-Fréchet

A demonstracao baseada no Teorema de Representacao de Riesz—Fréchet constitui uma
das abordagens classicas para o Teorema de Lax—Milgram e fundamenta-se em propriedades

do produto interno.

Demonstracao. Sendo b uma forma bilinear limitada, pela Proposicao 3.6 existe um tnico

operador T € B(H) que satisfaz:

b(z,y)=(T(z),y), Vx,yeH. (1.1)

Vamos mostrar que 7' é invertivel e limitado. De fato, pela coercividade de b e por (1.1),

temos a desigualdade
cllzP< bz, 2)| = (T (), 2)| <[ T(2) Il z |, VaeH.
Isso resulta na desigualdade
| T(x) ||>cl|lz]|, VYreH. (1.2)

Se T(z) =0, entao 0 =|| T'(x) ||> ¢ || « ||, o que implica que = = 0. Portanto, pelo Teorema

3.3, temos que T é invertivel e sua inversa 7! é um operador linear.
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Vejamos agora que 71 é limitado. Considerando a desigualdade (1.2), temos:

v=T"(y) = cll T Il T (y) I

i 1
= N7 I Iyl

Logo, concluimos que 7! é limitado, como queriamos.
Agora, mostraremos que 7' é um operador sobrejetor em toda a imagem, ou seja, Im(T) =

H. Veja que, se y € Im(T), entao existe uma sequéncia T'(z,) c Im(T) tal que:
lim 7'(x,) = y.

Verifiquemos se a sequéncia (z,) é de Cauchy. Como (T'(z,)) é convergente, entao é de

Cauchy e, assim, dado € > 0, existe ng € N tal que
I T(xm) = T(xn) l[<ce,  ¥Ym,n>nq.

Assim, pela desigualdade (1.2), temos:

1 1

|| Ty — T ”S - || T(zm_xn) ||< —Ce=¢.

c c
Portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy e, como H é completo, ela converge para algum
x € H. Logo, como T é limitado, lim, .z, = x, temos que lim,_ ., T(z,) = T(z). Isso
implica que T'(x) =y, ou seja, y € Im(T") e, portanto, Im(T") é fechado.

Sendo Im(T) um subespaco fechado de um espago de Hilbert H, temos que, de acordo

com a Proposicao 3.5, podemos escrever
H=Im(T)® Im(T)".
Agora, observe que se z € Im(T)*, entao
0=(T(2),2)=b(z,2) 2c| z|>.
Logo, z =0, e isso implica que I'm(T)* = {0}. Dai, concluimos que
H=Im(T) e D(T™')=H.

Pelo Teorema de Riesz-Frechet, para o funcional f € H’, existe um tnico vetor x € H tal
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que
fy)=(z,y), VyeH.

Pela equagao (1.1), temos:

o(T ' (x),y) =(T(T(x)),y) = (x,y) = f(y)-

Portanto, para cada funcional linear continuo f € H’, existe um unico x; € H tal que

f(y) =b(zs,y), VyeH,

em que zy =T"1(x), e isso conclui a demonstracao do teorema.

4.2 Demonstracao via Hahn-Banach

Nessa secao iremos trazer uma abordagem diferente do baseada no Teorema de Repre-
sentacao de Riesz-Fréchet, que depende crucialmente da identificacao entre um espaco de
Hilbert e seu dual. A demonstragao aqui apresentada ressalta o papel da aplicacao natural
T : H - H', sem recorrer a representacao explicita dos funcionais como produtos internos.

Aqui aplicaremos o Teorema 3.5, que é uma consequéncia do Teorema de Hanh-Banach.

Demonstracao. Seja T uma transformagao linear T': H — H' em que, para cada x € H, o

funcional T'(x) € H' é dado por
T(x)(y) =b(x,y).
Vamos provar as seguintes afirmacoes:
a) T é linear;
b) T é limitada;
c) T é injetiva;
d) Im(T)=H".

a) Linearidade: Vamos primeiramente verificar a linearidade da aplicacao T'. De fato, para

r1,29€ H e A € R, temos

T(x1+ Ax2)(y) = b(x1 + Az, y) = b(x1,y) + Ab(22,7)
=T(z1)(y) + \T(x2)(y), VyeH.
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Portanto, T'(z1 + Axo) = T'(x1) + AT (x2), provando que T' é uma transformacao linear.

b) Limitagao: Agora, vamos verificar que T' é limitada. De fato, para cada = € H, temos

T (@) ()] = [b(z,y)| < Clzl]yl, vVyeH

|T(@)] = sup [T (2)(y)| < Cz],

lyl=1

o que mostra que T é limitada.

c¢) Injetividade: Vamos provar que T' ¢ injetiva utilizando a coercividade da forma bililinear
b.

Sabemos que b é coerciva, o que significa que existe uma constante ¢ > 0 tal que
b(z,2)| > c|z|* paratodo x€H.

Note que

X

T(a) (—)‘ < el |7()] HHH el IT(@)].

|z

el <[b(z, 2)| = T (x) ()] = ]

Logo, c|z| < |T(x)|,Vx e H. Assim, se T'(x) =0 entdo x = 0, o que prova a injetividade.

d) Im(T) = H': De fato, argumentando por contradigao, suponhamos que exista um feH
tal que f ¢ Im(T) e f # 0. Aplicando o Teorema 3.5, sabemos que existe um xy € H” tal que
2o(f) > 1 e 29(f) = 0 para todo f € Im(T).

Como H" = H (isto é, H é reflexivo), podemos identificar zy com um x; € H, de modo
que f(xf) >1e f(xp)=0,VfelIm(T).

Agora, como b é coercivo,

clasl bl xp) =T(xs)(z5) =0,

e isso implica que xf = 0. Logo, pela linearidade de f , temos que f (z¢) =0, o que contradiz
a condicao f(xf) > 1. Assim, a suposicao de que f¢]m(T) é falsa, e, portanto, f € Im(T),
implicando que Im(7T") = H'.
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Portanto, para cada f € H', existe um z; € H tal que:

f=T(xy) e blzs,y)=T(xr)(y)=f(y), VyeH.

Pela injetividade de T',  é tnico. Isso conclui a demonstracao do teorema. O]
4.3 Demonstracao via Teorema do Ponto Fixo de Banach

Agora, apresentamos uma demonstracao alternativa do Teorema de Lax-Milgram, funda-
mentada em conceitos mais abstratos da Analise Funcional. Em vez de tratar diretamente
com elementos de H via produto interno, reformulamos o problema como uma equagao no
espaco dual H’, resolvendo-a por meio de técnicas da teoria de operadores e do Teorema do

Ponto Fixo de Banach.

Demonstra¢ao. Definimos como na demonstracao anterior a transformacao linear 7': H — H'
por:
T(2)(y) = b(x,y), Va,yeH.

E novamente, segue-se que
a) T ¢é linear;
b) T é limitado;
c) T é injetivo;
d) Im(T)=H".

Alternativamente, podemos provar a existéncia de solucao reformulando o problema como

um problema de ponto fixo. Seja f € H'. Nosso objetivo é encontrar z; € H tal que:

b(zyy) = fly), YyeH.

Isso equivale a:
T(xy) = [

Considere o operador linear limitado A : H — H'’ dado por

A)(y) = (2,y)

e defina o operador S: H — H por:

S(x) =z - IMYT(z) - f),
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onde A\ > 0 sera escolhida adequadamente. Observe que z é ponto fixo de S se, e somente se,
T(x) = f, ou seja, x é solugao do problema original.

Sejam x,y € H e considere z = x —y. Note que

[(z-y) - AT (z-y)|”

|2+ N[ATIT(2) 2 - 2MAT'T (), 2)
|21+ N[ATIT(2)|? - 20T (2) (=)
|21 + N |ATIT(2)|* - 20b(z, 2)
(1+22C -2)e)| 2|2

[S(z) = Sy)I*

IN

Portanto, escolhendo A < %‘3, segue-se que S é uma contragao. Pelo Teorema do Ponto Fixo

de Banach (Teorema 3.6), existe um tnico ponto fixo zy € H tal que S(xzy) = xy, isto é,
vp=x; - MM YT (x) - f)=T(zs) = f.

Portanto, existe e é tinico o elemento x € H tal que b(zy,y) = f(y) para todoy e H. [



5  Consideragoes Finais

Ao longo deste trabalho, foi realizada uma andlise aprofundada do Teorema de Lax—
Milgram, com foco nao apenas em sua formulagao classica, mas também em diferentes es-
tratégias de demonstracao e generalizacoes. Inicialmente, discutiu-se a versao tradicional do
teorema em espacos de Hilbert, utilizando o Teorema de Riesz—Fréchets.

Em sequéncia, foram apresentadas duas abordagens alternativas para a prova: uma ba-
seada no Teorema do Ponto Fixo de Banach e outra que utiliza ferramentas fundamentais
da Analise Funcional, como o Teorema de Hahn—Banach. Essas demonstracoes reforcam a
flexibilidade conceitual do teorema e revelam suas raizes em principios gerais da teoria dos
operadores.

Dessa forma, conclui-se que o estudo do Teorema de Lax—Milgram, em suas diversas
versoes e abordagens, oferece uma visao rica e interconectada da Analise Funcional moderna,
destacando sua importancia nao apenas tedrica, mas também em aplicacoes concretas que fa-
cilitam a resolucao de equagoes diferenciais parciais, o desenvolvimento de métodos numéricos
e a modelagem matematica.

A realizagao deste estudo contribuiu significativamente para o aprofundamento da pes-
quisa matematica, especialmente no campo da Analise Funcional. Espera-se que esta abor-
dagem forneca uma base sélida para o desenvolvimento de futuros trabalhos nas areas de

Anélise Funcional, Teoria das Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) e métodos variacionais.
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