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Matemática.
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Aos meus pais, Maria José Emiliano e Osvaldo Luiz, que desde o começo não me deixou
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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre o Teorema de Lax–Milgram, com ênfase em sua

formulação clássica. Inicialmente, apresenta-se um contexto histórico e, em seguida, revisa-

se a base teórica necessária, abordando conceitos fundamentais de Análise Funcional, com

foco em espaços completos, particularmente os espaços de Banach e de Hilbert, funcionais

lineares cont́ınuos, formas bilineares e operadores lineares. O objetivo central é compreender

as condições que asseguram a existência e a unicidade de soluções de equações funcionais

associadas a formas bilineares cont́ınuas, conforme estabelecido pelo teorema. O método

adotado baseia-se na exposição teórica e na análise de três abordagens distintas para a de-

monstração do resultado principal: a clássica, utilizando o Teorema de Riesz–Fréchet; uma

baseada no Teorema de Hahn–Banach; e uma alternativa fundamentada no Teorema do Ponto

Fixo de Banach. Como resultado, evidencia-se a flexibilidade do teorema, sua aplicabilidade

em diferentes contextos matemáticos e sua importância em áreas como teoria das equações

diferenciais parciais, métodos variacionais e análise numérica.

Palavras-chave: espaços de Hilbert; espaços de Banach; funcionais lineares; Teorema de

Lax–Milgram.



ABSTRACT

This work presents a study of the Lax–Milgram Theorem, with an emphasis on its classical

formulation. It begins with a brief historical overview, followed by a review of the necessary

theoretical background, covering fundamental concepts of Functional Analysis, with a focus

on complete spaces, particularly Banach and Hilbert spaces, well as continuous linear functio-

nals, bilinear forms, and linear operators. The main objective is to understand the conditions

that ensure the existence and uniqueness of solutions to functional equations associated with

continuous bilinear forms, as established by the theorem. The adopted methodology is based

on theoretical exposition and the analysis of three distinct approaches to proving the main

result: the classical one, using the Riesz–Fréchet Theorem; one based on the Hahn–Banach

Theorem; and an alternative approach grounded in the Banach Fixed Point Theorem. As

a result, the theorem’s flexibility, its applicability in various mathematical contexts, and its

importance in fields such as the theory of partial differential equations, variational methods,

and numerical analysis.

Keywords: Hilbert spaces; Banach spaces; linear functionals; Lax–Milgram Theorem.



SUMÁRIO
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REFERÊNCIAS 44



9

1 INTRODUÇÃO

O Teorema de Lax-Milgram é um dos resultados mais relevantes da Análise Funcional.

Ao estabelecer a existência e a unicidade de soluções para uma ampla classe de problemas

variacionais, esse teorema é particularmente fundamental no estudo de equações diferenciais

parciais e problemas de contorno. Suas aplicações geram resultados significativos em diversas

áreas, tais como a f́ısica matemática, a engenharia e as ciências aplicadas.

A resolução de certos problemas, como os que envolvem equações diferenciais parciais, fre-

quentemente conduz à análise de problemas de valor de contorno cuja existência de solução

nem sempre é evidente. Esses problemas podem ser reformulados de maneira natural no

contexto dos espaços de Hilbert, onde surge a necessidade de se estudar formas bilineares

associadas às formulações variacionais. Nesse cenário, o Teorema de Lax-Milgram desempe-

nha um papel fundamental ao fornecer condições suficientes para a existência e unicidade de

soluções, assegurando a viabilidade matemática dos modelos considerados.

O desenvolvimento histórico do Teorema de Lax-Milgram se deu no século XX, em meio

a uma crescente formalização dos métodos de Análise Funcional e à busca por bases rigorosas

para métodos numéricos aplicados à engenharia e às ciências f́ısicas. O nome do teorema é

uma homenagem aos matemáticos Peter David Lax (1926 - 2025) e Arthur Norton Milgram

(1912 - 1961), que contribúıram para a formulação e demonstração do resultado em diferentes

contextos.

O principal objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre o Teorema de Lax-Milgram,

explorando tanto sua demonstração clássica quanto duas demonstrações alternativas. Busca-

se, ainda, contextualizar historicamente o surgimento do teorema e apresentar os conceitos

preliminares necessários para sua completa compreensão. Para isso, utilizam-se como prin-

cipais referências as obras Fundamentos de Análise Funcional, de Geraldo Botelho, Daniel

Pellegrino e Eduardo Teixeira (Botelho et al., 2012), Introductory Functional Analysis with

Applications, de Erwin Kreyszig (Kreyszig, 1978), e Introdução aos Espaços de Banach, de

Aldo Bazan, Alex Farah e Cećılia de Souza (Bazan et al. , 2023). Ademais, emprega-se como

base complementar o trabalho de (Melis, 2025) e (Lax, 2010), que apresenta uma análise

histórica detalhada e algumas generalizações do Teorema de Lax-Milgram.

A metodologia adotada baseia-se em uma exposição teórica, com definições, proposições,

demonstrações e exemplos ilustrativos. Os principais resultados são apresentados de forma

didática, buscando não apenas provar o teorema, mas também discutir sua relevância e

implicações.

No primeiro caṕıtulo, apresenta-se uma breve contextualização histórica dos matemáticos
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Peter Lax e Arthur Milgram, bem como do desenvolvimento do Teorema de Lax-Milgram.

Destaca-se, ainda, no decorrer do contexto histórico e de forma direta, a evolução dos métodos

da Análise Funcional e a relevância desse teorema para a matemática aplicada.

No segundo caṕıtulo, são expostos os conteúdos preliminares necessários, isto é, definições

e resultados fundamentais sobre espaços de Banach, espaços de Hilbert, operadores lineares

cont́ınuos e formas bilineares.

No terceiro caṕıtulo, são apresentadas três demonstrações distintas do Teorema de Lax-

Milgram. A primeira corresponde à abordagem clássica, fundamentada no Teorema de Ri-

esz–Fréchet, resultado central na Análise Funcional, bem como em propriedades de operado-

res lineares definidos em espaços de Hilbert. A segunda demonstração é constrúıda a partir

do Teorema de Hahn-Banach. E a terceira demonstração, embora menos recorrente na li-

teratura, baseia-se no Teorema do Ponto Fixo de Banach e revela-se igualmente rigorosa e

relevante.

Ao final deste trabalho, espera-se que seja posśıvel compreender a prova do Teorema de

Lax-Milgram em diferentes contextos matemáticos, reconhecendo sua importância fundamen-

tal na Análise Funcional. Embora não se explorem aplicações práticas espećıficas, o teorema

é reconhecido por sua ampla influência na garantia de existência e unicidade de soluções em

problemas variacionais e equações diferenciais parciais.
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2 CONTEXTO HISTÓRICO

Nesse caṕıtulo inicial, abrangemos o contexto histórico dos célebres matemáticos Peter

Lax e Arthur Milgram, assim como um pouco da história que envolve o desenvolvimento

do Teorema de Lax-Milgram. Apresentamos brevemente suas contribuições no cenário ma-

temático do século XX, destacando os caminhos que os levaram à formulação do resultado

que leva seus nomes. Com base contextual sólida para compreender não apenas a formulação

técnica do teorema, mas também sua motivação, relevância histórica e o seu impacto em

diversas áreas da matemática e das ciências aplicadas.

2.1 Peter Lax

Peter David Lax (1926 − 2025), nascido em Budapeste, Hungria, desde cedo fascinado

pela matemática, mudou-se para os Estados Unidos aos 15 anos. Formou-se na Stuyvesant

High School e, aos 18 anos, publicou seu primeiro trabalho. Em 1949, obteve seu doutorado

sob a orientação de K. O. Friedrichs, “um matemático maravilhoso e uma pessoa encantadora

e idiossincrática” (Lax, 2010).

Figura 2.1 – Peter Lax
Fonte: MacTutor. Dispońıvel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lax/.

Acesso em: 10 jun. 2025.

Reconhecido por suas contribuições significativas às equações diferenciais parciais, tanto

no âmbito teórico quanto computacional e aplicado, Lax trabalhou, na década de 1950, em

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lax/
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Los Alamos, onde desenvolveu métodos numéricos para equações hiperbólicas, com ênfase no

fluxo compresśıvel (Lax, 2010). Segundo (Cipra, 2005), em 1951, Lax assumiu o cargo de

professor assistente na Universidade de Nova York, onde desenvolveu uma carreira marcada

por contribuições fundamentais à Análise Funcional e às equações diferenciais parciais.

Ainda em 2005, Peter Lax tornou-se o primeiro matemático aplicado a receber o Prêmio

Abel — distinção de grande relevância no cenário matemático internacional, frequentemente

comparada, em prest́ıgio, ao Prêmio Nobel. A honraria foi concedida em reconhecimento

às suas contribuições fundamentais no campo das equações diferenciais parciais (Barany &

Shields, 2025).

Ao longo de sua carreira, Lax também se dedicou ao ensino e à formação de uma nova

geração de matemáticos e cientistas, influenciando áreas como a f́ısica, matemática e a com-

putação cient́ıfica. “Sempre gostei de ensinar em todos os ńıveis, inclusive cálculo intro-

dutório. Na pós-graduação, meus cursos favoritos eram Álgebra Linear, Análise Funcional e

Equações Diferenciais Parciais.” (Lax, 2010). Seu trabalho em Los Alamos, por exemplo, foi

de fundamental importância para o avanço de métodos numéricos aplicados em problemas

envolvendo dinâmica de fluidos e outras áreas da f́ısica.

Entre suas contribuições mais importantes à matemática aplicada, destacam-se a cha-

mada Equação de Lax (ligada aos pares de Lax), o desenvolvimento da teoria matemática

dos sistemas hiperbólicos de leis de conservação, a introdução do Esquema Numérico de

Lax–Friedrichs — fundamental na análise computacional de equações diferenciais parciais —

e a formulação da Condição de Entropia de Lax para ondas de choque, conceito essencial

para a seleção de soluções f́ısicas em sistemas com descontinuidades (Lax, 2010). Seu trabalho

teve um impacto profundo no desenvolvimento de métodos numéricos para equações diferen-

ciais parciais e na computação cient́ıfica, desde os estudos iniciais em Los Alamos até o uso

moderno de simulações computacionais em diversas áreas, como meteorologia, engenharia de

fluxo e modelagem de fenômenos f́ısicos complexos (Lax, 2010).

Além disso, suas inovações no campo da Análise Funcional e sua contribuição para o

desenvolvimento da teoria espectral de operadores em espaços de Hilbert ajudaram a con-

solidar a base matemática para muitos métodos numéricos usados até hoje, particularmente

no contexto de simulações numéricas em grandes sistemas dinâmicos. Seu legado se estende

além das soluções anaĺıticas de equações diferenciais, atingindo a maneira como problemas

complexos são resolvidos em modelos computacionais modernos.

2.2 Arthur Milgram

Arthur Milgram (1912–1961), nascido na cidade de Filadélfia, fez importantes contri-

buições à matemática, atuando em áreas como Análise Funcional, geometria diferencial,
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equações diferenciais parciais e topologia. Em 1937, Arthur Milgram obteve seu doutorado

sob a orientação de John Kline, com a tese intitulada Decompositions and Dimension of Clo-

sed Sets in Rn, na Universidade da Pensilvânia. Essa pesquisa foi posteriormente publicada

na revista Transactions of the American Mathematical Society (Milgram, 1938), e abordava

problemas relacionados à topologia e à geometria, contribuindo significativamente para a

compreensão das estruturas topológicas.

Entre 1940 e 1950, Milgram orientou dois alunos de doutorado na Universidade de Syra-

cuse, peŕıodo em que consolidou seu papel como educador e mentor de jovens matemáticos.

Sua influência acadêmica estendeu-se por várias áreas da matemática, com destaque para

a Teoria dos Grafos, a Teoria de Galois (Hilbert, 1912) e especialmente, o Teorema de

Lax-Milgram, que pode ser usado para provar a existência e unicidade de soluções fracas

para equações diferenciais parciais (EDPs), particularmente problemas de valor de contorno

eĺıpticos (Evans, 1998; Brezis, 2011). Esse último teve um impacto profundo na teoria das

EDPs, oferecendo uma nova abordagem para a existência e unicidade de soluções em espaços

de Hilbert, configurando um marco na Análise Funcional moderna.

Além de suas contribuições em Análise Funcional e EDPs, Milgram foi uma figura-chave

no desenvolvimento de métodos algébricos e topológicos para problemas de f́ısica, matemática

e engenharia. Seu trabalho no Teorema de Lax-Milgram continua sendo fundamental para

diversas áreas, incluindo a modelagem matemática de sistemas f́ısicos complexos e a for-

mulação matemática de problemas variacionais (Evans, 1998; Brezis, 2011). Seu legado é

amplamente reconhecido tanto na pesquisa acadêmica quanto nas aplicações práticas, dei-

xando uma marca duradoura na matemática aplicada e na computação cient́ıfica.

2.3 Breve histórico do Teorema de Lax-Milgram

Mesmo com diversos estudos que buscavam soluções para equações diferenciais parciais,

antes da formulação do Teorema de Lax-Milgram, as soluções eram geralmente obtidas por

métodos clássicos, como transformadas integrais e séries de Fourier que apresentavam li-

mitações para problemas mais complexos, como os da elasticidade e mecânica dos flúıdos

(Milgram, 1938; Brezis, 2011). Esses métodos, embora eficazes para uma classe restrita de

problemas, tinham limitações significativas. Eles não conseguiam lidar adequadamente com

problemas mais complexos, como os da elasticidade e da mecânica dos fluidos, que exigem

uma abordagem mais geral e sofisticada.

Por volta de 1954, Peter Lax e Arthur Milgram formularam o célebre Teorema de Lax-

Milgram, que estabelece a existência e unicidade de soluções em espaços de Hilbert para

uma ampla classe de problemas variacionais. Essa formulação introduziu uma abordagem

mais abstrata e robusta para tratar esses problemas, valendo-se das ferramentas da Análise
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Funcional, especialmente no que tange aos espaços vetoriais e operadores lineares cont́ınuos

(Evans, 1998; Brezis, 2011).

O Teorema de Lax-Milgram surgiu em um contexto de consolidação da teoria das for-

mas bilineares e da teoria espectral de operadores em espaços de Hilbert, desenvolvidas por

matemáticos como David Hilbert, John von Neumann e Sergei Sobolev (Zeidler, 1995; Hil-

bert, 1912). A abordagem variacional proposta por Sobolev, em particular, introduziu os

espaços que levam seu nome, possibilitando a extensão da noção de solução para funções me-

nos regulares, o que viabilizou a formulação fraca das equações diferenciais. Como destaca

Sobolev:

Os espaços de Sobolev permitem a ampliação da noção de soluções de equações

diferenciais para funções que podem não ser diferenciáveis classicamente, possibi-

litando o estudo de problemas f́ısicos mais gerais. Sobolev (1938).

Essa generalização foi crucial para o tratamento de problemas que não podiam ser mo-

delados por funções de classe C∞ ou mesmo cont́ınuas, mas que ainda assim podiam ser

abordados no âmbito das soluções fracas (Evans, 2010).

Embora o Teorema de Lax-Milgram possa ser considerado uma generalização do Teorema

de Riesz–Fréchet, ele representou um marco no desenvolvimento da Análise Funcional.

“Do ponto de vista da análise funcional, o Teorema de Lax-Milgram teve uma

grande importância não apenas teórica, mas também histórica e temporal, em

um momento em que a matemática se encontrava em um peŕıodo de revolução e

mudança profunda, com o nascimento e desenvolvimento dessa área da análise.”

Melis (2025).

Por meio de sua formulação, tornou-se posśıvel garantir a existência e a unicidade de

soluções em contextos mais gerais, os quais anteriormente eram tratados de forma incompleta

ou mesmo não eram abordados. Esse avanço foi fundamental não apenas para a teoria

matemática, mas também para aplicações práticas em áreas como a engenharia e a f́ısica

matemática (Zeidler, 1995; Evans, 2010).

O impacto do teorema é notável especialmente nas seguintes áreas: Método dos Elemen-

tos Finitos (FEM), Análise Numérica de EDPs, Análise Funcional, Matemática Aplicada,

Métodos Numéricos para EDPs e Engenharia Computacional (Quarteroni e Valli , 1994).

Sua relevância continua a crescer, pois fornece uma base sólida para o desenvolvimento de

métodos numéricos eficientes, que são utilizados em simulações computacionais que resolvem

problemas complexos da f́ısica, da engenharia e da biologia (Evans, 2010; Zeidler, 1995). O

Teorema de Lax-Milgram, portanto, não é apenas um marco teórico, mas também uma ferra-

menta indispensável para a solução de problemas do mundo real, especialmente em disciplinas

que dependem de modelagens computacionais.



3 CONTEÚDO PRELIMINAR

Neste caṕıtulo, são recordados alguns conceitos e resultados fundamentais da Análise

Funcional, os quais serão a base para compreensão do Teorema de Lax–Milgram e de suas

demonstrações. Os conteúdos expostos baseiam-se nas referências (Botelho et al., 2012;

Domingues, 1982; Kreyszig, 1978).

3.1 Espaços normados

A ideia de norma é um conceito fundamental na Matemática, pois permite atribuir uma

noção de tamanho a elementos de um espaço vetorial. A partir dela, pode-se definir uma

função distância, o que possibilita analisar a proximidade entre vetores. Essa noção, além de

facilitar cálculos, também serve como base para diversos conceitos abstratos.

Nesta seção abordaremos definições relacionadas a espaços normados, em particular, aos

espaços de Banach. Além disso, adotaremos sobre o corpo K com K = R ou K = C.

Definição 3.1. (Norma) Seja E um espaço vetorial sobre K.. Uma função ∥ ⋅ ∥ ∶ E Ð→ R
que, para cada x ∈ E, associa um numero real, ∥x∥, é chamado de norma em E se, para

quaisquer x, y ∈ E e λ ∈ K, as seguintes condições são válidas:

(1) ∥x∥ ≥ 0 e ∥x∥ = 0⇔ x = 0;
(2) ∥λx∥ = ∣λ∣ ⋅ ∥x∥;
(3) ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.

Um espaço normado é um par (E, ∥ ⋅ ∥), em que E é um espaço vetorial e ∥ ⋅ ∥ é uma

norma em E. No que segue, denotaremos por E um espaço normado (E, ∥ ⋅ ∥), uma vez que

a norma fica subentendida.

Definição 3.2. (Sequência) É chamada de sequência em um conjunto M uma aplicação

x ∶ N Ð→ M . Denotamos uma sequência por (xn), onde xn é a imagem de x em n ∈ N,
chamado de n-ésimo termo da sequência.

Definição 3.3. (Sequência limitada) Uma sequência (xn) em um espaço normado E chama-

se limitada quando o conjunto dos seus termos é limitado, isto é, quando existe c > 0 tal que

∥xn∥ ≤ c, ∀n ∈ N.

Definição 3.4. (Sequência convergente) Uma sequência (xn) em um espaço normado E é

dita convergente se existe um x ∈ E tal que:

lim
nÐ→∞

∥xn − x∥ = 0.

15
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O elemento x é chamado limite de (xn) e escrevemos:

lim
nÐ→∞

xn = x,

ou simplesmente, xn Ð→ x. Neste caso, dizemos que (xn) converge para x ou tem limite x.

Se (xn) não é convergente, dizemos que é divergente.

Definição 3.5. (Sequência de Cauchy) Uma sequência (xn) em um espaço normado E

chama-se sequência de Cauchy quando, para todo ε > 0 dado, existe n0 ∈ N tal que

m,n > n0⇒ ∥xm − xn∥ < ε.

Exemplo 3.1. Os espaços (R, ∣ ⋅ ∣) e (Rn, ∥ ⋅∥) são espaços vetoriais normados, onde a norma

é dada, respectivamente, pelo valor absoluto usual e pela norma euclidiana:

∣x∣ =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x, se x ≥ 0,

−x, se x < 0,
x ∈ R,

e

∥x∥ =
√
x2
1 + x2

2 +⋯ + x2
n, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn.

Exemplo 3.2. A sequência xn = 1
n , n ∈ N, é de Cauchy.

De fato, dado ε > 0, pela Propriedade Arquimediana 1, existe n1 ∈ N tal que

n1 ⋅ ε > 2.

Isso implica que, para todo m,n > n1, temos

∣xm − xn∣ = ∣
1

m
− 1

n
∣ ≤ 1

m
+ 1

n
.

Como m,n > n1, segue que
1

m
< 1

n1

e
1

n
< 1

n1

.

Portanto,

∣xm − xn∣ <
1

n1

+ 1

n1

= 2

n1

.

1Essa propriedade garante que, dados dois números reais positivos x e y, existe um número natural n tal
que nx > y. Ela expressa o fato de que os números naturais não são limitados superiormente nos reais.A
propriedade pode ser encontrada em (Kreyszig, 1978, p. 6)
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Pela escolha de n1, temos 2
n1
< ε e, assim,

∣xm − xn∣ < ε sempre que m,n > n1.

Logo, a sequência ( 1n) é de Cauchy.

Proposição 3.1. Toda sequência convergente, em um espaço vetorial normado, é de Cauchy.

Demonstração. Seja E um espaço vetorial normado e (xn) ⊂ E uma sequência. Se limn→∞ xn =
a então, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

n > n0 Ô⇒ ∥xn − a∥ <
ε

2
.

Se tomarmos m,n > n0, teremos

∥xm − xn∥ = ∥xm − xn + a − a∥ ≤ ∥xm − a∥ + ∥xn − a∥ <
ε

2
+ ε

2
= ε.

Logo, (xn) é de Cauchy.

Definição 3.6. (Espaço de Banach) Diz-se que um espaço normado E é completo se cada

sequência de Cauchy converge em E. Um espaço normado completo é chamado de espaço de

Banach.

Definição 3.7. (Bola e esfera). Dado um ponto x0 ∈ E e um número real r > 0, definimos

três tipos de conjuntos:

(a) B(x0; r) = {x ∈ E ∣ ∥x − x0∥ < r} ;

(b) B̄(x0; r) = {x ∈ E ∣ ∥x − x0∥ ≤ r} ;

(c) S(x0; r) = {x ∈ E ∣ ∥x − x0∥ = r} .

Os conjuntos B(x0, r), B̄(x0, r) e S(x0, r) são chamados, respectivamente, de bola aberta,

bola fechada e esfera de centro x0 e raio r.

Definição 3.8. (Ponto interior) Seja X um subconjunto de um espaço normado E. Dizemos

que um ponto x0 ∈X é um ponto interior de X quando existe r > 0 tal que

B(x0; r) ⊆X.

O conjunto de todos os pontos interiores de X é chamado o interior de X, sendo denotado

por int(X). Por definição, int(X) ⊆X.
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Definição 3.9. (Conjunto aberto) Seja E um espaço vetorial normado. Dizemos que um

subconjunto X ⊆ E é aberto em E quando

int(X) =X.

Como int(X) ⊆X, para mostrarmos que um conjunto X em E é aberto, devemos provar que

X ⊆ int(X), ou seja, que, para cada x ∈X, existe r > 0 tal que B(x; r) ⊂X.

Definição 3.10. (Ponto aderente) Dizemos que um ponto x0 ∈ E é aderente a X ⊆ E quando,

existe uma sequência (xn) ⊂ X tal que xn Ð→ a. Chamamos de fecho do conjunto X ⊆ E, e

denotamos por X, o conjunto formado pelos pontos de E que são aderentes a X.

Definição 3.11. (Conjunto fechado) Dizemos que K ⊆ E é um conjunto fechado quando

K =K, isto é, se todo ponto aderente a K pertencer a K.

Proposição 3.2. Um conjunto K ⊆ E é fechado se, e somente se, seu complementar Kc é

aberto.

A demonstração desta proposição está apresentada em (Kreyszig, 1978, p. 21).

Teorema 3.1. 0 Sejam E um espaço normado e M ⊆ E. Então, M é fechado se, e somente

se, para toda sequência (xn) ⊂M tal que xn Ð→ x em E, tem-se x ∈M .

Demonstração. (⇒) Suponha que M é fechado. Seja (xn) ⊂ M uma sequência convergente

tal que xn Ð→ x ∈ E. Como M é fechado, seu complementar M c = E ∖M é aberto. Se, por

absurdo, x ∈M c, então existe uma bola aberta B(x; r) ⊂M c para algum r > 0. No entanto,

como xn Ð→ x, existe n0 ∈ N tal que xn ∈ B(x; r) ⊂ M c para todo n ≥ n0, contradizendo o

fato de que (xn) ⊂M . Portanto, x ∈M .

(⇐) Suponha agora que toda sequência (xn) ⊂M que converge em E possui seu limite em

M . Seja x ∈M , o fecho de M . Então, pela definição 3.10, existe uma sequência (xn) ⊂M tal

que xn Ð→ x. Pela hipótese, x ∈M , o que mostra que M ⊂M . Por outro lado, por definição,

o fecho M é o menor conjunto fechado que contém M , o que implica que M ⊂ M.Assim,

conclúımos que M =M , e, portanto, M é fechado.

Teorema 3.2. Seja Y um subespaço de um espaço de Banach B. Então Y é completo se, e

somente se, Y é fechado em X.

Demonstração. Suponha que xn Ð→ x ∈X, com xn ∈ Y para todo n. Se Y é completo, então

a convergência da sequência (xn) ⊂ Y implica x ∈ Y . Logo, Y é fechado.

Reciprocamente, suponha que Y é fechado em X. Então, toda sequência de Cauchy

(xn) ⊂ Y converge para um ponto x ∈ X, já que X é completo. Como Y é fechado, x ∈ Y , e

portanto Y é completo.
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3.2 Operador linear

Os operadores lineares desempenham um papel central na Análise Funcional, bem como

em diversas áreas da Matemática Aplicada. Um operador linear é uma aplicação entre dois

espaços vetoriais que preserva as operações de adição e multiplicação por escalar, ou seja,

que preserve a estrutura de espaço vetorial. Nesta sessão apresentemos o conceito formal-

mente, juntamente com teoremas, proposições e definições complementares que abordam esse

conceito.

Definição 3.12. (Operador linear) Sejam X e Y espaços vetoriais sobre um corpo K. Di-

zemos que T ∶ D(T ) ⊂ X Ð→ Y é um operador linear, onde D(T ) é um subespaço vetorial,

quando temos, para todo x, y ∈D(T ) e α ∈ K:

(i) T (x + y) = T (x) + T (y);

(ii) T (αx) = αT (x).

Do item (ii) dessa definição, segue-se que T (0) = 0, para todo operador linear T .

Definição 3.13. (Núcleo) Seja T ∶ X Ð→ Y um operador linear entre espaços vetoriais. O

núcleo de T , denotado por ker(T ), é o conjunto de todos os vetores v ∈X tais que T (v) = 0,
ou seja,

ker(T ) = {v ∈X ∣ T (v) = 0}.

Proposição 3.3. Seja T ∶D(T ) ⊂X Ð→ Y um operador linear. Então:

a) A imagem Im(T ) é um subespaço vetorial de Y ;

b) O núcleo ker(T ) é um subespaço vetorial de D(T ).

Demonstração. (a) Vamos mostrar que Im(T ) = {T (x) ∣ x ∈D(T )} é um subespaço vetorial

de Y . Sejam y1, y2 ∈ Im(T ). Então, existem x1, x2 ∈ D(T ) tais que T (x1) = y1 e T (x2) = y2.
Como T é linear, para quaisquer α,β ∈ K, temos:

αy1 + βy2 = αT (x1) + βT (x2) = T (αx1 + βx2).

Como D(T ) é um subespaço (por ser domı́nio de um operador linear), αx1 + βx2 ∈ D(T ).
Logo, αy1 + βy2 ∈ Im(T ), o que mostra que Im(T ) é um subespaço vetorial de Y .

(b) Vamos agora mostrar que ker(T ) = {x ∈D(T ) ∣ T (x) = 0} é um subespaço vetorial de

D(T ). Sejam x1, x2 ∈ ker(T ). Então, T (x1) = 0 e T (x2) = 0. Para quaisquer α,β ∈ K, temos:

T (αx1 + βx2) = αT (x1) + βT (x2) = α ⋅ 0 + β ⋅ 0 = 0.
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Logo, αx1 + βx2 ∈ ker(T ), o que prova que ker(T ) é um subespaço vetorial de D(T ).

Exemplo 3.3. Considere o operador linear

T ∶ R3 → R2, T (x, y, z) = (x + y, y + z).

• Imagem:

Im(T ) = {(a, b) ∈ R2 ∣ ∃(x, y, z) ∈ R3, a = x + y, b = y + z}.

Como pode ser escrito como soma de vetores do tipo, esse conjunto é um subespaço de

R2.

• Núcleo:

ker(T ) = {(x, y, z) ∈ R3 ∣ x + y = 0, y + z = 0} = {(−t, t,−t) ∶ t ∈ R},

que é claramente um subespaço de R3.

Teorema 3.3. Seja T ∶D(T ) ⊂X Ð→ Y um operador linear. Então:

(a) A inversa T −1 ∶ Im(T )Ð→D(T ) existe se, e somente se, T (x) = 0⇒ x = 0.

(b) Se T −1 existe, então ela é um operador linear.

Demonstração. (a) Suponha que a inversa de T exista. Neste caso, T é injetor, ou seja, se

T (x) = T (y), então x = y. Em particular, se T (x) = 0, temos T (x) = T (0), e pela injetividade,
isso implica que x = 0.

Reciprocamente, suponha T (x) = 0 então x = 0, e que T (x) = T (y). Assim,

T (x − y) = 0 Ô⇒ x − y = 0 Ô⇒ x = y.

Portanto, o operador é injetivo e, consequentemente, a inversa existe.

(b) Se T −1 existe, então, para quaisquer y1, y2 ∈ Im(T ) e c ∈ K, existem x1, x2 ∈ D(T )
tais que yj = T (xj) para j = 1,2. Dáı,

T (x1 + x2) = T (x1) + T (x2) = y1 + y2,

ou seja,

T −1(y1 + y2) = x1 + x2 = T −1(y1) + T −1(y2).

Além disso,

T (cx1) = cT (x1) = cy1⇒ T −1(cy1) = cx1 = cT −1(y1).
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Portanto, T −1 preserva adição e multiplicação por escalar.

Definição 3.14. (Operador linear limitado) Um operador linear T ∶ D(T ) ⊂ X Ð→ Y entre

espaços normados é dito ser limitado se existe uma constante real c > 0 tal que, para todo

x ∈D(T ), tem-se:

∥T (x)∥ ≤ c∥x∥.

Observação 3.1. O conjunto de todos os operadores lineares limitados T ∶X Ð→ Y denotado

por B(X,Y ), se X = Y então B(X), é um espaço vetorial normado, com a norma definida

por:

∥T ∥ = sup
x∈D(T )
x≠0

∥T (x)∥
∥x∥

= sup
∥x∥=1
∥T (x)∥, (2.1)

o que implica que:

∥T (x)∥ ≤ ∥T ∥ ⋅ ∥x∥, ∀x ∈D(T ).

Exemplo 3.4. (Operador identidade) Seja X um espaço vetorial normado. O operador

identidade I ∶X →X é definido por

I(x) = x, para todo x ∈X.

I é linear, pois

I(x + y) = x + y = I(x) + I(y),

I(λx) = λx = λI(x).

I é limitado, com norma ∥I∥ = 1. De fato, para todo x ≠ 0,

∥I(x)∥
∥x∥

= ∥x∥
∥x∥
= 1.

Definição 3.15. (Operador linear limitado) Sejam X e Y espaços normados. Um operador

linear T ∶ D(T ) ⊂ X Ð→ Y é cont́ınuo em um ponto x0 ∈ D(T ) se, para todo ϵ > 0, existe
um δ > 0 tal que, sempre que ∥x − x0∥ < δ, temos ∥T (x) − T (x0)∥ < ϵ. O operador é contúnuo

quando é cont́ınuo em todos os pontos x ∈D(T ).

Proposição 3.4. Seja T um operador linear limitado. Então:

a) Para xn, x ∈D(T ), temos xn Ð→ x implica T (xn)Ð→ T (x).
b) O núcleo ker(T ) é fechado.

Demonstração. a) Vamos provar que se xn Ð→ x, então T (xn)Ð→ T (x). Seja ϵ > 0, como T
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é um operador linear limitado, existe uma constante c > 0 tal que

∥T (x)∥ ≤ c∥x∥ para todo x ∈D(T ).

Agora, dado que xn Ð→ x, existe n0 ∈ N tal que, para n ≥ n0, temos

∥xn − x∥ <
ϵ

c
.

Como T é linear e limitado, temos

∥T (xn) − T (x)∥ = ∥T (xn − x)∥ ≤ c∥xn − x∥ <
cϵ

c
, ∀n ≥ n0.

Logo,

∥T (xn) − T (x)∥ < ϵ, ∀n ≥ n0.

Portanto, T (xn)Ð→ T (x), o que conclui a prova da primeira parte.

b) Agora, vamos provar que o núcleo de T é fechado. Seja (xn) uma sequência em ker(T )
tal que xn Ð→ x. Então,

T (xn) = 0, para todo n,

pois xn ∈ ker(T ) para todo n. Como T é linear e limitado, temos que

T (x) = lim
nÐ→∞

T (xn) = lim
nÐ→∞

0 = 0.

Logo, x ∈ ker(T ), o que implica, a partir do Teorema 3.1, que ker(T ) é fechado.

Teorema 3.4. Seja T ∶ D(T ) ⊂ X Ð→ Y um operador linear. Então, T é limitado se, e

somente se, T é cont́ınuo.

Demonstração. Suponhamos que T seja limitado. Se T é o operador nulo a afirmação é

imediata. Considere, então, T ≠ 0 e, consequentemente, ∥T ∥ > 0. Sejam x0 ∈ D(T ) arbitrário
e ε > 0 dado. Como T é linear, para todo x ∈ D(T ) tal que ∥x − x0∥ < δ = ε

∥T ∥ , obtemos

∥T (x) − T (x0)∥ = ∥T (x − x0)∥ ≤ ∥T ∥∥x − x0∥ < ∥T ∥
ε

∥T ∥
= ε.

Como x0 ∈ D(T ) foi arbitrário, isso mostra que T é cont́ınuo.

Reciprocamente, suponha que T seja cont́ınuo e considere x0 ∈ D(T ). Então, para ε = 1,
existe δ > 0 tal que

∥T (x) − T (x0)∥ < 1, para todo x ∈ D(T ) satisfazendo ∥x − x0∥ < δ. (2.2)
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Agora, tomemos qualquer y ≠ 0 em D(T ) e definimos

x = x0 +
δ

2∥y∥
y.

Então x − x0 = δ
2∥y∥y e, portanto, ∥x − x0∥ = δ

2 < δ, de modo que podemos usar (2.2). Como T

é linear, temos

1 > ∣T (x) − T (x0)∥ = ∥T (x − x0)∥ = ∥T (
δ

2∥y∥
y)∥ = δ

2∥y∥
∥T (y)∥,

e (2.2) implica
δ

2∥y∥
∥T (y)∥ < 1.

Assim, ∥T (y)∥ < 2
δ ∥y∥. Isso pode ser escrito como ∥T (y)∥ ≤ c∥y∥, onde c = 2

δ , o que mostra

que T é limitado.

Observação 3.2. Observe que a continuidade de T em um ponto implica na limitação de T ,

o que por sua vez implica na continuidade de T pela proposição 3.4.

3.3 Funcional linear

Como veremos a seguir, um funcional linear é um operador linear cujos valores pertencem

a um corpo K, de modo que todos os resultados anteriores sobre operadores lineares também

se aplicam. Apresentamos ainda o espaço dual e algumas de suas propriedades, elementos

ricos e importantes para nosso teorema principal e suas demonstrações.

Definição 3.16. (Funcional linear) Seja X um espaço vetorial sobre o corpo K. Um fun-

cional linear é um operador f ∶ D(f) ⊂X Ð→ K tal que:

i) f(x + y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ D(f),

ii) f(αx) = αf(x), ∀α ∈ K, ∀x ∈ D(f).

Exemplo 3.5. Seja E = R2 o espaço vetorial sobre o corpo K = R. A função f ∶ X Ð→ R
dada por

f(x1, x2) = 2x1 + 3x2,

onde (x1, x2) ∈ R2, é um funcional linear. De fato, observe que

f((x1, x2) + (y1, y2)) = f(x1 + y1, x2 + y2) = (2(x1 + y1) + 3(x2 + y2))

= (2x1 + 3x2) + (2y1 + 3y2) = f(x1, x2) + f(y1, y2).
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Além disso,

f(α(x1, x2)) = f(αx1, αx2) = 2αx1 + 3αx2 = α(2x1 + 3x2) = αf(x1, x2).

Portanto, f é linear.

Definição 3.17. (Funcional linear cont́ınuo e espaço dual) Seja X um espaço normado sobre

K. Um funcional linear f ∶X → K é dito limitado se existe uma constante c > 0 tal que

∣f(x)∣ ≤ c∥x∥, ∀x ∈X.

O conjunto de todos os funcionais lineares cont́ınuos de X em K é chamado de espaço dual

de X, e denotado por X ′.

Observação 3.3. De forma similar ao operador linear, a norma de f nesse caso é definida

por

∥f∥ = sup
x∈D(f)−{0}

∣f(x)∣
∥x∥

= sup
x∈D(f),∥x∥=1

∣f(x)∣.

Observação 3.4. Se f é um funcional linear limitado, segue da definição da norma desse

funcional que,

∣f(x)∣ ≤ ∥f∥∥x∥,∀x ∈D(f)

.

Observação 3.5. Podemos considerar o dual de X ′, denominado bidual de X, e denotado

por X ′′.

O teorema a seguir é uma consequência do célebre Teorema de Hahn-Banach, e sua

demonstração pode ser encontrada em (Botelho et al., 2012, p. 47).2

Teorema 3.5. Sejam X um espaço vetorial normado e M um subespaço fechado de X. Seja

x0 ∈ X/M , ou seja, x0 está fora de M . Então, existe um funcional linear cont́ınuo f0 ∈ X ′

tal que:

f0(x0) > 1

e

f0(x) = 0,∀x ∈M.
2O Teorema de Hahn–Banach garante, sob condições adequadas (espaço vetorial normado real ou com-

plexo, presença de funcional sublinear, etc.), que um funcional linear definido em um subespaço pode ser
estendido a todo o espaço preservando a desigualdade. O enunciado deste resultado pode ser encontrado em
Botelho et al. (2012).
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A seguir enunciamos um outro teorema clássico da Análise Funcional, o Teorema Ponto

Fixo de Banach, cuja demonstração pode ser encontrada em (Kreyszig, 1978, Seção 5.1,

p. 228).

Teorema 3.6. Seja (X,d) um espaço vetorial normado, e seja T ∶X Ð→X uma contração,

ou seja, existe uma constante 0 < λ < 1 tal que

d(T (x), T (y)) ≤ λd(x, y) para todo x, y ∈X.

Então, T possui um único ponto fixo x∗ ∈ X tal que T (x∗) = x∗. Além disso, para qualquer

ponto inicial x0 ∈X, a sequência definida recursivamente por

xn+1 = T (xn)

converge para x∗, e temos a estimativa

d(xn, x
∗) ≤ λn

1 − λ
d(x1, x0).

3.4 Espaços de Hilbert

Vimos anteriormente os espaços normados, nos quais a noção de comprimento, dada pela

norma, nos permite analisar convergência, continuidade e completude. No entanto, em muitas

aplicações da Análise Funcional, especialmente na resolução de equações diferenciais, séries

de Fourier e teoria espectral, é essencial dispor de uma estrutura adicional que permita falar

de ângulos, ortogonalidade e projeções. Essa estrutura é fornecida pelos produtos internos.

Esta seção tem por objetivo desenvolver os conceitos fundamentais que envolvem os

espaços de Hilbert. Para isso, introduziremos inicialmente a noção de produto interno e

as propriedades que dele decorrem. Em seguida, construiremos a norma associada e, por

fim, definiremos formalmente os espaços de Hilbert, acompanhados de exemplos ilustrativos

e resultados teóricos relevantes.

Definição 3.18. (Produto Interno) Seja X um espaço vetorial sobre um corpo K. Um

produto interno em X é uma função

X ×X Ð→ K, (x, y)↦ ⟨x, y⟩,

satisfazendo, para todos os vetores x, y, z ∈X e λ ∈ K, as seguintes condições:
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(i) ⟨x + y, z⟩ = ⟨x, z⟩ + ⟨y, z⟩;

(ii) ⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩;

(iii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩;

(iv) ⟨x,x⟩ ≥ 0, e ⟨x,x⟩ = 0 se, e somente se, x = 0.

Um espaço com produto interno (ou pré-espaço de Hilbert) é um espaço vetorial

no qual um produto interno está definido.

Definição 3.19. (Espaço de Hilbert) Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial H sobre K
munido de um produto interno ⟨⋅, ⋅⟩ tal que H é completo em relação à norma induzida por

esse produto interno, definida por

∥x∥ =
√
⟨x,x⟩, ∀x ∈H. (4.3)

Ou seja, toda sequência de Cauchy em H, com respeito à norma acima, converge para um

elemento de H. Assim, um espaço de Hilbert é, em particular, espaço de Banach cuja norma

provém de um produto interno.

Observação 3.6. A aplicação

∥x∥ =
√
⟨x,x⟩, ∀x ∈H,

é uma norma no espaço H, ou seja, satisfaz as propriedades de norma: positividade, homo-

geneidade, desigualdade triangular e que ∥x∥ = 0 implica x = 0.

Definição 3.20. (Espaço reflexivo) Seja E um espaço normado. Definimos a aplicação

canônica

J ∶ E → E′′, J(x)(f) = f(x), ∀f ∈ E′,

e dizemos que E é reflexivo se J é um isomorfismo linear sobrejetivo, isto é, J(E) = E′′.

Teorema 3.7. Todo espaço de Hilbert H é reflexivo.

A demonstração completa deste teorema está em (Kreyszig, 1978, p. 116).

A seguir veremos que (4.3) satisfaz a desigualdade triangular, as demais condições que

definem uma norma são de fácil verificação.

Lema 3.1. Seja X um espaço com produto interno. Então, para qualquer x, y ∈X, o produto

interno e a norma correspondente satisfazem:
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(a) Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

∣⟨x, y⟩∣ ≤ ∥x∥ ∥y∥,

com igualdade se, e somente se, os vetores x e y forem linearmente dependentes.

(b) Desigualdade triangular (propriedade da definição de norma):

∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.

Demonstração. (a) Para y = 0, a desigualdade é imediata. Suponha y ≠ 0. Então, para todo

a ∈ K, temos:

0 ≤ ∥x − ay∥2 = ⟨x − ay, x − ay⟩ = ⟨x,x⟩ − a⟨y, x⟩ − a⟨x, y⟩ + ∣a∣2⟨y, y⟩.

Escolhendo a = ⟨x, y⟩
⟨y, y⟩

, obtemos:

0 ≤ ⟨x,x⟩ − ∣⟨x, y⟩∣
2

⟨y, y⟩
.

Multiplicando ambos os lados por ⟨y, y⟩, resulta:

∣⟨x, y⟩∣2 ≤ ⟨x,x⟩⟨y, y⟩,

ou seja,

∣⟨x, y⟩∣ ≤ ∥x∥ ⋅ ∥y∥.

A igualdade ocorre se, e somente se, ∥x − ay∥ = 0, ou seja, x = ay, isto é, x e y são

linearmente dependentes.

(b) Seja z = x + y. Então:

∥z∥2 = ⟨x + y, x + y⟩ ≤ ∥x∥2 + 2∣⟨x, y⟩∣ + ∥y∥2.

Aplicando a desigualdade de Schwarz, temos:

∥z∥2 ≤ ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥ + ∥y∥2 = (∥x∥ + ∥y∥)2.

Portanto,

∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.
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Exemplo 3.6. Seja X um espaço vetorial com produto interno ⟨⋅, ⋅⟩ sobre R . Definimos o

funcional f ∶X Ð→ R por meio de um vetor fixo v ∈X como:

f(x) = ⟨x, v⟩ para todo x ∈X.

Esse funcional é linear e limitado. De fato,

• Linearidade: Para x, y ∈X e λ ∈ R, temos:

f(x + y) = ⟨x + y, v⟩ = ⟨x, v⟩ + ⟨y, v⟩ = f(x) + f(y),

f(αx) = ⟨αx, v⟩ = α⟨x, v⟩ = λf(x).

• Limitado: Existe uma constante C = ∥v∥ tal que, para todo x ∈X,

∣f(x)∣ = ∣⟨x, v⟩∣ ≤ ∥x∥ ⋅ ∥v∥.

Portanto, a norma do funcional f é dada por:

∥f∥ = ∥v∥.

Observação 3.7. Existe um teorema que generaliza este resultado, conhecido como Teo-

rema da Representação de Riesz-Frechet. A demonstração desse teorema será apresentada

posteriormente.

3.5 Ortogalidade

Do ponto de vista formal, dois vetores são considerados ortogonais quando o produto

interno entre eles é nulo. Esta definição é apresentada nesta seção, acompanhada de propri-

edades, exemplos e aplicações relacionados à ortogonalidade.

Definição 3.21 (Ângulo entre vetores). Sejam x, y ∈X vetores não nulos em um espaço com

produto interno. O ângulo θ entre x e y é definido pelo número θ ∈ [0, π] tal que

cos θ = Re⟨x, y⟩
∥x∥∥y∥

.

Observação 3.8. Em R3, dois vetores são ortogonais quando formam um ângulo reto, ou

seja, um ângulo de π
2 . De maneira equivalente, esses vetores são ortogonais se o produto

interno entre eles for zero. Este conceito de ortogonalidade, observado em R3, é, na verdade,

generalizável para qualquer espaço vetorial com produto interno.
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Definição 3.22. (Vetores ortogonais) Seja X um espaço com produto interno. Dizemos que

dois vetores x, y ∈X são ortogonais se

⟨x, y⟩ = 0.

Neste caso, escrevemos x ⊥ y.

Definição 3.23. (Complemento ortogonal) Sejam X um espaço com produto interno e M

um subconjunto de X. O complemento ortogonal de M , denotado por M⊥, é o subconjunto

de X definido por

M⊥ = {x ∈X ∣ ⟨x, y⟩ = 0 para todo y ∈M}.

Exemplo 3.7. Seja X = R3 com o produto interno usual ⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2 + x3y3, para

x = (x1, x2, x3) e y = (y1, y2, y3) ∈ R3. Esse produto é um produto interno, pois é bilinear,

simétrico, positivo-definido e satisfaz ⟨x,x⟩ = 0 se, e somente se, x = 0.
Considere o subconjunto M = {(1,0,0)} ⊂ R3, que é um subespaço de dimensão 1, gerado

pelo vetor (1,0,0).
O complemento ortogonal de M , denotado por M⊥, é o conjunto de todos os vetores

x = (x1, x2, x3) ∈ R3 tais que ⟨x, (1,0,0)⟩ = 0. Ou seja, queremos que:

⟨(x1, x2, x3), (1,0,0)⟩ = x1 ⋅ 1 + x2 ⋅ 0 + x3 ⋅ 0 = x1 = 0.

Portanto, o complemento ortogonal de M é o conjunto:

M⊥ = {(0, x2, x3) ∣ x2, x3 ∈ R}.

Esse conjunto M⊥ é o plano x1 = 0 em R3, ou seja, o plano y1 = 0 no espaço tridimensi-

onal.

Lema 3.2. Seja H um espaço de Hilbert e M ⊂H um subespaço fechado. Dado x ∈H, existe

um único vetor y ∈M tal que

∥x − y∥ = inf{∥x − z∥ ∣ v ∈M} ∶= dist(x,M).

Além disso, esse vetor y satisfaz a seguinte propriedade de ortogonalidade:

⟨x − y, z⟩ = 0, para todo v ∈M.

A demonstração desse lema pode ser encontrada em (Kreyszig, 1978, p. 122).
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Proposição 3.5. Sejam H um espaço de Hilbert e M um subespaço fechado de H. Se x ∈H,

então existem únicos y ∈M e z ∈M⊥ tais que

x = y + z.

Além disso,

∥x − y∥ = dist(x,M).

Em outras palavras, H é a soma direta do subespaço M com seu complemento ortogonal M⊥,

e neste caso, escrevemos

H =M ⊕M⊥.

Demonstração. Vamos provar, primeiramente, que a soma é direta, ou seja, queM∩M⊥ = {0}.
Note que 0 ∈M e 0 ∈M⊥, portanto 0 ∈M ∩M⊥.

Seja w ∈M ∩M⊥. Então, w ∈M e w ∈M⊥. Logo, temos

⟨w,w⟩ = 0,

pois w ∈M⊥ implica que w é ortogonal a todo vetor de M , em particular a si mesmo.

Como ⟨w,w⟩ = ∥w∥2, segue que

∥w∥2 = 0,

o que implica w = 0. Portanto,
M ∩M⊥ = {0}.

Considere x ∈ H. Como M é um subespaço fechado, pelo Lema 3.2, existe um único

y ∈M tal que

∥x − y∥ = inf{∥x − v∥ ∣ v ∈M} e ⟨x − y, v⟩ = 0 para todo v ∈M.

Definindo z = x − y temos z ∈M⊥. Assim, obtemos a decomposição

x = y + z, com y ∈M e z ∈M⊥,

e, consequentemente, conclúımos que

H =M ⊕M⊥.
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Para a unicidade, suponha que existam y1, y2 ∈M e z1, z2 ∈M⊥ tais que

x = y1 + z1 = y2 + z2.

Então,

y1 − y2 = z2 − z1.

Mas o lado esquerdo pertence a M e o lado direito a M⊥. Como M ∩M⊥ = {0}, conclúımos

que

y1 = y2 e z1 = z2.

Portanto, a decomposição é única e

∥x − y∥ = dist(x,M)

como desejado.

3.6 Formas bilineares

Nesta seção, introduziremos o conceito de formas bilineares, que generalizam a ideia de

produto interno real:

Definição 3.24. (Forma bilinear) Sejam X e Y espaços vetoriais reais. Uma aplicação

b ∶X × Y Ð→ R

é chamada de forma bilinear se satisfaz as seguintes propriedades:

• Para cada y ∈ Y , a aplicação x↦ b(x, y) é linear em X, isto é,

b(αx1 + βx2, y) = αb(x1, y) + βb(x2, y), ∀α,β ∈ R e ∀x1, x2 ∈X.

• Para cada x ∈X, a aplicação y ↦ b(x, y) é linear em Y , isto é,

b(x,αy1 + βy2) = αb(x, y1) + βb(x, y2), ∀α,β ∈ R e ∀ y1, y2 ∈ Y.
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Definição 3.25. (Forma bilinear limitada) Sejam X e Y espaços normados e b ∶X ×Y → R
uma forma bilinear. Dizemos que b é limitada quando existe uma constante C > 0 tal que

∣b(x, y)∣ ≤ C ∥x∥ ∥y∥, ∀(x, y) ∈X × Y. (6.4)

O número

∥b∥ = sup
x∈X∖{0}
y∈Y ∖{0}

∣b(x, y)∣
∥x∥ ∥y∥

é chamado de norma da forma bilinear b.

Observação 3.9. Da definição da norma, segue que

∣b(x, y)∣ ≤ ∥b∥ ∥x∥ ∥y∥, ∀(x, y) ∈X × Y.

Definição 3.26. (Coercividade) Sejam X um espaço normado e b ∶ X ×X → R uma forma

bilinear. Dizemos que b é coerciva se existe uma constante c > 0 tal que

∣b(x,x)∣ ≥ c∥x∥2, ∀x ∈X. (6.5)

3.7 O Teorema de Riesz-Frechét

O Teorema de Representação de Riesz–Fréchet é um dos resultados fundamentais da

Análise Funcional, caracterizando o dual de um espaço de Hilbert. Possui várias aplicações,

como por exemplo, o Teorema de Lax-Milgram, foco deste trabalho. Esse teorema estabelece

que todo funcional linear cont́ınuo sobre um espaço de Hilbert pode ser representado como um

produto interno. A seguir, apresentamos seu enunciado e demonstração, e uma proposição

essencial para uma das demonstrações do teorema principal deste trabalho.

Teorema 3.8. (Teorema de Riesz-Frechét) Cada funcional linear limitado f em um espaço

de Hilbert H pode ser representado em termos de produto interno, a saber, f(v) = ⟨v, y⟩,
∀v ∈H, onde y ∈H depende de f , é determinado unicamente por f e satisfaz ∥ y ∥=∥ f ∥.

Demonstração. Dividimos a demonstração em três etapas:

Existência do elemento y ∈ H: Seja f ∶ H Ð→ K um funcional linear limitado. Se f ≡ 0,
podemos considerar y = 0 então ∥ y ∥=∥ f ∥, e o caso é trivial. Consideremos, então, f ≠ 0.
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Pela Proposição 3.4, temos ker(f) é um subespaço fechado de H. Porém, pelo fato de

f ≠ 0, segue-se que ker(f) ≠H. Pela Proposição 3.5, temos

H = ker(f)⊕ ker(f)�.

Como ker(f) ≠ H, então ker(f)� ≠ {0} e deverá existir um y0 ≠ 0 com y0 ∈ ker(f)�. Seja
qualquer v arbitrário, com v ∈H, e defina o vetor x ∈H por

x = f(v)y0 − f(y0)v.

Aplicando o funcional f , obtemos

f(x) = f(f(v)y0 − f(y0)v)

= f(v)f(y0) − f(y0)f(v) = 0

⇒ x ∈ ker(f).

Além disso, como y0 ∈ ker(f)� e x ∈ ker(f), temos

0 = ⟨x, y0⟩

= ⟨f(v)y0 − f(y0)v, y0⟩

= f(v)⟨y0, y0⟩ − f(y0)⟨v, y0⟩, (*)

ou seja, a partir de (*), deduzimos

f(v) = f(y0)⟨v, y0⟩
⟨y0, y0⟩

,

assim,

f(v) = ⟨v, f(y0)
⟨y0, y0⟩

y0⟩.

Tomando y = f(y0)
⟨y0,y0⟩y0, teremos

f(v) = ⟨v, y⟩,∀v ∈H.

Unicidade do vetor y: Digamos que existam y1 e y2 tais que ∀v ∈H

f(v) = ⟨v, y1⟩ = ⟨v, y2⟩.
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Como é válido para todo v ∈H, em particular, considerando v = y1 − y2, temos,

0 = ⟨v, y1⟩ − ⟨v, y2⟩ = ⟨v, y1 − y2⟩ = ⟨y1 − y2, y1 − y2⟩ =∥ y1 − y2 ∥2 .

Logo,

y1 − y2 = 0⇒ y1 = y2.

Provado que y em f(v) = ⟨v, y⟩ é único.

Norma do funcional f : Agora, provaremos que ∥f∥ = ∥y∥. Veja que, usando f(v) =
⟨v, y⟩,∀v ∈ H, e sabendo que, para todo v ∈ H, a desigualdade de Cauchy-Schwarz garante

que

∣f(v)∣ = ∣⟨v, y⟩∣ ≤ ∥v∥ ⋅ ∥y∥.

Assumindo v ≠ 0, podemos dividir ambos os lados da desigualdade por ∥v∥, obtendo:

∣f(v)∣
∥v∥

≤ ∥y∥.

Tomando o supremo sobre todos os vetores v ∈H com ∥v∥ = 1, temos

∥f∥ ∶= sup
∥v∥=1
∣f(v)∣ ≤ ∥y∥.

Portanto, obtemos a desigualdade desejada: ∥f∥ ≤ ∥y∥.

Vamos provar agora que ∥ y ∥≤∥ f ∥. Usando manipulação algébrica, temos

∥ y ∥2= ⟨y, y⟩ = f(y) ≤ ∣f(y)∣ ≤∥ f ∥∥ y ∥

logo, ∥ y ∥2 ≤ ∥ f ∥∥ y ∥ ⇒ ∥ y ∥≤∥ f ∥ .
Portanto, ∥ f ∥=∥ y ∥ e está demonstrado o Teorema da Representação de Riesz-Frechét.

Proposição 3.6. Sejam H1 e H2 espaços de Hilbert. Se b ∶ H1 × H2 Ð→ R é uma forma

bilinear limitada, então existe um único operador T ∈ B(H1,H2) satisfazendo

b(x, y) = ⟨T (x), y⟩,∀x ∈H1, y ∈H2.

Demonstração. Para cada x ∈ H1, considere o funcional Lx ∶ H2 Ð→ R, dado por Lx(y) =
b(x, y), para todo y ∈H2. Por definição, Lx é linear e pela norma da forma bilinear limitada

temos
∣b(x, y)∣
∥x∥∥y∥

≤ ∥b∥, ∀x ∈H1 − {0}, y ∈H2 − {0},
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assim,

∣Lx(y)∣ = ∣b(x, y)∣ ≤ ∥b∥ ∥x∥ ∥y∥,∀y ∈H2.

Logo, Lx é cont́ınuo. E, portanto, Lx ∈H ′2.
O Teorema da Representação de Riesz garante que existe um único z ∈H2, tal que

Lx(y) = ⟨z, y⟩, ∀y ∈H2.

Então, definindo T ∶H1 Ð→H2, por T (x) = z, temos:

b(x, y) = Lx(y) = ⟨z, y⟩ = ⟨T (x), y⟩, ∀x ∈H1, y ∈H2.

Vamos mostrar que T ∈ B(H1,H2). Sejam α,β ∈ R e x,w ∈ H1. Como b é linear e

⟨T (x), y⟩ = b(x, y), temos para todo y ∈H2:

⟨T (αx + βw), y⟩ = b(αx + βw, y)

= αb(x, y) + βb(w, y)

= α⟨T (x), y⟩ + β⟨T (w), y⟩

= ⟨αT (x), y⟩ + ⟨βT (w), y⟩

= ⟨αT (x) + βT (w), y⟩.

Logo,

T (αx + βw) = αT (x) + βT (w)

e, assim, T é linear.

Suponha T ≠ 0, dáı,

∥b∥ = sup
x≠0,
y≠0

∣b(x, y)∣
∥x∥∥y∥

≥ sup
x≠0,

T (x)≠0

⟨T (x), T (x)⟩
∥x∥∥T (x)∥

= sup
x≠0,

T (x)≠0

∥T (x)∥2
∥x∥∥T (x)∥

= sup
x≠0

∥T (x)∥
∥x∥

= ∥T ∥

Portanto, ∥T ∥ ≤ ∥b∥, provando que T é limitado. Agora, suponha que exista outro opera-

dor S ∈ B(H1,H2) que satisfaz b(x, y) = ⟨S(x), y⟩, ∀x ∈H1, y ∈H2. Assim,

⟨S(x), y⟩ = ⟨T (x), y⟩⇒ ⟨S(x), y⟩ − ⟨T (x), y⟩ = 0

⇒ ⟨S(x) − T (x), y⟩ = 0, ∀x ∈H1, y ∈H2.
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Logo,

S(x) − T (x) = 0⇒ S(x) = T (x), ∀x ∈H1.
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4 TEOREMA DE LAX-MILGRAM

O Teorema de Lax–Milgram representa o ponto culminante deste trabalho, configurando-

se como um dos resultados mais relevantes da Análise Funcional aplicada.

Neste caṕıtulo, são apresentadas três demonstrações distintas do teorema, cada uma delas

explorando um conceito diferente para a demonstração. A primeira é fundamentada no Teo-

rema de Representação de Riesz–Fréchet; em seguida, apresenta-se uma abordagem baseada

no Teorema de Hahn–Banach; e, por fim, uma demonstração que utiliza o Teorema do Ponto

Fixo de Banach. As referências que serviram como base para as demonstrações se encontram

em (Botelho et al., 2012; Kreyszig, 1978; Giacomoni e Giacomoni, 2024; Nunes, 2024)

Teorema 4.1 (Teorema de Lax-Milgram). Seja H um espaço de Hilbert. Se b ∶H×H Ð→
R é uma forma bilinear, limitada e coerciva, então para todo f ∈ H ′ existe um único xf ∈ H
tal que

f(y) = b(xf , y), ∀y ∈H.

4.1 Demonstração via Teorema de Riesz-Fréchet

A demonstração baseada no Teorema de Representação de Riesz–Fréchet constitui uma

das abordagens clássicas para o Teorema de Lax–Milgram e fundamenta-se em propriedades

do produto interno.

Demonstração. Sendo b uma forma bilinear limitada, pela Proposição 3.6 existe um único

operador T ∈ B(H) que satisfaz:

b(x, y) = ⟨T (x), y⟩, ∀x, y ∈H. (1.1)

Vamos mostrar que T é invert́ıvel e limitado. De fato, pela coercividade de b e por (1.1),

temos a desigualdade

c ∥ x ∥2≤ ∣b(x,x)∣ = ∣⟨T (x), x⟩∣ ≤∥ T (x) ∥∥ x ∥, ∀x ∈H.

Isso resulta na desigualdade

∥ T (x) ∥≥ c ∥ x ∥, ∀x ∈H. (1.2)

Se T (x) = 0, então 0 =∥ T (x) ∥≥ c ∥ x ∥, o que implica que x = 0. Portanto, pelo Teorema

3.3, temos que T é invert́ıvel e sua inversa T −1 é um operador linear.
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Vejamos agora que T −1 é limitado. Considerando a desigualdade (1.2), temos:

x = T −1(y) ⇒ c ∥ T −1(y) ∥≤∥ TT −1(y) ∥

⇒ ∥ T −1(y) ∥≤ 1

c
∥ y ∥ .

Logo, conclúımos que T −1 é limitado, como queŕıamos.

Agora, mostraremos que T é um operador sobrejetor em toda a imagem, ou seja, Im(T ) =
H. Veja que, se y ∈ Im(T ), então existe uma sequência T (xn) ⊂ Im(T ) tal que:

lim
n→∞

T (xn) = y.

Verifiquemos se a sequência (xn) é de Cauchy. Como (T (xn)) é convergente, então é de

Cauchy e, assim, dado ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que

∥ T (xm) − T (xn) ∥< cϵ, ∀m,n > n0.

Assim, pela desigualdade (1.2), temos:

∥ xm − xn ∥≤
1

c
∥ T (xm − xn) ∥<

1

c
⋅ cϵ = ϵ.

Portanto, (xn) é uma sequência de Cauchy e, como H é completo, ela converge para algum

x ∈ H. Logo, como T é limitado, limn→∞ xn = x, temos que limn→∞ T (xn) = T (x). Isso

implica que T (x) = y, ou seja, y ∈ Im(T ) e, portanto, Im(T ) é fechado.

Sendo Im(T ) um subespaço fechado de um espaço de Hilbert H, temos que, de acordo

com a Proposição 3.5, podemos escrever

H = Im(T )⊕ Im(T )⊥.

Agora, observe que se z ∈ Im(T )⊥, então

0 = ⟨T (z), z⟩ = b(z, z) ≥ c ∥ z ∥2 .

Logo, z = 0, e isso implica que Im(T )⊥ = {0}. Dáı, conclúımos que

H = Im(T ) e D(T −1) =H.

Pelo Teorema de Riesz-Frechet, para o funcional f ∈ H ′, existe um único vetor x ∈ H tal
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que

f(y) = ⟨x, y⟩, ∀y ∈H.

Pela equação (1.1), temos:

b(T −1(x), y) = ⟨T (T −1(x)), y⟩ = ⟨x, y⟩ = f(y).

Portanto, para cada funcional linear cont́ınuo f ∈H ′, existe um único xf ∈H tal que

f(y) = b(xf , y), ∀y ∈H,

em que xf = T −1(x), e isso conclui a demonstração do teorema.

4.2 Demonstração via Hahn-Banach

Nessa seção iremos trazer uma abordagem diferente do baseada no Teorema de Repre-

sentação de Riesz-Fréchet, que depende crucialmente da identificação entre um espaço de

Hilbert e seu dual. A demonstração aqui apresentada ressalta o papel da aplicação natural

T ∶ H → H ′, sem recorrer à representação expĺıcita dos funcionais como produtos internos.

Aqui aplicaremos o Teorema 3.5, que é uma consequência do Teorema de Hanh-Banach.

Demonstração. Seja T uma transformação linear T ∶ H → H ′ em que, para cada x ∈ H, o

funcional T (x) ∈H ′ é dado por

T (x)(y) = b(x, y).

Vamos provar as seguintes afirmações:

a) T é linear;

b) T é limitada;

c) T é injetiva;

d) Im(T ) =H ′.

a) Linearidade: Vamos primeiramente verificar a linearidade da aplicação T . De fato, para

x1, x2 ∈H e λ ∈ R, temos

T (x1 + λx2)(y) = b(x1 + λx2, y) = b(x1, y) + λb(x2, y)

= T (x1)(y) + λT (x2)(y), ∀y ∈H.
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Portanto, T (x1 + λx2) = T (x1) + λT (x2), provando que T é uma transformação linear.

b) Limitação: Agora, vamos verificar que T é limitada. De fato, para cada x ∈H, temos

∣T (x)(y)∣ = ∣b(x, y)∣ ≤ C∥x∥∥y∥, ∀y ∈H

e

∥T (x)∥ = sup
∥y∥=1
∣T (x)(y)∣ ≤ C∥x∥,

o que mostra que T é limitada.

c) Injetividade: Vamos provar que T é injetiva utilizando a coercividade da forma bililinear

b.

Sabemos que b é coerciva, o que significa que existe uma constante c > 0 tal que

∣b(x,x)∣ ≥ c∥x∥2 para todo x ∈H.

Note que

c∥x∥2 ≤ ∣b(x,x)∣ = ∣T (x)(x)∣ = ∥x∥ ∣T (x)( x

∥x∥
)∣ ≤ ∥x∥∥T (x)∥ ∥ x

∥x∥
∥ = ∥x∥∥T (x)∥.

Logo, c∥x∥ ≤ ∥T (x)∥,∀x ∈H. Assim, se T (x) ≡ 0 então x = 0, o que prova a injetividade.

d) Im(T ) =H ′ ∶ De fato, argumentando por contradição, suponhamos que exista um f̂ ∈H ′

tal que f̂ ∉ Im(T ) e f̂ ≠ 0. Aplicando o Teorema 3.5, sabemos que existe um x0 ∈H ′′ tal que
x0(f̂) > 1 e x0(f) = 0 para todo f ∈ Im(T ).

Como H ′′ ≅ H (isto é, H é reflexivo), podemos identificar x0 com um xf ∈ H, de modo

que f̂(xf) > 1 e f(xf) = 0,∀f ∈ Im(T ).
Agora, como b é coercivo,

c∥xf∥ ≤ b(xf , xf) = T (xf)(xf) = 0,

e isso implica que xf = 0. Logo, pela linearidade de f̂ , temos que f̂(xf) = 0, o que contradiz

a condição f̂(xf) > 1. Assim, a suposição de que f̂ ∉ Im(T ) é falsa, e, portanto, f̂ ∈ Im(T ),
implicando que Im(T ) =H ′.
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Portanto, para cada f ∈H ′, existe um xf ∈H tal que:

f = T (xf) e b(xf , y) = T (xf)(y) = f(y), ∀y ∈H.

Pela injetividade de T , xf é único. Isso conclui a demonstração do teorema.

4.3 Demonstração via Teorema do Ponto Fixo de Banach

Agora, apresentamos uma demonstração alternativa do Teorema de Lax-Milgram, funda-

mentada em conceitos mais abstratos da Análise Funcional. Em vez de tratar diretamente

com elementos de H via produto interno, reformulamos o problema como uma equação no

espaço dual H ′, resolvendo-a por meio de técnicas da teoria de operadores e do Teorema do

Ponto Fixo de Banach.

Demonstração. Definimos como na demonstração anterior a transformação linear T ∶H →H ′

por:

T (x)(y) ∶= b(x, y), ∀x, y ∈H.

E novamente, segue-se que

a) T é linear;

b) T é limitado;

c) T é injetivo;

d) Im(T ) =H ′.

Alternativamente, podemos provar a existência de solução reformulando o problema como

um problema de ponto fixo. Seja f ∈H ′. Nosso objetivo é encontrar xf ∈H tal que:

b(xf , y) = f(y), ∀y ∈H.

Isso equivale a:

T (xf) = f.

Considere o operador linear limitado Λ ∶H Ð→H ′ dado por

Λ(x)(y) = ⟨x, y⟩

e defina o operador S ∶H Ð→H por:

S(x) ∶= x − λΛ−1(T (x) − f),
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onde λ > 0 será escolhida adequadamente. Observe que x é ponto fixo de S se, e somente se,

T (x) = f , ou seja, x é solução do problema original.

Sejam x, y ∈H e considere z = x − y. Note que

∥S(x) − S(y)∥2 = ∥(x − y) − λΛ−1T (x − y)∥2

= ∥z∥2 + λ2∥Λ−1T (z)∥2 − 2λ⟨Λ−1T (z), z⟩

= ∥z∥2 + λ2∥Λ−1T (z)∥2 − 2λT (z)(z)

= ∥z∥2 + λ2∥Λ−1T (z)∥2 − 2λb(z, z)

≤ (1 + λ2C − 2λc)∥z∥2.

Portanto, escolhendo λ < 2c
C , segue-se que S é uma contração. Pelo Teorema do Ponto Fixo

de Banach (Teorema 3.6), existe um único ponto fixo xf ∈H tal que S(xf) = xf , isto é,

xf = xf − λΛ−1(T (xf) − f)⇒ T (xf) = f.

Portanto, existe e é único o elemento xf ∈H tal que b(xf , y) = f(y) para todo y ∈H.



5 Considerações Finais

Ao longo deste trabalho, foi realizada uma análise aprofundada do Teorema de Lax–

Milgram, com foco não apenas em sua formulação clássica, mas também em diferentes es-

tratégias de demonstração e generalizações. Inicialmente, discutiu-se a versão tradicional do

teorema em espaços de Hilbert, utilizando o Teorema de Riesz–Fréchets.

Em sequência, foram apresentadas duas abordagens alternativas para a prova: uma ba-

seada no Teorema do Ponto Fixo de Banach e outra que utiliza ferramentas fundamentais

da Análise Funcional, como o Teorema de Hahn–Banach. Essas demonstrações reforçam a

flexibilidade conceitual do teorema e revelam suas ráızes em prinćıpios gerais da teoria dos

operadores.

Dessa forma, conclui-se que o estudo do Teorema de Lax–Milgram, em suas diversas

versões e abordagens, oferece uma visão rica e interconectada da Análise Funcional moderna,

destacando sua importância não apenas teórica, mas também em aplicações concretas que fa-

cilitam a resolução de equações diferenciais parciais, o desenvolvimento de métodos numéricos

e a modelagem matemática.

A realização deste estudo contribuiu significativamente para o aprofundamento da pes-

quisa matemática, especialmente no campo da Análise Funcional. Espera-se que esta abor-

dagem forneça uma base sólida para o desenvolvimento de futuros trabalhos nas áreas de

Análise Funcional, Teoria das Equações Diferenciais Parciais (EDPs) e métodos variacionais.
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