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RESUMO 

 

 

Após apresentarmos um breve relato histórico sobre a evolução do Cálculo e 

selecionarmos criteriosamente o conteúdo teórico necessário ao desenvolvimento do tema em 

tela, apresentamos no seu decorrer, aplicações do Cálculo Diferencial, mais precisamente, o 

estudo de Máximos e Mínimos, à elementos da Geometria Plana e da Geometria Espacial. 

Um outro aspecto que gostaríamos de salientar, diz respeito às aplicações 

desenvolvidas, que em sua grande maioria são exercícios propostos pelos autores, ou seja, 

não se encontram resolvidos na bibliografia consultada, excetos alguns poucos, que nos 

serviram de parâmetros durante todo o decorrer desse trabalho. 

Palavras-chave: Cálculo, Máximos e Mínimos, Geometria, Aplicações 



ABSTRACT 
 

 

After presenting a brief historical account on the development of Calculus and 

carefully selecting the academic content necessary to develop the subject in depth, in its 

present course, applications of differential calculus, more precisely, the study of Maxima and 

Minima, the elements of plane geometry Space and Geometry. 

Another aspect that we wish to highlight relates to the applications developed, which 

mostly are exercises proposed by the authors, or are not resolved in the bibliography, but a 

few of the parameters that have served us throughout the course of this work. 

 

Keywords: Calculus, Maxima and Minima, Geometry, Applications 
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1. INTRODUÇÃO 
 

 

Não é difícil encontrar questionamentos vindos de alunos, qualquer que seja o nível 

educacional em que se encontrem, sobre a aplicação e para que servem determinados 

conteúdos, assim como não encontramos com tanta facilidade, professores das mais diversas 

titulações, que saibam responder tais questionamentos. 

 Este trabalho tem o intuito de mostrar, gradativamente, um número razoável de 

demonstrações e resultados que podemos obter no estudo da Geometria, ao aplicarmos o 

conteúdo Máximos e Mínimos, geralmente ministrado no componente curricular de Cálculo 

Diferencial e Integral de algumas graduações, a exemplo de; Bacharelado em Matemática, 

Engenharia Civil, Ciências da Computação, etc. 

 Basicamente, o trabalho se divide em três etapas: 

 - Abordagem histórica sobre a evolução do Cálculo Diferencial e Integral;  

- Resumo teórico que sirva de suporte ao desenvolvimento do tema em tela;  

- Aplicações: determinação de Áreas e Volumes. 

Durante o seu desenvolvimento, podemos perceber claramente que adotados as 

estratégias escolhidas, tais como: uma boa revisão, escolha dos referenciais teóricos que 

realmente serão utilizados e somando a tudo isso, uma boa dose de dedicação, os resultados 

surgem com mais facilidade, e diante de tal êxito, passam a agir como elementos 

estimuladores na obtenção e correção de rumo para outros tantos.
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2. ASPECTOS HISTÓRICOS 
 

 

A diferenciação se originou de problemas geométricos de tangência a curvas e 

determinação de máximos e mínimos, onde os gregos já trabalhavam nessas questões. 

Euclides (cerca de 300 a. C.) provou que a reta tangente a um círculo em qualquer ponto é 

perpendicular ao raio. Problemas de movimento e velocidade, básicos para o nosso 

entendimento de derivadas, também surgiram com os gregos, embora tenham sido tratados 

mais filosoficamente que matematicamente, como por exemplo, os paradoxos de Zenon que 

se apoiavam em dificuldades para entender velocidade instantânea sem ter uma idéia de 

derivada. Porém, o primeiro uso do método diferencial se encontra em algumas idéias de 

Fermat (1601-1665), tanto que “e tão grande foi o avanço alcançado, e tão perto chegou da 

invenção da análise infinitesimal que, ambos, J. Lagrange e P.S. Laplace elegeram o 

compatriota P. Fermat, como o primeiro inventor do assunto”(CAJORI, 2007, p.285). Fermat 

desenvolveu vários procedimentos algébricos para determinação de pontos máximos e 

mínimos, determinou tangentes às curvas: elipse, ciclóide, conchóide, quadratriz entre outras, 

como também desenvolveu trabalhos sobre integração. 

Dentre outros matemáticos, Descartes (1596-1650), inventou um procedimento de 

dupla raiz para encontrar a normal e então a tangente a uma curva. Por sua vez John Wallis 

(1616-1703) obteve um resultado equivalente a formula dx
dx
dyds

2
1

2

1

















  do 

comprimento de arco de uma curva.  Esses dois deram suas contribuições no Cálculo 

Diferencial e Integral, porém duas personalidades se destacam na história do Cálculo. Uma 

delas, pode se dizer a mais importante, é Issac Newton (1642-1727), que fez grandes 

pesquisas em Óptica, Teoria da Gravitação e o Teorema do Binômio generalizado. Mas sua 

principal descoberta foi o método dos fluxos, escrita na obra Principia (1687). Nesse trabalho 

uma curva era gerada pelo movimento contínuo de um ponto. Sendo assim, a abscissa e a 

ordenada de um ponto gerador passam a ser, em geral, quantidades variáveis. A uma 

quantidade variável ele dava o nome de fluente (uma quantidade que flui) e a sua taxa de 

variação dava o nome de fluxo do fluente. Com seu método, Newton fez grandes aplicações 

determinando máximos e mínimos, tangentes a curvas, curvaturas de curvas, pontos de 

inflexão e convexidade, concavidade de curvas, aplicando-o também a muitas quadraturas e 

retificações de curvas. A outra foi Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) que desenvolveu o 
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seu cálculo entre 1673 e 1676. Graças a Leibniz, o cálculo ganhou uma notação bem mais 

flexível e manipulável de que o cálculo desenvolvido por Newton, publicado no artigo: New 

methods for maximums and minimums, as well as tangents, which is neither impeded by 

fractional nor irrational quantities, and a remarkable calculus for them ( Novos métodos para 

máximos e mínimos, assim como tangentes, os quais não são impedidos por quantidades 

fracionárias e irracionais, e um cálculo notável para eles) em 1684. 

Infelizmente, nossos dois principais heróis no que diz respeito ao cálculo, entraram em 

conflito. Para quem iria o mérito da invenção do cálculo? “A opinião generalizada hoje é que 

ambos criaram o cálculo independentemente embora a descoberta de Newton seja anterior, 

Leibniz foi o primeiro a publicar seus resultados.” (EVES, 2004,  p. 444). As descobertas dos 

dois são sem dúvida as mais importantes para o cálculo, mas devemos observar que vários 

matemáticos tinham antes, como vimos ao longo desse texto, dado suas cooperações. “O 

cálculo Diferencial, portanto, não foi, muito uma descoberta individual, mas, antes, o grande 

resultado de descobertas sucessivas feitas por diferentes cabeças”(CAJORI, 2007, p. 265). 

Daí por diante surgiram várias obras a respeito do Cálculo. O primeiro livro foi 

Analysis of infinitely Small Quantities for the Understanding of Curved Lines (Análise de 

quantidades infinitamente pequenas para o entendimento de curvas) do Marquês de 

L’Hospital(1661-1704) publicado em 1696. 
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3. DERIVADA 
 

 

Antes de iniciarmos nosso estudo sobre os conceitos de derivada, faremos algumas 

considerações, necessárias ao desenvolvimento que segue. Considere a figura 1 

 

 
                                                                Figura 1 

 

Nela observa-se que: 

 

1 - O coeficiente angular m , da reta r no ponto ))(,( afa , dado por  

h
afhafm

h

)()(lim
0





. 

 

2 - A taxa de variação instantânea de f no ponto ))(,( afa , dado por 

h
afhaf

h

)()(lim
0




. 

 

Agora, vamos a definição de derivada. 

 

Definição 1 - Seja )( fDma de uma função f . Se existe o limite 
h

afhafL
h

)()(lim
0





, 

diremos que f é derivável no ponto a e que sua derivada neste ponto é Laf  )( . O que 

também pode ser representada por )(aDf , ),(af
dx
d ou )(a

dx
df . 
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Pelo exposto, a derivada nada mais é do que, obtermos o coeficiente angular de uma 

reta tangente a um ponto numa função f , ou a sua taxa de variação instantânea num ponto. 

O quociente 
h

afhaf )()(  é chamado de quociente de diferenciação, razão 

incremental ou quociente de Newton. 

O limite 
h

xfhaf
h

)()(lim
0




 pode ser escrito como: 

ax
afxf

ax 




)()(lim , ou ainda 
x

afxaf
x 




)()(lim
0

. 

 

 

Exemplo: Seja 23)(  xxf , calcule ).2(f   

Solução: 

33lim)2(

26236lim)22.3(2)2(3lim)2()2(lim)2(

0

000
















h
hf

h
h

h
h

h
fhff

h

hhh
 

 

 

Definição 2 - Seja RAf : uma função derivável. A função RAf  : que a cada ponto 

Aa associa o número real )(af  , é chamada função derivada primeira de f . 

 

Exemplo: Dada 3)( 2  xxf , encontre ).(xf   

Solução: 

xxfhx
h

xhhxf

h
xhhxx

h
xhx

h
xfhxfxf

hh

hhh

2)()2(lim)2(lim)(

332lim)3(3)(lim)()(lim)(

00

222

0

22

00

















  

 

 

3.1 REGRAS DE DERIVAÇÃO 

 

Vimos até então, que a derivada de uma função é o limite do quociente de 

diferenciação, por definição. Neste tópico, obteremos regras que nos permitirão calcular com 

facilidade a derivada de várias funções sem recorrer ao uso da definição.  
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Teorema 1- (Regra da função constante) Se cxf )( , onde Rc , então 0)(  xf  para 

todo x . 

 

Demonstração: Seja cxf )( , onde Rc , pela definição temos: 

 

.00lim)()()(
0








 ch

cc
h

xfhxfxf
h

 

 

Exemplo: Dado 4)( xf , a derivada é .0)(  xf  

 

Teorema 2 - (Regra da Potência) Se nxxf )( , onde n pertence aos naturais, então 
1)(  nnxxf . 

 

Demonstração: Seja nxxf )( , com Nn , então: 

,)(lim)(
0 h

xhxxf
nn

h





 

Desenvolvendo nhx )(   pela fórmula do Binômio de Newton, temos: 

1

121

0

121

0

3221

0

)(

)...
2

(lim)(

)...
2

(1lim)(

...
211lim)(










































































n

nnn

h

nnn

h

nnnn

h

nxxf

hhx
n

nxxf

hhx
n

nxh
h

xf

xhhx
n

hx
n

x
h

xf

 

 

Exemplo: Seja 5)( xxf  , encontre ).(xf   

Solução: 155)(  xxf , logo 45)( xxf  . 

 

Teorema 3 – Sejam u e v  funções deriváveis com o mesmo domínio e c uma constante, 

então: 
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a) )(.)( xucxf   é derivável e );(.)( xucxf   

b) (Regra da soma) )()()( xvxuxf   é derivável e );()()( xvxuxf   

c) (Regra do produto) )().()( xvxuxf  é derivável e );().()().()( xvxuxvxuxf   

d) (Regra do quociente) 
)(
)()(

xv
xuxf   é derivável e 

 2)(
)().()().()(

xv
xvxuxuxvxf


 ; 

 

Demonstração: 

 

a) 
h

xuhxuc
h

xuchxuc
h

xfhxfxf
hhh

)()(.lim)(.)(.lim)()(lim)(
000











 

   ).(.)()()(lim.)(
0

xucxf
h

xuhxucxf
h







 

 

b)
h

xvxuhxvhxu
h

xfhxfxf
hh

)]()([)()(lim)()(lim)(
00








 

   



 








 h

xvhxv
h

xuhxu
h

xvhxvxuhxuxf
hh

)()()()(lim)()()()(lim)(
00

 

   ).()()()(lim)()(lim)(
00

xvxu
h

xvhxv
h

xuhxuxf
hh










 

 

c) 
h

xvxuhxvhxu
h

xfhxfxf
hh

)().()().(lim)()(lim)(
00








, adicionando 

)().()().( hxvxuhxvxu   ao numerador, temos: 

   
h

xvxuhxvxuhxvxuhxvhxuxf
h

)().()().()().()().(lim)(
0





 

      
h

xvhxvxuxuhxuhxvxf
h

)()()()()()(lim)(
0





 

   
h

xvhxvxu
h

xuhxuhxvxf
hh

)()().(lim)()().(lim)(
00








, portanto 

   )().()().()( xvxuxvxuxf   

 

d) 






















 )(

)(
)(
)(1lim)(

)(
)(
)(

lim)()(lim)(
000 xv

xu
hxv
hxu

hh
xv
xu

hxv
hxu

h
xfhxfxf

hhh
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)().(

)().()().(.1lim)(
0 xvhxv

hxvxuxvhxu
h

xf
h 





, adicionando )().()().( xvxuxvxu  ao 

numerador, temos 

   
)().(

)().()().()().()().(.1lim)(
0 xvhxv

hxvxuxvxuxvxuxvhxu
h

xf
h 





 

      
h

xvhxvxuxuhxuxv
xvhxv

xf
h

)()()()()()(
)().(

1lim)(
0







 

   



 







 h
xvhxvxu

h
xuhxuxv

xvhxv
xf

h

)()()()()()(
)().(

1lim)(
0

 

   Logo, 

   
 

 )().()().(.
)(

1)( 2 xvxuxuxv
xv

xf   

   
 2)(

)().()().()(
xv

xvxuxvxuxf


  

 

Corolário- Se nxxf )( , Nn , então 1)(  nnxxf . 

 

Demonstração: 

 

Sabemos que n
n

x
x 1

 , ou seja, nx
xf 1)(  , assim 

Pelo item d do Teorema 3 obtemos  

 
1

2

1

2

1

)(.10.)( 








 n
n

n

n

nn

nxxf
x
nx

x
nxxxf  

 

Teorema 4 - (Derivada da função composta – Regra da cadeia)- Se f e u são funções tais 

que a imagem de u está contida no domínio de f , então uf   é derivável e 

).())(()()( xuxufxuf   

Omitiremos a demonstração desse teorema, pois aborda conhecimentos que fogem do 

nosso foco. 
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3.2 DERIVADA DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 

 

Antes de calcularmos as derivadas das funções trigonométricas, vamos calcular o 

limite da função 
x
x

x

1coslim
0




 que será útil nas nossas demonstrações. 

Vejamos: 

0
11

01
1cos

lim
)1(cos

lim
)1(cos

1coslim1lim
0

2

0

2

00


















 x
senx

x
senx

xx
xsen

xxx
cox

xxxx
 

 

Teorema 5 - Sejam as funções trigonométricas, temos que: 

 

a) Se senxxf )(  então .cos)( xxf   

b) Se xxf cos)(   então .)( senxxf   

c) Se tgxxf )(  então xxf 2sec)(  . 

d) Se ctgxxf )(  então xxf 2seccos)(  . 

e) Se xxf sec)(  então xtgxxf sec)(  . 

 

Demonstração: 

 

a) Seja senxxf )( , temos que: 

h
senxxsenhsenx

h
senxhxsenxf

hh









coscoshlim)(lim)(
00

 





 








x

h
senh

h
senx

h
xsenhsenxxf

hh
cos1coshlimcos)1(coshlim)(

00
 

xxsenxxf coscos10)(   

 

b) análoga ao item a). 

c) Seja tgxxf )( , vamos usar a relação 
x

senxtgx
cos

 , e pelo o teorema 3 na regra do 

quociente, obtemos: 

x
xx

xsenx
x

senxsenxxxxf
x

senxxf 2
22

22

2 sec
cos

1
cos

cos
cos

)(coscos)(
cos

)( 





  
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d) Seja ctgxxf )( , usando a relação 
senx

xctgx cos
 , temos: 

.seccos1coscoscos)()( 2
22

22

2 x
xsenxsen

xxsen
xsen

xxsenxsenxxf 








  

 

e) Seja 
x

xf
cos

1)(  , obtemos: 

xtgx
xx

senx
x

senx
x

senxxxf sec
cos

1
coscoscos

)(10cos)( 22 


 . 

 

f) Seja xxf seccos)(  , temos: 

xctgx
senxsenx

x
xsen
x

xsen
xsenx

senx
xf seccos.1.coscoscos101)( 22 


 . 

 

Observação: Se no caso da função trigonométrica o arco for uma função, )(xuu  , usa-se a 

regra da cadeia. Assim temos: 

a) )()).(cos()())(()( xuxuxfxusenxf    

b) )()).(()())(cos()( xuxusenxfxuxf   

c) )()).((sec)())(()( 2 xuxuxfxutgxf   

d) )()).((seccos)())(()( 2 xuxuxfxuctgxf   

e) )()).(sec()).(()())(sec()( xuxuxutgxfxuxf   

f) )()).(sec(cos)).(()())(sec(cos)( xuxuxuctgxfxuxf   

 

Exemplo: calcule a derivada de )3sec()( 2 xxxf  . 

Solução: 

)32()3sec()3()( 22 xxxxxxtgxf   

 

 

3.3 DERIVADAS SUCESSIVAS 

 

Na definição 2 definimos a função derivada primeira, caso RAf  : seja derivável, 

define-se a sua derivada RXf  :  por )()()( xfxf  , que é chamada função derivada 



 20

segunda de .f  Sucessivamente, temos que )(xf n para Nn , é a função derivada n-ésima de 

f . 

 

Exemplo: calcule a derivada terceira de xxxxf  28 27)( . 

Solução: 

1456)( 7  xxxf  

4392)( 6  xxf  
52352)( xxf   
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4. MÁXIMOS E MÍNIMOS 
 

 

Algumas funções apresentam comportamento irregular. Elas crescem até um 

determinado valor (ponto máximo), e em seguida decrescem até um outro (ponto mínimo), 

voltando a crescer. Esses pontos constituem agora o foco da nossa análise. 

 

Definição 1 - Seja RXf :  uma função. Dizemos que f  tem um máximo absoluto num 

ponto Xc quando .),()( Xxcfxf   

 

Definição 2 - Seja RXf : uma função. Dizemos que f  tem um mínimo absoluto num 

ponto Xc quando .),()( Xxxfcf   

 

Definição 3 - Seja RXf : uma função. Dizemos que f tem um máximo local (ou 

relativo) num ponto Xc quando existe 0  tal que ).,(),()(   ccXxcfxf  

 

Definição 4 - Seja RXf : uma função. Dizemos que f tem um mínimo local (ou relativo) 

num ponto Xc quando existe 0  tal que ).,(),()(   ccXxxfcf  

Na figura 2 mostra-se o comportamento de uma função f  no intervalo [0,+∞].Note 

que )(af é maior que qualquer outro vizinho, ou seja, xafxf  ),()( , logo )(af  máximo 

absoluto de ; )(af  é o ponto mais baixo de ,f ou seja, xxfbf  ),()( , é o ponto mínimo 

absoluto. E os pontos ))(,( cfc  e ))(,( dfd são pontos máximo e mínimo locais, 

respectivamente. 

 
Figura 2 

 



 22

Teorema 1 – Seja Rbaf ),(:  uma função e ),( bac um ponto de máximo (ou mínimo) 

local para f . Se f for derivável no ponto c , então .0)(  cf  

 

Demonstração: 

 

Seja c um ponto de máximo local para f . Então existe 0  tal que 

)()( cfxf   ou 0)()(  cfxf  

Para todo ).,(   ccx Logo, para todo ),(  ccx , temos  

0)()(





cx
cfxf , o que fornece ;0)()(lim)( 









cx
cfxfcf

cx
 e 

Para todo ),(   ccx temos ,0)()(





cx
cfxf o que garante 

.0)()(lim)( 








cx
cfxfcf

cx
 Sendo f derivável, devemos ter então 

,0)()()(   cfcfcf  o que conclui a demonstração. 

Para o ponto mínimo local a demonstração é análoga. 

 

Teorema 2 - Suponhamos que Rbaf ),(:  seja derivável com 0)(  cf  para algum ponto 

).,( bac  Se existe ),(cf  então: 

a) ccf  0)( é ponto máximo local para f ; 

b) ccf  0)( é ponto mínimo local para f . 
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5. ESTRATÉGIA PARA RESOLVER PROBLEMAS DE MÁXIMOS E 

MÍNIMOS 
 

 

Passo 1. Compreendendo o Problema. Leia o problema atentamente. Identifique as 

informações necessárias para resolvê-lo. O que é desconhecido? O que é dado? O que é 

pedido? 

 

Passo 2. Desenvolva um Modelo Matemático para o Problema. Desenhe figuras e indique as 

partes que são importantes para o problema. Introduza uma variável para representar a 

quantidade a ser maximizada ou minimizada. Utilizando essa variável, escreva uma função 

cujo valor extremo forneça a informação pedida. 

 

Passo 3. Determine o Domínio da Função. Determine quais valores da variável tem sentido 

no problema. Se possível, esboce o gráfico da função. 

 

Passo 4. Identifique os Pontos Críticos e as Extremidades. Determine onde a derivada é zero 

ou não existe. Utilize aquilo que você sabe sobre a forma do gráfico de uma função e sobre a 

física do problema. Use a primeira e a segunda derivada para identificar e classificar pontos 

críticos (onde 0f ou não existe). 

 

Passo 5. Interprete a Solução. Traduza seu resultado matemático de volta para a linguagem 

original do problema e decida se o resultado tem sentido ou não. (FINNEY, 2002, p.275). 

 

Essa estratégia vai nos dar uma direção de aplicar o que estudamos até então, para a 

resolução dos exemplos do próximo capítulo. 



 24

6. APLICAÇÕES GEOMÉTRICAS 
 

 

6.1 GEOMETRIA PLANA 

 

6.1.1 RETÂNGULO  

 

Exemplo 1 - Entre todos os retângulos inscritos em um círculo de raio R, o de área maior é o 

quadrado de lado 2R . 

Seja x a base e y a altura do retângulo inscrito em uma circunferência de raio R, 

conforme a Figura 3. Calculando a área do retângulo temos: 

 

 
Figura 3 

 

             

 

 

 

Sendo assim, vamos encontrar o máximo para a função 224)( xRxxA  , cujo a 

derivada é: 

                       

 

 

 

 

Fazendo 0)(  xA , temos: 

yxAretângulo .   mas,
22

2

22















yxR  
22

2

44
yxR  224 xRy    

22
Re 4 xRxA tângulo   

xxxRxRxA ).2()4(
2
14)( 2

1
2222 


 

22

2
22

4
4)(

xR
xxRxA


  
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0
4

4
22

2
22 




xR
xxR  

2

4
4

4

222

22

2
22

Rx

xxR
xR

xxR








 

                  

Agora, vamos verificar se esse ponto é máximo ou mínimo. Para isso vamos derivar 

novamente: 

 

Como a derivada a segunda em 2Rx   é negativa, o Teorema 2 de Máximos e 

Mínimos garante que é máximo, e  

 

 

 

 

Portanto, os lados do retângulo são 2ryx  , o que prova a demonstração. 

 

Exemplo 2 - Entre todos os retângulos de mesmo perímetro, o de maior área é o quadrado. 

 

 
Figura 4 

04)2(

))2(4()2(4

)2(2)2(12)(

)4(4
212)(

)4(4
8)4()(

2222

32

2222

32

2222

3222


















RA

RRRR

RRRxA

xRxR
xxRxA

xRxR
xxRxRxxA

 

2

)2(4

4
22

22

Ry

RRy

xRy






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Na figura 4, tomando x , y  e P como comprimento, largura e perímetro, 

respectivamente do quadrado: 

Temos as relações: 

yxA   e yxP 22   

Ora, 
2

2xPy 
  substituindo em A : 

2
2)(

2
2 2xPxxAxPxA 




  

Fazendo 0)(  xA , 

2
4)( xPxA 

  

O ponto crítico será: 

4
0

2
4 PxxPx


  

Vamos verificar se o ponto crítico em questão é máximo, derivando novamente: 

 

,2
4







 PA  logo 

4
Px   é máximo e  

 

 

 

 

 

 

 

Exemplo 3 - Vamos obter o retângulo de área máxima, inscrito em um dado triângulo, 

ABC . 

A

B E

H G

F

x

y

M

P

h

b
C

 
Figura 5 

.
4

2
4

2

2
2

Py

PP
y

xPy








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Na figura 5, y a base do retângulo e x a altura. 

Então xyA  . Ora, 
AP
AM

BC
HG

  ou )( xh
h
by  . Assim )( xh

h
bxA  , o que devemos 

achar as derivadas da função: 

2)( x
h
bbxxA   

Logo, 

x
h
bbxA 2)(   e 

h
bxA 2)(   

O ponto crítico será 
2

02 hx
h
bxb  . Como a derivada segunda é negativa, temos um 

máximo e 

22
byhh

h
by 






   

 

Portanto o retângulo de área máxima será o retângulo de lados 
2

,
2

bh  e área 
4

bhA   

 

 

6.1.2 TRAPÉZIO 

 

Exemplo 1 - Obter o trapézio isósceles, de área máxima, inscrito em um semicírculo dado, e 

tendo o diâmetro como base maior. 

x x

R R
oA D

BBB C

h

 
Figura 6 

 

Observando a figura 6 ao lado, temos a base menor ,2xb   a base maior RB 2  e a 

altura 22 xRh  ,obtida pelo  teorema de Pitágoras. 

A área do trapézio ABCD  é: 
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xRxRxAxRxRA 


 222 )()(
2

)22(  

Derivando: 

)()2()(
2
1)( 2

1
2222 RxxxRxRxA 


 

22

2
22)(

xR
RxxxRxA



  

22

222)(
xR

RRxxxA



  

Os pontos críticos serão: 

02
22

22







xR
RRxx . Basta portanto, encontrar as raízes da equação 02 22  RRxx , 

que são Rx   e 
2
Rx  . Como não faz sentido a primeira raiz, ,x  vamos verificar a 

segunda: 

22

222
1

2222 )2()2()(
2
1)4(

)(
xR

RRxxxxRxRRx
xA








 

22

22

22322 2)()4(

)(
xR
xR

xRRxxxRRx

xA





  

2222

332

)(
23)(

xRxR
RxxRxA



 , substituindo 

2
Rx  : 

032
2

44

8
2

2
3

2 2
2

2
2

3
3

2



























 RA

RRRR

RRRRRA , logo é máximo 

Portanto, o trapézio isósceles de área máxima terá a base maior duas vezes a base menor. 

 

 

6.1.3 TRIÂNGULO 

 

Exemplo 1 - Vamos obter qual entre todos os triângulos retângulos de mesma hipotenusa a  

tem a maior área. 
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A

B C

X

a  
Figura 7 

 

Na figura 7, seja a , a hipotenusa do triângulo retângulo, e x um dos catetos. Pelo 

teorema de Pitágoras temos que o outro cateto vale, 22 xa  . 

Assim temos que, 22

2
1 xaxAtriângulo  o que devemos achar o valor máximo da 

função 22)( xaxxf  . 
 
 Sendo, 

 

 

 

Fazendo 0)(  xf  

 

 

 

 

 

     

 

 

Calculando a derivada de 2ª ordem, temos: 

                               
22

22 2)(
xa
xaxf




  

22

222
1

2222 )2)(2()(
2
14

)(
xa

xaxxaxax
xf








 

                              
)(

23)(
22

2
2

32

xaxa

xxaxf



  

22

22

22

2
22

2
1

2222

2)(

).2()(
2
1)(

xa
xa

xa
xxaxf

xxxaxaxf












 

2
2

02

0

22

222

22

2
22

22

2
22

ax

xa
xxa

xa
xxa

xa
xxa














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Vamos verificar se o ponto crítico é máximo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Assim, o outro cateto também será 
2

2a , pois  

 

 

 

Portanto, o triângulo é isósceles e 

 

 

 

   

 

 

Agora, ao invés de considerarmos a mesma hipotenusa, vamos considerar o perímetro. 

 

Exemplo 2 - Obter qual entre todos os triângulos retângulos com o mesmo perímetro p2  tem 

maior área. 

08
2

2
22

2
2

2

4
2

4
2

8
24

2
23

2
2

2
2

2
2

2
22

2
23

2
2

3

3

2
2

2
2

33

2

2

2

2

3

2












































































































af

a
aaf

aaaa

aa
af

aaaa

aaa
af

 

2
2

24
2

2
2 22

2

2

222 aaaaaaxa 







  

4

2
2

2
2

2
1

.
2
1

2aA

aaA

yxA

Triângulo

Triângulo

Triângulo






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                                                            Figura 8 

 

Na figura 8, tomando x e y para os catetos, e 22 yxz  para hipotenusa, figura 8, 

e o perímetro zyxp 2 . 

Substituindo yxpz  2  em 22 yxz  , temos: 

02444
2224

)2(

2

2

22222

222

22









xypypxp
yxyxyxpxpypxp

yxyxp

yxyxp

 

                                    

px
pxpy

px
pxpy

pxppxy
ppxpyxy

2
)(2
)2(2
)(4

)(4)42(
4442 2














 

Substituindo o valor de y em 
2
xyATriângulo  , temos a função: 

2
2

)(2

)(












px
pxpx

xA . 

                                                         
px

xppxxA
2

)(
22




  

Calculando )(xA  temos: 

                                      2

222

)2(
)()2)(2()(

px
xppxpxppxxA




  

2

223222

)2(
242)(

px
xppxpxpxppxxA




  
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2

322

)2(
24)(

px
pxppxxA




  

Fazendo 0)(  xA : 

0240
)2(

24 322
2

322




 pxppx
px

pxppx  

px )22(1   e px )22(2  , são os pontos críticos de )(xA , agora vamos verificar 

qual deles é o máximo. Derivando novamente: 

 

3

3

3

3223222

4

3222

4

32222

)2(
4)(

)2(
4828442)(

)2(
482)2)(42()2()(

)2(
)24)(2(2)2)(42()(

px
pxA

px
pxppxpxpxppxxA

px
pxppxpxppxpxxA

px
pxppxpxpxppxxA



















 

Substituindo 1x  temos: 

02
2

2
22

4
)222(

4))22((
3

3

3

3








p
p

ppp
ppA  

E para 2x : 

02
2

2
22

4
)222(

4))22((
3

3

3

3





p

p
ppp

ppA  

 

Assim, temos que 1x  é o máximo, e finalmente, os outros lados do triângulo são: 

  

 

 

 

 

Portanto, o triângulo de maior área é um triângulo isósceles de lados pyx )22(   e 

pz 2)12(  . 

 

Exemplo 3 – Obter o triângulo retângulo dentre todos com a mesma base b  e perímetro p2 o 

de área máxima. 

ppy

p
ppppy

pp
ppppy

)22())22((

2
)2(2))22((

2)22(
))22((2))22((











 

pz

ppz

pzpppp

pzpp

pzyx

2)12(

222

22222

2)22()22(

2










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Figura 9 

 

Seja o triângulo ABC , de lados yx, e base b . O seu perímetro é dado por 

byxp 2  e pela formula de Herão, sua área será: 

))()((),( ypxpbppyxA   

Isolando y na primeira relação e substituindo na segunda, temos: 

)2)()(()( bxppxpbppxA   

))(()()( pbxxpbppxA  , vamos chamar )( bppk  , para facilitar nossos 

cálculos. Agora vamos achar o ponto crítico e verificar se é máximo: 

))(()( pbxxpkxA   

   )().(1))((
2
1)( 2

1
xppbxpbxxpkxA    

))((
22

2
)(

pbxxp
bxpkxA



  

2
2220220

))((
22

2
bpxbpxbxp

pbxxp
bxpk 





  

   


























))((

)22(22))((
2
1))((2

2
)(

2
1

pbxxp

xbpxbppbxxppbxxpkxA  
















))(())((4
)(

2

pbxxppbxxp
pkxA , substituindo 

2
2 bpx 

 em )(xA  , 

obtemos: 

02
2

2
3

2







 

b
kpbpA , logo é máximo, e 

bxpy  2  
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         bbppy 



2

22  

                                                                
2

2 bpy 
  

 

Portanto, o triângulo é isósceles de lados 
2

2,
2

2 bpbp   e b . 

 

Exemplo 3 - Entre todos os triângulos retângulos com o mesmo perímetro p, qual é o de 

menor hipotenusa? 

 
Figura 10 

 

Sejam ,z x  e y , Figura 10, a hipotenusa e os catetos, do Triângulo ABC , temos as 

seguintes relações: 
222 yxz   e zyxp  zxpy  , o qual vamos substituir na primeira relação. 

 

22

22

22222

222

22)22(
2222

)(

ppxxxpz
pxpxxzpz

zxzpzxzxpxpzpxpxz
yxyxp









 

xp

ppxx
z

xp
ppxxz











22

22

2
1
)(2

22

 

Agora vamos derivar a função 
xp

ppxx
xz






22
2

1
)( , para encontrar o ponto mínimo: 

2

22

)(

)2
1)(1())(2(

)(
xp

ppxxxppx
xz




  
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fazendo 0)(  xz , temos: 

0
)(

2
12
2

22







xp

ppxx
 

de onde retem: 

px 









2
211  e px 










2
212 . 

Derivando novamente, 

 

3

2

3

2

3

2222

4

22

4

222

)(
)(

)(
)(

)(
422222)(

)(
42))(22()()(

)(

)2
12)(1)(())(22(

)(

xp
pxz

xp
pxz

xp
ppxxpxpxpxxz

xp
ppxxxppxxpxz

xp

ppxxxppxppx
xz
























 

Substituindo 1x  e 2x em )(xz  , temos: 

 

022
2
21

2
4

8
22

2
2

2
21

2
21

3

2

3

2

3

2

1














































































p
pz

pp
p

p

p

pp

ppzxz

 

 

022
2
21

2
4

8
22

2
2

2
21

2
21

3

2

3

2

3

2

2









































































p
pz

pp
p

p

p

pp

ppzxz

 

Sendo assim, 2x  é o mínimo de )(xz . 

Logo,  

2

22

2

2222

)(
2

12
)(

)(
2

122
)(

xp

ppxx
xz

xp

ppxxpxpxpx
xz










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2
2

2
1

2
2

4
2

2
22

2
21

2
21

2
1

2
21

2
21

2
21

2
2

2
22

2

2

2

ppp

pppppp
pz

pp

pppp

pz






























































































 

 

2
2
21

2
2

2
21

2

ppz
p

ppz 




































  

 

Portanto, o triângulo será o de hipotenusa 2p . Mas não será isósceles como nos exemplos 

anteriores. 

 

Exemplo 4 - Entre todos os triângulos isósceles, inscritos em um círculo de raio dado, obter o 

de área máxima. 

X
R

CDB

A

E  
Figura 11                                                  Figura 12 

 

Seja o triângulo ABC isósceles inscrito no círculo de Raio R e x  sua altura (Figura 

11). A área do triângulo será 
2

BCADA 
 , mas BDBC


2

, Daí BDADA  . 

Note que o segmento BD  de acordo com as relações métricas no triângulo retângulo 

(Figura 12) tem por expressão )2(
2

xRxBD  e a área do triângulo será 

)2( xRxxA  . 

Assim devemos encontrar o valor máximo da função )2()( xRxxxA  , derivando: 

X
R

CDB

A
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xxRxRxxRxxA )22()2(
2
12)( 2

1
22 


 

                                    
2

2
2

2
2)(

xRx
xRxxRxxA



  

                                   
2

2

2
23)(

xRx
xRxxA




  

Note que para 01 x  dará uma indeterminação, assim vamos verificar para 
2

3
2

Rx  . 

Derivando novamente: 

 

     
2

22
1

22

2

23222
2
12)43(

)(
xRx

xRxxRxRxxRxxR
xA








 

     

2

2

2
2

2
2

23243
)(

xRx
xRx

xRxxRxRxxR
xA







  

  22

322

22
263)(

xRxxRx
xRxxRxA



 , substituindo 

22

32
2

2
3

2
32

2
3

2
32

2
32

2
36

2
33

2
3
































































RRRRRR

RRRRR
RA  

4
93

4
93

4
27

2
27

2
9

2
3

2
2

2
2

333

RRRR

RRR
RA



















  

32
3

6

2
3

4
3

4
9

)(
2

3







RR

R

xA  

Portanto, o triângulo isósceles de área máxima será o de altura 
2

3Rx   e sua área é 

  xRxxA 2 





 

2
32

2
3

2
3 RRRR

4
33 2R

 . 
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6.2 GEOMETRIA ESPACIAL 
 

 

6.2.1 PARELELEPÍPEDO 

 

Exemplo 1- Dado um quadrado de lado a . Tirar nos quatro vértices um quadrado de lado x , 

de modo que o volume do sólido formado seja máximo. 

Dada a Figura 13 temos que a expressão do volume é: 

 

 
Figura 13 

 

xxaxaxV  )2()2()(  

xxaxV 2)2()(   

Derivando: 
2)2(1)2()2(2)( xaxxaxV   

22 812)( aaxxxV   

Os pontos críticos são: 

0812 22  aaxx  

21
ax   e 

62
ax   

 

Derivando novamente: 

 

axxxV 824)(   

Para 
21
ax  , temos 08

2







 aaV  (mínimo) 
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Para 
62
ax  , temos 04

6







 aaV  (máximo) 

Portanto, obtemos o paralelepípedo de volume máximo, tomando 
6
ax  . 

 

 

6.2.2 CILINDRO 

 

Exemplo 1 - Vamos obter os cilindros inscritos em uma esfera de raio R, de área lateral 

máxima e o de volume máximo. 

Considere as Figuras 14 e 15. 

   

                                      
            Figura 14                                                             Figura 15 

 

Seja xAE   o raio da base do cilindro e yEF   a altura do cilindro temos as expressões: 

xyA 2  e yxV 2  

Ora OFEF 2  e 2222222 2 xRyxROFOFxR   

Assim, temos as funções: 

224)( xRxxA    e  2222)( xRxxV    

 

a) Área lateral máxima 

 

224)( xRxxA   , derivando: 

    xxxRxRxA  42
2
14)( 2

1
2222    
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22

22 84)(
xR

xRxA



   

Igualando a zero: 

084
22

22






xR
xR   

084 22  xR   

2
2Rx   

A derivada a segunda é  

2222

32

)(
812)(

xRxR
xxRxA



   e 016

2
2









 RA (máximo) 

Então: 

 
b) Cilindro de volume máximo 

 

2222)( xRxxV   , derivando: 

22

3
22 24)(

xR
xxRxxV


   

                                               
22

32 64)(
xR

xxRxV



   

Igualando a zero: 

064
22

32






xR
xxR  , tendo as raízes 

3
2,0 21 Rxx   e 

3
2

3 Rx  . 

Como 1x  e 2x  não fazem sentido vamos verificar 3x . 

A derivada a segunda é  

Sendo a altura do cilindro igual a 

2R e o diâmetro 2
2

22 RRd   

Concluímos que o cilindro de 
maior área lateral inscrito em uma esfera 
será um cilindro equilátero. 

2

2
22

2

2

Ry

RRy












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2222

4224

)(
12184)(
xRxR

xxRRxV



   

Sendo  

03132
3
2









 RRV  (máximo) 

Portanto, o cilindro de volume máximo será o de raio 
3
2Rx   e altura 

RyRRy
3

32
3
22

2

2 







 . 

 

Exemplo 2 - Temos um cilindro circular reto inscrito em um cone, vamos obter o cilindro de 

área lateral máxima e o de volume máximo. 

Na figura 16, x  e y  correspondem ao raio e altura do cilindro, respectivamente, R  e 

OAh   são o raio e a altura do cone, nesta ordem. 

 

                            
                    Figura 16                                                                 Figura 17 

 

A Figura 17 corresponde ao plano que passa pelo centro do cone. 

 

a) Área lateral máxima: 

 

A expressão da área é: 

xyA 2   

Mas note que, pela figura 17 os triângulos AOC  e EGC  são semelhantes, então: 
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 xR
R
hy

R
xR

h
y




  

 xRx
R

hxA 
2)( , derivando: 

                                                  xR
R

hxA 22)(    

                                                    022
 xR

R
h  

                                                  
2
Rx  (ponto crítico) 

Como,  

 
R

hxA 4
 04

2









R
hRA  (máximo) 

Portanto, o cilindro de área lateral máxima tem dimensões: 

 

2
Rx   e 

22
hyRR

R
hy 






   

 

b) Volume máximo 

 

A expressão do volume é yxV 2  

Pela semelhança de triângulos, a expressão vai ficar: 

 32 xRx
R

hV 
  

Derivando a função  32)( xRx
R

hxV 
 : 

 232)( xRx
R

hxV    

As raízes da equação   032 2  xRx
R

h  são 01 x  e Rx
3
2

2   

 

Sendo 

 xR
R

hxV 62)(    e 02
3
2







 hRV (máximo) 

A altura será: 
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33
2 hyRR

R
hy 






   

Portanto, a altura do cilindro será 
3
1  da altura do cone. 

 

Exemplo 3 - Dado o cilindro circular reto, obter o cone circunscrito de volume mínimo. 

 

Neste exemplo vamos inverter as variáveis para melhor definir a função que representa 

o volume. 

 
Figura 18 

 

Na Figura 18, h  e R correspondem a altura e o raio da base do cilindro 

respectivamente, e sejam x  e y  o raio e a altura do cone circunscrito, Temos: 

yxV 2

3
1  

Note que os triângulos AOC  e AHE são semelhantes, então: 

Rx
hxy

R
x

hy
y





 

Substituindo na expressão do volume, temos: 

Rx
xhV



3

3
  

Vamos procurar o mínimo da função 
Rx

xhxV



3

3
)(  : 














2

32

)(
.1)(3

3
)(

Rx
xRxxhxV   
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











2

23

)(
32

3
)(

Rx
RxxhxV   

0
)(

32
2

23





Rx
Rxx 0,0 21  xx  e 

2
3

3
Rx  . 

Derivando novamente: 














4

2322

)(
)32)(1)((2))(66(

3
)(

Rx
RxxRxRxRxxhxV   














3

223

)(
662

3
)(

Rx
xRRxxhxV   

Sendo 

06
2

3







 hRV  , logo é mínimo 

Portanto, o cilindro de volume mínimo será o de raio 
2

3Rx   e altura  

hy
RR

Rh
y 3

2
3

2
3





  

 

 

6.2.3 CONE 

 

Exemplo 1 - Vamos obter o cone de revolução inscrito em uma esfera de raio R de área 

lateral máxima e volume máximo. 

 

 
Figura 19 
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Com base na figura 19, sejam: 

x altura do cone 

y raio do cone 

g geratriz do cone 

 

a) Área lateral máxima 

 

A área lateral do cone 

ygA  , onde g  é a geratriz do cone 

Da mesma forma que estudamos em um exemplo anterior de geometria plana, vimos que: 

DEDABD 
2

 

)2(2 xRxy   e 22 yxg   

Substituindo na expressão da área do cone e derivando: 

32222 24)()2( RxxRxAyxxRxA    















322

22

24
68

2
)(

RxxR
RxxRxA  , igualando a zero: 

0
24

68
2 322

22















RxxR
RxxR 01  x  e Rx

3
4

2   

Como a derivada a segunda é: 

RxRRxR
RxRxA

24)24(

169)(
22

32




  e 0

2
33

3
4







 RA  (máximo) 

Portanto, será o cone de altura igual R
3
4 . 

 

b) Volume máximo 

 

Sabemos que a expressão do volume é xyV 2

3
1  e como: 

DEDABD 
2

 

)2(2 xRxy  . Assim: 

 322
3
1)( xRxxV    
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 234
3
1)( xRxxV    

Igualando a zero: 

  034
3
1 2  xRx  as raízes são 01 x  e Rx

3
4

2   que são os pontos críticos. 

Derivando novamente: 

 xRxV 64
3
1)(    

E sendo 

0
3
4

3
4







 RRV  (máximo) 

O raio será: 







  RRRy

3
42

3
42  

Ry
3

22
  

Portando, o cone de volume máximo será o de altura Rx
3
4

  e raio Ry
3

22
  
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7. CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 

 

Com todos estes exemplos selecionados e resolvidos neste trabalho, acreditamos que o 

estudo do Cálculo não pode nem deve se prender apenas a definições, demonstrações e 

obtenção de resultados através do uso de fórmulas. Evidente que tais etapas tem a sua 

relevância, no entanto, sabemos perfeitamente, embora não nos seja mostrado em sala de aula, 

que o Cálculo através das suas técnicas, está exageradamente ligado ao ambiente que está a 

nossa volta. Está presente em grande parte das áreas de conhecimento. Suas aplicações 

envolvem tomadas de decisões e ajudam a mover a sociedade.    

O aprendizado em Cálculo não se dá da mesma forma como ocorre na Aritmética, 

Álgebra ou Geometria. O Cálculo envolve as mesmas técnicas e habilidades necessárias a 

todos esses ramos da Matemática, mas cria outras, de alta precisão e em nível mais profundo. 

Acreditamos que o hábito da leitura, estudar com regularidade, assistir com atenção as 

aulas, dentre outros, são atributos que contribuem sobre maneira para uma aprendizagem 

significativa, não só em Cálculo, mas em qualquer disciplina. No entanto, se aprender Cálculo 

não é tarefa tão, simples, ensinar, também não é. 

Como citamos bem no início desse trabalho, um momento que consideramos 

importante se deu ao iniciarmos a resolução das atividades propostas e verificarmos com 

satisfação, um índice significativo de acertos nos resultados obtidos, o que nos deixa à 

vontade para afirmar que muitos e muitos outros poderiam ter sido resolvidos. 

Evidente que suas resoluções não serão em muitas das vezes, tarefas tão simples e 

diretas, como talvez alguns dos leitores venham a interpretar diante das afirmações que aqui 

deixamos. Não é isso que queremos dizer. No entanto, não podemos deixar de falar daquilo 

que realmente vivenciamos durante esse estudo, que diga-se de passagem, foi desenvolvido 

entre quatro e seis meses, aproximadamente. Uma boa revisão em conteúdos que servem de 

suporte ao tema desenvolvido, o bom uso das definições e dos teoremas relativos ao estudo 

em tela, bem como a observação dos exemplos existentes, aliados à aspectos como a vontade, 

o esforço, o hábito de ler e estudar, a perseverança, dentre outros, são fatores que com certeza 

conduzirão ao sucesso na maioria das vezes. 

Por fim, entendemos que a motivação que deve existir em um aluno ou em toda uma 

turma, deve existir primeiramente em quem ensina Cálculo, ou seja, no Professor. 



 48

8. REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 
 

 

CAJORI, FLORIAN. Uma História da Matemática. V. único. Rio de Janeiro: Editora 

Moderna Ltda., 2007. 

 
 
EVES, HOWARD. Introdução à história da matemática/ Howard Eves; tradução Hygino H. 

Domingues. Campinas SP: Editora da UNICAMP, 2004. 

 
 
FINNEY, ROSS L. Cálculo de George B. Thomas Jr., volume 1/ Ross L. Finney, Maurice D. 

WEIR, Frank R. Giordano; tradução Paulo Boschcov. São Paulo. Addison Wesley, 2002. 

 
  
KUHLKAMP, NILO. Cálculo 1. 3ª edição revisada e ampliada. Florianópolis: Editora da 

UFSC, 2006. 

 
 
SERRÃO, A.N. Exercícios e problemas de álgebra para o ciclo colegial e exames 

vestibulares às escolas superiores. Vol.2, Rio de Janeiro: Ao livro técnico AS, 1970.  

 
 

 
 


