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RESUMO

Apobs apresentarmos um breve relato histérico sobre a evolu¢do do Calculo e
selecionarmos criteriosamente o contetido tedrico necessario ao desenvolvimento do tema em
tela, apresentamos no seu decorrer, aplicacdes do Célculo Diferencial, mais precisamente, o
estudo de M&ximos e Minimos, & elementos da Geometria Plana e da Geometria Espacial.

Um outro aspecto que gostariamos de salientar, diz respeito as aplicacdes
desenvolvidas, que em sua grande maioria sdo exercicios propostos pelos autores, ou seja,
ndo se encontram resolvidos na bibliografia consultada, excetos alguns poucos, que nos

serviram de parametros durante todo o decorrer desse trabalho.

Palavras-chave: Célculo, Maximos e Minimos, Geometria, Aplicacdes



ABSTRACT

After presenting a brief historical account on the development of Calculus and
carefully selecting the academic content necessary to develop the subject in depth, in its
present course, applications of differential calculus, more precisely, the study of Maxima and
Minima, the elements of plane geometry Space and Geometry.

Another aspect that we wish to highlight relates to the applications developed, which
mostly are exercises proposed by the authors, or are not resolved in the bibliography, but a

few of the parameters that have served us throughout the course of this work.

Keywords: Calculus, Maxima and Minima, Geometry, Applications
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1. INTRODUCAO

Néo é dificil encontrar questionamentos vindos de alunos, qualquer que seja 0 nivel
educacional em que se encontrem, sobre a aplicacdo e para que servem determinados
contetdos, assim como ndo encontramos com tanta facilidade, professores das mais diversas
titulagOes, que saibam responder tais questionamentos.

Este trabalho tem o intuito de mostrar, gradativamente, um ndmero razoavel de
demonstracdes e resultados que podemos obter no estudo da Geometria, ao aplicarmos o
conteddo Méximos e Minimos, geralmente ministrado no componente curricular de Célculo
Diferencial e Integral de algumas graduacdes, a exemplo de; Bacharelado em Matemética,
Engenharia Civil, Ciéncias da Computagéo, etc.

Basicamente, o trabalho se divide em trés etapas:

- Abordagem histérica sobre a evolucgéo do Célculo Diferencial e Integral;

- Resumo tedrico que sirva de suporte ao desenvolvimento do tema em tela;

- AplicacBes: determinag&o de Areas e Volumes.

Durante o seu desenvolvimento, podemos perceber claramente que adotados as
estratégias escolhidas, tais como: uma boa revisdo, escolha dos referenciais tedricos que
realmente serdo utilizados e somando a tudo isso, uma boa dose de dedicacdo, os resultados
surgem com mais facilidade, e diante de tal éxito, passam a agir como elementos

estimuladores na obtengdo e corregdio de rumo para outros  tantos.
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2. ASPECTOS HISTORICOS

A diferenciagdo se originou de problemas geométricos de tangéncia a curvas e
determinagdo de maximos e minimos, onde 0s gregos j& trabalhavam nessas questdes.
Euclides (cerca de 300 a. C.) provou que a reta tangente a um circulo em qualquer ponto é
perpendicular ao raio. Problemas de movimento e velocidade, basicos para 0 nosso
entendimento de derivadas, também surgiram com os gregos, embora tenham sido tratados
mais filosoficamente que matematicamente, como por exemplo, 0s paradoxos de Zenon que
se apoiavam em dificuldades para entender velocidade instantdnea sem ter uma idéia de
derivada. Porém, o primeiro uso do método diferencial se encontra em algumas idéias de
Fermat (1601-1665), tanto que “e tdo grande foi o avango alcancado, e tdo perto chegou da
invengdo da andlise infinitesimal que, ambos, J. Lagrange e P.S. Laplace elegeram o
compatriota P. Fermat, como o primeiro inventor do assunto”(CAJORI, 2007, p.285). Fermat
desenvolveu Vvérios procedimentos algébricos para determinacdo de pontos méximos e
minimos, determinou tangentes as curvas: elipse, cicléide, conchoide, quadratriz entre outras,
como também desenvolveu trabalhos sobre integracéo.

Dentre outros matematicos, Descartes (1596-1650), inventou um procedimento de

dupla raiz para encontrar a normal e entdo a tangente a uma curva. Por sua vez John Wallis

1
212
(1616-1703) obteve um resultado equivalente a formula ds:{b{%j:l dx do
X

comprimento de arco de uma curva. Esses dois deram suas contribuicdes no Calculo
Diferencial e Integral, porém duas personalidades se destacam na historia do Célculo. Uma
delas, pode se dizer a mais importante, é Issac Newton (1642-1727), que fez grandes
pesquisas em Optica, Teoria da Gravitagdo e o Teorema do Bindmio generalizado. Mas sua
principal descoberta foi 0 método dos fluxos, escrita na obra Principia (1687). Nesse trabalho
uma curva era gerada pelo movimento continuo de um ponto. Sendo assim, a abscissa e a
ordenada de um ponto gerador passam a ser, em geral, quantidades varidveis. A uma
quantidade variavel ele dava o nome de fluente (uma quantidade que flui) e a sua taxa de
variacdo dava o nome de fluxo do fluente. Com seu método, Newton fez grandes aplicagdes
determinando maximos e minimos, tangentes a curvas, curvaturas de curvas, pontos de
inflexdo e convexidade, concavidade de curvas, aplicando-o também a muitas quadraturas e

retificagdes de curvas. A outra foi Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) que desenvolveu o
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seu célculo entre 1673 e 1676. Gracas a Leibniz, o calculo ganhou uma notacdo bem mais
flexivel e manipuldvel de que o célculo desenvolvido por Newton, publicado no artigo: New
methods for maximums and minimums, as well as tangents, which is neither impeded by
fractional nor irrational quantities, and a remarkable calculus for them ( Novos métodos para
maximos e minimos, assim como tangentes, os quais ndo sdo impedidos por quantidades
fracionarias e irracionais, e um célculo notavel para eles) em 1684.

Infelizmente, nossos dois principais herdis no que diz respeito ao céalculo, entraram em
conflito. Para quem iria 0 mérito da invencéo do célculo? “A opinido generalizada hoje é que
ambos criaram o célculo independentemente embora a descoberta de Newton seja anterior,
Leibniz foi o primeiro a publicar seus resultados.” (EVES, 2004, p. 444). As descobertas dos
dois sdo sem ddvida as mais importantes para o calculo, mas devemos observar que VAarios
matematicos tinham antes, como vimos ao longo desse texto, dado suas cooperagBes. “O
célculo Diferencial, portanto, ndo foi, muito uma descoberta individual, mas, antes, o grande
resultado de descobertas sucessivas feitas por diferentes cabegas”(CAJORI, 2007, p. 265).

Dai por diante surgiram varias obras a respeito do Célculo. O primeiro livro foi
Analysis of infinitely Small Quantities for the Understanding of Curved Lines (Analise de
quantidades infinitamente pequenas para o entendimento de curvas) do Marqués de
L"Hospital(1661-1704) publicado em 1696.
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3. DERIVADA

Antes de iniciarmos nosso estudo sobre os conceitos de derivada, faremos algumas

consideragdes, necessarias ao desenvolvimento que segue. Considere a figura 1

Y
/
)
fla+h)
fa+h)- fla)
Hd h
0 a ath > X

Figura 1
Nela observa-se que:

1 - O coeficiente angular m, da reta r no ponto (a, f (a)), dado por

m  lim f(a+hr2—f(a).

2 - A taxa de variacgdo instantanea de f no ponto (a, f(a)), dado por

im f@+N)—f@)

h—0 h

Agora, vamos a defini¢do de derivada.

Definigdo 1 - Seja a € Dm(f)de uma fungdo f . Se existe o limite L = Ihmg fla+ hr:_ (@) ,

diremos que f é derivivel no ponto a e que sua derivada neste ponto é f’(a)=L. O que

também pode ser representada por Df (a), di f(a),ou 3—f(a).
X X
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Pelo exposto, a derivada nada mais é do que, obtermos o coeficiente angular de uma

reta tangente a um ponto numa funcdo f , ou a sua taxa de variagdo instantanea num ponto.

fa+h)—f(a),
h

O quociente é chamado de quociente de diferenciagéo, razéo

incremental ou quociente de Newton.

O limite Ihmg fa+ hg — () pode ser escrito como:
IimM, ou ainda lim f(a+Ax) - f(a) .
x—a X—a Ax—0 AX

Exemplo: Seja f(x) =3x—2, calcule f'(2).

Solugéo:

=lim
h—0 h h—0

f'(2)=Ling f(2+h;_ f(2) = lim 3(2+h)-2-(3.2-2) 6+3h-2-6+2

-
f'(2)=lim="=3

Definicéo 2 - Seja f : A— Ruma funcdo derivivel. A funcdo f': A — Rque a cada ponto

a € Aassocia o numero real f'(a), é chamada funcdo derivada primeira de f .

Exemplo: Dada f(x)=x*-3, encontre f'(x).

Solugéo:
2 2 2 2 2
£/(x) = lim f(x+h)—f(x)="m(x+h) -3—(x —3)="mx +2hx+h®-3-x"+3
he>0 h h—>0 h h—>0 h
vron o N(h+2x) ox
f (x)_mT_M(ZXJrh): f'(x) =2x

3.1 REGRAS DE DERIVACAO

Vimos até entdo, que a derivada de uma funcdo é o limite do quociente de
diferenciagdo, por definicéo. Neste topico, obteremos regras que nos permitirdo calcular com

facilidade a derivada de vérias fungBes sem recorrer ao uso da definicéo.



Teorema 1- (Regra da fungdo constante) Se f(x) =c,onde ce R, entdo f'(x) =0 para

todo x.

Demonstracdo: Seja f(x) =c, onde c € R, pela definicdo temos:

oy T(x+h)—f(x) . c-c O
e

=0.

Exemplo: Dado f(x)=4,aderivadaé f'(x)=0.

Teorema 2 - (Regra da Poténcia) Se f(x) =x", onde n pertence aos naturais, entao

f/(x) =nx"".

Demonstracéo: Seja f(x) =x", com ne N, entéo:

f'(x) = "mw,
h—0 h

Desenvolvendo (x+ h)" pela férmula do Bindmio de Newton, temos:
1 2
f'(x) = lim l{x” +[ Jx”‘lh +[ Jx”‘zh2 +..+h®— x”}
h—0 h n n
’ . H 1 n-1 2 n-2 n-1
f'(xX)=lim=| h(nx"" +| |X"“h+..+h"")
h—0 h n
' H n-1 2 n-2 n-1
f'0) =lim(nx"" +|  [x"“h+..+h"")
h—0 n

f'(x) =nx"*

Exemplo: Seja f(x) = x°, encontre f'(x).

Solugdo: f'(x) =5x", logo f’(x)=5x".
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Teorema 3 — Sejam ue v fungdes derivaveis com o mesmo dominio e cuma constante,

entdo:



a) f(x)=cu(x) éderivavele f'(x)=cu’(x);
b) (Regra da soma) f(x)=u(x)+Vv(x) éderivavel e f'(x)=u'(x)+V'(x);
c) (Regra do produto) f(x)=u(x).v(x)é derivavel e f'(x)=u'(x)v(x)+u(x).v'(x);

u(x) v(Xx).u'(x) —u(x).v'(x) .

d) (Regra do quociente) f(x)=——= é derivavele f'(x) =

v(x) V()T

Demonstracéo:

c u(x+h)—-u(x)

a) £/(x) = lim - KEM =00y cubxr) —eul) oy
h—0 h

h—0 h h—0

f (X)=C.LILT(])

w = f'(x) =cu'(x).

b) f(x) = lim f(x+h)—f(x) _lim u(x+h)+v(x+h)—=[u(x)+v(x)]
h—0 h

h—0 h

lim

F/(%) = lim u(x+h)—u(x) +v(x+h)—-v(x) _. {U(X+h)—u(x)+v(x+h)—v(x)}
h—0 h h—0 h

f'(x):|imw+"mw:

h—0 h h—0 h u (X) v (X)

c) f'(x) = L'ﬂ?)w _pim YO+ h)v(x+h) —u(x).v(x)

, adicionando
h—0 h

—u(x).v(x+h) +u(x).v(x+h) ao numerador, temos:

£1(x) = lim YOCH MV R) —u().V(x+ ) + u().v(x + h) —u(x)v(x)

h—0 h

v(x + h)[u(x+h)y —u(x)]+u)v(x +h) —v(x)]
h

u(x+h)—-u(x)
h

f'(x) = LILT(])

f’(x)zlhingv(x+h). + limu(x).

h—0

wr)]—v(x) , portanto

f'(x) = u'(x).v(x) +u(x).v'(x)

u(x+h) u(x)
4) /(%) = lim fx+h) = f(X) _ o vix+h)  v(x) =|im1(M_MJ
h—0 h

h—0 h o h{ v(x+h) v(x)

16



1 u(x+h).v(x) —u(x).v(x+h)
*HO h’ V(X +h).v(x)

f'(x) =

, adicionando —u(x).v(x) +u(x).v(x) ao

numerador, temos
1 u(x + h).v(X) —u(x).v(x) + u(x).v(x) —u(x).v(x + h)

f'(x) =
V(X + h).v(x)

£1(x) = 1 v[u(x+h)—u()]-u)v(x+h) —v(x)]

*HO V(X +h).v(x) h

B u(x+h)-u(x) V(X +h) —v(x)

0= *HO v(x+ h).v(x) { ) h u(x) h }
Logo,
F/(x) = v (x) —u()v'(%)]

[(]2

u’(x).v(x) —u(x).v'(x)
Voo

f(x) =

Corolario- Se f(x)=x", neN,entdo f'(x)=-nx"".

Demonstracao:

Sabemos que x ™" = in ou seja, f(x)= in assim
X X

Pelo item d do Teorema 3 obtemos

x".0—-1.nx"*t  —nx"* o

(x”)z T = f'(x) =-nx

f(x) =

17

Teorema 4 - (Derivada da fungdo composta — Regra da cadeia)- Se f e usdo funces tais

que a imagem de wuesta contida no dominio de f, entdio fou ¢é derivavel e

(fou)'(x) = F'(ux))-u'(x).

Omitiremos a demonstragdo desse teorema, pois aborda conhecimentos que fogem do

nosso foco.
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3.2 DERIVADA DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Antes de calcularmos as derivadas das fungdes trigonométricas, vamos calcular o

_ ~ 1. COSX—1 Lo ~
limite da funcdo lim que sera util nas nossas demonstragoes.
x—0
Vejamos:
. cox-1 ,  cos’-1 _ —sen’x . senx  senx 0
lim =lim =lim———  =Ilim- . =-1. =0
x>0 X x>0 x(cosx+1) x>0 x(cosx+1) x>0 x cosx+1 1+1

Teorema 5 - Sejam as fungdes trigonométricas, temos que:

a) Se f(x)=senx entdo f'(x)=cosx.

b) Se f(x)=cosx entdo f'(x)=—senx.

c) Se f(x)=tgx entdo f'(x)=sec”x.

d) Se f(x)=ctgx entdo f'(x)=—cossec’X.

e) Se f(x)=secxentdo f'(x)=tgx-secx.

Demonstracao:

a) Seja f(x) = senx, temos que:

, . sen(x+h)—senx . senx-cosh+ senh-cosx—senx
f'(x) =lim =lim
h—0 h h—0 h
, . senx-(cosh—1)+senh-cosx . cosh—1 senh
f'(x) =Ilim = lim| senx- + ——-C0S X
h—0 h h—0

f'(x) =senx-0+1-cosx = CoOSX

b) analoga ao item a).
. < senx
c) Seja f(x)=tgx, vamos usar a relacdo tgx=——, e pelo o teorema 3 na regra do
COS X

quociente, obtemos:

2 2
Senx COS X -COS X — Senx - (—senx COS™ X+ sen-Xx 1
f)=—— = f'(x) = (Tsenx) _ -—

. > =sec? x
COS X cos® X cos® X cos® X




19

d) Seja f(x) = ctgx, usando a relagdo ctgx = @, temos:
senx

senx - (—senx) —Cosx-Cosx _ —sen’x—cos’x -1

. S . = —c0ssec? X.
sen’x sen?x sen?x

f(x) =

e) Seja f(x) = ﬁ, obtemos:

cosx-0—-1-(-senx) senx senx 1
cos® x cos’X COSX COSX

f'(x)= =1gX-Secx.

f) Seja f(x) = cossecx, temos:

1 senx-0-1-cosx  cosx  cosx 1

F1(0) = : X __cosx,
senx senx senx senx senx

= —CltgX.COosSec X.

Observacéo: Se no caso da fungdo trigonometrica o arco for uma fungéo, u = u(x), usa-se a
regra da cadeia. Assim temos:

a) f(x)=sen(u(x)) = f'(x)=cos(u(x))u’(x)

b) f(x) = cos(u(x)) = f'(x) =—sen(u(x)).u’(x)

¢) f(x) =tg(u(x)) = f'(x) =sec?(u(x)).u’(x)

d) f(x) =ctg(u(x)) = f'(x) = —cossec®(u(x)).u’(x)

e) f(x) =sec(u(x)) = f'(x) =tg(u(x)).sec(u(x)).u’'(x)

f) f(x) = cossec(u(x)) = f'(x) = —ctg(u(x)).cossec(u(x)).u’(x)

Exemplo: calcule a derivada de f (x) = sec(x® —3x).
Solugéo:
f'(x) = tg(x* —3x) - sec(x” — 3x) - (2x — 3x)

3.3 DERIVADAS SUCESSIVAS

Na definicdo 2 definimos a funcdo derivada primeira, caso f': A— R seja derivavel,

define-se a sua derivada f": X — R por f"(x)=(f")'(x), que é chamada fungdo derivada
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segunda de f. Sucessivamente, temos que f"(x)para ne N, é a funcdo derivada n-ésima de

f.

Exemplo: calcule a derivada terceira de f(x)=7x®-2x* —x.
Solugéo:

f'(x) =56x" —4x—1

f"(x) =392x° -4

f"(x) = 2352x°
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4. MAXIMOS E MINIMOS

Algumas funcbes apresentam comportamento irregular. Elas crescem até um
determinado valor (ponto méaximo), e em seguida decrescem até um outro (ponto minimo),

voltando a crescer. Esses pontos constituem agora o foco da nossa analise.

Definicdo 1 - Seja f : X — R uma fungdo. Dizemos que f tem um méximo absoluto num

ponto ¢ € X quando f(x) < f(c),vx e X.

Definicdo 2 - Seja f : X — Ruma funcéo. Dizemos que f tem um minimo absoluto num

ponto ¢ € X quando f(c) < f(x),Vx e X.

Definicdo 3 - Seja f: X — Ruma funcdo. Dizemos que ftem um méximo local (ou

relativo) num ponto ¢ € X quando existe 6 > 0 tal que f(x) < f(c),vxe X n(c—9J,c+9).

Definicdo 4 - Seja f : X — Ruma funcéo. Dizemos que f tem um minimo local (ou relativo)
num ponto ¢ € X quando existe 6§ >0 tal que f(c) < f(x),Vxe X n(c—3J,c+9).

Na figura 2 mostra-se 0 comportamento de uma fungdo f no intervalo [0,+c].Note
que f(a)é maior que qualquer outro vizinho, ou seja, f(x)< f(a),Vx, logo f(a) maximo
absoluto de ; f(a) é o ponto mais baixo de f,ou seja, f(b) < f(x),Vx, é o ponto minimo
absoluto. E os pontos (c,f(c)) e (d,f(d))sdo pontos méximo e minimo locais,

respectivamente.

fl@)

f©) \
Y

fd

S6)

0 a b ¢ y

>X

Figura 2
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Teorema 1 — Seja f :(a,b) > R uma fungdo e c¢ € (a,b) um ponto de méximo (ou minimo)

local para f . Se f for derivavel no ponto c, entdo f’(c)=0.

Demonstracao:

Seja cum ponto de méaximo local para f . Entdo existe § > 0 tal que
f(x)<f(c)ou f(x)—f(c)<0

Para todo x € (c—&,c+ 6).Logo, paratodo x € (c,c+ ), temos

T0=1() <0, 0que fornece f'(c”)=lim =)
X—C x—c* X—C

f(x)— f(c)
X—C

<0;e

Para todo x € (c—J,c+J)temos >0, 0 que garante

f'(c’)=Ilim =) > (. Sendo f derivavel, devemos ter entdo
X—cC

f'(c)=f'(c”)= f'(c”) =0, oque conclui a demonstracéo.

Para o ponto minimo local a demonstracéo é analoga.

Teorema 2 - Suponhamos que f :(a,b) — R seja derivavel com f'(c) =0 para algum ponto
c €(a,b). Se existe f"(c),entdo:
a) f"(c) <0= cé ponto méximo local para f ;

b) f"(c) >0 = cé ponto minimo local para f .
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5. ESTRATEGIA PARA RESOLVER PROBLEMAS DE MAXIMOS E
MINIMOS

Passo 1. Compreendendo o Problema. Leia o problema atentamente. Identifique as
informagBes necessarias para resolvé-lo. O que é desconhecido? O que é dado? O que é

pedido?

Passo 2. Desenvolva um Modelo Matemaético para o Problema. Desenhe figuras e indique as
partes que sdo importantes para o problema. Introduza uma varidvel para representar a
quantidade a ser maximizada ou minimizada. Utilizando essa variavel, escreva uma funcédo

cujo valor extremo forneca a informagéo pedida.

Passo 3. Determine o Dominio da Fungdo. Determine quais valores da variavel tem sentido

no problema. Se possivel, esboce o gréfico da fungéo.

Passo 4. Identifique os Pontos Criticos e as Extremidades. Determine onde a derivada é zero
ou ndo existe. Utilize aquilo que vocé sabe sobre a forma do gréfico de uma funcéo e sobre a
fisica do problema. Use a primeira e a segunda derivada para identificar e classificar pontos

criticos (onde f'=0ou ndo existe).

Passo 5. Interprete a Solucdo. Traduza seu resultado matemético de volta para a linguagem

original do problema e decida se o resultado tem sentido ou ndo. (FINNEY, 2002, p.275).

Essa estratégia vai nos dar uma direcdo de aplicar o que estudamos até entdo, para a

resolucéo dos exemplos do préximo capitulo.
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6. APLICACOES GEOMETRICAS

6.1 GEOMETRIA PLANA
6.1.1 RETANGULO

Exemplo 1 - Entre todos os retangulos inscritos em um circulo de raio R, o de area maior é o

quadrado de lado R+/2.

Seja xa base e ya altura do retangulo inscrito em uma circunferéncia de raio R,

conforme a Figura 3. Calculando a éarea do retangulo temos:

D F C
(O’
Q~
A E B
X
Figura 3

2 2 2 2

Areténulozx'y maSIRZZ 5 + X 3R2=1 +l :>y=V4R2—X2
? 2 2 4 4

AReténgqu =Xy 4R* — x?

Sendo assim, vamos encontrar 0 maximo para a fungdo A(x) = xv4R* —x*, cujo a

derivada é:
1
A(X) = VAR? — X +%(4R2 _x2) 2 (<2%).X

2
A(X)=VaRI —x? -2

4R? — X2

Fazendo A’(x) =0, temos:
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4R? —x* — =0
4R* - x*

JaRE =X
4R* —x?

4R? — x? = x?

x=R\/§

Agora, vamos verificar se esse ponto € maximo ou minimo. Para isso vamos derivar
novamente:

~ X(4R? - x*) -8R*x + x*

A” —
) V4R? — x? (4R* = x?)
—12R*x +2x?
A” —
) VA4R? — x* (4R?* = x?)
A(x) = ~12R?(R+/2) + 2(Rv/2)*
JAR? — (RV/2)? (4R? — (RV2)?)
A"(RV2)=-4<0

Como a derivada a segunda em x =R+/2 € negativa, 0 Teorema 2 de Maximos e

Minimos garante que é mé&ximo, e

y =v4R* - x*
y =/4R? —(Rv2)?
y= R+/2

Portanto, os lados do retangulo sdo x =y = V2,0 que prova a demonstracao.

Exemplo 2 - Entre todos os retdngulos de mesmo perimetro, o de maior area é o quadrado.

X
Figura 4



Na figura 4, tomando X,
respectivamente do quadrado:
Temos as relagdes:

A=x-ye P=2x+2y

P—2x substituindo em A:

Ora, y=

P —2x Px — 2x*

A=Xx- = A(X) = )

Fazendo A'(x)=0,

P —4x
2

O ponto critico sera:

A'(x) =

Px—4x
2
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y e Pcomo comprimento, largura e perimetro,

0:>x=E
4

Vamos verificar se o ponto critico em questdo é maximo, derivando novamente:

P

y:

y:
_P

y=7

A"l —|=-2, logo x = P é méximo e
4 4

Exemplo 3 - Vamos obter o retdngulo de area méxima, inscrito em um dado tridngulo,

AABC.

Figura 5
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Na figura 5, y a base do retangulo e xa altura.

Entdo A=xy. Ora, HG _AM ou yzg(h—x). Assim A:x-E(h—x), 0 que devemos
BC AP h h

achar as derivadas da funcdo:
A(X) = bx — b x°
h
Logo,
A'(x)=b —%bx e A'(x) = —2—:

. . 2bx h . . .
O ponto critico sera b—% =0=>x= > Como a derivada segunda € negativa, temos um

maximo e

A . . . A h . h
Portanto o retangulo de area maxima seré o retangulo de lados Eg earea A= b?

6.1.2 TRAPEZIO

Exemplo 1 - Obter o trapézio isdsceles, de area méxima, inscrito em um semicirculo dado, e

tendo o didmetro como base maior.

B, N\C

X X

h

|
|
i
R
A 5 D

Figura 6

Observando a figura 6 ao lado, temos a base menor b =2x, a base maior B=2R e a

altura h=+/R® — x* ,obtida pelo teorema de Pitagoras.
A érea do trapézio ABCD ¢é:
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A=(2R—;2X)-\/R2—x2 = A(X) = (R+X)-vR? —x

Derivando:

1
A(X) = VR? —x? +%~(R2 ZX?) 2 (=2X)- (X +R)
2
A'(X) =vR? = x? __ X HRx
VR? —x*
2 P2
A(X) = 2% +2Rx 2R
R° —x
Os pontos criticos serdo:
_ 2x* +Rx-R?

JR? —x?

x R « . . . -
que sdo x'=-R e X"=E. Como ndo faz sentido a primeira raiz, x’, vamos verificar a

=0. Basta portanto, encontrar as raizes da equagdo 2x°+Rx—R* =0,

segunda:

(4x+R)- VR —X° —;(RZ )2 (22%) - (2X + RX- R?)

AN(X) — RZ . XZ
(4x+R) - (R* = x?) + 2x® + Rx* = R%*x
A”(X) _ IRZ _XZ
- R? —x?
2y, 9y3 3
A'(x) =~ SR7x=2x_+R , substituindo x = R.
(R* = x?)-JR? = x?2 2
3
R 3R2«E—2«R—+R3 R
A”(Ej =~ : g = A”(Ej = —24/3 <0, logo é maximo

Portanto, o trapézio isosceles de area maxima tera a base maior duas vezes a base menor.

6.1.3 TRIANGULO

Exemplo 1 - Vamos obter qual entre todos os tridngulos retangulos de mesma hipotenusa a

tem a maior area.
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Figura 7

Na figura 7, seja a, a hipotenusa do triangulo retangulo, e xum dos catetos. Pelo

teorema de Pitagoras temos que o outro cateto vale, ya® — x* .

. 1 -
Assim temos que, Ao =Ex\/a2 —x* 0 que devemos achar o valor maximo da
fungdo f(x)=xva*-x*.

Sendo, . L
f'(x) =va?-x? Jrz(a2 — x2) 2(-2x).x

2

2 ny?
F/(x) = /—az—xz— X _a 2X

Jai—x2  Ja?-x?

Fazendo f'(x)=0

Jaioxz - X0

a?—x*
2
X
a’-x* =
a?-x?
a?—x?=x?
a?-2x?%=
a2
X=-—"
2

Calculando a derivada de 22 ordem, temos:

, a? —2x*
f'(x) ==
va? —x
1
—4xa® —x? —;(a2 —x?) 2(=2x)(a® —2x%)
2, 5y3
£7(x) = 3a°x—2x

Ja? —xz(a2 —x?)
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Vamos verificar se o ponto critico € maximo:

(e8]
2 2

e

—3a%2 ~ 432

ofav2)_ o 8
2 aZa[aZaJ
4 4
e av/2 :—a3x/§
2 a’
242

f{ggzjz—8<0

. . . 2 .
Assim, 0 outro cateto também sera i, pois

2
Jai o x? ) av2 ) , 2a’ a?  av2
a’-x? = |a’-| —= :Ja ——:,/—:—
2 4 2 2

Portanto, o tridngulo € isdsceles e

1
ATriéngqu = E Xy

A, _1aV2 a2
riangulo — 2 2 2
aZ
ATriéngqu = T

Agora, ao invés de considerarmos a mesma hipotenusa, vamos considerar o perimetro.

Exemplo 2 - Obter qual entre todos os tridngulos retdngulos com o mesmo perimetro 2p tem

maior area.
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B 5 C
Figura 8

Na figura 8, tomando xe y para os catetos, e z =/ x* + y* para hipotenusa, figura 8,

e o perimetro 2p =x+y+z.
Substituindo z=2p—x—y em z =+/x*+y’, temos:

2p-x-y =X +y?
2p-x-y)* =x*+y’
4p% —2pX—2pY —=2pX+ X> +xy+ Yy  =x>+Yy°
4p® —4px—4py+2xy =0
2xy —4py = 4px—4p?
y(2x—4p) =4p(x-p)

_4p(x-p)

2(x—2p)

_2p(x—p)

y X—=2p

- X x
Substituindo o valor de yem A0 = ?y temos a fungao:

X(ZP(X— p)j
A(x)=+2p.

2 2
A(X) = X =-pX
X—-2p

Calculando A'(x) temos:

, 2px—p?)(x—2p) - (px* — p*x

A(x) = ZPX= P )(X=2p) 2(|o P°x)
(x-2p)

X* —4p*x—p’x+2p° — px® + p°x

o 2p
A0 = (x—2p)?
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x> —4p?x+2p°

A P
X = 2py

Fazendo A'(x)=0:

px> —4p°x+2p°
(x—2p)?

= X, =(2-+/2)p e x, = (2++/2)p, sdo os pontos criticos de A(x), agora vamos verificar

=0= px* —4p*x+2p®=0

qual deles é o maximo. Derivando novamente:

AN(X) _ (2pX_4p2)(X—2p)2 —2(X_2p)(pX2 —4p2X+2p3)

(x-2p)*
Aqx):(X—ZMRZPX—4p2XX—2p)—2px2+8W?—4pﬂ
(x-2p)°
AY(xX) = 2px* —4p°x—4p°x+8p° —2px* +8p°x—4p°
(x-2p)’
4p°
A'(X)=——
¥~ x—2py
Substituindo x, temos:
4p° 4p® 2
A"((2-+2)p) = = =-—=-J2<0
(@=v2)P) @p-pv2-2p)° -2p*V2 2
E para x,:
4p° 4p°
A"((2++/2)p) = =20

= = —
@p+pJv2-2p)?° " 2p*V2 T2

Assim, temos que X, € o0 maximo, e finalmente, os outros lados do triangulo sdo:

2p((2-+2)p-p) X+y+z=2p
2-2)p) =
y(( \/_)p) (2—x/§)p—2p (2—\/§)p+(2—\/§)p+z=2p
2p(p-pv2) 2p—-pv2+2p-pVv2+z=2p
2-2)p) =S _EVS
y(( )P) o2 2047 —2p
y(2-2)p) = (2-+2)p 2=(2-1)2p

Portanto, o tridngulo de maior area é um tridngulo isdsceles de lados x =y = (2—\/§)p e

z7=(2-1)2p.

Exemplo 3 — Obter o tridngulo retdngulo dentre todos com a mesma base b e perimetro 2p o

de area maxima.
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B 6 C
Figura 9

Seja o triangulo AABC, de lados x, ye base b . O seu perimetro é dado por

2p =x+Yy+b e pela formula de Herdo, sua area seréa:

A, Y) =+ p(P=b)(P-X)(P-Y)

Isolando y na primeira relagéo e substituindo na segunda, temos:
A(x)=/p(p~b)(p~X)(P~2p+x-+b)

A(X) = \/ p(p-Db) «\/( p—Xx)(X+b—p), vamos chamar k = \/m para facilitar nossos

célculos. Agora vamos achar o ponto critico e verificar se € méximo:

A(X) = k/(p = X)(x+b - p)

A(x) = = K[(p-x)(x+b— p)] 2 -[-L(x+ b= p)+ (p—)]

2
A'(x):h 2p—-2x-Db

2 J(p-x)(x+b-p)
K 2P=2XD g pp_ox-b=0=2x=2p-b=x=2P=P
2 J(p-x)(x+b-p) 2

~2(p= XX +b=P) - [(p—)(x+b— P} 2(2p ~b - 2x)2p ~b - 2%)
(p—x)(x+b—p)

k
A"(X) = —
) =5

A”(x)=E P’ , Substituindo x=
4| J(p—X)(x+b=p)-(p=X)(x+b-p)

2p-b

em A"(x),

obtemos:

2
Au(zpz_bj - _ 2';5) < O, |OgO é méXimO, €

y=2p-x-b



Portanto, o tridngulo é isésceles de lados 2p=b 2p=b .\

"2
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Exemplo 3 - Entre todos os tridngulos retdngulos com o mesmo perimetro p, qual é o de

menor hipotenusa?

A

B 5 C
Figura 10

Sejam z, x e y, Figura 10, a hipotenusa e os catetos, do Triangulo AABC, temos as

seguintes relagdes:

22 =x"+y’e p=X+y+z=y=p-Xx—2,0qual vamos substituir na primeira relagio.

(p—x=y)* =x"+y’
22 =X+ PP —pPX—PZ— PX+ X +XZ— Pz +XZ+12°
2pz—2x2 = 2x* + p® — 2px
7(2p —2x) = 2x* = 2px+ p°
L 2x* —2px+ p®
2(p—x)
B X® — px+ 2p2

p—X

z

x> —px+ ¥ p?
Agora vamos derivar a fungdo z(x) = %
p—X

_@x=p)(p-X) - (D¢ - px+ 1y p?)

70 (p— %)

, para encontrar o ponto minimo:



2 2 2 2
2PX—2X"—p° + pX+X —px+%p
(p-x)°

z'(x)=—X2 —2px—%é p?
(p—x)

Z'(x) =

fazendo z'(x) =0, temos:
2 2
~ X —2px+% p o
(p—x)°

de onde retem:

X, =(1+%Jp e X, =(1—£Jp.

2

Derivando novamente,

(2x-2p)(p-x)* - p(p = X)(-D(x* - 2px+ ¥ p?)

ZN(X) - _

(p-x)*
Z"(X)=—(p—x)[(2X_2p)(P—X)+2x2_4px+p2]
(p-x)*
(p-x)°
" — p2 y p2
2"(x) = - = 7"(x) =
(p_X)3 (p_X)3
Substituindo x, e x,em z"(x), temos:
2 2 ,
Z"(Xl)m"((“ﬁjpjz LA S N B
2 V2 pv2) 22 p2
2P e ’

= z”((l—ﬁj p} = —& <0
2 p

2 2 2
z"(xz):z"((l—ﬁjpjz P S N N, SN

2

= z”((l—ﬁj p} = & >0
2 P

Sendo assim, x, é o minimo de z(x).

Logo,

35
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(-84 2o

Portanto, o triangulo sera o de hipotenusa p-/2. Mas ndo sera isésceles como nos exemplos

anteriores.

Exemplo 4 - Entre todos os triangulos isosceles, inscritos em um circulo de raio dado, obter o

de area maxima.

A

X

B

i
i
i
i
i

Figura 11 Figura 12

Seja o triangulo ABC isosceles inscrito no circulo de RaioRe x sua altura (Figura

11). A area do triangulo serad A = ADéB , mas B_2C - BD,Dai A= AD-BD.

Note que o segmento BD de acordo com as relacdes métricas no triangulo retangulo
. x. TR . . .
(Figura 12) tem por expressio BD =x(2R-x)e a area do tridngulo sera

A = X /X(2R - x) .

Assim devemos encontrar o valor maximo da fungdo A(x) = x4/x(2R —x) , derivando:
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1
A'(X) =+2Rx — x? +%(2Rx—x2) 2. (2R = 2X)x

A V2R —
(x) = X—X? 4—— P

3Rx — 2x°

A(x)= 22742
) V2Rx — x*

Note que para x, =0 darad uma indeterminag&o, assim vamos verificar para x, =

Derivando novamente:

(3R— 4X)v2Rx - x? —;(ZRX— x) 7 -(2R - 2x)-(3Rx - 2¢°)

A” —

) 2Rx — x*

R—x)-(3Rx - 2x?)
3R —4xh2Rx - x* —(
A”(X)Z ( ) \IZRX—X2
2Rx — x?
2 2 3

A"(x) = SRTX = 6RX” + 2x , substituindo

(2Rx—x? N2Rx - x>
w[3)- (3 ) 6?(35 ) 4%) |
() Jr)(D)

OR® 27R° 27R’

A"(%RJ: 2 22 4_
(=Y

3R? - .
_9R®
v 4 6
A(X)=—2F —=—— =23
* 3R’ RV3 3
4 2

3R
Portanto, o tridngulo is6sceles de area maxima sera o de altura x = — e sua area é

A= x1/x2R xi 3R 2R—37R 3R \/_
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6.2 GEOMETRIA ESPACIAL

6.2.1 PARELELEPIPEDO

Exemplo 1- Dado um quadrado de lado a. Tirar nos quatro vértices um quadrado de lado x,
de modo que o volume do solido formado seja méximo.

Dada a Figura 13 temos que a expressao do volume é:

X X
X X
X a-2x X
X X
X X
Figura 13

V(x)=(a-2x)-(a—2x)-x

V(x) = (a—2x)*x

Derivando:

V'(x) =2(a—-2x)-(-2)-x+1-(a—2x)*
V'(x) =12x* —8ax +a’

Os pontos criticos sao:

12x* —8ax+a’ =0

Derivando novamente:

V"(x) = 24x —8ax

Para x, = %, temos V ”(%} =8a >0 (minimo)
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Para x, = %, temos V ”(%} =—-4a <0 (méximo)

. - a
Portanto, obtemos o paralelepipedo de volume maximo, tomando x = re

6.2.2 CILINDRO

Exemplo 1 - Vamos obter os cilindros inscritos em uma esfera de raio R, de area lateral
maxima e o de volume méximo.

Considere as Figuras 14 e 15.

D F c
)40
0 x
A E B
Figura 14 Figura 15

Seja AE = x 0 raio da base do cilindro e EF =y a altura do cilindro temos as expressdes:
A=2nxy eV =ax"y

Ora EF =20F e R? =x2+OF = OF =vVR?—x? = y = 2J/R? - x?
Assim, temos as fungdes:

A(X) = 4mxVR* = x* e V(X) = 2mx*vR* —x?

a) Area lateral maxima

A(X) = 47x+/R? — x* , derivando:
1
A'(X) =4y R?* —x* + %(R2 - xz)_E(— 2X)- 47X



47R? —87x?

A'(x) = SR

Igualando a zero:
2 2
47R“ —8ax 0

47R?* —-8mx* =0

A derivada a segunda é

2 3
—1272R“X + 87X Au( R\/_J 167 <0 (mé.X|mO)

A” —
TR~

Entéo:
Ry2 2 Sendo a altura do cilindro igual a
=2 |R*—| —=
Y ( 2 J R+/2 e o diametro d = 2- R\/_—R\/_
y= Rv/2 Concluimos que o C|I|ndro de
maior area lateral inscrito em uma esfera

serd um cilindro equilatero.

b) Cilindro de volume maximo

V(X) = 22x*\/R? —x* , derivando:
V'(X) = 4mx/R? — x* —

R —x?
A7R?*X — 673

V'(x) = R

Igualando a zero:
2y, 3
M:O, tendo as raizes x, =0, X, =—R\/% eXx; =R %

JR? — x?

Como X, e X, ndo fazem sentido vamos verificar Xx;.

A derivada a segunda é
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R —187R*x? +12xx*

(R* —=x*)VR? = x*

V”(X) — 4

Sendo

Vv ”[R\/%J = —1327+/3R < 0 (maximo)

. , . , . 2
Portanto, o cilindro de volume maximo serd o de raio x = R\/; e altura

2
2 243
-2 |R?-| R,|Z —2NOR.
y [,/3j Ly

Exemplo 2 - Temos um cilindro circular reto inscrito em um cone, vamos obter o cilindro de
area lateral maxima e o de volume maximo.

Na figura 16, x e y correspondem ao raio e altura do cilindro, respectivamente, R e

h = OA sd0 o raio e a altura do cone, nesta ordem.

A
J 5 A
' y
N = , R
- 4/;; B"F O (; c
Figura 16 Figura 17

A Figura 17 corresponde ao plano que passa pelo centro do cone.
a) Area lateral maxima:
A expressao da area é:

A= 2nxy

Mas note que, pela figura 17 os tridngulos AAOC e AEGC sdo semelhantes, entdo:



y R-x h

I - (R-

S =y =2(R-x)
A(x) = % x(R —x), derivando:
A(x) = %(R —2X)

27th
2M (R _2x)=0
(g -2

X= g (ponto critico)

Como,

A"(x)= LN A”(Ej __4h g (méximo)
R 2 R

Portanto, o cilindro de area lateral maxima tem dimensoes:

b) Volume méximo

A expressdo do volume é V = ax’y

Pela semelhanca de triangulos, a expresséo vai ficar:

% =%(Rx2 -x°)

Derivando a fungéo V (x) = %(sz - x3):
' hﬂ' 2
\Y (x)=?(2Rx—3x )
. ~ hr ) u 2
As raizes da equagao F(ZRX—?:X )=0 sao X, =0 e X, =§R

Sendo

V'(x) = %”(m —6x) e v@ Rj = —2hz < 0 (Mmaximo)

A altura sera:

42
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h 2 h
=—|R-=R|=>y=—
Y R( 3 J y 3

. .1
Portanto, a altura do cilindro sera § da altura do cone.

Exemplo 3 - Dado o cilindro circular reto, obter o cone circunscrito de volume minimo.

Neste exemplo vamos inverter as varidveis para melhor definir a fungdo que representa

o volume.
A
y D H E
h
¢ R
B F (o) (; C
Figura 18

Na Figura 18, h e Rcorrespondem a altura e o raio da base do cilindro

respectivamente, e sejam x e y o raio e a altura do cone circunscrito, Temos:

2

1
V =Zx
3™y

Note que os triangulos AAOC e AAHE séo semelhantes, entéo:

y X hx

_— = - =
y—-h R y Xx—-R

Substituindo na expressao do volume, temos:

vy X
3 x-R
- « an x°
VVamos procurar o0 minimo da fungdo V (x) = 3 %R :
X_

V(%) _zh | 3x°(x=R)-1.X°
3 (Xx—R)?
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V’(x)—@~ 2x° —3Rx?
3 | (x=-R)?

3 2
%:o:xfo,xzzo ex3=3—R.
X_

Derivando novamente:

Vi) = A | (6x” —BRX)(x—R)’ - 2(x4— R)@)(2x® —3Rx?)
3 1 (x-R)

vy [ o o]
3 (x-R)

Sendo

Vv "(%} =67 <0, logo é minimo

. . , . 3R
Portanto, o cilindro de volume minimo sera o de raio x = 7 e altura

-2

y= = y=3h
R_R
2

6.2.3 CONE

Exemplo 1 - Vamos obter o cone de revolucdo inscrito em uma esfera de raio R de area

lateral méxima e volume maximo.

Figura 19



Com base na figura 19, sejam:
x = altura do cone

y =raio do cone

g =geratriz do cone

a) Area lateral maxima

A érea lateral do cone

A=nyg,onde g é ageratriz do cone

Da mesma forma que estudamos em um exemplo anterior de geometria plana, vimos que:
BD =DA-DE

y2=X(2R-x) e g =x* +Vy?

Substituindo na expresséo da area do cone e derivando:

A= X(2R-X) -4/X* +y* = A(X) = 7vV4R*x* — 2Rx*
T

2 2
A’(x):—.{ 8R“x —6RXx

VAR x? —2Rx®
1.{ 8R?Xx — 6Rx?
2 | J4R?*x? —2Rx®

Como a derivada a segunda é:

2y 3
A"(x) = 9R™x~16R e A”(i Rj = —ﬂ < 0 (méximo)
(4R? — 2RX)V4R? — 2Rx 3 2

Portanto, sera o cone de altura igual %R .

5 } , igualando a zero:

}=0:>xl=0e xzzgR

b) Volume méximo

Sabemos que a expressdo do volume é V = %nyzx e como:
BD’ =DA-DE
y? = X(2R - x) . Assim:

V (x) =%7z«(2Rx2 —x3)
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vxxy=%n@Rx—3%)
Igualando a zero:
%n(4Rx -3x° )z 0 asraizessdo x, =0 e x, = % R que séo os pontos criticos.
Derivando novamente:
vqmzén@R—6@
E sendo
\Y ”(ﬂ Rj = —ﬂnR < 0(méximo)
3 3
O raio seré:

y2 = 2R 2r-2R
3 3

22

=73

" , 4 . 2~2
Portando, o cone de volume maximo seré o de altura x = 3 R eraio y= T\/_ R
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Com todos estes exemplos selecionados e resolvidos neste trabalho, acreditamos que o
estudo do Calculo ndo pode nem deve se prender apenas a defini¢Bes, demonstracdes e
obtencdo de resultados através do uso de formulas. Evidente que tais etapas tem a sua
relevancia, no entanto, sabemos perfeitamente, embora ndo nos seja mostrado em sala de aula,
que o Célculo através das suas técnicas, esta exageradamente ligado ao ambiente que esta a
nossa volta. Estd presente em grande parte das areas de conhecimento. Suas aplicagdes
envolvem tomadas de decisdes e ajudam a mover a sociedade.

O aprendizado em Calculo ndo se da da mesma forma como ocorre na Aritmética,
Algebra ou Geometria. O Calculo envolve as mesmas técnicas e habilidades necessarias a
todos esses ramos da Matematica, mas cria outras, de alta precisao e em nivel mais profundo.

Acreditamos que o héabito da leitura, estudar com regularidade, assistir com atencéo as
aulas, dentre outros, sdo atributos que contribuem sobre maneira para uma aprendizagem
significativa, ndo sé em Célculo, mas em qualquer disciplina. No entanto, se aprender Célculo
nao é tarefa tdo, simples, ensinar, também néo é.

Como citamos bem no inicio desse trabalho, um momento que consideramos
importante se deu ao iniciarmos a resolucdo das atividades propostas e verificarmos com
satisfacdo, um indice significativo de acertos nos resultados obtidos, o que nos deixa a
vontade para afirmar que muitos e muitos outros poderiam ter sido resolvidos.

Evidente que suas resolugdes ndo serdo em muitas das vezes, tarefas tdo simples e
diretas, como talvez alguns dos leitores venham a interpretar diante das afirmagdes que aqui
deixamos. N&o é isso que queremos dizer. No entanto, ndo podemos deixar de falar daquilo
que realmente vivenciamos durante esse estudo, que diga-se de passagem, foi desenvolvido
entre quatro e seis meses, aproximadamente. Uma boa revisdo em contetidos que servem de
suporte ao tema desenvolvido, o bom uso das defini¢des e dos teoremas relativos ao estudo
em tela, bem como a observacdo dos exemplos existentes, aliados a aspectos como a vontade,
o esforco, o habito de ler e estudar, a perseveranca, dentre outros, séo fatores que com certeza
conduzirdo ao sucesso na maioria das vezes.

Por fim, entendemos que a motivacdo que deve existir em um aluno ou em toda uma

turma, deve existir primeiramente em quem ensina Célculo, ou seja, no Professor.
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