g

UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA
CAMPUS I - CAMPINA GRANDE
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
CURSO DE ESPECIALIZACAO EM MATEMATICA PURA E APLICADA

DIEGO DIAS FELIX

A integral de Lebesgue e alguns resultados
de convergeéncia nos Espacos L,

Campina Grande/PB
2014



DIEGO DIAS FELIX

A integral de Lebesgue e alguns resultados
de convergéncia nos Espacos L,

Monografia apresentada ao Curso de Especializacao
em Matemética Pura e Aplicada da Universidade Es-
tadual da Paraiba, em cumprimento a exigéncia para

obtencao do grau de Especialista.

Orientadora: Profa. Dra. Luciana Roze de Freitas

Campina Grande - PB
2014



E expressamente proibida a comercializacdo deste documento, tanto na forma impressa como eletrénica.
Sua reproducao total ou parcial € permitida exclusivamente para fins académicos e cientificos, desde que na

reproducdo figure a identificacdo do autor, titulo, instituicdo e ano da dissertacdo.

F316i Felix, Diego Dias.
A integral de Lebesgue e alguns resultados de convergéncia nos

Espacos Lp [manuscrito] / Diego Dias Felix. - 2014.

76 p.

Digitado.

Monografia (Especializacdo em Matematica Pura e Aplicada) -
Universidade Estadual da Paraiba, Centro de Ciéncias e Tecnologia,

2014.
"Orientacao: Prof. Dra. Luciana Roze de Freitas, Departamento

de Matematica”.

1. Integral de Lebesgue. 2. Teoremas de Convergéncias. 3.

Espacos Lp. |. Titulo.
21.ed. CDD 515




Diego Dias Felix

A integral de Lebesgue e alguns resultados de convergéncia nos
Espacos L,

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado
na Universidade Estadual da Paraiba, como
parte dos requisitos exigidos para a obtengdo
do titulo de Especialista em Matematica.

Aprovada em 14/ 03/ 2014

,Z amog:m*-o

Prof* Dra. Luciana Roze de Freitas

Orientadora

Do Waleer & Missina

Prof. Dr. Davis Matias de Oliveira

Examinador

-ﬁuawt\) MSQ’X«C)O (PM/Q/»O

Prof* Ms. Thiciany Matsudo Iwano

Examinadora



Ao meu pai Anténio Felix da Costa e a minha mae Joana
Darque Dias Felix que um dia sonharam e hoje comparti-
lham mais um importante momento comigo, momento de
conquista. A meus irmaos Diogo, Hugo e Ana Clara aos
quais tenho muito amor. A minhas cunhadas. A Sebasti-
ana Felix Nascimento (Mocinha), minha segunda mae. A

“Denga”com amor e carinho.

DEDICO



AGRADECIMENTOS

A DEUS por todas as coisas maravilhosas que me foram concedidas, onde dentre
tantas ressalto duas: a minha FAMILIA e o curso de Matematica. Sou grato a DEUS por
ter me dado folego para persistir tanto nesse curso. Sem DEUS nao teria chegado até aqui.
A ELE devo a minha vida, tudo que sou e tudo que tenho.

A minha familia: Mainha, Painha e Meus Irmaos, os quais mesmo distante sempre
estiveram presentes, em meu coracao, dando-me forca e coragem para superar todas as
barreiras encontradas em minha jornada. EU AMO VOCES! A Dona Mocinha, uma senhora
que deu oportunidade para um desconhecido, vivendo em seu lar, lutar por um futuro
melhor... Faltam palavras para expressar a minha gratidao por tudo que a senhora realizou
em minha vida; a senhora é uma beng¢ao de DEUS em minha vida, Muito Obrigado!

A Prof(a). Dra. Luciana Roze de Freitas, minha orientadora, pelo suporte, corregoes
e incentivos, por todo apoio e conhecimento que, brilhantemente, deu-me durante todo
curso e, especialmente, pela confianca em mim depositada ao assumir a orientacao. Nao
posso deixar de agradecé-la por toda compreensao e paciéncia diante de tantos fatos ocor-
ridos na producaoo deste trabalho. Agradego Prof(a). Dra. Luciana Roze de Freitas pela
oportunidade de termos trabalhados juntos.

Aos meus familiares.

Ao motorista Osvaldo, por nossa amizade e por todos os favores feitos.

A todos os meus amigos, em especial aos que fizeram parte desse curso: Alex, Klécio,

Mizaelle e Rossane. Nao posso deixar de agradecer a Rossane: A vocé amiga Rossane,



que neste ano dificil, foi uma amiga que me deu forca e colaborou muito para a conclusao
deste curso e, a obtengao da vaga no Mestrado, ai vai meu MUITO OBRIGADO. Ao amigo
Mauri, por ajudar-me tirando duvidas de digitacao.

Ao Prof. Dr. Vandenberg Lopes Vieira, pela paciéncia em ajudar-me na edi¢ao final
desse trabalho. A todos os Professores que contribuiram para minha formacao, onde destaco
os desse curso: Abigail, Aldo, Isabelle, Joselma, Nathan e Thiciany.

Aos professores: Dr. Davis Matias de Oliveira e Ms. Thiciany Matsudo Iwano que

formaram a banca examinadora e me deram Otimas sugestoes para o trabalho.

?



RESUMO

Neste trabalho, iremos apresentar, em partes, a teoria da Integral de Lebesgue, onde
apresentaremos alguns Teoremas sobre convergéncias e, vamos abordar alguns resultados
de convergéncia nos Espacos L,. Como foco principal iremos relacionar os Modos de
Convergéncias Uniforme, Pontual, em Quase Todo Ponto, em L,, em Medida e Quase

Uniforme neste espagos.

Palavras-chaves: Integral de Lebesgue; Teoremas de Convergéncias; Espagos L,; Relacao

entre os Modos de Convergeéncias.



ABSTRACT

In this paper, we present, in part, the theory of Lebesgue integral, which present some
theorems on convergence and, let’s address some results of convergence in L, spaces. Main
focus will relate the modes Uniform Convergence, Spot, almost everywhere, L,, and

Almost Uniform Measure in these spaces.

Keywords: Lebesgue integral; Convergence theorems; L, spaces; Relationship between

Modes Convergence.



1.1
1.2
1.2.1
1.2.2

2.1
2.2

3.1
3.2
3.3

SUMARIO

LN EI0] 5161070 J RO 1
Funcgdes Mensuraveis € Medidas. .........cccoovveeieeiiiiie s 3
FUNGOES MENSUFAVEIS. ....veeveevieiiieieciiesieesieeee s ste et steanae e sneeneesrae e 3
=T Lo - ST USTRRRR 14
Propriedade 1-0.t.p. M X. oo 20
Medida com SINAl OU CAIga. .....ccvevverieiieieieiee e 20
A Integral de Lebesgue e 0S ESPag0S Lp. .....c.cccvevveiveerieeieiieieeie e, 21
FUNGBES INEGIAVEIS. ..ocuviieiiieie et 34
NOIMAS €M LP. oo 38
Modos de Convergéncias N0S ESPACOS L. ....cccccvevvevveieeieeiieiiesieeeenns 43
Resultados de convergéncia Nnos ESPacoS Lp. .cccecvvevvvevveieeieeiiesieseeeenes 43
Convergéncia em Medida. .........cceierieiiiiiiiiee e 48
Convergéncia Quase UNIfOrME. ........coooviiiiiiiiiieseseee s 52
Relagéo entre Modos de CONVErgENCIaS. .......c.cceoveieriererieniieseseeeenes 55
APENDICE. ..ottt 67

REFERENCIAS. ..o oo e et er et es s e anaes 69



Introducao

O método de calcular areas e volumes de figuras geométricas complicadas, por meio de
dreas e volumes de figuras mais simples, j& era usado por Arquimedes (287-212 A.C).
Embora essa ideia seja tao antiga, sua formalizagao matemaética, denominada teoria da
integracao, teve seu apogeu no século passado.

Com os trabalhos de Cauchy (1787 — 1857) e Riemann (1826 — 1866) o conceito
de integral foi estabelecido em bases rigorosas, tornando-se um poderoso instrumento,
para época, na resolucao de inimeros problemas. A teoria de integracao baseada
nas ideias de Riemann predominaram durante muito tempo, porém esta teoria contém
certos inconvenientes que a torna inadequada ao estudo de varios problemas da Analise
Matematica. Deste modo, deveria-se obter um conceito de integral tal que a nova classe
de fungoes integraveis contivesse a classe de fungoes integraveis a Riemann (onde as
duas integrais deveriam coincidir) e na qual os inconvenientes da integral de Riemann
desaparecessem ou, pelo menos, fossem minimisados.

A partir dai, surge Henri Lebesgue (1875 — 1941) com um conceito de integral que
baseia-se na nogao de medida de conjuntos. Suas ideias, em principio, nao foram
muito bem aceitas. Todavia, a originalidade dessas ideias encontrou crescente recon-
hecimento, vindo a complementar certas lacunas inerentes a integral de Riemann.

Neste trabalho estudaremos a teoria da Integral de Lebesgue dando énfase as
relacoes entre os modos de convergencias nos espacos L.

No primeiro capitulo apresentaremos os conceitos de fungdes mensuraveis e medida,
teorias fundamentais para o objetivo deste trabalho.

No segundo capitulo desenvolveremos a Integral de Lebesgue e os Espacos L,,. Tais
espagos ocorrem com frequéncia nos estudos de Analise Matematica. Além da prépria
importancia destes espacos, eles serao examinados para indicar as aplicagoes de alguns
resultados deste trabalho.

No terceiro capitulo constard trés segoes nas quais apresentaremos alguns resulta-
dos de convergéncia nos Espacos L,, Convergéncia em Medida e Convergéncia Quase
Uniforme. Ainda serao apresentados outros importantes resultados como a reciproca
do Teorema da Convergéncia Dominada, a generalizagao do Teorema da Convergéncia

Dominada e o Teorema de Egoroff.



2 Sumaério

Finalmente, no quarto capitulo, estabeleceremos as relagoes entre os modos de

convergéncia apresentados neste trabalho.



Capitulo 1

Funcoes Mensuraveis e Medida.

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de o-algebra, fungoes mensuraveis, com algu-
mas propriedades, e definiremos importantes funcoes, tais como, fungao caracteristica
de um conjunto, parte positiva e parte negativa de uma fungao e funcao real esten-
dida, essa tultima apds definirmos o que seja o sistema numérico real estendido. Serd
apresentado o conceito de medida de conjuntos juntamente de algumas propriedades,
das quais destaca-se a propriedade p-q.t.p. em um conjunto X, e fechamos a secao

definindo o que seja uma medida com sinal ou carga.

1.1 Funcoes Mensuraveis

Definicao 1.1.1 Seja X um conjunto. Uma familia A de subconjuntos de X € dita

ser uma o-dlgebra se:
a) 9, X € A;
b) Ac A= A% € A;

¢) {Ab,en CA= U4, C A

Observagao 1.1.2 Um par ordenado (X, A) consistindo de um conjunto X e uma o-
algebra A de subconjuntos de X, é chamado um espa¢o mensurdvel. Um elemento

de A € dito conjunto A-mensurdvel ou mesurdvel.

Exemplo 1.1.3 Seja X um conjunto nao enumerdvel. O conjunto
A= {A C X; A € enumerdvel ou A® é enumer(ivel}

€ uma o-dlgebra.

Solugao:

a) Temos que @ € A, pois, @ é enumerdvel e, X¢ = 0 = X € A;

3



4 Funcgoes Mensuraveis e Medida.

b) Seja A € A, entdo A é enumerdvel ou A é enumerdvel: Se A é enumerdvel, entao

A= (AC)C oque implica que A® € A. Se A® é enumeravel, entdo A® € A;
c) Vamos mostrar que se {A,}, .y C A, entao OleAn c A
n=
Suponha que A,, é enumeravel para todo n € N, entao OﬁlAn é enumeravel. Portanto,
n=
oo
UA,ecA.
n=1

Agora, suponha que ao menos um dos A, nao ¢ enumerdavel. Seja A, esse conjunto.

Neste caso, Ago é enumeravel. Segue, das Leis de Morgan, que
c
(OLjAn) — A AC c AC
n=1 n=1
. c
logo, ( U1A”) é enumeravel, e portanto,
ne=

OleAn cA.

Exemplo 1.1.4 (0-algebra gerada por uma cole¢ao de subconjuntos) Seja X
um conjunto qualquer ndo vazio e seja A uma colecdo de subconjuntos de X. Afirmacdo:

Existe wma menor o-dlgebra Sz em X que contém A.

Solucgao:
De fato, considere S; = NA,, onde A, é uma o-algebra que contém A.
a) Sz # @, pois P (X)! é uma o-dlgebra e P (X) D A;

b) @, X € A,, Va. Logo, @, X € QAa — 7, X e Sy

c) AeSg:AeAa,va:ACeAa,va:ACegAa:ACeSA;

d) (A),en C S5 — A, € Ao, Ya e ¥n € N = :QlAn € Aa, Va = nf;An €
Ao = U A, €Sx;

e) Seja A,, uma o-algebra que contém Sjz. Assim, QAa C Ay, isto é, S5 C A,
Observagao 1.1.5 Se B C Sy, entao Sgp C Sj.

Exemplo 1.1.6 (o-algebra de Borel) Seja X um espago métrico. A o-dlgebra ger-
ada pela familia formada pelos conjuntos abertos de X € uma o-dlgebra que chamamos
de o-dlgebra de Borel e denotamos por Bx = 3. Os elementos de B sio os conjuntos

de Bolerou ou Bolerianos.

LA colegio P (X) = {A; A C X} representa o conjunto das partes de X.

2Félix Edouard Justin Emile Borel (Saint-Affrique, 7 de janeiro de 1871 — Paris, 3 de fevereiro de
1956) foi um matemadtico e politico francés. Juntamente com René-Louis Baire e Henri Lebesgue, foi
um dos pioneiros da teoria da medida e suas aplicagoes a teoria da probabilidade.



1.1. Fungoes Mensuraveis )

Definigao 1.1.7 Uma fungdio f : X — R € dita ser uma fun¢io A-mensurdvel ou

simplesmente mensurdvel quando para todo o« € R o conjunto
[f >a] ={r e X;f(z)> a}

¢ mensurdvel , isto é, quando [f > o] € A, ou ainda, (o, +0) € A.
Exemplo 1.1.8 Toda fun¢ao constante é mensurdvel.

Solucao:

Com efeito, sejam
f: X — R

r — flx) =c

g, se a=>c
o

X, se a<c

e a € R. Logo:

e portanto, f é mensuravel.

Exemplo 1.1.9 (Fungao Caracteristica) Dado um conjunto E C X, a fungdo

caracteristica associada a FE, denotada por Xg, € definida como sendo a func¢ao

Xg : X — R dada por
1, se zek
0, se =€ E°

A funcao Xg € mensurdvel se, e somente se, £ € A.

Solugao:
Ora,
g, se a>1

[Xg>a]l=¢ E, se 0<a<l1
X, se a<0

Assim, Xr é mensurdvel se, e somente se, F € A.
Exemplo 1.1.10 Valem as propriedades:

a) Toda funcao continua f : R — R é S-mensurdvel.

b) Toda func¢ao mondtona f: R — R é S-mensurdvel.
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Solugao:

a) Sendo f continua, temos que f~! (o, +o0) € B, Va € R, e portanto, f é mensurdvel.

b) Suponha que f é monétona crescente, no sentido de que x < y implica que f(z) <
f(y). Note que, {x € R; f (z) > a} assume uma das quatro formas:
( {x eR;z > a}

{r eR;z > a}

R

. 6]

Em qualquer caso [f > a] € 3, e portanto, f é -mensuravel.
O préximo Lema mostra que a forma do conjunto na definicao de mensurabilidade

nao é unica.

Lema 1.1.11 Seja f : X — R uma fun¢do. As sequintes afirmacgoes sao equiva-

lentes:

a) Ay ={r € X; f(z) > a} € A, Va e R;
b) B,={r € X; f(z) <a} € A Va € R;
c) Ch,={reX;flx)>a}e AVaecR;

d) D,={z € X; f(x) <a} € A VaeR.

Prova: De acordo com o Lema 1.1.11. diego

As equivaléncias (a) <= (b) e (¢) <= (d) decorrem dos seguintes fatos

([f>a)=[f<ale(f<a])=[f>d].

[(a) = (¢)] Note que se (a) ocorre, entao As-1 € A, Vn € N. Vamos mostrar que
C, = OﬁlAafl, Va € R. Com efeito,
n= n

1
xECa:>f(x)2a>oz—E,VnEN:NL‘EAa_;,‘V’nEN (1.1)

o0 1
T € QlAa_;:>f(x)>oz—ﬁ,‘v’neN:>f(x)Zoz:>x€Ca. (1.2)

De (1.1) e (1.2) obtemos C,, = FiAa_i,Voz € R. Supondo (a), temos que

A 1 €A YneN= OriAa_leA.

«
n



1.1. Fungoes Mensuraveis 7

Assim, C, € A o que implica que vale (c).
[(c) = (a)] Se C, € A, Va € R, entao C,, 1 € A, Vn € N e, assim, OL_leaJr; e A

Vamos mostrar que A, = U C,1. Com efeito,

n=1

1
xeAa:f(x)>oz:>f(x)ZOz+n—>a
0

para algum ny € N suficientemente grande. Entao, x € OleC'a L1. Agora,
n= n

o0 ].
r € UlCa+;:>x€Ca+i:>f(:c)2a+—>a:>x€Aa.
n= n ngy no

Assim, A, = OL_leaJrl, de onde segue que A, € A, ou seja, vale (a). [ |

Agora, mostraremos algumas operacoes com func¢oes mensuraveis.

Lema 1.1.12 Sejam f e g fungoes a valores reais mensurdveis e ¢ € R. Entao, as

fungoes cf, f + g, f2, fg e |f| sdo mensurdveis.

Prova:

a) cf é mensurdvel:

i) c=0=cf =0;

i) c>0={reX;cf >a}={zeX;f>2} A
iii) c<0={reX;ef>a}={reX;f<2} e

logo, de (i), (ii) e (iii), obtemos que ¢f é mensuravel.

b) f+ g é mensuravel:

Para cada r € Q e a € R, defina
Ss={reX;f(x)>r}n{re X;g9(x) >a—r}) € A

Afirmacgao:
{re X;(f+g)(z) >a}= EQSTEA' (1.3)

Portanto, f + g é mensuravel.
Justificativa de (1.3):
Se x € X verifica f(x) +g(z) > «, entdo f(x) > a — g(x). Escolhendo ry € Q,

verificando oo — g (z) < ro < f (z), obtemos
g(x) >a—rye f(x)>ro,
o que mostra que z € S,,. Logo,

; - . .
xETLEJQSr:>{xEX,(f+g)(x)>a}_rgQSr (1.4)
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Por outro lado, se z € S,., entao
f@)y>reg(z)>a—r, YaecReVreQ,

o que implica que

f@)+g(@)>r+a—r=a
Assim,

SrC{z e X;(f+yg)(z) >a}. (1.5)
Portanto, de (1.4) e (1.5), obtemos (1.3).
c) f? é mensurdvel:

i) a <0, temos
{xEX;[f(x)]2>a}:X€A;

ii) a >0, temos

{mEX;[f(m)}Q>0z}:{a:€X;f(x)>\/5}U{:L‘€X;f(x)<—\/a} €A,
e portanto, f2 é mensuravel.

d) fg é mensuravel:
Basta verificar que fg = {(f + 9)° —(f — g)2} , € portanto, pelos item (a), (b) e (¢),

fg é mensuravel.

c) |f] é mensuravel:
) a<0=[|f| >a] =X € A;
i) a>0=[|f|>al=[f>aU[f < —a] € A4

e portanto, |f| é mensuravel. [ |

Defini¢ao 1.1.13 (Parte Positiva e Parte Negativa de uma fungao) Seja f : X —
R uma funcdo. Denotaremos por f, f~ : X — R as func¢oes nao-negativas definidas

por [T =sup{f(z),0} e f~ =sup{—f(x),0}. A funcao f* é a parte positiva de f e

f~ € a parte negativa de f.

Note que:
f=f=felfl=f"+f"
" N i
A+ T
pr=t e =L

Com isso, concluimos que uma fungao f é mensurével se, e somente se, f* e f~ sdo

fungoes mensuraveis.
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O conjunto R? consiste do conjunto RU{—o00, +00} e é chamado sistema numérico
real estendido.

Agora, queremos definir mensurabilidade de fungoes reais estendidas.

Defini¢ao 1.1.14 (Fungao Real Estendida) Uma funcao a valores reais estendido

f: X — R é A-mensurdveis se o conjunto
{reX:f(x)>a}e A VaecR.

Observagao 1.1.15 Denotaremos por M (X, A) a cole¢io de todas as fungoes f :

X — R que sio A-mensurdveis. Se f € M (X,.A), entdo os conjuntos

A={zeX;f(z)=+oo} = :rjl{x € X; f(z) > n}

00 C
B={reX;f(r)= oo} = | T {r € X: [(x) > —n}]
sao mensurdveis. Note que:
rE€EA<= f(xr)>n,Vne Nz € ofi{xeX;f(:v)>n},

re€B< f(z)<—n,VneN<—=z¢c ?i{a:EX;f(x)<—n}.
Lema 1.1.16 Seja f : X — R. Entdo, f é mensurdvel se, e somente se, os conjuntos

A={z e X; f(x)=+o0}

B={z e X; f(z) = —o0}

sdo mensurdveis e a funcio fi : X — R dada por

f(z), se ¢ AUB

fi(z) =
0, se re AUB
€ mensurdvel.
Prova:
(=) Suponha que f € M(X, A). Pela observagao anterior, temos que A, B € A.
i) Seja a € R com a > 0, entao
{zeX;fi(x)>a}={zecX;f(z)>a}\A
={zeX;f(z)>a}nA%c A

3Uma razao para considerar R é que é conveniente dizer que o comprimento da reta é +o00. Além
disso, podemos definir o supremo de um conjunto néo vazio que nao tem limite superior como sendo
400, entao todo subcojunto nao vazio de R (ou @) tem um unico supremo (ou similarmente um dnico
infimo) em R.



10 Funcgoes Mensuraveis e Medida.

De fato,

ye{reX;fi(r)>al=yg¢ AUB= fi(y) = f(y)
= ye{reX;f(x)>a}l\A,

ou seja,
{zeX:fi(z)>a} C{reX;f(z)>a}\ A

Por outro lado,
ye{reXif(@)>al\A= f(y)>acy¢ A,

como y ¢ B, entao y ¢ AU B. Segue, da definigao de fi, que

hy)=fy) = hHhy)>a=ye{recX; fi(z)>a},

dai,
{reX;f(x)>a}\AC{r e X; fi(z) >a}.

Assim,
{reX;fi(x) >al={re X;f(x)>a}\A

i1) Agora, suponha que o < 0. Neste caso,
{reX;fi(x) >a={reX;f(x)>a}UBec A

De fato,
filr)>a<~= f(zr) >aouz e AUB,
assim,

{reX;fiz)>a}={zecX;f(x)>a}UAUB={2 e X;[f(z)>a}UB.

AC

Portanto, de (7) e (i7), obtemos que f; é mensurével.

(<=) Se A, B € A e f; é mensuravel, entao

{reX;f(x)>at={reX; fi(x)>a}UAparaa>0 (1.6)

{reX;f(z)>a}t={re X; fi(x)>a}\ B paraa <0. (1.7)

Portanto, f é mensurével.
Justificativas de (1.6) e (1.7):
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(1.6) Dado
re{re X;f(x)>a},

temos que ou x € A ou fi () = f(x) > «, pois x ¢ B. Dali,
{reX;f(z)>a} C{reX;fi(x)>alUA. (1.8)
Por outro lado,

reEA=fx)>a=zrec{recX;f(x)>a}

file)>a=2¢ AUB= f(x)=fi(z) >«
—re{reX;f(x)>a}l,
ou melhor,
{reX;fi(x) >alUAC{zx e X; f(x) > a} (1.9)
e portanto, de (1.8) e (1.9), obetemos (1.6).
A justificativa de (1.7) é anéloga. |

Observagao 1.1.17 Como consequéncia dos Lemas 2.1.12 e 2.1.16 temos que se
f € M(X,A), entio as funcoes cf, f2,|f],fT e f~ também pertencem a M(X,A).
Note que f € M(X, A) = f1 é mensurdvel => cfy, f2,|f1l, fi e fi sdo mensurdveis

= cf, f2,|f|, fT e [~ sdo mensurdveis.

Observagao 1.1.18 Se f,g € M(X,A), a soma nao estd bem definida pela férmula
(f +9)(zx) = f(z) + g(z) nos conjuntos

By ={r e X; f(z) = +o0 e g(x) = —o0}

Ey={z € X; f(zr) = —0 e g(x) = +o0}

com ao menos um sendo nao vazio. No entanto, se definirmos f + g como sendo zero

sobre Ey U FEy, entao a funcao f + g € mensurdvel. Ora,
fL,oe M(X,A) = fi,;1 € M(X,A) = f1+¢g1 € M(X, A).
Além disso,

f =400 oug=+o0o= f+g=+o0;
f=—c0oug=—-o00o= f+g=—ox;

f=d0eg=Foo= f+g=0.
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Lema 1.1.19 Seja (f,) uma sequéncia em M (X, A). Defina as fungoes:

a) f(z) = inf fo(2);
b) F(x) = sup fu(z);
c) f*(x) = liminf f,(2);
d) F*(z) = limsup f,(z).

Entao f, F, f* e F* pertencem a M (X, A).
Prova:

Considere as seguintes igualdades:
i) {r€X;f(2) 2a} = N {2 €X; ful2) 2 a};

i) {zr€X;F(2)>a}= Ele{x € X fo(z) >al.
De (i) e (ii) obtemos que f e F' sdo mensuraveis.
Justificativas de (i) e (ii):

i) f(x) >a<=inff,(z) > a<= f,(x) > a, Vn € N.
ii) Note que
re{re X;F(x)>a}<= F(x) >a<=supf,(z) > a,
se, e somente se, existe ng € N tal que
04<fn0(:c)<F(x)<:>x€n§l{xeX;fn(x)>04}.

Para provar (c¢) e (d), basta observar que

f*(z) = liminf f,(z) = sup {#gfnfm(x)}

n>1

F (o) = timsup f(e) = int {sup (o)}

m>n

e aplicar os itens (b) e (a), respectivamente.

Defini¢ao 1.1.20 A sequéncia (f,) converge pontualmente para f se para cada

e>0ex e X existe N, € N tal que se n > N, ., entio |f, (z) — f (x)] < e. Neste

caso, escrevemos lim f, (z) = f ().

Corolario 1.1.21 Se (f,) € uma sequéncia em M(X,A) e lim f,(z) =
feMX,A).

f(x), entao
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Prova:
Note que
f(z) =lim f, (z) = liminf f, (z), Vz € X.
Logo, pelo Lema 2.1.19, f € M (X, A). [

Lema 1.1.22 Se f,g € M(X;A), entao fg € M(X;A).

Prova:

Se n € N, considere

Se m € N, considere

gm () = m, se g(x)>
—m, se m(z) <-—m
Assim, f, e g,, sao mensuraveis. De fato,

n<a<n= {zeX;fu(2)>a}={reX:[(x)>a},

a>n={zreX;f,(x)>a}=0

a<-—n={reX;f,(x)>a}=X
e portanto, pelo Lema 2.1.12, o produto f,g,, é mensuravel. Além disso,
lim f, (z) = f(x) e lim g, (z)=g(z)
n—:oo m—>r00
Com efeito, fixado = € X, dado € > 0 e ng € N tal que |f (z)| < ng, temos que
fo (@) = f(x), Vn>ne>|f ()] = |fu(2) - f(2)] =0 <e.
Por outro lado,

f(z) =200 = f,(z) =%n, Vn e N= lim f, (z) = £oo = f(x).

n—aoo

Uma vez que

(Fgm) () = F (2) gu () = Tin f, (@) g (1), 2 € X,

entao, pelo Corolario 2.1.21, temos que fg,, € M(X,.A). Sendo

(f9) () = f(x)g(z) = lim f(z)gm(z), €N,

mM——>00

ainda pelo Coroldrio 2.1.21, concluimos que fg € M (X, A). [
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Lema 1.1.23 Se f € uma fun¢ao nao negativa em M (X, A), entdo existe uma sequéncia
(¢n) € M(X,A) tal que:

a) 0<p,(x) <ppy1(x), Ve e X eVneN;
b) Para cada z € X, lim ¢, (z) = f (z);
n—-ao0
c) Cada p, possui apenas um nimero finito de valores reais.

Prova:
Veja [1]. |

1.2 Medida

Defini¢ao 1.2.1 Seja (X, A) wum espago  mensurdvel. Uma  funcao

p: A— R € chamada medida se satisfaz:

a) p(2)=0
b) u(E) >0, VE € A

c) p € aditivamente contdvel, isto €, se (F,) C A € uma sequéncia de conjuntos

disjuntos, B, N E, = & para m # n, entao
1 (8Bn) = b

Defini¢ao 1.2.2 Dizemos que p € finita se p(E) < 400 para todo E € A. Se existe
uma sequéncia {E,} C A com X = OleEn e u(E,) < +oo para todo n € N, entao p €
dita o-finita.

Observacao 1.2.3 1) Na defini¢ao de medida se p(E,) = +oo para algum n € N,
entdo i,u (E,) = +o0o (série divergente).

2)n:p1 ¢ finita se, e somente se, u (X) < +oo. Com efeito, sendo
p (E) < 400 para todo E € A, temos que p (X) < +oo, pois X € A. Recirpoca-

mente, para todo E € A, temos X = (X \ E) U E. Logo,
1 (X) = p (X \ B)UE) = u(X \ E) + u(E) > u(E).

Portanto,

p(E) < p(X) < 400
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Exemplo 1.2.4 (Medida de contagem) Defina
pw: PNy — R

#E, se FE ¢ finito
E — wE) =

+oo, se FE € infinito
onde #FE ¢ o numero de elementos de E. Note que pu € o-finita mas nao € finita. De
fato, dado a sequéncia (E,) C A, onde E, = {n}, temos que

N = CleEn e u(E,) =1

para todo n, porém, u(N) = +oo.

Exemplo 1.2.5 Considere um conjunto X # @ qualquer e, A = P(X). Sejap € X

e defina
w: A — R

0, se peFE
E — wE) =

1, se p¢FE
Entao, p é uma medida finita (pu é o-finita), e é chamada medida unitdria centrada em

p.
Solucgao:

a) 1(8) =0, pois p ¢ &

b) p(E) > 0 para todo E € A, segue da definicao de y;

c) Se{E,} C A, com E,,NE, =& param # n, entdo p ¢ E,, ¥Yn € N, o que implica
que u(E,) =0, Vn € N. Assim:

fu(ﬁ:ﬂ) —0=pu (:L:jolEn> .

n=1

Se existir ng € N tal que p € E,,, entdo u(E,,) =1 e u(E,) = 0 para todo n # ng o

que implica que

Segue que

Por outro lado, para todo E € A temos que u(FE) < 400, ou é 0 ou é 1, ou seja, u é

o-finita.
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Exemplo 1.2.6 (Medida de Lebesgue na reta) *Seja X =R, A = 3. Defina

A A — R
(a,b) — X((a,b)) =b—a.
A € a unica medida definida em 8 que coincide com o comprimento de intervalos abertos.
+oo
FEla nao é uma medida finita, mas € o — finita, pois, R = 91(—n, n) e AN((—n,n)) = 2n,

para todo n € N.

Lema 1.2.7 Seja p uma medida definida sobre uma o-dlgebra A. Se E,F € A com
E C F, entio p(E)<u(F). Se u(E) < +oo,  entdo
—— —

(%),
p(F\ E) = p(F) — p(E).

g

(%)2

Prova:
Note que, FF'=EU (F \ E) onde E N (F \ E) = @. Segue que

p(F) = p(E) + p(F\ E) 2 p(E)
0 que prova (x)1. Se u(E) < 400, entdo
p(F) = p(E) = (WE) + p(F\ E)) — w(E) = p(F\ E),
0 que prova (x)s. m

Lema 1.2.8 Seja (E,) uma sequéncia de conjuntos em A. Entao,

I (:leEn) < i“(E”)

Prova:

Considere, a sequéncia (A4,) C A definida por:

Ay = Ey;
Ay = Fy \ Ey;
/43 = 123 \ (1?2 U 151);

147L::: 15;1 \ (:21;3i1552> )

4A medida de Lebesgue generaliza as medidas anteriormente usadas, juntamente com a integral de
Lebesgue, em uma ferramenta padrao da Anélise Matemética.
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de modo que A, C E, paratodon € Ne A,, N A, = & se m # n. Além disso,

j=1 j=1

Segue que
+oo
7 (:L:len> = (:QAn) = > nlAn)
n=1 ) ) -
= }}ég;u(flj) < LigN;u(Ej) — ;u(En)-

Lema 1.2.9 Seja p uma medida definida em uma o — algebra A.

+00
a) Se (E,) € uma sequéncia crescente em A, entaop ( U1E”> = lirg,u(En).
n= ne

b) Se (F,) € uma sequéncia decrescente em A e se u(Fy) < 400, entao

neN

Prova:
a) Suponha que existe ng € N tal que pu(E,,) = +oo . Neste caso, u(E,) = +oo para
n > No, pOiS M(Eno) < M(En> Daia

Q&LM(E,Z) = +00. (1.10)

Por outro lado,

By, C (+ijEn> — (+L301En) = +o00. (1.11)

n—=

De (1.10) e (1.11) obtemos

neN

Agora, suponha que p(F,) < +oo para todo n € N. Considere os conjuntos em .A:

A = Eq;
Ay = Ey \ Eq;
A3 = FEs \ EQ;

An = En \ Enfl;
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3

de modo que F, = 'U1Aj’ .oleEn = OleAn, além disso, A,, N A, = &, para m # n.
j= j= n=

Segue que:

1

~~
Cy
&

“+o00 m
+00 .
nﬁn)qu%m)zzkmnggiymw

Pelo Lema 2.2.7, obtemos

> lAn) = p(An) + (w(Ea) + p(B)) + -+ (1B + p(En1)) = p(En),
n=1
logo,
TE TA,) =1 f:(A)—r (Eyn)
H n=1 n) T H n= " _n%gil 71,& " _ngllwu .
Portanto,
+o0 .
Il (ng En) = limp(Ey).
b) Para cada n € N, defina
Ei=FR\F =0
Ey=F\F
E3 - F1 \ Fg
E,=F\F,
de modo que Ey C Es C --- C E, C ---, ou seja, {E,} é uma sequéncia crescente em

A. Note que p(E,) < +oo para todon € N e

(@) (g s (3]

Segue, do item (a), que

meN
isto é,
+o0 .
u (F1 \Jlan> = lin(Fi \ ).

Pelo Lema 2.2.7, temos:

MH)—uCﬁﬂ):hmmwn—uwm

n=1 neN
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dilf,
I U / ( ”)

Exemplo 1.2.10 Se u é uma medida em A e A € A estd fixrado, entdo a fung¢do

A A — R
E — ME) =u(ANE)

¢ uma medida em A.

Solucao:

Com efeito,

i) AN@)=p(ANg)=p(a)=0;

ii) A\(E)=p(ANE) >0, VE € A, pois, u(F) >0, VF € A,

iii) Seja {E,}, oy uma sequéncia disjunta em A. Logo {A N E, }, . forma uma sequéncia

disjunta em A. Dali,
MG =n[an(BE)] =u(GA0E) = 2nAanE) =3 A (E),
Portanto, de (i), (ii) e (iii), obtemos que A é uma medida.

Exemplo 1.2.11 Se py, ..., i, sio medidas em A e ay, ..., a, $SGo numeros reais pos-
itivos, entdao a funcdo
R

A A —
E — AE) :Zlaj,uj (E)
=

é uma medida em A.

Solugao:

Ora,

i) A(9) = Zlajuj (9) = Ozlaj = 0;
j= j=

ii) AM(E) = > a;u;j (E) >0, VE € A, pois, aj,ii; (E) >0,j=1,...,n;
j=1

iii) Seja {E,}, oy uma sequéncia disjunta em A. Logo

)\ (nEJ:OlEn) - Zaj'uj (nb:olEn> - Zajzluj (En)
1 j=1 n=1

=2 o (Bn) = 3 A(En).

Portanto, de (i), (ii) e (iii), obtemos que A é uma medida.
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Defini¢ao 1.2.12 A terna (X, A, u) € chamada espago de medida.
X := conjunto qualquer;
A = o-dlgebra em X;
i := medida em A.

1.2.1 Propriedade py-q.t.p. em X

Dizemos que uma determinada propriedade P vale em quase todo ponto (q.t.p) de X
se existe um subconjunto N € A com p(N) = 0 tal que a propriedade P é valida em
X \ N. Notagao: P u-q.t.p em X.

Assim, dizemos que duas fungoes s@o iguais p-q.t.p. no caso de f(x) = g(z), Vo €
X\ N,onde N € A com u(N)=0. Escrevemos:

f(z) = g(x) p-q.t.p. em X.

Dizemos que uma sequéncia (f,,) de fungoes em X converge u-q.t.p. para f se existe

um conjunto N € A com pu(N) = 0 tal que f(z) = linl\llfn(x) para © ¢ N. Escrevemos:
ne
f(z) = lir%fn(x) p-q.t.p. em X.
ne

1.2.2 Medida com sinal ou carga

Definigao 1.2.13 Seja (X, .A) um espago mensurdvel. Entdo uma fun¢io A : A — R

¢ dita ser uma medida com sinal ou carga se:
a) \(@) = 0;

b) A ¢ aditivamente contdvel, isto €, se {E,} é uma sequéncia de conjuntos disjuntos,

entao N
“+o0o
A (nL:JlEn) - Z;/\(En).

A soma ou a diferenca de duas cargas é uma carga. De modo mais geral qualquer

combinacao linear finita de cargas é uma carga.



Capitulo 2

A Integral de Lebesgue e os
Espacos L.

Aqui serd apresentado a definicao de funcoes simples junto a sua integral. Também
definiremos a integral de funcoes reais extendidas nao negativas, e provaremos impor-
tantantes resultados como o Teorema da Convergéncia Monodtona, que é uma ferra-
menta basica para tudo, e o Lema de Fatou. Iremos examinar a integragao de funcoes
mensuraveis que podem assumir tanto valores reais positivos quanto negativos. Nés
exigiremos que os valores das funcoes e da integral sejam finitos. Faremos também o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que é um dos resultados mais im-
portantes para este trabalho. Daremos as definicoes de espacos linear normado e dos
espacos L,, provando as Desigualdades de Holder e Minkowski.

Denotaremos por M (X, .A) o subconjunto de M (X, .A) formado pelas fun¢oes men-
suraveis nao -negativas.

Iniciaremos introduzindo a definicao de funcoes simples. E conveniente requerer

que essas fungoes assumam valores em R em vez de R.

Defini¢ao 2.0.14 (Fungoes Simples) Uma fungao ¢ : X — R é chamada fung¢do

sitmples se ¢ assume apenas uma quantidade finita de valores.

Observagao 2.0.15 Uma funcao simples ¢ pode ser representada na forma
p(x) =) a;Xp, (v) (2.1)
j=1
onde
Ei={zeX:px)=a;} =¢p '({a;}), E;NE;=D parai#je X = CJlEj
]:

A representacao (2.1) é chamada de forma fundamental e € inica. Note que, p €

mensuravel < E; € A para j = 1,..n. Com efeito,
Ej=lpza]nfp<a]eA

21
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para j = 1,..n. Reciprocamente, como a soma e a multiplicacao por escalar de funcoes

mensurdveis € mensurdvel, entao
n
Y= E anEj (1’)
J=1
¢ mensuravel.

Exemplos 2.0.16 1) Func¢do constante

fr X — R
r — f(x) =c¢’

2) g:R— R onde

(0, se r < =2
( El = (—OO, —2]
1, se —2<xr< -1
EQ = (_27 _1] U (17 2]
glx)=1¢ 2, se —-1<z<1 $
E3 = (_1? 1]
1, se 1< <2

3 > \ E4 = (27 +OO)
, se x >

N}

\

Defini¢ao 2.0.17 Se ¢ ¢ uma fun¢ao simples em M*(X,A) com a representagdo
(2.1), definimos a integral de ¢ com respeito a p como sendo o sequinte numero real

estendido .

/sOdMZ > a;n(Ey).

j=1

Observagao 2.0.18 a) A integral de fung¢des identicamente nula € igual a 0, pois, por
convengao temos 0(+0c) = 0, logo [0du independe se o espago tem medida finita ou
nfinita.

n
b) Sendo os a; > 0, entao Y a;u(E;) estd bem definido, pois, nds nio encontramos
=1

expressoes sem sentido, tais como (+00) — (+00).

Exemplos 2.0.19 1) A integral do Coroldrio 3.0.16.(1). Neste caso,
f(x) = ¢ para todo x € X, logo

/ F(@)dp = en(X).

2) Integral do Coroldrio 3.0.16.(2). Considere o espaco de medida (R, (5, \)

onde B € a o-dlgebra de Borel e X € a medida de Lebesque em R. Logo,

/g(:c)du = OA((—00, —2)) + IA((=2, 1] U (1,2]) + 2A((=1,1]) + 3A((2, +00))

=0+2+4+4+3(+o00) = +o0.
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Agora, apresentaremos algumas propriedades elementares da integral.

Lema 2.0.20 Propriedades elementares da integral:

a) Se ¢ e sao fungoes simples em M (X, A) e c >0, entdo

/cgod,u:c/gpdu
/(s0+w)du=/sodu+/wdu-

b) Se X\ estd definida em A por
AE) = /ngEdu, VE € A,

entao A é uma medida em A.

Prova:

a) Sec=0,entao cp=0e

/cgpd,u:()u(X):0:0/g0d,u:c/g0du.

n

p(r) = a;Xp,(v)

J=1

Agora, seja ¢ >0 e

a representacao fundamental de . Note que:
cp(z) = cZanEj(:c) = anjXEj (x)
j=1 j=1

logo,
[ eetwrn =3 e (E) = 3 an(B) = [ c(wyin
j=1 Jj=1
o que prova (2.2). Por outro lado, sejam

n

p(x) =) a;Xp,(z) e Y(x) = Y bpdr,(z)

J=1

(2.2)

(2.3)
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as formas fundamentais de ¢ e 1, respectivamente. Assim,

o+ = ZanEj + ZkaFk
=1 k=1

=(Xg, + -+ a,Xg,) + (01X + -+ b XR,,)
= (a1 + 1) Xg,nm + - + (a1 + b)) Xy, + (a2 + 01)Xgynm + - -+
+ (ag + b)) Xpynr, + (an + 1) Xg,0r, + -+ + (@ + b)) X5, AF,,

n

[(aj + bl)-XEjﬁFl + -+ (aj + bm)XEijm}
1

<.
Il

Z((Zj + bk)XEjﬂFk-

1 k=1

I
NE

J

Observagao 2.0.21 i) Para todo v € X existem j, k € N tais que x € E; N Fy.

ii) Os conjuntos E; N Fy, sao disjuntos, pois se (E; N Fy) N (Ey N Fy) # &, entdo
E;NEy #@ e FyNFy # @, contradigao.

Segue que ¢ + ¥ é uma funcao simples com a seguinte representacao

o+ = ZZ(CL]' + br) Xi,np,

j=1k=1

Tal representagao nao é tnica, pois os valores (a; + by,) podem nao ser distintos. Pode-

mos ter a; + by = ajy + by com j # j e k # k.

Considere ¢, h =1,... ,p, os valores distintos no conjunto
{(a; +bg); j=1,...,nek=1,...,m}
e G, a uniao dos conjuntos E; N Fj, onde a; + by = ¢;. Assim,

p(Gr) = (Y E; N Fy) = > (BN Ey)

além disso,

p
o+ = ZChXGh

h=1
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é a forma fundamental de ¢ + 1. Logo,

p

/@+¢Mﬂ=§}w&m

h=1

_ZchZ'uE ﬁFk
h=1
:ZZ a]+bk EﬂFk)

hl(h

= ZZ(% + by ) u(E5 N F)

= ZZaju(Ej NFy) + Zzij(Ej N Fy).

j=1 k=1 j=1 k=1

Sendo X = '61Ej e X = kﬁle, entao
j: =

E;=E;NX = Erwu&pﬁygmm)

&:amxzﬂm@Em;g@mm)

logo,
p(E;) = p(E; N Fy)
k=1
¢ n
p(Fy) = ZM(EJ N Fy)
j=1
e portanto,
[+ wiau= Z%D (B;nF) + Zb S u(E; N F)
J=1 k=1 =1 j=1
= Z%M(EJ) + Zbku(Fk
=1 k=1
/wm+/¢m
provando assim (2.3). |

b) Observe que
QOXE = ZanEij‘

j=1

Logo,

/\(E) = /(,DXEd[I, = /ZanEij = Z/anEJﬂE = (lj[,l,(Ej N E)
j=1 j=1
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Segue, pelos Exemplos (1.2.10) e (1.2.11), que A é uma medida. [ |
Observacao 2.0.22 Por indugao podemos mostrar que
/(<p1+s02+~~+son)=/soldu+/sozdu+-~+/<pndu-

Agora, introduziremos a integral de uma fungao arbitraria em M* (X, A). Observe

que nao ¢ exigido que o valor da integral seja finito.

Definigao 2.0.23 Se f € M (X, A), definimos a integral de f com relagdo a p como

sendo o elemento de R dado por
/ fduzsup/sodﬂ
b's

onde o supremo € tomado sobre o conjunto de todas as fungoes simples o € Mt (X, A),
satisfazendo 0 < p(x) < f(x) para todo v € X. Se f € MT(X,A) e E € A, entao
fXe € MT(X,A) e definimos a integral de f sobre E com respeito a p como sendo o

/Efduz/fXEdu-

Lema 2.0.24 Valem as sequintes propriedades:

elemento de R dado por

a) Se f,ge M (X, A) e f <g, entao

[ tan< [ gd

b) Se fe M (X,A) e E,F € A com ECF, entao

/E fdp < /F Fd.

Prova:
a) Sendo f < g, de

A= {/gpdu:gp € M*(X,A),p ésimples e 0 < p(r) < f(x)}

B = {/(pd,u tp € MT(X,A),p ésimplese 0 < p(x) < g(x)}

temos que sup A < sup B, pois A C B, o que acarreta

[ fan< [ ga
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b) Ora, fXr < fXE, pois, E C F. Segue, do item (a), que
[ $sdu< [ s2edu= [ gau< [ gan
E F
|

Agora, apresentaremos um resultado importante, o Teorema da Convergéncia Mondtona,
devido a B. Levi'. Este teorema serd muito 1til para a prova das propriedades de con-

vergencia fundamentais da Integral de Lebesgue.

Teorema 2.0.25 (Teorema da Convergéncia Mondétona) Seja (f,,) uma sequéncia

em M* (X, A) mondtona nao decrescente com lim f, = f(z). Entao,
n—oo
/fdu = lim /fndu.
n—oo

Temos que f é o limite de uma sequéncia de fungoes em M ™ (X, A), logo, f é uma

Demonstracao

funcao mensuravel e nao negativa. Além disso,
Fal@) < fusa(2) < f(w), Vo € X e Vn € N.

Dai, pelo Lema 3.0.24 (a),

/ Fudp < / Fdu Vn € N,

logo, existe em R o limite
lim/fnd,u < /fd,u. (2.4)
Agora, mostremos que

fdu <lm | f.dp. (2.5)
[ rnom

Sejam ¢ € Mt (X, A) uma fungao simples dada por
pla) = a;Xp(2)
j=1

satisfazendo 0 < ¢(x) < f(x) para todo z € X, e 0 < a < 1. Consideremos os
conjuntos

An = {:L’ S X,fn(l’) > agp(x)},n eN.

'Beppo Levi (14 de maio, 1875 - 18 de agosto 1961) foi um Matemético Italiano que participou
ativamente em todos os grandes desenvolvimentos matematicos da época. Publicou numerosos artigos
e livros sobre temas de elevados padroes académicos em matemadtica, fisica, historia, filosofia e ensino.
Contribuiu para o estudo das cordas sobre superficies algébricas, Integral de Lebesgue e Teoria da
Medida e Integragao, onde ganhou maior destaque com o Teorema da Convergéncia Mondtona.
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Observe que A, C A, A, CA,;1e X = OL_len. Segue que

/ apdp < / Jndp < / Jndp.
Ap Ap X

Além disso, para cada j fixado e E; € A temos que

EjﬂAne.A, EjﬂAnCEjﬂAn_HeEj: oL_lejﬂAn.

Assim,
Note que
lim pdp = lim /ngAndu
n—-ao0 An n—aoo
N
- n@m/;anEj ' XA”dM
N
= nli_rgo Z / a;jXg;na, dp
j=1
dai,
N N
7}1_)11010 N pdu = Zaj hmu (E;NA) Zaj,u /cpdu.

Jj=1 Jj=1

Tomando o limite com n — oo em (2.6) e usando (2.7) resulta que

a/wdu < Jgrgo/fndu, Va € (0,1).

/ edp < lim / Jndp
n—0o0

para ¢ fungao simples satisfazendo 0 < ¢(z) < f(z) para todo x € X. Segue que

/fdu— sup /wdué lim /fndu ou /fdu < lim/fndu
0<p(2)< f(2) oo

o que prova (2.5).
Portanto, de (2.4) e (2.5), obtemos que

/fdu: lim /fndu.
n—oo

Logo,

Coroléario 2.0.26 Se f,g € M™ e c >0, entdo:

(2.6)

(2.7)
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a) cf pertence a M™* e

[etin=c [ rau
/(f+9)du=/fdu+/gdu~

b) f+ g pertence a M* e

Prova:

a) Se ¢ =0, entdo
cf=0e /cfduzsup/@du

onde ¢ é uma funcao simples em M™ satisfazendo

0 <p(x) <cf(x), Vr € X.

/cfdu:O:O (sup/gpdu) :c/fdu.

Agora, seja ¢ > 0. Considere {p, } uma sequéncia monétona de fungoes simples em M

Dali,

convergindo para f em X (Lema 2.1.23). Entao, (cp,) ¢ uma sequéncia mondtona
convergindo para cf (limecp, = climp, = cf). Aplicando o Lema 3.0.20 (a) e o

Teorema 3.0.25, obtemos

/cfduzlim/cgondu:clim/gondu:c/fdp.

b) Sejam {p,} e {1, } sequéncias mondtonas crescentes de fungdes simples convergindo
para f e g respectivamente. Entao, (¢, + 1,) é uma sequéncia monétona crescente

convergindo para f + g. Assim, pelo Teorema 3.0.25,

[+ gau=tim [ (o v)du =t [ udu-ttima [ vud= [ o+ [ gi

[ |
Como consequéncia do Teorema 3.0.25 apresentaremos o Lema de Fatou?, um
importante resultado que nos permite lidar com sequéncias de funcoes que nao sao

mondtonas.

Lema 2.0.27 (Fatou) Se (f,) pertence a M (X, A), entao

/lim inf f,dp < lim inf/fndp, (lim inf := h_m) .
n—oo

n—o0

2Pierre Joseph Louis Fatou (28 fevereiro de 1878 - 10 de agosto de 1929) foi um matematico francés
e astronomo . Ele é conhecido por grandes contribuicoes para diversos ramos da analise . O Lema de
Fatou’s e o Conjunto de Fatou’s sao nomeados apés ele.
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Prova:

Seja gp, = inf { frn, fone1, -}, assim,
9m = inf {fmaferl? o } < inf{fm+17fm+2 o } = gm+1, Vm € N.

Segue que g, ¢ uma sequéncia mondtona crescente e g,, < f, para todo m < n. Logo,

pelo Lema 3.0.46,
/gmdu < /fndu, m<n,

/ gmdp < lim / fndp. (2.8)

n—o0

e dai,

Sendo {g,,} uma sequéncia crescente e
lim g, = sup{gmn} = sup{inf f,} = lim f,,
m—+00 m m  n2m n—o0

pelo Teorema 3.0.25, obtemos que

lim /gmd,u:/ lim gmdu:/mfndu. (2.9)

Portanto, de (2.8) e (2.9), obtemos

/(lim inf f,,)dp < lim inf/fnd,u

Coroléario 2.0.28 Seja f € M (X, A). Se X € definida em A por
NE) = [ sdn
E
entao \ € uma medida.

Prova:
a) \(@) =0.
Seja F = @, entao fXr =0 e, temos que:

A@) = \(E) = /Efdu = /fXEdp ~ 0.

b) AMF) >0, VE € A.
Sendo f > 0, entao pelo Lema 3.0.24:

AE) = /E Jdu > 0,
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c) A é aditivamente contével.

Seja (E,) uma sequéncia em A tal que
E = OL_leneEmﬂEnzﬁ, se m # n.

Para cada n € N, defina

n

falw) =Y f(a)Xg,(2).

k=1

Segue-se, do Corolario 3.0.26.(b) e por indugao, que

n

[ ) / Zf £) X, (¢ Z / f (@), Z )

k=1

Sendo (f,) uma sequéncia crescente em M™ convergindo para fXg, pelo Teorema
3.0.25, obtemos

NE) = / fXpdp = lim_ / Fodp = n@wZA(Ek) = AE).
k=1 k=1

Assim,
U E,) = ;A(E
Portanto, de (a), (b) e (c), obtemos que A é uma medida. [

Corolério 2.0.29 Se f € M (X, A), entio f =0 u-q.t.p. em X se, e somente se,
[ fdp=0.

Prova:

(=) Seja E ={z € X; f(x) > 0}, entdo por hipdtese u(FE) = 0. Considere

400, se yek
9(y) =

0, se y€E® '

Temos que 0 < f < g, e portanto,

0< [ du< [ gin
0:/nXEdu—>/gdu,

Como 0 < nXg — ¢, temos

e portanto, [ gdu = 0.
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(<=) Suponha que [ fdu =0 e seja
1
By ={z € X; f(z) > —}.
Note que,
1 1
EnCEn+1efZEXEn:{ 0, se ngéEn )
Segue que

1 1
0= [ fdnz [ Xndu= LulB) 20— u(E) =0, €N,

Além disso,
{v € X; f(z) >0} = UE,

logo, pelo Lema 2.0.31
pl{w € X; (@) > 0}) = (O B,) = tim u(E,) =0,

ou seja, mostramos que f =0 u-q.t.p. em X. |

Definigao 2.0.30 Seja A e pu medidas sobre A. Dizemos \ € absolutamente continua

em relagdo a p se u(E) = 0 implica que A\(E) = 0.
Corolério 2.0.31 Suponha que f € M, e defina X em A por

Mmzlﬁm.

Entao a medida \ é absolutamente continua com respeito a .

Prova:
Se u(E) = 0 para algum E € A, entdo fXr = 0 u-q.t.p. em X. Aplicando o Corolario
3.0.29, obtemos

)\(E):/Efdu:/fXEdu:O.
|

Agora, mostraremos que o Teorema 3.0.25 vale se a Convergéncia em X é sub-

stituida por convergéncia p-q.t.p..

Corolario 2.0.32 Se (f,) € uma sequéncia mondtona crescente de fungoes em M+ (X, A)

que converge pi-q.t.p. em X para a funcao f € M, entao

/ﬁw=gg/hW-
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Prova:
Seja N € A tal que u(N) = 0 e f,, converge (pontualmente) para f em M = X \ N,
isto é,

lim f, = f(z), Yo € M.

n—o0

Logo,
fnn < foi1Xu, Ve € X e Vn € N e, T}LII;OanM = fXy, Vx € M.
Segue, do Teorema 3.0.25, que
/fXMdM:lim/anMdu.

Sendo u(N) = 0, entdao fXy = f,Xny = 0 p-q.t.p. em X. Pelo Corolério 3.0.29,

temos
[ £ = [ favdn =0

Como [ = fXy + fXN e frn = foXy + fuXN, entao

[ tin= [ sxuaus [ vy

Corolério 2.0.33 Seja (g,) uma sequéncia em M™. Entao

/ Zgndu = Z / Gndp.
n=1 n=1

Prova:

Seja f, = g1 + -+ + g,. Note que

_ + : _
fn - Zgn eM <X7“4)a fn S fn+1 € nlggofn - Z;gw

J=1
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Aplicando o Teorema 3.0.25, obtemos
lim / Fudp = / Zlgndu = lim / Zlgjdu = / Zlgndu
n= J= n—=
= lim ) / gidp = / > gadp
j=1 n=1
= Z/gndu = /Zgndu-

n=1 n=1

2.1 Funcoes Integraveis

Definicao 2.1.1 Seja f : X — R uma fun¢do mensurdvel. Dizemos que f € in-

tegrdvel quando as fungoes fT e f~ tem integrais finitas com respeito a p, isto €,
/f+du < +oo e /f_d,u < +00.
Neste caso, definimos a integral de f com respeito a p como sendo

/fdﬂz/ﬁdu—/fdu-

No caso em que E € A, definimos

/Efduszﬁdu—/Efdu-

Observacao 2.1.2 a) O conjunto L = L(X, A, u) consiste de todas as fung¢oes reais
A mensurdveis que sdo integraveis.
b) Temos

[T =max{f,0}, f~ = min{—f,0}
e vale
===+ =) =ffe=H"=f.

c) Se f = fi— fa onde f1 e fo sao fungdes mensurdveis nao negativas com integrais

[ fdn= [ = [ pd

De fato, sendo f* — f~ = f = fi — fo, entao f* + fo = f1 + f~. Pelo Corolério

3.0.26 (b) temos que
[ reans [ fudn= [ s [ 5 an

como todos os termos acima sao finitos, obtemos

[tan= [ rran= [ sau= [ fiau- [ pan

finitas, entao
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Lema 2.1.3 Se fe L e A: A— R estd definida em A por

NE) = [ fin,
E
entao \ € uma medida com sinal.

Prova:

Sendo f*, f~ € M*, o Coroldrio 3.0.28 implica que as fungoes A* e A~ definidas por
V(B = [ frdper(E) = [ 1du
E E

sao medidas em A e sao finitas pois f € L. Como A = AT — A7, segue A é uma medida

com sinal. Observe que:
a) (E) = [, fdu = [ frdp— [ f=dp = X*(E) = \(E);

b) A(@) =0
9 M(Z8) - (T8) 1 (B8] - e Exee - Soie-
)f(En)) = nil)\(En)' -

Observacao 2.1.4 A func¢ao A definida no Lema 3.1.3 ¢ chamada integral indefinida
de [ com relagao p. Uma vez que A é uma medida com sinal se (E,) é uma sequéncia

disjunta em A com uniago E, entdo

/Efdﬂziénfdﬂ.

Isto nos diz que a integral indefinida de f € L é aditivamente contdvel.

Teorema 2.1.5 Uma funcao mensurdvel f pertence a L se, e somente se, | f| pertence

‘/fdu‘ < [ 1s1d

a L. Neste caso,

Demonstragao:
(=) Note que

fIT=1fl=f"+f elfl” =0

Logo, f € L implica que

/|f\+duzw+w<+me 151 dn=0< o

<400 <+00

o que acarreta que |f| € L.
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(<=) Se |f| € L entao

/\f\+du<+ooe /]f]d,u<—|—oo.

Assim,
[ rdp < [(fFF+ f)dp = [1fIT dp < 400

L.
[rdp< [(fY+ f)du= [|f]"du < 400 }:HC

Além disso,

‘/fdu’ - '/f*duvL/f‘du‘ < '/f*du‘Jr‘/f‘du‘ = [rau+ [ 5an

Portanto,
‘/fdu‘ < [t s = [ 1fld

Coroldrio 2.1.6 Se f é mensurdvel, g é integravel e |f| <|g|, entao f € integrdvel e

/Ifldu§/|g|du-

Prova:
Ora,

fl=f"+f = f"<Ifl ef <Ifl.

Como |f| < |g|, entao

/f*dué/\g\du<+ooe /f‘duéf\g\du<+oo-

Logo, f € L. Como |f| < |g|, entdao pelo Lema 3.0.24 (a)

[1s1au< [1oldn

Teorema 2.1.7 Sejam f,g € L e a € R. Entao

of.fvgel. [afin=a [fine [(r+gau= [ fau+ [ gan

Demonstragao:

Se o =0, entao af = 0. Se a > 0, entao

(af)" =affe(af)” =af"

[arin=[artan= [aran=a([ 1~ [ )au=a [ sau

Dali,
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Agora, considedre a = —4, § > 0. Note que

(af)" =(=0f)" =(0f)" =df e(af)” =(=0f)" = (3f)" =dof".

Logo,
{ [(afytdu= [6f~du="6 [ f~du < +oo

[(af)y~dp= [6fTdu=05[ frdu < +oo
Assim, af € L. Temos, pelo Teorema 3.1.5, que:

frge L= 1fl,lgl €L,

e mais,
(If1+1gD™ = £+ 1gl e (LfI+1g])” =0,
dai,
(fl+lgh" =fr+f +g9"+9 = /(!f| +|g))Tdp < +oc.

Logo, (|f] + |g]) € L. Como f + g é mensurével e |f +g| < |f| + |g|, entdo, pelo

Coroldrio 3.1.6, (f + g) € L. Para estabelecer a relacao desejada, observe que
(f+9)="+g") - (f+97).

Sendo (fT+¢T) e (f~ + ¢g~) fungoes integraveis nao negativas, segue-se que
/(f+g)dM= / (f*+g%) du—/(f‘ +g7)du
:/f+du—/f‘du+/g+du—/g‘du
= /fdu + /gdp.

Exemplo 2.1.8 Se f ¢ uma func¢ao real mensurdvel e se f =0 p-q.t.p. em X, entdao
feLe[fdu=0.

Solugao:
Ora,
fT=0, p-q.t.p. em X
f=0 p-qtp. em X =
f7=0, p-qt.p. em X
:>/f+d,u:/fd,u20<+oo

= felL

[ tan= [ ran- [ 5au=o.
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Exemplo 2.1.9 Se f € L e g € uma fungdo real mensurdvel tal que f = g p-q.t.p. em
X, entao g€ L e [ fdu= [ gdp.

Solucao:
Note que
f=gpqtp.em X = g— f=0 puqt.p. em X

logo, pelo Corolario 3.1.8, obtemos

(g—f)elLe /(g—f)du:().

Segue, pelo Teorema 3.1.7, que

g=f+g—f)=gecl

/gduz/fdﬂ+/(g—f)du=>/gdﬂz/fd#-

=0
Observagao 2.1.10 O espa¢o L munido da adi¢ao e multiplicagao por o € R satisfaz

as condigoes de espaco vetorial.

2.2 Normas em L,

Definicao 2.2.1 Seja V' um espaco vetorial. Uma aplicacio N 'V — R € dita ser

uma norma em V se satisfaz:

a) N(v) >0, YveV;

b) N(v) =0 <= v =0;

c) N(av) = |a|N(v), Vv € V e Va € R;
d) N(u+v) < N(u)+ N(v), Yu,v € R.

Se a condigao (b) nao ocorre, a fungdo N é chamada semi-norma (ou pseudo-
norma) em V. Um espago vetorial V' munido com uma norma é chamado espago

vetorial normado.

Exemplos 2.2.2 1)V =R" v = (z1,...,2,), NW) = |v|| = /23 + 23+ -+ 22 ¢
uma norma.

2)V =R" v=(21,...,1,), Nw) = |[v|| = a3+ -+ 22 é uma seminorma,
pois, por exemplo, v = (1,0,...,0) #0 e |jv| = 0.

3) O espago vetorial R™ munido da norma N(v) = ||v|| € um espago vetorial nor-

mado.
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Defini¢ao 2.2.3 Seja (X, A, 1) um espago de medida. Se f € L(X, A, ), definamos
N(£)= [ Ifldu
Mostraremos que N, (f) = [ |f|dp é uma semi- norma do espago L(X, A, p).

Lema 2.2.4 O espago L(X, A, p) € um espago de medida vetorial com as operagoes

(f +9)(x) = f(x) + g(z) e (af)(z) = af(z), z € X,

e N, € uma semi-norma em L(X, A, p). Além disso, N,(f) =0 <= f(z) =0 p-q.t.p.
em X.

Prova:

Vimos no Teorema 3.1.7 que se f,g € L, entao f + g,af € L, Va € R. Logo,
L(X, A, 1) é um espago vetorial com as operagoes indicadas. Segue que:

a) Nu(f) = 0,Yf € L, pois, |[f| = 0= [|f|du > 0;

) Nu(af) = [lafldu= [laf|fldp=laf [[fldn= |a| Nu(f):

d) Nu(f+9) = [If +gldu < [(IfI +|gD)du= [|fldu+ [|gldp= Nu(f) + Nu(f).

Portanto, IV, é uma semi-norma em L. Além disso, pelo Corolario 3.0.29, temos

No(f) = 0= [ 1fldn =0 = |7(z)| =0 p-asp.

<~ f=0pqtp. # f(z)=0, VreX

Definicao 2.2.5 Duas funcoes f e g em L sao ditas tguais ou u-equivalentes se

f =9 p-qtp.. A classe de equivaléncia determinada por f € o conjunto

fl={9€L:f=gup-qtp}.

O espago de Lebesque Ly = Li(X, A, ) consiste de todas as classes pi-equivalentes em
L, isto €,

Ly =A[fl:feL}.

Se [f] € L1, definimos a norma de [f] por

1AL = / fldp. (2.10)

Teorema 2.2.6 O espaco de Lebesque Ly € um espaco vetorial normado.
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Demonstracao:

As operacoes com vetores em L; sao definidas por

[f +9l=[f1+1g] e laf] = alf]

e o elemento zero de Ly é [0].
Vejamos que ||-||; é uma norma em L :

b) [[[0]ll; = 0 e, se [|[f];[| = 0, entao

/|f|du= 0= f =0 jeq.tp. — [f] = [0].

As demais propriedades seguem do Lema 3.2.4. [ |
Notagoes: [~ g<= f =g p-q.t.p..

Para um elemento [f] € L; usamos a notagao: f := [f] e [|f|l, == |[f]ll;-

Definicao 2.2.7 Se 1 < p < o0, 0 espago L, = L,(X, A, ) consiste de todas as

classes p-equivalentes de fungoes reais A-mensurdveis f com

/|f\pdu < 0.

Duas fungoes sao p-equivalentes se sao iquais p-q.t.p.. Nos definiremos

171, = </|f\pdu);- (2.11)

Observacgao 2.2.8 Se p =1, entdo (2.11) € a norma em L. Deveremos subsequente
mostrar que se 1 < p < oo, entdo L, é um espago linear normado com (2.11), e é

completo com esta norma; logo L, é um espago de Banach. As operagoes em Ly, sao

f+gl=1fl+[g] elefl=clf]; f€Lp ceER

Lema 2.2.9 (Desigualdade de Holder) *Sejam f € L,,g € L,,p>1 e %+% =1.

Entao,

fg € Lyelfglly <A1, + lgll,- (2.12)

Prova:

30tto Ludwig Holder (Estugarda, 22 de Dezembro de 1859 — Leipzig, 29 de agosto de 1937) foi
um matematico alemao. Em 1877 entrou para a Universidade de Berlim, com doutoramento em 1882
na Universidade de Tiibingen, com a tese Beitrdge zur Potentialtheorie (Contribui¢ées para a teoria
do potencial). Foi professor na Universidade de Leipzig, de 1899 até a sua reforma. Otto é conhecido
por: Desigualdade de Holder, Teorema de Jordan-Holder e Espacos de Holder
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Segue, da desigualdade de Young?, que

AP B1 AP B1
ABL —+4+ —eAB=—+ — <= A" = B (2.13)
p q p q

Suponha que
f €Ly, g€l |Ifll,#0e llgll, #0.

O produto fg é mensuravel e fazendo em (2.13)

Ao L g lal
171, 7 Tl

obtemos

V4 q
Hf|||fﬂ| e ||h|f}||p+ |||g|||q'
Hlall, = IlfIE allgllf

Como |f[" e |g]? s@o integraveis, pois f € L, e g € L,, entao ambas as parcelas do lado

(2.14)

direito de (2.14) sao integréveis. Segue, do Coroldrio 3.1.6 e do Teorema 3.1.7, que

fg é integravel, e mais,

1 1 1 1 1
—/\fg!dué—p/lf\du+ q/\g\du=—+—=1
GRED I 2o »

— Iglly < 171, + lgll,

Observacao 2.2.10 A desigualde de Holder implica que o produto de uma funcdo
em L, e uma funcao em L, € integrdvel quando p,q > 1 satisfazem ]% +$ =1 ou,
equivalentemente, p + q = pq. Dois numeros satisfazendo esta condi¢cao sao chamados
de indices conjugados. Note que p =2 € o unico auto conjugado. Assim, o produto de

duas funcgoes em Lo € integrdvel.

Lema 2.2.11 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakovskli-Schwarz) Se f,g € Lo,

entdo fg € integrdvel e

\ / fgcm' < [ 1foldu < 171, ol

Lema 2.2.12 (Desigualdade de Minkowski) Se f,g € L,, entio f+g€ L, e

1 =+ gll, < If1l, + llgll, -

4William Henry Young (Londres, 20 de outubro de 1863 — Lausanne, 7 de julho de 1942) foi um
matematico inglés. A desigualdade de Young é devida a ele.
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Prova:

Para p =1 é 6bvio:

[is+a< [usiviab< [1s1+ [1al

Suponha p > 1. Sendo f e g mensuraveis, entao f + g é mensuravel. Note que
|f 9" < (1f1+ 19D < {2sup(|f] + 19D} = 2°{sup(|f] + [g)}" < 2°{[f1" + |gI"} -
Assim, do Corolario 3.1.6 e do Teorema 3.1.7, temos que f + g € L,. Além disso,
[f gl =1f + gl lf + 9" <IFILf+ gl + gl f +gl (2.15)

Como f + g € Ly, entdo |f + g” € L. Sendo p = (p — 1)q, temos que

reapt ey (vois [ a0y = [1r4ar).
Pela desigualdade de Holder

1
q

|

QI

1
I3

J1901s g < 1A, 0+ 97, = A1, | [ (15 + 9y

— 11, ( IR

D
= £l 1+ gll5 -

| I

2
q

S

Logo,
o 2
JI9118 + 9P~ ds < 51, 15 + 1
Analogamente,

P
/ g1 + g du < all, I + gl

Integrando em (2.15), obtemos

I1F + gl < 01, 15 + g8 + Dl 17 + gl = {10, + gl } 17 + gl
Se || f + gll, = 0, entao
£ +gll, < 171, + llgl, -
Seja || f +gl|, # 0, entao
1 +ally" < 71, + lall

mas, }D - % = 1= p — & = 1.Portanto,

Q

1f =+ gll, < 1I£1l, + llgll, -

1
Observacgao 2.2.13 L, é um espago vetorial normado e, | f|, = ([ |fIP dp)” define

uma norma em L,



Capitulo 3

Modos de Convergéncias nos
Espacos L

Neste capitulo, definiremos as convergéncias uniforme, pontual, quase todo ponto
(qt.p.) e em L,. Iremos introduzir outros dois tipos de convergéncias para uma
sequéncia de fungoes mensuraveis, convergéncias em medida e quase uniforme. Ap-
resentaremos importantes resultados como a reciproca do Teorema da Convergéncia

Dominada, generalizacao do Teorema da Convergéncia Dominada e o Teorema de Ego-
roff.

Defini¢ao 3.0.14 A sequéncia (f,) converge uniformemente para f se para todo
e > 0 dado existe um nimero natural N, tal que sen > N, ex € X, entdo |f, (x) — f (z)] <

€.

Defini¢ao 3.0.15 A sequéncia (f,) converge pontualmente para f se para cada

e>0ex e X, existe N, €N, tal que se n > N, entao |f, (x) — f ()] <e.

Definigao 3.0.16 A sequéncia (f,) converge em quase todo ponto para f se existe
um M € A com p (M) =0 tal que para todo e >0 e x € X \ M, existe Ne, € N tal que
sen > N.,, entao |f, (x) — f (z)| <e.

Definicao 3.0.17 Uma sequéncia (f,) em L, converge em L, para f € L,, se para

todo € > 0 dado existe um niumero natural N, > 0 tal que se n > N, entdo ||f, — f|| =
1

(f \fn— [ d/,c)l’ < €. Uma sequéncia (f,) em L, é dita ser uma sequéncia de

Cauchy em L,, se para todo € > 0 dado eziste N. € N tal que se m,n > N, entao

Vo= Full = (J 1o = fulPdir)* < e.

3.1 Resultados de convergéncia nos Espacgos L,

Agora, apresentaremos um dos Teoremas mais importantes para funcoes integraveis.

43
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Teorema 3.1.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,)
uma sequéncia de fungoes integraveis que converge [i-q.t.p. para uma fun¢ao real men-

surdvel f. Se existe uma fungdo integrdvel g tal que |f,| < g para todo n, entdo f é
/fdu = lim /fndp.
n—oo

Como f,, — f p-q.t.p. em X, entao existe N € A com p(N) = 0 tal que

integrdvel e

Demonstragao:

lim f,(z) = f(z), Ve e M = X\ N.
Defina

ﬁz(x):anM($), Vre XeVneN
f(x) = fAu(x), Yz € X.

Dai,

lim f,(z)= f(z), Yz € X.

Seja g(x) = gXy(z), Vo € X. Logo,

ﬁ(w)‘ <g(z), Ve e X, Vn e N—= ‘f(x)‘ = lim

Ful@)| < o) < (o)
Pelo Corolario 3.1.9, temos

feL=fel geL=G€eL, ef,e L= f,€L,

/gduz/gdu, /fduz/fdue /ﬁzdﬂz/fndﬂ-

Agora, observe que

e mais,

Fala)| = 1 @)] = 1fa(@)| X (@) < g(2) = —g(@) < Fola) < g(x),

ou seja:

i) g(x) + fulz) > 0;

i) g(x) = fa(z) > 0.

Segue, das propriedades de infimo, pelo Corolario 3.0.26, do Teorema 3.1.7 e do
fato que [ g(x)dp < +oo, que:
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caso (i):
[o@an+ [ Fayau= [ [ote)+ Fw) du
_ / timin [g(x) + F(x)] du
< / [g(a) + i int F, (2)] d
_ / glx)dp + / lim inf 7, () du
= / f(x)dp < liminf / Ful)dp. (3.1)

/g(ﬁ)du— /f(fc)du = / [g(:c) — f(a:)] du
< / lim inf [g(x) — f;(x)} dy

< lim inf/ [g(x) - ]"Z(x)} du

< / g(z)dp — lim sup / Fol)dp

:limsup/ﬁ(x)d,u < /f(m)d,u (3.2)

caso (it):

De (4.1) e (4.2), obtemos

/f du<hmmf/fn du<hmsup/fn du</f

/ f(z)dp = lim inf / Fol(@)dp
~timsup [ Fo(a)du
— [t =t [ Fuw)dn

[ t@u=tim [ fuw)dn
[ |

O proximo teorema representa o Teorema da Convergéncia Dominada de

Dai,

Portanto,

Lebesgue em L,.

Teorema 3.1.2 Seja (f,) C L, convergindo p-q.t.p para uma func¢do mensurdvel f.
Se existe g € L, tal que |f, (z)] < g(x), Vx € X, eVn € N, entao f € L, e (f,)

converge em L, para f.
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Demonstracao:

Temos que |f, ()] < g(z), Vz € X,n € N, passando ao limite, n — 00, obtemos
f (2)] < g(x), pq.tpem X,
o que implica
If(x)| <g(x),Vee F=X\E, E€Aeu(F)=0.

Dali,
’fXF’ < gXF? Vo € X7

0 que acarreta

|fXF|p < |gXF|p €L — ’fXF’p e L.

Mas,
fXel =1fI" p—qtp = |f e L= feL,

Por outro lado,

[fn (&) = f (@)I" < (1fn (@) +[f (@)])" < (29 (2))" p-q.t.p.

Sendo
lim|f,,(z) — f ()" =0 p-q.t.p e 2P¢g” € Ly,

segue, do Teorema 4.1.1, que
lz’m/|fn—f|pd,u:O,

e portanto, (f,) converge em L, para f. [ |
O préximo teorema representa a reciproca do Teorema da Convergéncia

Dominada.

Teorema 3.1.3 Se (f,) é uma sequéncia de fungoes convergente em L, com limite f,
entdo existem uma subsequéncia (f,,) de (f,) e uma fungdo g € Ly, tais que:

a) fu, () — f(2) p-g.t.p em X;

b) [fu, ()| < g(x), p-g.t.p em X, Vk € N.

Demonstragao:

Como (f,,) é de Cauchy em LP, podemos extrair uma subsequéncia (f,,, ) verificando

1
Hf”k+1 - f”ka < ﬁ
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Assim,
9n (:E) = Z |fnk+1 ((L’) - fnk ({L‘)| )
k=1

implica que || gn||p < 1 e, pelo Teorema da Convergéncia Monotona, temos que

gn — g p-q.t.p. em X e g € L,,. Por outro lado, se k > [, entao

|fnk - fnl| < ‘fnk - fnk—l‘ +ot ’fnz+1 - fnz‘ < g(l’) ~ Gny_y-

Segue que, (fn, (z)) converge p-q.t.p em X. Se
f(x) = llim fo (),
—00

quando este limite existir, entao

Jo () — f(x)‘ < g(z) p-q.t.p em X.

Segue, do Teorema 4.1.1, que

o que prova (a). Para provar (b), basta tomar h = |f| + g. [ |

fu—fl| p0eierr=r=7

O préximo teorema representa a generalizacao Teorema da Convergéncia

Dominada.

Teorema 3.1.4 Seja (f,) uma sequéncia de fungoes mensurdveis tal que |f,| < |gnl,

onde g, € uma sequéncia de funcgoes integrdveis com

limg, =g p-q.t.p, im f, = f p-q.t.p em X e lim/gndu = /gd,u.

lim / Fodp = / fdy.

Como | f,| < |gn| p-q.t.p em X, passando ao limite com n — oo, temos que |f| < |¢|

Entao, f € integrdvel e

Demonstragao:

p-q.t.p em X, o que implica que |f| é integrdvel, pois |g| é integravel. Logo, f é
integravel. Note que

logo,

Assim,

tin [ (4 gy > [t ()= [+ 9)dis e e X
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li_m/(gn—fn)duz/H_mwn—fn)dMZ/(g—f)du p-q.t.p em X

Sendo f, e g, integraveis, entao

h_m</ fndu+/gndu) > /fdu+/gdu pq.t.p em X
1i_m(/gnd/t—/fndu> > /gdu—/fdu p-q.t.p em X.

Como f e g sao integraveis, emtao

hﬂ/fndu+/gdu2/fdu+/gduz>hﬂ/fndu2/fdu p-q.t.p em X

€

/gndu—ﬂ/fndu > /gdu—/fdu: —ﬁ/fndu > —/fdu p-q.t.p em X.
Dali,
1@/ﬁwz/wmﬂﬁ/nm

i [ fudu= [ fau

e portanto,

3.2 Convergéncia em Medida.

Defini¢ao 3.2.1 Uma sequéncia (f,) de funcgoes reais mensurdveis converge em

medida para uma funcdao real mensurdvel f se para cada o > 0,

linp({ € X2 £ (0) = S(0)] 2 a}) = 0.
A sequéncia (f,) € dita ser de Cauchy em medida se para cada o > 0

lim p({z € X :|fm(2) = fu(2)| 2 a}) = 0.

m,n— 00

Exemplo 3.2.2 Se uma sequéncia (f,) converge em medida para uma funcao f, entdo
toda subsequéncia de (f,) converge em medida para f. Mais geralmente, se (f,) € de

Cauchy em medida, entdo toda subsequéncia de (f,) € de Cauchy em medida.

Solucgao:
Ora, se (f,) Converge em medida para f, entao dado € > 0 e a > 0, existe ng € N tal
que

p{x € X i |fu(x) — f(z)] > a}) <€, Vn > ny.
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Em particular, se (f,,) ¢ uma subsequéncia qualquer de (f,), entao

p{z € X i |fu, (x) — f(z)| > a}) <€ Vng >ng

como querfamos provar. Mostramos de forma andloga que, se (f,) é de Cauchy em

medida, entdo toda subsequéncia de (f,) é de Cauchy em medida.

Teorema 3.2.3 Seja (f,) uma sequéncia de fungoes reais mensurdveis que € de Cauchy
em medida. Entao, eriste uma subsequéncia que converge ji-q.t.p e em medida para uma

funcgao real mensurdvel.

Demonstragao:

Temos que para a > 0 e € > 0, existe ng € N tal que
pw{z e X |fu(x) — fin ()] > a}) <€, Ym,n > ny.
Fazendo a = € = %, existe n; € N tal que
1 ({x € X |fu(x)— fin(x)] > 2’1}) <271 VYm,n > n,.
Considere m = n; e g1 = f,,, assim,
p({zeX:|falz)—gi ()] >27'}) <27, Vi > n. (3.3)
Fazendo a = € = 2%, existe ny > n; € N tal que
p({zeX:|fu(@)— fmn(z)] >277}) <27 Vm,n > n,.
Considere m = ns e g2 = f,,, assim,
pn({zeX:|fu(@)—g(z)] >27%}) <272, Vn > no. (3.4)

Por (3.3), temos

p{reX:|g@)—g@ =271} <27
Fazendo a = € = 2%, existe ng > ng > n; € N tal que
p({zeX:|ful@)— fmn(z)] >27°}) <27°, Vm,n > ns.
Considere m = ng e g3 = f,,, assim,
p({zeX:|fu(x)—gs(x)]>27}) <272 Vn > ns.
Por (3.4), temos

pn({z e X:|gs(z)—go ()] >27%}) <272
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Continuando podemos selecionar uma subsequéncia (gx) C (f,) tal que o conjunto

b, = {:U € Xt |gpy1 (7) — gr ()] > 2_k}

é tal que p (Ey) < 27%. Seja F), = OijEj Note que Fj, € A, pois, E; € A, Vj >k, e
j:

o - =1 oF 1
p(Fy) = p (jUkEj) < z;,u (£)) < z;? T 1_17 gk1
j= j=

1
2
ou seja, p (Fy,) <2~*Y Sei>j>keuxd F, entdo

|9 (2) = g5 (2)] < [gi () = gima ()] + |gi= () = gia ()| + - + [gj11 () — g; (2))]

i—1
<o 1) {92 4 . L9 _ N L
< >

n=j

oyl L, (3.5)
n:ﬂ”_l— 2 T 1 '

1
2

Seja F' = koiFk' Note que F' € A, pois, F, € A, Vk € N, e

. .1
w(F) = lim Fj, §hm% =0,

porque Fj = 'oijEj D OL; 1Ej = Fj11, Vk € Ne p(F1) < +00. Se x ¢ F, entdo x ¢ Fj,
j= j=k+
para algum k£, assim, para i > j

1
|gi(x)—gj(a:)]<ﬁj>+oo, (j — 400 =i — +00),
j—00

assim, (g (x)) é de Cauchy em X \ F, logo, (gx (z)) converge em X \ F. Defina
limg; (z), se z¢F
f(z) = :
0, se xeF
Entao, (g, (z)) converge p-q.t.p. em X para a funcdo real f. Note que, dado § > 0, se
tomarmos k € N tal que QK%I < ¢ temos que u(F)) < 6 e passando ao limite quando
i — +oo em (4.5), temos que se j > k e x ¢ Fy, entao

7 @) = 05 @)] < 55 < gy (3.6

Isto mostra que a sequéncia (g;) converge uniformemente para f no complementar de
cada conjunto Fj. Para ver que (g;) converge em medida para f, seja o > 0, ¢ >0 e
escolha k € N suficientemente grande que p (Fy) < 2~*~Y < inf (o, €) . Se j > k, entdo

pelo argumento para se obter (3.6), obtemos
e X |1f(0) g @] = a} C {we X |f () —g; ()] 227V} C R

Logo,
{reX:|f(x)—g (@) za} <p(F) <e Vj=k

Portanto, (g;) converge em medida para f. [ |
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Corolario 3.2.4 Seja (f,) uma sequéncia de fun¢des rais mensurdveis que € de Cauchy
em medida. Entdao, existe uma funcgao real mensuravel f para a qual a sequéncia con-

verge em medida. Fsta funcao limite f € unicamente determinada q.t.p.

Prova:
Pelo Teorema 4.2.3, existe uma subsequéncia (f,,) que converge em medida para

uma fungao f. Para ver que a sequéncia (f,,) converge em medida para f, observe que
|f = fal S = Farl + [frw = Jal
e considere,
A={r e X:|f(x) = ful2)] = a}
B={aeX:|f(0)= ful@] >3}
C={reX:|fu@—fa@|=5}
Dai, A C BUC o que implica que p(A) < u(B) + u(C) — 0. Logo, fn, — f

em medida. Provemos a unicidade de f. Suponha que a sequéncia (f,) converge em

medida para f e g. Sendo,
\f =gl <|f = ful +|fu — gl

A={re X |f(x)—g(x) = a}

B:{xeXi|f(x)_fn<x)|2%}
C:{xexﬂfn(x)—g(x)lzg}

temos que A C B U C o que implica

0<pu(A) <p(B)+p(C) — 0,

n—ao0

acarretando,
p({ze X :[f(x) —g(@)| = a}) =0, Va e R.

Agora, fazendo a = %, n € N, obtemos

u({xeX:]f(:c)—g(:c)IE%}) =0, Vn e N= f =g p-q.t.p.
Dai,

(e X170 - o) > 0) = B {eex:1f @) - g0 2 |
— (€ X1 1f (@) — g@)] > 0) = 0
= |f (z) — g(x)| =0 p-q.t.p
— f(z) — g(x) = 0 p-q.t.p.

o que prova a unicidade de f. [
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Teorema 3.2.5 Seja (f,) C L, que converge em medida para f e seja g € L, tal que
|fn (2)| < g(2) p-q.t.p. Entao, f € L, e (f,) converge em L, para f.

Demonstragao:
Se (f,) nao converge em L, para f, existe uma subsequéncia (gx) C (f,) e € > 0 tal
que

lgx — fll, > € Vk € N. (3.7)

Sendo (gx) uma subsequéncia de (f,), segue do Exemplo 4.2.2 que ela converge em
medida para f. Pelo Teorema 4.2.3, existe uma subsequéncia (h,) de (gx) que
converge u-q.t.p e em medida para uma funcao h. Da unicidade do Corolario 4.2.4
segue que h = f p-q.t.p em X. Como h, converge u-q.t.p para f e é dominada por g,

o Teorema 4.1.2 implica que f € L, e h, — f em LP, ou seja,
[P = I, — 0

o que contradiz (3.7). |

3.3 Convergéncia Quase Uniforme.

Definigao 3.3.1 Uma sequéncia (f,) de fun¢des mensurdveis € dita ser quase uni-
formemente convergente para uma fungcao mensurdvel f se para cada § > 0, existe
um conjunto Es € A com p(Es) < 6 tal que (f,) converge uniformemente para f em
X\ Es. A sequéncia (f,) € dita ser uma sequéncia de Cauchy quase uniforme se
para cada 0 > 0 ezistir um conjunto Es € A com pu(Es) < d tal que (f,) uniformemente

convergente em X \ Fj.

Teorema 3.3.2 Se uma sequéncia (f,) converge quase uniformemente para f, entao
ela converge em medida. Reciprocamente, se uma sequéncia (g,) converge em medida

para g, entdo alguma subsequéncia de (g,) converge quase uniforme para g.

Demonstragao:
Suponha que (f,,) converge quase uniformemente para f. Seja « e € niimeros rais posi-
tivos. Entao, existe um conjunto E. € A com u (E,) < € tal que para f uniformemente

em X \ E, isto é, existe ng € N tal que
|fo () — f(2)| <, Vo e X\ E. e Vn > ny.

Assim,

{reX |fu(x)— f(x)| >a} CE, Yn>ng
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mostrando que
p({z e X :|fu(x) = f2)] 2 a}) <p(E) <€ Vn=ng

o que implica que f,, converge em medida para f. Reciprocamente, suponha que (g,)
converge em medida para g. Do Teorema 4.2.3, existe uma subsequéncia (hy) de (g,)
que converge em medida para uma fungao g e a prova do Teorema 4.2.3 mostra que
a convergéncia é quase uniforme. Se (hy) converge em medida para ambas g e h, segue
do Corolério 4.2.4 que h = g pu-q.t.p em X. Portanto, a subsequéncia (hy) de (g,)

converge quase uniformemente para g. |

Teorema 3.3.3 (Teorema de Egoroff) 'Suponha que p(X) < +oo e que (f,) €
uma sequencia de fungoes reais mensurdveis que converge em quase todo ponto em X
para uma fung¢ao real mensurdvel f. Entdo, a sequéncia (f,) converge quase uniforme-

mente e em medida para f.

Demonstragao:

Suponha sem perda de generalidade que (f,,) converge para f em cada ponto de X.

Caso contrario, considere:
. fo(z), se x¢N flz), se &N
0, se reN 0, se reN
onde Ne A, u(N)=0e f,(x) — f(x), Ve € X\ N

Se m,n € N, considere

Bu(m) = 0 {o e X sl - @) 2 -},

Note que
E, (m) € A, Eyi1(m)C E,(m) e °rj’1 E, (m) = 2.

Como f, (r) — f(x) p~q.t.p em X, entdo

xe:rlen(m):Uk(x)—f(a:ﬂz ,VkEN = 0>

1 1

m k—oo m

contradi¢ao. Portanto, o(len (m) = @. Uma vez que p (X) < +00, temos, pelo Lema
2.2.9 (b), que

lim 1 (B, (m)) = p (5 B (m)) = 1(2) = 0= (B (m)) — 0.

n—oo n—oo

Sejam & > 0 e n, € N tal que 1 (E,,, (m)) < 5. Considere

By — (m"QlEnm (m)> € A,

! Dmitri Fyodorovich Egoroff (Moscou, 22 de dezembro de 1869 — Kazan, 10 de setembro de 1931)
foi um matematico russo. O nome Teorema de Egoroff é em sua honra.
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entao

p(ER) < S (B () < 322 =

m=1
CSe = ¢ Ej, entao

x ¢ E, (m), Vm,— x & E, (m), Yn > n,,

Logo, )
|fr () — f(2)] < EVk>nmeV:c€X\E5.

Assim, dado € > 0, fixando m € N tal que % < €, temos
1
|fo () — f(z)] < - Vn > n,, eVo € X\ Es

0 que mostra a convergéncia quase uniforme. A convergéncia em medida segue do
Teorema 4.3.2. |



Capitulo 4

Relacao entre Modos de
Convergeéncias

Neste capitulo serao apresentadas as relagoes, duas a duas, entre as convergéncias
uniforme, pontual, q.t.p., em L,, em medida e quase uniforme. Algumas implicacoes
serao provadas de forma imediata com a citagdo de outras que ja foram provadas ou

ainda vem a ser. Quando necessario, daremos contra exemplos.

Teorema 4.0.4 Suponha que p(X) < +oo e que (f,) C L, converge uniformemente

em X para f. Entdo, f € L, e a sequéncia (f,) converge em L, para f.

Demonstragao:

Dado € > 0, existe N, € N tal que se n > N, entao

[ () = f ()] <

Assim,

1 1l = (/|fn—f|pdﬂ); < UW) =m0 =

e portanto, (f,) converge em L, para f. [

Corolario 4.0.5 Sejam p(X) < +oo e (f,) uma sequéncia em L, que converge em
quase todo ponto para uma funcao mensurdvel f. Se existe uma constante k tal que
|fo ()] <k, Ve X eVneN, entao f € L, e (f,) converge em L, para f.

Prova:
Seja g (x) = k (funcdo simples), sendo p (X) < +oo, entdo g € L,. Logo, pelo Teo-
rema 5.0.4, obtemos o resultado. [ |

Agora, dois a dois, relacionaremos os modos de convergéncia estudados neste tra-

balho.
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1. Convergéncia Uniforme =—> Convergéncia Pontual =—> Convergéncia q.t.p.

Prova:

Segue imediato das definigoes.
2. Reciproca de (1).

a) Convergéncia Pontual # Convergéncia Uniforme.
Prova:

Considere a sequéncia
f n - {07 1] — R
r — "’

Note que:
1, se z=1
fn(flf)—>f(95)={ :
: 0, se z€l0,1)

1
Por outro lado, seja x,, = (%) "ee= %, logo

[ n) = f @) = 1 ()] = ' [(g)] | 2>z

Portanto, (f,) ndo converge uniformemente para f em [0, 1].

Observacgao 4.0.6 Se X € finito, entao convegéncia pontual => convergéncia uni-
forme. Com efeito, se X é finito, entao para cada € > 0 e x € X, existe Nej,x € N tal

que n > N7 implica que |f, () — f (x)| < e. Tome Ny = maxN? que seque o resultado.
J

b) Convergéncia q.t.p # Convergéncia uniforme.
Prova:

Segue pelo item 2.c.

c) Convergéncia q.t.p # Convergéncia pontual.
Prova:

Considere
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Por outro lado, para € Q temos f () = 1, mas

lim f, (x) = 0 # f (2)
Portanto, nao vale a convergéncia pontual.

Observagao 4.0.7 Se apenas o conjunto & possui medida nula, entdo convergéncia
q.t.p. => convergéncia pontual. Com efeito, convergéncia q.t.p. garante convergéncia
pontual fora de um conjunto de medida nula, e por hipdtese, o unico conjunto de medida

nula e o &. Logo, garante convergéncia pontual em X.
3. Convergéncia uniforme # Convergéncia em L.

Prova:

Seja f, = n_%X[O,n]. Mostremos que f,, converge uniformemente para f = 0, mas nao
converge em L, (R, 5, ).

Temos que:

1 n_%, se z € [0,n]

fo (@) =n"P X (7) = :
0, se z¢][0,n]
Note que:

1

fo () = f ()] = [n 7 Xjg ()] <077, Yn€NeVzeR.

[un

1
Assim, dado € > 0, seja ng € N tal que n"» < e. Logo, n > ng implica que n~ » <
_1
ny” < €, ou seja,

|fn(x) = f(2)| < €,Vn >ngeVreR,

mostrando que f, — f em R.

unif.
p.
Com efeito,
/\fn!p dA = /nl‘X[O,n] =n'A([0,n)) =n"'n=1, Vn € N.
Assim,

[fall, =1 -0, n — +oo,

0 que prova que f, nao converge para f em L,.

Observagao 4.0.8 : Se pu(X) < +o0, entao convergéncia uniforme implica con-

vergéncia em L,. Veja Teorema 5.0.4.

4. Convergéncia em L, # Convergéncia uniforme.



58 Relacao entre Modos de Convergéncias

Prova:

Segue pelo item (8).
5. Convergéncia pontual # Convergéncia em L,,.

Prova:
Seja f, = nX[ 12) Mostremos que a sequéncia (f,) converge pontualmente para a

funcao f = 0, mas nao converge em L, (R, 5, \). Note que

] .
|

Segue-se que, dado = € R arbitrario, existe no € N, tal que n ¢ [%,%} , Vn > nyg,

Y

oy B n, se xE[
fa(z)=n [12](35)—{ 0, s o]

Sl= 3=
S 3

Y

logo f, (z) = 0, ¥n > ng, o que implica que lim f,, (z) = 0, mostrando a convergéncia

1= 11, = (/|fn|pdA>p

pontual. Porém,

e portanto, f, nao converge para f em L,,.

Observacao 4.0.9 Se a sequéncia é dominada por uma sequéncia em L,, entdo a

convergéncia em L, acontece. Veja Teorema 4.1.2.
6. Convergéncia em L, # Convergéncia Pontual.

Prova:

Segue pelo item (8).
7. Convergéncia g.t.p. # Convergéncia em L.

Prova:

Segue pelo item (3).

8. Convergéncia em L, # Convergéncia q.t.p.
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Prova:

Seja X = [0,1], B a o-édlgebra de Borel e A a medida de Lebesgue. Considere os

intervalos
I =10,1]
ne[od] n= [
nefol] =2 e 2
O I O
P P 1 [P R

A = 1;
ME) = A (1) = 3

A1) = M) = A (Te) = 5

M) = A () = A () = A (ho) =

ATu) = MT2) = A(Tis) = A(Tg) = Alis) =

Sen>(1+2+3+---+m), entao A(I,) < =. Dai, A(I,) — 0 quando n — +oo.
Observe que f, — 0 em L,. Com efeito,

un—fmzunmz(/UWWQ;:(ngézxu»

Logo, dado € > 0, existe ng € N tal que

S

AI,) < €, Vn > ng
Assim,
[fn = fll, <€ ¥n>ng = f, — 0 em Ly([0,1]).

Por outro lado, dado z € [0,1] arbitrério, existem duas subsequéncias (fn, (z)) e

(fn, (x)) tais que
fo,(x)=0,VjeNe f, (z)=1, VkeN
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Dali,
lim f,,, (z) =0e lim f,, () =1
k—ro00

Jj—00

Portanto, a sequéncia ndo converge em nenhum z € [0, 1] .

Observacao 4.0.10 Observa-se, no entanto, que se pode selecionar uma subsequéncia

de (fn) que converge para f.
9. Convergéncia Uniforme = Convergéncia em Medida.

Prova:

Se f, —f> f, entao dado o > 0, existe ng € N tal que
|fn(z) = f(2)]| <a, Vn>ngeVre X

Dai,
{re Xilfu(z) - f(2)| 2 a} =2, Yn=ng

o que implica que

p{z e X;[fo(2) = f(2)] 2 a}) = p(2) =0, Yn = ng
acarretando convergéncia em medida.
10. Convegéncia em Medida # Convergéncia Uniforme.

Prova:

Segue pelos itens (4) e (11).
11. Convergéncia em L, => Convergéncia em Medida.

Prova:
Sejaa > 0e E,(a) = {x € X;|f.(z) = f(z)| > a}. Dado € > 0, existe ng € N tal
que

/|fn (x) = f (2)" dp < ea®, ¥n > ny.

Assim,
ea® () — f ()P du > () — f(2)|Pd
> [ 1@ - f @) du /En(a)|f() F @) d
2/ aPdp = ou (E, (), ¥Yn > n.
En ()
Dali,
pB (@) < Y2 my = (B, (o) 20
—= n({z e X;lfu(z) = f(z)] = a}) — 0,

e portanto, f, — f em medida.
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12. Convergéncia em Medida # Convergéncia em L.

Prova:

nao converge para f = 0 em L,.

)

Vimos no item (5) que a sequéncia f, = nX[

3=

]
%D — 0. Portanto, f,, — f em

Porém, dado o > 0 vemos facilmente que A ([
n—oo

3=

)

medida.
13. Convegéncia Pontual # Convergéncia em Medida.

Prova:
Seja fn = X py1)- Mostremos que f,, — 0 pontualmente, mas f, nao converge em

medida. Note que

1, se x€[n,n+1]

0, se ¢ [n,n+1] '

fn (l’) = X[n,n—&-l] (Z‘) = {

Se x € R, entdo existe ng € N tal que z < ng. Logo, ¢ [n,n+ 1], ¥n > ng o que
implica que

fo(z) =0, Vn >nyg = nl—lﬁéof" (x) =0.

Por outro lado, para 0 < a < 1, temos que
{r e Xilfu(z) - f(2)| 2 a} = [n,n+1]
o que implica que
p{zre X;lfu(z) = f(z)| 2 a})=1 VneN
o que acarreta que

lim g1 ({o € X |fu (@) = f (2)] 2 a}) =1

n—>-+o0o

e portanto, f, - 0 em medida.

Observagao 4.0.11 : Se X ¢ finito, entao convergéncia pontual = convergéncia

uniforme = convergéncia em medida.
14. Convergéencia em Medida # Convegéncia pontual.

Prova:

Segue pelos itens (8) ou (16) .

15. Convergéncia q.t.p. # Convergéncia em Medida.
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Prova:

Segue pelo item (13).

Observagao 4.0.12 Se  (f,) € wma sequéncia de  fungoes reais e
p(X) < 400, entao convergéncia q.t.p. = convergéncia em medida. Veja Teorema

4.3.3.
16. Convergéncia em Medida # Convergéncia q.t.p.

Prova:
No item (8), vimos que a sequéncia f, (x) = X, converge em L, para f = 0, logo

converge em medida, porém nao converge q.t.p.

Observagao 4.0.13 Apesar desse fato, vimos um resultado devido a F. Riesz, Teo-
rema 4.2.3, que implica que, se uma sequéncia f, converge em medida para f, entao

alguma subsequéncia converge q.t.p para f.
17. Convergéncia Uniforme =—> Convergéncia Quase Uniforme.

Prova:

Segue imediato das definigoes.
18. Convergéncia Quase Uniforme # Convergéncia Uniforme.

Prova:

Mostremos que a sequéncia (f,,) do item (5) tem a propriedade de que, se § > 0, entao
(fn) é uniformemente convergente sobre o complemento do conjunto [0, ¢] . No entanto,
mostremos que nao existe um conjunto de medida nula em que (f,,) é uniformemente
convergente no complemento.

Se 0 > 0, entao existe ng € N tal que:

1 2 1 21¢
{—,—] C[0,0] e fr(x) =0, Vx € {—,—} .
ng Mo Ng Mo
Assim, dado € > 0, existe nyg € N tal que
1 217¢
|fu(z) = f(x)| <€, Vn>mngeVx e {—,—]
Nog Mo

ou seja f, —f> f, e portanto, f, — f quase uniforme em R.
unif.

Por outro lado, temos que existe x € [%, %] tal que f,, () = n para todon € N. Assim,

fale) = f @) =n>e Vre {1,3},

nn

e portanto, f,, -» f uniformemente.
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19. Convegéncia Pontual # Convergéncia Quase Uniforme.

Prova:

Segue pelo item 2.a.

Observagao 4.0.14 Se u(X) < +o0, entao convergéncia pontual implica convergéncia

uniforme que acarreta convergéncia quase uniforme.
20. Convergéncia Quase Uniforme # Convegéncia Pontual.

Prova:
Vimos no item (18) que a sequéncia f,, = n&X) [1,2] converge quase uniforme para f = 0,
porém dado x € [%, %} temos que
lim f,, (z) = lim n = 400,
n—o0
e portanto, f, - f.
pont

21. Convergéncia q.t.p. # Convergéncia Quase Uniforme.

Prova:

Vimos no item (13) que a sequéncia f, = X}, 1] converge pontualmente. Logo con-
verge q.t.p.. Mostremos que f,, - f quase uniforme.

Com efeito, seja 0 < § < 1. Note que para todo Es C R tal que pu(Fs) < 0 temos que

existe um n € N tal que
fo=1 Ve enn+1 CR\ E;.
Tomando € = 1, temos que
|fo(x) = f(x)|=1>¢€ Vr€nn+1],
assim, f,, - f uniformemente, e portanto, f,, nao converge quase uniforme para f.

Observacao 4.0.15 Se (f,,) € uma sequéncia de funcgoes reais e pu(X) < +o0, entdo

convergéncia q.t.p = convergéncia quase uniforme. Veja Teorema 4.3.3.
22. Convergéncia Quase Uniforme =—> Convegéncia q.t.p.

Prova:

Dado § = % temos que para todo n € N existe E, C X com u(E,) < % tal que

1
(@) = f(2)] <~ ¥z € X\ By,
Fazendo n — +o00, obtemos

lim w(E,) =0e¢ f,(x) — f(x), Ve e X\ E,,

n—--—+o0o

e portanto, obtemos a convergéncia q.t.p
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23. Convergéncia em L, # Convergéncia Quase Uniforme.

Prova:
Segue dos itens (8) e (22).

Observacao 4.0.16 Decorre do Teorema 4.3.2 que, se uma sequéncia converge em

L,, entao ela tem uma subsequéncia que converge quase uniformemente.
24. Convergéncia Quase Uniforme # Convergéncia em L,,.

Prova:

Vimos no item (18) que a sequéncia f,, = nX[ 1 2] CONVeTge quase uniforme para f = 0.
n'n

J& no item (5) mostramos que a mesma nao converge em L,, e portanto, segue o

resultado.

Observagao 4.0.17 Se a sequéncia (f,) for dominada por uma fungdo em L, entdo
pelo Teorema 4.2.5 e o item (26), obtemos que convergéncia quase uniforme implica

convergéncia em L.
25. Convergéncia em Medida # Convergéncia Quase Uniforme.

Prova:

Segue pelo item (23).

Observacao 4.0.18 Pelo Teorema 4.3.2 temos que se uma sequéncia (g,) converge

em Medida para g, entdo alguma subsequéncia converge quase uniforme para g.
26. Convergéncia Quase Uniforme = Convergéncia em Medida.

Prova:

Segue pelo Teorema 4.3.2.

O quadro abaixo, resume os modos de convergéncias estudados neste trabalho. No
quadro, as implicacoes sao da primeira coluna para a primeira linha, por exemplo,
sabemos que convergéncia q.t.p nao implica convergéncia em Medida, localizando a
linha da convergéncia q.t.p na primeira coluna e a coluna da convergéncia em medida
na primeira linha, onde elas se cruzam estd o sinal (%) que é usado para mostrar que
nao ha convergéncia.

Notacao:

C.U: convergéncia uniforme; C.P: convergéncia pontual; C.Q).T.P: convergéncia
q.t.p; C.LP: convergéncia em LP; C.M: convergéncia em medida; C.QQ.U: convergéncia

quase uniforme.
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=: implica em (A = B: A implica em B);
#-: nao implica em (A # B: A nao implica em B);
~»: implica sob certas condi¢oes (A ~» B: A implica em B sob certas condigdes).

Quadro de convergéncias:

cuU C.P C.QT.P C.Lr? C.M C.QU

cU = = = > = =
AN

+ =+ + +

C.P — = = — —- -

Cc.QT.P > > = # ” ”

s o d s oard

C.Lp = + + = = +

C.M +* +* +* +* = +

C.QU + + = > = =
AN
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Capitulo 5

Apendice.

Lema 5.0.19 (Desigualdade de Young) Sejam A e B nimeros reais nao negativos

el <p,q < 400, verificando }D + % = 1. Entao,

AP B4
AB < — 4+ —.
p q

Prova:
Seja a € R com 0 < a < 1 e considere a funcao ¢ : [0,+00] — R dada por

o(t) = at — t*. Note que:
Yt =a—at*t=a(l-t""1) <0

dai,
1
1—t°“1<O<:>t°“1<1<:>tlj<1<:>t°“1<1.

Como 1 —a > 0 entao ¢t < 1. Assim,

¢'(t) < 0 para 0 <t < 1= ¢ é decrescente => p(t) > p(1);
¢'(t) > 0 para t > 1 = ¢ é crescente = ¢(t) > p(1).

Segue que
o(t) > p(1) parat > 0e p(t) = (1) < t.

Portanto,
p()=a—1<at=1"=p(t), t 2 0= 1" <at+(1 - a).

Sea,b>0et=¢, temos

Sa%—i—l—a:bl_aaagaa—i—b(l—a)

b

67
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onde a igualdade ocorre se, e somente se, a = b (t = 1). Considere agora p e ¢

satisfazendo

1 1
1<p,g<+oo, —+-=1=1
p q

e tome o = %. Logo, se A, B € R, entao

P q
(AP)7(BY)" 5 < Loy (1- 1)Bq <2 P
p p p q

e a igualdade ocorre se, e somente se, AP = BY. [ |
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