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Resumo

Os fundamentos básicos da teoria dos valores extremos foram inicialmente expostos
por Fisher e Tippett, que estabeleceram os três tipos de distribuição assintótica de valores
extremos, como Gumbel (Tipo I), Fréchet (Tipo II) e Weibull (Tipo III). Os dados prove-
nientes para este estudo relatam uma série histórica de temperatura máxima no peŕıodo
de 39 anos (1970 a 2009), no munićıpio de São Gonçalo, localizado no sertão paraibano.
As estimativas dos parâmetros da distribuição generalizada de valores foram obtidas pelo
método de máxima verossimilhança, seguido do teste de Kolmogorov-Sminorv, gráficos
de probabilidade-probabilidade e o quantil-quantil, aplicados para verificar o ajuste do
modelo aos dados. Na sequência, obteve-se ńıveis de retorno para os peŕıodos de retornos
de 34, 35, 36 e 37 anos, construindo-se seus respectivos intervalos de confiança com 95%
de significância. Verificou-se que as distribuições Gumbel e Weibull são adequadas para
representar os dados de temperatura máxima dos meses em estudo.

Palavras-chave: Distribuição Assintótica, Nı́veis de Retorno, Valores Extremos.



Abstract

The basics theory of extreme values were initially exposed by Fisher and Tippett, that
establised the tree types of asymptotic distribution of extreme values, as Gumbel (Type
I), Fréchet (Type II) and Weibull (Type III). Data from this study relates to a serie of
historical maximum temperature during the period of 39 years (1970 to 2009), in the of
São Gonçalo, located in the backlands of Paraiba. The estimatives the parameters of
he widespread distribution of values were obtained by the maximum likelihood method,
followed by Kolmogorov-Sminorv, probability-probability plots and quantile-quantile ap-
plied to check the fit the model to the data. As a result, we obtained the return levels
for return periods of 34, 35, 36 and 37 years, building up their confidence intervals with
95% significance. It was found that the Gumbel and Weibull distributions are suitable
for adjusting the temperature data maximum month study.

Keywords: Asymptotic Distribution, Levels of Return, Extreme Value .
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1 Gráfico de caixa (Box-Plot) referente a temperatura máxima no peŕıodo
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2 Gráficos de quantil-quantil, diagnóstico das distribuições para os dados
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1 Introdução

Temperatura extremamente alta, associada às ondas de calor prolongadas prejudicam

a produção agŕıcola, elevando-se a quantidade de energia e consumo de água. Na região

nordeste todos esses problemas são viśıveis e dif́ıceis de contornar. Conforme Medeiros

(2011) a ocorrência ćıclica das secas e seus efeitos catastróficos são por demais conhecidos

e remontam aos primórdios da história do Brasil.

Por meio de uma série hidrológica1, tem-se como objetivo determinar uma distribuição

de probabilidade que represente ocorrências futuras de um fenômeno relacionado com esta

série hidrológica, no caso deste estudo, tem-se as ocorrências de temperaturas máximas

registradas no peŕıodo de 1970 a 2009. A teoria de valores extremos proposta por Fisher

e Tippet (1928) é uma metodologia capaz de modelar esse tipo de evento. Conforme

essa teoria, existem três tipos posśıveis de distribuição assintótica de valores extremos,

Gumbel, Fréchet e Weibull respectivamente Tipo I, Tipo II e Tipo III.

Por meio dessas distribuições pode-se estimar as probabilidades de ocorrência de tem-

peraturas máximas e mı́nimas em um tempo pré-determinado de observações acerca dessa

variável. Em meados da década de 50, Jenkinson (1955) reformulou a distribuição Gene-

ralizada de Valores Extremos (GVE), levando-se em consideração uma famı́lia de distri-

buições, pois esta seria capaz de representar os três tipos de distribuições assintóticas de

valores extremos, como casos particulares.

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo principal de apresentar e implementar

a metodologia para ajuste a distribuição GVE aos dados de temperatura máxima mensal

do Munićıpio de São Gonçalo no Sertão Paraibano; verificar o ajuste do modelo aos dados

por meio do teste de Kolmogorov-Sminorv, gráfico quantil-quantil e verificar qual das três

distribuições assintóticas de valores extremos se ajustam melhor aos dados de temperatura

máxima.

1As variáveis hidrológicas são registradas por meio das chamadas séries hidrológicas, que constituem
as observações organizadas no modo sequencial de sua ocorrência no tempo (ou espaço).
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2 Fundamentação Teórica

Em 1700, Nicolas Bernoulli já se deparava com um problema de valor extremo, ao

tratar da média da distância máxima à origem, de pontos aleatoriamente posicionados

em uma linha reta de tamanho fixo. De acordo com Pereira e Pinto (2012) a Teoria de

Valores Extremos (TVE) originou-se da necessidade dos astrônomos de utilizar ou rejeitar

observações discrepantes e os primeiros artigos sobre o assunto datam de 1914 e 1920.

O desenvolvimento dessa teoria pode ser encontrada no artigo de Bortkiewicz (1922),

onde o referido autor abordava distribuição do tamanho do intervalo entre o máximo e

o mı́nimo, em uma amostra com distribuição normal. Um ano depois Von Mises (1923)

calculou o valor esperado da distribuição e Dodd (1923) determinou a mediana. Tippett

em (1925) estudou sobre a função de distribuição acumulada, os momentos da estat́ıstica

de ordem extrema em uma amostra de população normal, Fréchet (1927), obteve grande

relevância no artigo sobre as distribuições assintóticas de valores extremos.

Os primeiros fundamentos básicos dessa teoria foram inicialmente expostos por Fisher

e Tippett (1928), que introduziram os três tipos posśıveis de distribuição assintótica dos

valores extremos, hoje conhecidas como Gumbel (tipo I), Fréchet (tipo II) e Weibull (tipo

III), sendo Fisher e Tippett os primeiros formalizadores dessa aplicação obtendo assim

importantes resultados para casos univariados. Posteriormente foram estudados os casos

bivariados.

O termo valor extremo tem dois significados: máximo ou mı́nimo, ou seja, o maior

ou menor valor de uma série que representa os limiares, ou seja, os maiores valores de

um conjunto de dados a partir de um limiar suficientemente satisfatório. Dessa forma, a

TVE modela os extremos utilizando-se a distribuição do máximo ou do mı́nimo.
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2.1 Teoria dos Valores Extremos

Segundo Sanfins (2009), a teoria dos valores extremos é um ramo da probabilidade que

estuda o comportamento assintótico de extremos associados a uma sequência de variáveis

aleatórias. Segundo Ruben (2006), a abrangência de suas aplicações é ampla, incluindo-

se uma variedade de fenômenos naturais tais como inundações, poluição atmosférica,

correntes oceânicas e problemas oriundos de outras áreas tais como da engenharia, atuária

e finanças. De acordo com Silvaa (2008), os valores extremos podem ser considerados

aqueles eventos raros que ocorrem nas caudas das distribuições (fenômenos caudais), isto

é, distante dos aglomerados ou da aglomeração (média, moda e mediana) do amontoado

da distribuição.

Os fundamentos da teoria dos valores extremos foram inicialmente expostos por Fisher

e Tippet (1928), que definiram os três tipos posśıveis (I, II e III) de distribuição assintótica

de valores extremos, respectivamente conhecidas como Gumbel, Fréchet e Weibull. Por

exemplo, as caudas da distribuição de Fréchet seguem distribuição de Cauchy, Pareto ou

t de Student, já as da distribuição Gumbel expressam distribuições exponencial, gama,

normal ou log-normal e as da distribuição Weibull seguem uma distribuição uniforme.

Denotando-se o máximo amostral porMn = max{X1, X2, ..., Xn} e supondo-se queXn

são independentes e identicamente distribúıdas (i.i.d), tem-se a distribuição do máximo,

definida por

FMn (x) = Pr (Mn ≤ x) = Pr (X1 ≤ x, ...,Xn ≤ x) = (FX (x))n .

De acordo com Medeiros (2011), para n muito grande, a função de distribuição Mn

pode ser degenerada1. Com isso, seria de grande utilidade algum resultado assintótico

para o máximo. Segundo Coles (2001), a TVE assegura a existência de uma distribuição

assintótica não degenerada F, para uma transformação linear de Mn, isto é, sequências

numéricas apropriadas an > 0 e bn ∈ R e uma distribuição não degenerada de F tal que

P

{
Mn − bn
an

≤ x

}
→ FX (x) .

Como FX(x) é uma função de distribuição não degenerada, então F pertence a uma

1Em matemática, uma distribuição degenerada é a distribuição de probabilidade de uma variável
aleatória discreta cujo soporte consiste em adotar de somente um valor.
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das seguintes famı́lias

I : FX (x) = exp

{
exp

[
−
(
x− µ
σ

)]}
,−∞ < x <∞,

II : FX (x) =

 0, x ≤ µ

exp
{
−
(
x−µ
σ

)−ξ}
, x > µ,

III : FX (x) =

 exp
{
−
[
−x−µ

σ

]−ξ}
, x < µ

1, x ≥ µ,

para os parâmetros σ > 0 , µ ∈ R e no caso das famı́lias I e II ξ > 0, denotadas

respectivamente com, I : Gumbel , II : Fréchet , III : Weibull.

Conforme Beijo (2010), em 1955 Jenkison propôs que os três tipos de distribuição de

valores extremos (Gumbel, Fréchet e Weibull) poderiam ser representados em uma forma

paramétrica única, denominada distribuição Generalizada de Valores Extremos (GVE)

que tem distribuição de função acumulada definida pela seguinte expressão

FX (x) = exp

{
−
[
1 + ξ

(
x− µ
σ

)]− 1
ξ

}
. (2.1)

Definida no conjunto {x : x > µ− σ
ξ
} em que os parâmetros satisfazem −∞ < µ <∞,

σ > 0 e −∞ < ξ <∞. O modelo consiste de três parâmetros: um parâmetro de locação,

µ; um parâmetro de escala, σ e um parâmetro de forma, ξ . As famı́lias de distribuições

Tipo I, Tipo II e Tipo III de valores extremos correspondem, aos casos, ξ = 0 , ξ > 0 ,

ξ < 0 respectivamente.

Para o caso particular em que ξ = 0 a função de distribuição de distribuição acumulada

Gumbel é definida da seguinte forma

FX (x) = exp

[
− exp

(
µ− x
σ

)]
, (2.2)

para −∞ < x < ∞, em que µ é o parâmetro de locação e σ o parâmetro de escala, com

µ ∈ R e σ > 0.

Segundo Safins (2009), a unificação das três famı́lias originais de valores extremos

simplifica bastante a implementação da estat́ıstica. Por meio da inferência em ξ os dados

por si só determinam o tipo mais apropriado de cauda, e não há necessidade de se fazer

julgamentos subjetivos a priori sobre qual tipo de famı́lia de valores extremos adotar.
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Se a função de distribuição F é diferenciável, logo se define como uma função de

densidade de probabilidade de X como

fX (x) =
∂FX (x)

∂x
.

Derivando-se a expressão (2.1) em relação a x obtém-se a função de densidade de

probabilidade da GVE. Assim tem-se a função de densidade de probabilidade da GVE é

a seguinte

fX (x) =
1

σ

[
1 + ξ

(
x− µ
σ

)]−( 1+ξ
ξ )

exp

{
−
[
1 + ξ

(
x− µ
σ

)]− 1
ξ

}
. (2.3)

Derivando a Equação (2.2) em relação a x, no caso particular em ξ −→ 0 que assim

tem-se a função de densidade de probabilidade de Gumbel, é a seguinte

fX (x) =
1

σ

{
exp

(
−x− µ

σ

)
exp

[
− exp

(
−x− µ

σ

)]}
, (2.4)

definida para −∞ < x <∞ com µ ∈ R e σ > 0.

2.2 Teste de aleatoriedade

Conforme Coles (2001), os métodos estat́ısticos na sua maioria, baseiam-se no pressu-

posto da aleatoriedade da amostra ou exigem que as observações tal como são recolhidas

sejam independentes.

Conforme Silvab (2008), verifica-se a hipótese da independência dos dados observados

por meio do teste de chorrilho (run test) descrito por Zar (1999). Esse teste consiste na

definição de uma sequência dicotômica de tamanho n, a partir de uma amostra aleatória

X1, ..., Xn, aplicando a cada Xi a função indicadora A(xi) = IXi >Md
(Xi) , omitindo-se

os casos em que Xi = Md, Md sendo a mediana dos dados.

O valor da mediana, Md, é dada a seguir

Md =


x(n+1

2 ), se n for impar,

x(n2 )+x(n2 +1)

2
, se n for par.
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Os valores da variável indicadora Ai , com (i=1,2,..., n), é definida por

Ai =

{
1, se xi > Md

0, se xi < Md.

Segundo Bautista (2002), a variável aleatória número total de sequências de zeros e uns

ao longo da amostra R, com o valor observado r, definindo-se as variáveis aleatórias, N1 o

número total de ocorrências de Xi > Md e N2 o número total de ocorrências de Xi < Md,

respectivamente, os valores observados são n1 e n2. Com n1 < 30 e n2 < 30, seguindo-se

pares de valores cŕıticos exatos (r1,α ,n1 ,n2 ; r2,α ,n1 ,n2 ) para um ńıvel de significância α,

conforme os procedimentos descritos por Eisenhat e Swed (1943) e Browlee (1965). A

hipótese nula é rejeitada se r ≤ r1,α ,n1 ,n2 , ou se r ≤ r2,α ,n1 ,n2 . Se n1 < 30 e n2 < 30 ,

sob a hipótese H0 de independência segue que, assintoticamente R segue uma distribuição

normal com esperança definida por

E (R) =
2N1N2

N
+ 1,

com variância descrita na forma

V ar (R) =
2N1N2(2N1N2 − n)

n2(n− 1)

e suas estimativas definidas por

Ê (R) =
2n1n2

n
+ 1

V âr (R) =
2n1n2 (2n1n2 − n)

n2(n− 1)
,

em que n1 e n2 são valores observados de N1 e N2.

2.3 Estimação dos parâmetros por máxima verossi-

milhança

Segundo Rocha (2004), o método da máxima verossimilhança consiste em adotar

como estimador a estat́ıstica que maximiza a probabilidade, ou a densidade de probabi-

lidade de ser encontrada a amostra observada. Dada uma distribuição de probabilidade

com parâmetros desconhecidos, tem-se por finalidade, a partir uma determinada amos-

tra estimar o valor do parâmetro da distribuição de probabilidade que representa toda a
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população.

Segundo Beijo e Avelar (2010), a partir dos valores extremos de amostras, vários

métodos podem ser utilizados para obtenção dos estimadores dos parâmetros da distri-

buição GVE. Inúmeras sugestões foram propostas, entre elas, técnicas gráficas, estima-

dores baseados no método dos momentos, métodos de estat́ısticas de ordem, método

dos momentos de probabilidade ponderada, método de máxima verossimilhança, método

de máxima verossimilhança penalizada e métodos Bayesianos. Nos casos regulares, que

acontecem quando a distribuição em estudo depende de parâmetros desconhecidos, os

estimadores de máxima verossimilhança são consistentes, assintoticamente normais e efi-

cientes. Nos casos não regulares que ocorrem quando o suporte da distribuição depende de

parâmetros desconhecidos. Conforme FERRARI (2011), isso ocorre com as distribuições

GEV pois os limites dessas distribuições depedem dos parâmetros µ e σ e, dessa forma,

as condições de regularidade para estimação pelo método da máxima verossimilhança não

são satisfeitas e o método não deve ser aplicado automaticamente. Smith (1985) estudou

cuidadosamente o comportamento assintótico dos estimadores de máxima verossimilhança

para a distribuição GEV e obteve os seguintes resultados:

1) quando ξ > −0, 5, os estimadores de máxima verossimilhança são regulares, no

sentido de ter as propriedades assintóticas habituais;

2) quando −1 < ξ < −0, 5, os estimadores de máxima verossimilhança existem mas

não são regulares;

3) quando ξ < −1, esses estimadores provavelmente não existem.

O caso para ξ < −0, 5 corresponde a uma distribuição com uma cauda superior muito

cuta e fina e, segundo Smith (1985), essa situação é raramnete encontrada em aplicações

de modelagem de valores extremos sendo que, as limitações teórica da abordagem de

máxima verossimilhança geralmente não são obstáculos na prática.

De acordo com Smith (1985), os métodos baseados em verossimilhança são preferidos

devido a teoria dos estimadores de máxima verossimilhança ser bem compreendida e as

inferências serem facilmente modificadas ao incorporarem-se modelos com estruturas mais

complexas.

Sob a hipótese de que X1, X2, ..., Xn são variáveis aleatórias independentes e identi-

camente distribúıdas (i.i.d), os estimadores, por meio do método de máxima verossimi-
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lhança, são apresentados da seguinte forma

L (µ, σ, ξ|x) =
n∏
i=1

fX (xi|µ, σ, ξ) =

= σ−n
n∏
i=1

[
1 + ξ

(
xi − µ
σ

)]−( 1+ξ
ξ )

exp

{
−

n∑
i=1

[
1 + ξ

(
xi − µ
σ

)]− 1
ξ

}
. (2.5)

calculando-se o logaritmo da função de verossimilhança, que é definida por

l (θ|x) = ln [L (µ, σ, ξ|x))] =

= −n ln ((σ))−
(

1 + ξ

ξ

) n∑
i=1

ln

[
1 + ξ

(
xi − µ
σ

)]
−

n∑
i=1

[
1 + ξ

(
xi − µ
σ

)]− 1
ξ

=
n∑
i=1

{
− ln (σ)−

(
1 + ξ

ξ

)
ln

[
1 + ξ

(
xi − µ
σ

)]
−
[
1 + ξ

(
xi − µ
σ

)]− 1
ξ

}
, (2.6)

para ξ < 0, e xi < µ − σ
ξ
(ou seja, µ − σ

ξ
> M(n)), ou para ξ > 0 xi > µ − σ

ξ
(ou seja,

µ − σ
ξ
> M(1)). Maximizando-se a Equação (2.6), com relação ao vetor de parâmetros

θ = (µ, σ, ξ), leva a estimativa de máxima verossimilhança para toda famı́lia da GVE,

conduzindo-se ao sistema de equações não lineares, definida a seguir

l (θ|x)

∂µ
=

1

σ̂

n∑
i=1

1 + ξ̂ − ω
− 1

ξ̂

i

ωi

 = 0.

∂l (θ|x)

∂σ
= −n

σ̂
+

1

σ̂2

n∑
i=1



(
1 + ξ̂ − ω

−1

ξ̂
i

)
(xi − µ̂)

ωi

 = 0. (2.7)

∂l (θ|x)

∂ξ
=

n∑
i=1

{(
1− ω

−1
ξ

i

)
−
[

ln (ωi)

ξ̂
−
(
xi − µ̂
ξ̂σ̂ωi

)]
− xi − µ̂

σ̂ωi

}
= 0,

em que ωi = 1 + ξ̂
(
xi−µ̂
σ̂

)
. No caso particular da distribuição Gumbel a função de veros-

similhança, definida pela a Equação (2.4) em que ξ = 0, conduz ao logaritmo da função
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é definida por

L (µ, σ|x) =
n∏
i=1

fX (xi|µ, σ) = σ−n exp

{
n∑
i=1

(
−xi − µ

σ

)}
exp

{
n∑
i=1

exp

(
xi − µ
σ

)}
,

l (θ|x) = ln (L (µ, σ/x)) =
n∑
i=1

{
−ln (σ)−

(
xi − µ
σ

)
− exp

(
−xi − µ

σ

)}
. (2.8)

derivando-se a Equação (2.8), em que µ e σ são os estimadores de máxima verossimilhança,

obtidos pelo o sistema de equações não lineares, ou seja,

∂l (θ|x)

∂µ
=

1

σ̂

{[
n∑
i=1

exp

(
−xi − µ̂

σ̂

)]
− n

}
= 0.

∂l (θ|x)

∂σ
= −n

σ̂
+

n∑
i=1

(
xi − µ̂
σ̂2

)[
1− exp

(
−xi − µ̂

σ̂

)]
= 0. (2.9)

Conforme Ferrari (2011), os sistemas de Equações (2.9), em geral, não possuem

soluções exatas pois são equações não-lineares. Uma solução aproximada é calculada

pelo método iterativo quasi-Newton que, para iniciar o algoritmo, especifica uma esti-

mativa inicial para µ,σ e ξ . Neste trabalho, o software R é utilizado para calcular as

estimativas de máxima verossimilhança por meio do pacote evd satisfazendo-se o critério

de convergência do método.

2.4 Seleção da distribuição de valores extremos

Conforme Hosking (1984), uma das formas para testar se as observações seguem uma

distribuição de valores extremos tipo I (Gumbel), é testar se ξ = 0 na distribuição GVE,

utilizando-se o teste da razão de verossimilhança modificado descrito a seguir.

Uma série de n observações (x1, x2, ..., xn), l(θ̂GV E) e l(θ̂Gumbel) os máximos dos lo-

garitmos das funções de verossimilhança das distribuições GVE (2.1) e Gumbel (2.2) em

que, θ̂GV E = (µ̂, σ̂, ξ̂)T e θ̂Gumbel = (µ̂, θ̂)T , são vetores das estimativas de máxima veros-

similhança.

A estat́ıstica de razão verossimilhança é descrita a seguir

TLR = −2
[
l
(
θ̂G

)
− l
(
θ̂GV E

)]
= 2

[
l
(
θ̂GV E

)
− l
(
θ̂G

)]
, (2.10)
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com distribuição assintótica χ2 com 1 grau de liberdade. Hosking (1984) propôs a uti-

lização da estat́ıstica modificada obtendo-se uma aproximação mais precisa à distribuição

assintótica para definida em (2.10), ou seja,

T ∗LR =

(
1− 2, 8

n

)
×TLR. (2.11)

Desse modo, para testar a hipótese H0 : ξ = 0 versus H1 : ξ 6= 0 , o valor da estat́ıstica

teste T ∗LR deve ser comparado com o valor tabelado da distribuição do quadrado χ2, a

um grau de liberdade e um ńıvel de significância (α), χ2
[α,1]. Se T ∗LR ≥ χ2, rejeita-se a

hipótese H0, ou seja, há ind́ıcios de que as observações não são de uma distribuição do

tipo I (Gumbel).

O teste rejeitando a hipótese H0, resta partir para analisar por meio das estat́ısticas

das seções posteriores duas outras distribuições de valores extremos tipo II (Fréchet) e

tipo III (Weibull).

2.5 Diagnóstico do ajuste da distribuição da GVE

Conforme Ferrari (2011), para se testar a suposição de que os dados seguem uma

distribuição GVE selecionada, pode-se recorrer à estat́ıstica D do teste de Kolmogorov-

Smirnov, que é definida por

D = max
∣∣∣F (x(i)

)
− F̂

(
x(i)

)∣∣∣ , i = 1, 2, ..., n, (2.12)

sendo F (x(i)) sendo a distribuição teórica da distribuição GVE com suas estimativas

obtidas e F̂ (x(i)) é a distribuição emṕırica definida pela a função (2.12). Rejeita-se a

hipótese H0 de que os dados seguem uma distribuição GVE se a estat́ıstica do teste for

D ≥ Dn,α, em que o valor cŕıtico é Dn,α para os valores de n com um ńıvel de significância

predeterminado.

Além da estat́ıstica, o ajuste da distribuição pode ser avaliado graficamente por meio

da construção do pp-plot (gráfico de probabilidade-probabilidade) e o qq-plot (gráfico

quantil-quantil).

O gráfico qq-plot é constitúıdo com os pontos dados pelas as coordenadas,[
F̂
(
x(i)

)
, F
(
x(i)

) ∣∣∣
θ=θ̂

]
, i = 1, 2, ..., n,

em que θ̂ são as estimativas de θ̂ = (µ, σ, ξ)
′
, F (x(i)) é a função (2.1) com suas estimativas
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obtidas e F̂ (x(i)) é uma distribuição emṕırica definida pela a função (2.12). Uma das

formas de interpretar esse gráfico é observar o quanto esses pontos estão distantes da

reta. Quanto maior a distância, menos adequada é a distribuição.

2.6 Estimações dos ńıveis de retorno da distribuição

GVE

Conforme FERRARI (2011), o peŕıodo de retorno (τ) é o intervalo de tempo estimado

para ocorrência de um determinado evento e é definido como o inverso da probabilidade

de um evento a ser igualado ou superado, ou seja,

τ =
1

p
,

em que p é a probabilidade do evento ser igualado ou ultrapassado (P (X ≥ x)).

No caso em estudo, o peŕıodo de retorno é o intervalo de tempo estimado para a

ocorrência de temperatura máximas em São Gonçalo no sertão paraibano e é dado por

τ =
1

1− F (x)
,

O ńıvel de retorno (xp), está associado ao peŕıodo do retorno τ e a sua função é obtida

por meio da solução da Equação abaixo:∫ xp

i=1

f (θ)dx = 1− p, (2.13)

em que p = 1
τ
, ou seja,

F (xp) = (1− p) , (2.14)

ao inverter a Equação (2.14), tem-se a solução

xp = F−1 (1− p) = µ− σ

ξ

{
1− [−ln (1− p)]−ξ

}
. (2.15)

Para ξ 6= 0, do qual o limite ξ −→ 0 é definido a seguir

xp = F−1 (1− p) = µ− σ {ln [−ln (1− p)]} . (2.16)

De acordo com Medeiros (2011), o ńıvel xp deverá ser excedido em média uma vez
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a cada 1
p

anos. Mais precisamente, xp é excedido pelo máximo anual em algum ano

particular com probabilidade p. A estimativa de x̂p do ńıvel de retorno xp para peŕıodos

de retorno τ é obtida pela substituição das estimativas de máxima verossimilhança de

µ, σ e ξ em (2.15) e de µ e σ em (2.16).

2.7 Obtenção dos intervalos de confiança

Os Intervalos de Confiança (I.C.) com ńıvel de (1−α)100% para os ńıveis de retorno

xp foram constrúıdos e baseados no método delta, logo depois, no método estat́ıstico de

razão de verossimilhança. O intervalo de confiança para xp com (1−α)100% de confiança

é descrito a seguir:

[I.C. (xp)] =

[
x̂p ± zα/2

√
Var (x̂p)

]
,

em que α é o ńıvel de significância, zα/2 o valor tal que P (| Z |< zα/2) = 1 − α, Z uma

variável com distribuição normal padronizada e V ar(x̂p) é a variância associada ao ńıvel

de retorno x̂p calculada através do método delta. Esse método é baseado no fato de que

uma distribuição de θ̂ = (µ̂, σ̂, ξ̂)′ ser assintoticamente normal com média θ̂ = (µ, σ, ξ)′ e

as matrizes de variâncias e covariância dado I(θ)−1 . Como a equação (2.15) é uma função

não linear de µ, σ e ξ, pode-se linearizá-la por meio da expansão da primeira ordem de

Taylor em torno do ponto inicial correspondente ao vetor das estimativas dos parâmetros.

Conforme Ferrari (2011), o método delta descrito por Rao e Toutemburg (1999),

é realizado da seguinte forma: calcula-se V ar(x̂p) por meio da matriz de variâncias e

covariâncias de µ, σ e ξ, estimada pela inversa da matriz de segundas derivadas da função

log-verossimilhança (matriz hessiana calculada em µ, σ, e ξ ). Assim o método delta

estima a variância de x̂p por meio da expressão

V ar (x̂p) ≈ ∇x′pV∇xp. (2.17)

Sendo, para o caso em que a ξ 6= 0 , J é uma matriz de variâncias e covariâncias de

θ̂ = (µ̂, σ̂, ξ̂) obtidos por meio da inversa da matriz de informação a seguir

J =


∂2

∂µ∂µ
l (θ) ∂2

∂µ∂σ
l (θ) ∂2

∂µ∂ξ
l (θ)

∂2

∂σ∂µ
l (θ) ∂2

∂σ∂σ
l (θ) ∂2

∂σ∂ξ
l (θ)

∂2

∂ξ∂µ
l (θ) ∂2

∂ξ∂σ
l (θ) ∂2

∂ξ∂ξ
l (θ)


−1

θ=θ̂

=


V ar (µ̂) Cov (µ̂, σ̂) Cov

(
µ̂, ξ̂
)

Cov (µ̂, σ̂) V ar (σ̂) Cov
(
σ̂, ξ̂
)

Cov
(
µ̂, ξ̂
)

Cov
(
σ̂, ξ̂
)

V ar
(
ξ̂
)
 ,
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e

∇xTp =

[
∂xp
∂u

,
∂xp
∂σ

,
∂xp
∂ξ

]
,

a matriz de derivadas parciais de xp avaliada em µ, σ, e ξ.

Logo, a variância do ńıvel de retorno estimado xp̂ para ξ 6= 0 ser calculada a seguir:

V ar (x̂p) =

(
∂x̂p
∂µ

)
V ar (µ̂) +

(
∂x̂p
∂σ

)2

V ar (σ̂) +

(
∂x̂p
∂ξ

)
V ar

(
ξ̂
)

+2
∂x̂p
∂µ

∂x̂p
∂σ

Cov (µ̂, σ̂) + 2
∂x̂p
∂µ

∂x̂p
∂ξ

Cov
(
µ̂, ξ̂
)

+ 2
∂x̂p
∂σ

∂x̂p
∂ξ

Cov
(
σ̂, ξ̂
)
,

em que

∂x̂p
∂µ

= 1

∂x̂p
∂σ

= −1

ξ̂

{
1− [− ln (1− p)]−ξ̂

}
,

∂x̂p
∂ξ

=
σ̂

ξ̂2

{
1− [− ln (1− p)]−ξ̂

}
− σ̂

ξ
[− ln (1− p)]

−ξ̂
ln [ln (1− p)] .

Para o caso em que ξ = 0, tem-se a matriz de variâncias e covariâncias de θ̂ = (µ̂, σ̂)

obtidos da inversa da matriz de informação dado por:

V =

[
∂2

∂µ∂µ
l (θ) ∂2

∂µ∂σ
l (θ)

∂2

∂σ∂µ
l (θ) ∂2

∂σ∂σ
l (θ)

]−1

θ=θ̂

=

[
V ar (µ̂) Cov (µ̂, σ̂)

Cov (µ̂, σ̂) V ar (σ̂)

]
,

com que (θ̂ = µ̂, σ̂) são as estimativas de máxima verossimilhança.
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3 Resultados e discussão

Os dados utilizados neste estudo são referentes as temperaturas máximas mensais

(expressos em ◦C) em uma série histórica no peŕıodo de janeiro 1970 à dezembro de

2009 totalizando-se 39 anos, no munićıpio de São Gonçalo localizado no sertão paraibano.

Pode-se observar por meio da Tabela 1 as estat́ısticas descritivas referentes a temperatura

máxima mensal desse munićıpio.

Tabela 1: Estat́ıstica descritiva da variável aleatória temperatura máxima (◦C) mensal
no peŕıodo entre 1970 a 2009, do munićıpio de São Gonçalo - PB.

Mês Média Mediana Variância D.P. C.V.% C.A. Curtose
Janeiro 36,10 36,25 1,2152 1,1023 3,0409 -0,6003 0,5686
Fevereiro 34,76 34,70 2,6559 1,6297 4,6965 0,0163 -1,0821
Março 34,07 34,00 2,3087 1,5194 4,4689 0,9138 0,0388
Abril 33,38 33,00 2,2633 1,5044 4,5589 0,3084 -0,6353
Maio 33,13 32,50 2,6061 1,6143 4,9672 0,8155 -0,4531
Junho 33,32 33,25 2,4073 1,5515 4,6663 0,2824 -1,0304
Julho 34,05 34,15 2,7721 1,6649 4,8755 1,0145 2,9055
Agosto 35,00 35,00 0,8253 0,9084 2,5956 -0,4653 0,6074
Setembro 36,10 36,00 0,8323 0,9123 2,5343 0,7630 0,6326
Outubro 36,79 36,80 0,3623 0,6019 1,6357 -0,6649 1,1907
Novembro 36,60 36,60 0,5422 0,7363 2,0119 -0,5481 -0,1984
Dezembro 36,42 36,40 0,5286 0,7271 1,9975 -0,3413 0,1303

Com base nos dados referentes a Tabela 1, tem-se que os meses de agosto, setembro,

outubro, novembro, dezembro e janeiro, apresentam em média os valores mais altos de

temperatura máxima, no qual o mês de outubro apresenta-se, em média, o maior valor.

Para os meses de agosto e novembro, a média e mediana são próximas, enquanto que nos

meses de fevereiro a julho e setembro a mediana é menor que a média, este fato pode

indicar uma posśıvel assimétria à direita.Por ouro lado, para os demais meses os dados

aparentemente seguem uma distribuição assimétrica à esquerda. Por meio da Tabela 1

observa-se a curtose, grau de achatamento de uma curva de distribuição de frequência, do

qual os meses de janeiro e de julho a outubro os dados estão em torno da moda, obtendo-se

uma curva leptocúrtica, os demais resultados aproximam-se de uma curva platicúrtica.



25

Figura 1: Gráfico de caixa (Box-Plot) referente a temperatura máxima no peŕıodo de
1970 a 2009 no munićıpio de São Gonçalo.

Observa-se por meio da Figura 1, o gráfico box-plot, que por sua vez, refere-se aos

dados da variável temperatura máxima de cada mês analisado, no qual pode-se perce-

ber presença de alguns valores discrepantes (at́ıpicos) representado pelo śımbolo (◦), nos

respectivos meses de janeiro, março, julho, agosto, outubro e novembro, os demais não

apresentam valores at́ıpicos. Percebe-se que os meses de março, maio e julho tem uma

considerável assimetria em relação os demais meses analisados.

O teste de chorrilho foi realizado para verificar a pressuposição de independência

entre os dados de temperatura máxima, ao ńıvel de 0,05 de significância, sendo o mesmo

comparado com ńıvel descritivo. Por meio da Tabela 2 pode-se observar que apenas no

mês de outubro o ńıvel descritivo é menor que o ńıvel de significância, concluindo-se que

a hipótese de independência entre os dados foi rejeitada. Nos demais meses não houve

rejeição da hipótese, ou seja, a hipótese de independência não foi rejeitada ao ńıvel de

significância de 0,05.

Verificando-se a Tabela 2, em 11 dos 12 meses observados a hipótese de independência

dos dados não foi rejeitada com ńıvel de 5% de probabilidade. Conforme Medeiros (2011)

o cumprimento dessa pressuposição garante a obtenção de inferências estat́ısticas satis-

fatórias a partir dos modelos de valores extremos. Após obter esses resultados calculou-se

as estimativas dos estimadores pontuais dos três parâmetros locação, escala e forma res-

pectivamente µ, σ e ξ da distribuição GVE, obtidos por meio do método de máxima

verossimilhança, e suas variâncias e covariâncias estimadas para os respectivos meses es-
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Tabela 2: Teste de chorrilho sob a pressuposição de independência dos dados entre os
meses de janeiro a dezembro e o ńıvel descritivo dos respectivos meses.

Meses Valor-P
Janeiro 0,2298
Fevereiro 0,1093
Março 0,3293
Abril 0,5603
Maio 0,3293
Junho 0,7001
Julho 0,2479
Agosto 0,0848
Setembro 0,5840
Outubro 0,0052
Novembro 0,0781
Dezembro 0,6764

tudados.

Tabela 3: Valores observados das estimativas dos estimadores dos parâmetros da GVE e
suas variâncias e covariâncias estimadas para os dados de temperatura máxima (◦C).

Mês µ̂ σ̂ ξ̂ Vâr(µ̂) Vâr(σ̂) Vâr(ξ̂) Côv (µ̂, σ̂) Côv(µ̂, ξ̂) Côv(σ̂, ξ̂)
Janeiro 35,7900 1,1605 -0,4184 0,0605 0,0300 0,0113 -0,0093 -0,0095 -0,0114
Fevereiro 34,2694 1,6326 -0,3697 0,1369 0,0826 0,0369 0,0065 -0,0342 -0,0385
Março 33,3072 1,0034 0,1796 0,0549 0,0357 0,0477 0,0272 -0,0234 -0,0139
Abril 32,8077 1,3694 -0,1868 0,0879 0,0446 0,0213 0,0112 -0,0175 -0,0158
Maio 32,1377 0,8282 0,5423 0,0413 0,0390 0,0795 0,0320 -0,0261 -0,0105
Junho 32,7073 1,3791 -0,1615 0,0970 0,0561 0,0404 0,0243 -0,0315 -0,0297
Julho 33,3671 1,4270 -0,0837 0,0870 0,0405 0,0090 0,0144 -0,0085 -0,0057
Agosto 34,7530 0,9523 -0,4192 0,0397 0,0203 0,0135 -0,0056 -0,0086 -0,0102
Setembro 35,6918 0,7195 -0,0087 0,0275 0,0157 0,0342 0,0092 -0,0136 -0,0106
Outubro 36,6389 0,6404 -0,4665 0,0188 0,0099 0,0168 -0,0033 -0,0069 -0,0080
Novembro 36,4415 0,7895 -0,5278 0,0276 0,0167 0,0195 -0,0057 -0,0092 -0,0119
Dezembro 36,2087 0,7522 -0,3944 0,0280 0,0142 0,0155 -0,0031 -0,0078 -0,0091

Analisando-se o parâmetro de forma (ξ̂), apresentado na Tabela 3, que indica quais

das três distribuições (Gumbel, Fréchet e Weibull) os dados ajustam-se melhor, acerca

deste parâmetro, percebe-se que as estimativas pontuais apresentam valores negativos e

positivos, podendo-se assim testar o ajuste das três distribuições. Conforme Bautista

(2002) observando-se as estimativas pontuais menores do que zero, há ind́ıcios de que os

dados se ajustam a distribuição de Weibull, no entanto, este fato só poderá ser confirmado

mediante análises posteriores.

A distribuição de Weibull, segundo Holmes e Moriarty (1999) é a mais adequada para

representar fenômenos ambientais. No entanto para os meses de fevereiro, março, abril,

junho, julho e setembro as estimativas pontuais estão próximas de zero correspondendo-

se a distribuição Gumbel entranto este fato só sera consumado por meio do teste da

razão de verossimilhança modificado T ∗LR. Enquanto que, no mês de maio, a estimativa
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do parâmetro de forma é maior que zero, levando-se a distribuição Fréchet. Conforme

Coles (2001), esta distribuição não é adequada para estudar o comportamento de alguns

fenômenos ambientais, pois apresenta uma cauda superior com limite infinito.

O parâmetro de forma define qual tipo de distribuição de valores extremos se adequá

melhor aos dados. A Tabela 4 apresenta os intervalos de confiança com 95% para o

parâmetro de forma e a estat́ıstica da razão de verossimilhança modificada.

Tabela 4: Intervalos de 95% para o parâmetro de forma e os respectivos valores da es-
tat́ıstica de verossimilhança modificada para os meses.

Mês Limites de 95% de confiança para ξ̂ T ∗LR
Superior Inferior

Janeiro -0,6275 -0,2093 11,5382
Fevereiro -0,7466 0,0071 3,6763
Março -0,2484 0,6077 1,1072
Abril -0,4733 0,0996 1,4987
Maio 0,4325 1,0950 8,0265
Junho -0,5558 0,2321 0,7227
Julho -0,2703 0,1029 0,5810
Agosto -0,6470 -0,1913 11,5072
Setembro -0,3716 0,3541 0,0027
Outubro -0,7210 -0,2119 14,1956
Novembro -0,7210 -0,2119 11,6843
Dezembro -0,6390 -0,1497 8,1557

Analisando-se os intervalos de confiança por meio da Tabela 4, para o parâmetro

de forma (ξ), pode-se concluir que os meses de fevereiro, março, abril, junho, julho e

setembro parecem seguir uma distribuição Gumbel, essa conclusão acerca dos dados é

comprovada devido ao fato do valor nulo de ξ está contido no intervalo de confiança que

corresponde a distribuição Gumbel, compreendido dentro dos limites do intervalo de 95%

e também reforçadas pela estat́ıstica T ∗LR , calculada em (2.10), comparando-se o valor

que se encontra na Tabela 4, com o valor tabelado da χ2 ao ńıvel de 0,05 significância

(χ2
1;0,05 = 3, 85).

Para os meses de janeiro, agosto, outubro, novembro e dezembro parecem seguir uma

distribuição Weibull, pode-se observar que o intervalo de confiança com 95% significância

contém todos os valores negativos para o parâmetro de forma, contemplando-se a confiabi-

lidade desta conclusão acerca da distribuição ajustada aos dados de temperatura máxima,

a distribuição de Fréchet ajustou-se apenas no mês de maio.

Dando sequência às análises, pode-se observar por meio da Tabela 5 as estimativas
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dos estimadores dos dois parâmetros µ̂ e σ̂, com suas respectivas variâncias e covariâncias.

Baseando-se na distribuição Tipo I e na distribuição GVE, na Figura 2 foram constrúıdos

os gráfico de quantil-quantil para todos os meses em estudo. Analizando-se todos os

meses, pode-se observar que o ajuste foi satisfatório, apenas nos meses de janeiro, outubro

e dezembro percebe-se um maior desvio em relação ao ajuste dos quantis.

Tabela 5: Estimativa dos estimadores dos parâmetros µ̂ e σ̂ da distribuição Gumbel com
suas variâncias e covariâncias estimadas para os respectivos meses em análise.

Mês µ̂ σ̂ Vâr(µ̂) Vâr(σ̂) Côv(µ̂, σ̂)
Fevereiro 35,528 1,247 0,067 0,014 0,045
Março 33,401 1,095 0,048 0,029 0,011
Abril 32,675 1,319 0,072 0,036 0,016
Junho 32,591 1,295 0,066 0,037 0,016
Julho 33,300 1,406 0,079 0,039 0,018
Setembro 35,688 0,716 0,021 0,012 0,005

Mediante resultados da Tabela 6 observa-se as informações do teste Kolmogorov-

Smirnov ao ńıvel de 5% de significância, encontra-se nesta Tabela as diferenças máximas

absolutas observadas entre os valores probabiĺısticos das funções de distribuição emṕırica

e teórica para cada mês observado, seguido dos ńıveis descritivos. Conforme o teste, as

distribuições ajustam-se bem aos dados, pois, D ≥ Dn,α = 0, 20 para todos os meses anali-

sados. Na Figura 3 observa-se o esboço do teste de Kolmogorov Sminorv, que visualmente

proporciona as mesmas conclusões citadas anteriormente.

Tabela 6: Resultados do teste de Kolmogorov-Smirnov para verificar o qualidade do ajuste
da distribuição aos dados de temperatura máxima dos meses em estudo.

Mês Diferença máxima absoluta (D) Valor-p
Janeiro 0,1672 0,4656
Fevereiro 0,1231 0,8260
Março 0,1365 0,6954
Abril 0,1061 0,9214
Maio 0,1932 0,2658
Junho 0,1090 0,8932
Julho 0,1872 0,2802
Agosto 0,1736 0,3901
Setembro 0,1388 0,6987
Outubro 0,1986 0,0763
Novembro 0,1887 0,2916
Dezembro 0,1665 0,5191

A Tabela 7 apresenta as respectivas probabilidades de ocorrência de temperatura

máxima acima de 34, 35, 36 e 37 ◦C entre os meses de janeiro a dezembro. Observa-se
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que acima de 34 ◦C os meses de setembro, outubro, novembro e dezembro foram baixas

a probabilidade de ocorrência, ou seja, não são tão expressivas. Por meio da Tabela 7

pode-se visualizar que acima de 37◦C os meses de fevereiro a agosto foram registrados

probabilidade bastante expressivas.

Tabela 7: Probabilidades de ocorrência de temperatura máxima mensal acima de 34, 35,
36 e 37 anos, correspondentes aos 12 meses de estudo no munićıpio de São Gonçalo-PB.

Mês > 34 > 35 > 36 > 37
Janeiro 0,0373 0,1619 0,4367 0,7755
Fevereiro 0,3092 0,5416 0,7707 0,9287
Março 0,5583 0,7915 0,9105 0,9631
Abril 0,6930 0,8420 0,9226 0,9629
Maio 0,7945 0,8669 0,9068 0,9310
Junho 0,7138 0,8558 0,9305 0,9673
Julho 0,5443 0,7417 0,8635 0,9304
Agosto 0,1381 0,4677 0,8609 0,9999
Setembro 0,0002 0,0733 0,5233 0,8517
Outubro 0,0004 0,0045 0,1034 0,5946
Novembro 0,0019 0,0275 0,1954 0,6619
Dezembro 0,0008 0,0310 0,2722 0,7733

Na Tabela 8 encontram-se presentes as estimativas dos ńıveis de retorno mensais e os

respectivos intervalos de confiança associados aos peŕıodos de retorno 34, 35, 36 e 37 anos,

obtidos pelo o método delta e por meio da equação 2.13. Por meio da Tabela 8 pode-se

observar que o mês outubro terá os maiores registros de temperaturas nos peŕıodos de

retornos de 34, 35, 36 e 37 anos, respectivamente. Enquanto que em maio será o mês que

ocorrerá os menores ı́ndices de temperaturas para os mesmos peŕıodos de retorno.

Tabela 8: Nı́veis de retorno ( x̂p
◦C ) estimados e limites inferior (LI) e superior (LS) e

seus respectivos intervalos de 95% confiança, para os peŕıodos de retorno de 34, 35, 36 e
37 peŕıodo de retorno, obtidos pelo o método delta

Mês Peŕıodo de retorno expresso em anos
34 anos 35 anos 36 anos 37 anos

LI x̂p LS LI x̂p LS LI x̂p LS LI x̂p LS
Janeiro 36,91 37,53 38,15 37,59 38,40 39,21 39,01 40,31 41,62 41,51 43,80 46,09
Fevereiro 35,57 36,71 37,86 36,44 37,94 39,44 38,28 40,63 42,99 41,54 45,54 49,54
Março 34,28 35,05 35,81 34,88 35,87 36,85 36,17 37,67 39,18 38,46 40,96 43,47
Abril 33,77 34,65 35,53 34,51 35,64 36,77 36,12 37,82 39,52 39,00 41,79 44,58
Maio 32,44 33,38 34,31 32,78 34,00 35,21 33,52 35,36 37,21 34,85 37,85 40,86
Junho 33,65 34,53 35,40 34,38 35,50 36,63 35,93 37,64 39,35 38,71 41,53 44,36
Julho 34,48 35,41 36,33 31,87 36,46 41,05 32,67 38,78 44,90 34,71 43,01 53,32
Agosto 35,66 36,18 36,69 36,22 36,89 37,56 37,38 38,46 39,55 39,43 41,33 43,22
Setembro 36,26 36,76 37,26 36,65 37,30 37,94 37,49 38,48 39,47 9,00 40,63 42,43
Outubro 37,25 37,59 37,94 37,62 38,08 38,53 38,39 39,13 39,88 39,74 41,06 42,37
Novembro 37,19 37,62 38,05 37,64 38,21 38,79 38,56 39,52 40,47 40,20 41,89 43,58
Dezembro 36,89 37,33 37,77 37,32 37,90 38,47 38,22 39,14 40,06 39,80 41,40 43,00
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Figura 2: Gráficos de quantil-quantil, diagnóstico das distribuições para os dados de
temperatura máxima mensal dos meses, janeiro, fevereiro, março, abril, maio, junho,
julho, agosto, setembro, outubro, novembro e dezembro.
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Figura 3: Gráficos do teste de Kolgomorov-Smirnov da função de distribuição acumu-
lada emṕırica (representada pelo os tracinhos) e teórica (representada pela a curva) para
diagnóstico dos modelos ajustados aos dados de temperatura máxima mensal.
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4 Conclusão

A Teoria dos valores extremos, conforme foi abordada nesse estudo, pode solucionar

vários problemas da sociedade nos dias atuais. Entretanto alguns problemas práticos em

relação ao parâmetro de forma pode ocorrer, pois a estimativa pontual do mesmo não pode

ultrapassar o limite inferior de -0,5 e superior de 0,5, neste trabalho houve a ocorrência

deste problema nos meses de maio e novembro. Para obtenção dos parâmetros das distri-

buições dos valores extremos, o método da máxima verossimilhança foi satisfatório quando

aplicados aos dados de temperatura máxima.

As probabilidades de ocorrências de temperatura máxima, acima de 34◦C nos meses

de setembro a dezembro foram baixas, ou seja, não são tão expressivas. Por outro lado

os meses de fevereiro a agosto foram registradas probabilidades bastante expressivas. Nos

ńıveis de retorno, observou-se que a medida que o tempo médio do peŕıodo de retorno

aumenta a ocorrência dos máximos de temperatura tendem também a crescer.
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cidade máxima do vento em Piracicaba, SP. Dissertação de Mestrado, ESALQ, USP,

Piracicaba estado de São Paulo. 2002. 61p.

BEIJO, L.A.; AVELAR, F.G. A distribuição generalizada de valores extremos no estudo
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