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Resumo

Os modelos lineares generalizados, foram desenvolvidos por Nelder e Wedderburn,

que por sua vez estende-se o domı́nio da aplicabilidade dos modelos normais li-

neares e inclui modelos cuja variável resposta pertence à famı́lia exponencial de

distribuições. Exemplos são os modelos log-lineares, modelos gama para dados con-

t́ınuos, modelos logito e probito para dados de proporções, dentre outros. Nelder e

Wedderburn desenvolveram um algoritmo para calcular as estimativas de máxima

verossimilhança, que equivale a uma regressão do mı́nimos quadrados ponderados.

Após realizar o ajuste de um modelo linear generalizado a determinado conjunto

de observações, a variação residual poderá ser maior do que a variação que pode

ser acomodada pelo modelo. Isso poderá indicar a ocorrência de superdispersão.

Dentre várias das posśıveis causas da superdispersão, duas delas podem ser a forma

como o experimento foi conduzido e o processo de coleta dos dados. Quando ocorre

a superdispersão, deve-se procurar variáveis explanatórias adicionais, ou incluir no

modelo uma fonte adicional de variação que a acomode. Uma das maneiras de

se acomodar a superdispersão é incluir um efeito aleatório no modelo. Neste tra-

balho, o objetivo é apresentar a estimação dos parâmetros de um modelo linear

generalizado e sua implementação no software R.

Palavras-chave: Famı́lia exponencial; função de Ligação; anticoncepcional.



Abstract

The generalized linear models were developed by Nelder and Wedderburn, which

in turn extends the domain of applicability of linear normal models and includes

models whose response variable belongs to the exponential family of distributions.

Examples are the log - linear models, models range for continuous data, probit and

logit models for data proportions, among others. After the setting of a generalized

linear model to a given set of observations, the residual variation may be greater

than the variation that can be accommodated by the model. This may indicate

the occurrence of overdispersion. Among several possible causes of overdispersion,

two of them may be the way the experiment was conducted and the data collection

process. When overdispersion occurs, you should seek additional explanatory va-

riables, or include in the model an additional source of variation that contemplate.

In this work, the goal is to present the estimation of a linear model generalized

applied to binary data using the binomial distribution and comparing functions

for connection using the analysis software R.

Keywords: Exponential family; link function; contraceptive
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3 Gráfico de reśıduos para o modelo (3.1) sob função de ligação probit p. 38
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1 Introdução

Em muitos estudos estat́ısticos, quer seja de natureza experimental ou obser-

vacional, com problemas em que o objetivo principal é o de estudar a relação entre

variáveis, ou mais particularmente, analisar a influência que uma ou mais variá-

veis (explicativas) medidas em indiv́ıduos ou objetos, têm sobre uma variável de

interesse a que o nome de variável resposta. O modo como, em geral, o estat́ıstico

aborda tal problema é através do estudo de um modelo de regressão que relacione

essa variável de interesse com as variáveis ditas explicativas.

O modelo linear normal, ”criado”no ińıcio do século XIX, por Legendre e Gauss,

dominou a modelagem estat́ıstica até meados do século XX, embora vários modelos

não lineares ou não normais tenham sido desenvolvidos para fazer face a situações

que não eram adequadamente explicadas pelo modelo linear normal. São exemplo

disso, tal como referem McCullagh e Nelder (1989) e Lindsey (1997), o modelo

complementar log-log para ensaios de diluição (Fisher, 1922), os modelos probit

(Bliss, 1935) e logit (Berkson, 1944; Dyke and Patterson, 1952; Rasch, 1960) para

proporções, os modelos log-lineares para dados de contagens (Birch, 1963), os

modelos de regressão para análise de sobrevivência (Feigl e Zelen, 1965; Zippin e

Armitage, 1966; Glasser, 1967).

Todos os modelos anteriormente descritos apresentam uma estrutura de regres-

são linear e têm em comum, o fator da variável resposta seguir uma distribuição

dentro de uma famı́lia de distribuições com propriedades muito espećıficas: a fa-

mı́lia exponencial. Os Modelos Lineares Generalizados (MLG) introduzidos por

Nelder e Wedderburn (1972) correspondem a uma śıntese destes e de outros mode-

los, vindo assim unificar, tanto do ponto de vista teórico como conceitual, a teoria

da modelagem estat́ıstica até então desenvolvida. Desde sua formulação os MLG
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tem crescido em número de estudos teóricos e aplicações, sendo atualmente uma

das principais areas de estudo da estat́ıstica.

Neste trabalho, utilizou-se analises de dados binários, utilizando uma adap-

tação dos dados de Little (1978), distribuição de 1.607 mulheres casadas e aptas

a terem filhos. Estas foram entrevistadas na pesquisa Fiji Fertilidade no ano de

1975. Em que a parti destes dados será utilizado a distribuição binomial sob a

nomeclatura dos MLG e se fará a comparação entre as funções de ligação (probit

e logit).
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2 Revisão de Literatura

Nesta seção serão abordados os principais métodos estat́ısticos que servirão

de base para o entendimento dos Modelos Lineares Generalizados via distribuição

Binomial.

2.1 Faḿılia Exponencial

Segundo Cordeiro e Demétrio (2010) muitas das distribuições são membros da

chamada classe ou famı́lia exponencial. Assim, por exemplo, as distribuições nor-

mal, binomial, binomial negativa, gama, poisson, normal inversa, etc. Esta classe

de famı́lias de distribuições foi descoberta independentemente por Koopman, Pit-

man e Darmois através do estudo de propriedades de suficiência estat́ıstica. Poste-

riormente, muitos outros aspectos dessas famı́lias foram descobertos e tornaram-se

importantes na teoria moderna da estat́ıstica a partir do trabalho pioneiro de Nel-

der e Wederburn (1972) que definiram os modelos lineares generalizados.

Os modelos lineares generalizados pressupõem que a variável resposta tenha

uma distribuição pertencente a uma famı́lia particular, a famı́lia exponencial. Essa

definição adequa-se a (Cox e Hinkley, 1974). Uma definição mais geral de famı́lia

exponencial k-paramétrica e suas propriedades.

Diz-se que uma variável aleatória Y tem distribuição pertencente à famı́lia

exponencial de dispersão (ou simplesmente famı́lia exponencial) se a sua função

densidade de probabilidade (f.d.p.) ou função massa de probabilidade (f.m.p.)

poder ser escrita na forma da famı́lia exponencial uniparamétrica:

f(y; θ) = h(y)exp[n(θ)t(y)− b(θ)] (2.1)
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com que as funções n(θ), b(θ), t(y) e h(y) assumem valores np em subconjunto dos

reais. As funções n(θ), b(θ) e t(y) não são únicas. Por exemplo, n(θ) pode ser

multiplicada por uma constante k e t(y) pode ser dividido pela mesma constante.

Inúmeras distribuições podem ser representadas na forma (2.1), tais como:

poisson, binomial, rayleigh, normal, gama e normal inversa (sendo as três últimas

com a proposição de que pelo menos um dos parâmetros seja conhecido). O artigo

de Cordeiro et al. (1995), apresentou 24 distribuições na forma (2.1). A base da

famı́lia exponencial (2.1), isto é, {y; f(y; θ) > 0}, não pode depender de θ. Por-

tanto, a distribuição uniforme em (0, θ) não é um modelo da famı́lia exponencial.

Pelo teorema da fatoração de Neyman-Fisher, a estat́ıstica t(y) é suficiente para θ.

O elemento aleatório de um modelo linear generalizado é determinado a partir

da famı́lia exponencial uniparamétrica na forma canônica f(y; θ) = h(y)exp[θ(y)−
b(θ)] sendo introduzido um parâmetro φ > 0 que é uma medida de dispersão da

distribuição. Nelder e Wedderburn (1972) ao proporem esta teoria, conseguiram

incorporar distribuições biparamétricas no componente aleatório do modelo, Isto

é,

f(y; θ, φ) = exp{φ−1[yθ − b(θ)] + c(y, θ)}, (2.2)

em que b(.) e c(.) são funções conhecidas. Quando φ é conhecido, a famı́lia de

distribuições (2.2) será idêntica à famı́lia exponencial na forma canônica. O valor

esperado e a variância de Y , com distribuição na famı́lia (2.2), é definido por

E(Y ) = µ = b′(θ) e V ar(Y ) = φb′′(θ).

A partir da expressão da variância, φ será um parâmetro de dispersão do

modelo sendo seu inverso (φ−1), uma medida de precisão. A função que melhor

relaciona o parâmetro canônico θ com a média µ (inversa da função b′(.)) será

denotado por θ = q(µ). A função da média µ na variância é representada por

b′′(θ) = V (µ). Define-se V (µ) como sendo função de variância. Pode-se observar

que o parâmetro canônico é obtido de θ =
∫
V −1(µ)dµ, pois V (µ) = dµ

dθ
. A famı́lia
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de distribuições (2.2) admite incorporar distribuições que apresentam assimetria

de natureza discreta ou cont́ınua e com suportes que são limitados a intervalos do

conjunto dos reais.

Morris, 1982 demonstra que podem existir apenas seis distribuições na famı́lia

(2.2) cuja função de variância é uma função, no máximo, quadrática da média.

Essas distribuições são normal (V = 1), gama (V = µ2), binomial (V = µ(1−µ)),

poisson (V = µ), binomial negativa (V = µ + µ2

k
) e a sexta, chamada secante

hiperbólica generalizada (V = 1 + µ2).

A função geradora de momentos (f.g.m.) da famı́lia (2.2) é dada por

M(t; θ, φ) = E(etY ) = exp{φ−1[(φt+ θ)− b(θ)]}. (2.3)

Para este caso será feita apenas o caso de variáveis aleatórias cont́ınuas. Para

o caso discreto, basta substituir a integral pelo somatório. A função geradora de

cumulantes (f.g.c.) correspondente é,

ϕ(t; θ, φ) = log[M(t; θ, φ)] = φ−1[b(φt+ θ)− b(θ)]. (2.4)

Na f.g.c. tem um papel fundamental, mas que a f.g.m. na estat́ıstica, pois uma

grande parte da teoria assintótica vai depender de suas propriedades. Derivando-se

(2.4), sucessivamente, em relação a t, vem

ϕ(r)(t; θ, φ) = ϕr−1b(r)(φt+ θ),

em que b(r)(.) vai indicar a derivada de r-ésima ordem de b(.) em relação a t. Para

t = 0, obtendo-se o r-ésimo cumulante da famı́lia (2.2) como

Kr = φr−1b(r)(θ). (2.5)

Tendo sido enfatizado anteriormente, pode-se agora deduzir, a partir de (2.5),

o valor esperado k1 = µ e a variância k2 da famı́lia (2.2) para r = 1 e 2, respecti-

vamente. Tem-se que k1 = µ = b′(θ) e k2 = φb′′(θ) = φdµ
dθ
.
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Na equação (2.4) pode-se notar que existe uma relação interessante de recorrên-

cia entre os cumulantes da famı́lia (2.2), isto por que, kr+1 = φdkr
dθ

para r = 1, 2, ...,

fundamental para obtenção de propriedades assintóticas dos estimadores de má-

xima verossimilhança nos modelos lineares generalizados.

Podem-se, alternativamente, concluir essas expressões, simplesmente usando

as propriedades da função escore. Ou seja l = l(θ, φ) = logf(y; θ, φ) o logaritmo

da função de máxima verossimilhança correspondente a uma única observação em

(2.2). Tem-se

U = dl
dθ

= φ−1[y − b′(θ)] e U′ = d2l
dθ2

= −φ−1b′′(θ).

consequentemente,

E(U) = φ−1[E(Y )− b′(θ)] = 0 que sugere E(Y ) = b′(θ)

logo

V ar(U) = −E(U′) = φ−1b′′(θ) e V ar(U) = E(U2) = φ−2V ar(Y ).

Portanto,

V ar(Y ) = φb′′(θ).

Conforme Bolfarine e Sandoval (2001); Casella e Berger (2011); Cordeiro e

Demétrio (2010), uma estat́ıstica T = T (Y ) é suficiente para θ quando possuir

toda informação acerca deste parâmetro e estiver contida na amostra Y . Se T for

suficiente para θ, então, a distribução condicional de Y dada uma estat́ıstica T (Y )

será independente de θ, isto é,

P (Y = y|T = t, θ) = P (Y = y|T = t).
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Para o discernimento da fatoração tem-se uma forma conveniente de caracte-

rizar uma estat́ıstica suficiente. Uma condição necessária e suficiente para que T

seja suficiente para um parâmetro θ é que a f.d.p. fY (y; θ) possa ser decomposta

como

fY (y; θ) = h(y)g(t, y),

ainda que t = T (y) e h(y) não vão depender de θ. Já para o caso discreto, a f.d.p.

seria substitúıda pela função de probabilidade.

Seja Y1, ..., Yn uma amostra aleatória (a.a.) de uma distribuição que pertence

à famı́lia (2.2). A distribuição conjunta de Y1, ..., Yn é definida

f(y; θ, φ) = Πn
i=1f(yi; θ, φ) = Πn

i=1exp{φ−1[yiθ − b(θ)] + c(yi, φ)}

f(y; θ, φ) = exp{φ−1[θ
∑n

i=1 yi − nb(θ)]}exp[
∑n

i=1 c(yi, φ)].

Pelo teorema da fatoração de Neyman-Fisher e supondo φ conhecido, tem-se

que T =
∑n

i=1 Yi vai ser uma estat́ıstica suficiente para θ, pois

f(y; θ, φ) = g(t, θ)h(h1, ...hn),

sendo que g(t; θ) depende de θ e dos y′s apenas através de t e h(y1, ..., yn) independe

de θ.

Sendo assim pode-se observar que se uma distribuição pertence à famı́lia ex-

ponencial, então, pode-se dizer que existe uma estat́ıstica suficiente. Na realidade,

usando-se o Teorema de Lehmann-Scheffé (MENDENHALL et al., 1981) mostra-se

que T =
∑n

i=1 Yi vai ser uma estat́ıstica suficiente minimal.

2.2 Modelos Lineares Generalizados

Os Modelos Lineares Generalizados foram introduzidos no inıcio dos anos 70,

tendo um impacto muito grande no desenvolvimento da estat́ıstica aplicada. No
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prinćıpio o seu uso esteve confinado a um grupo restrito de investigadores, dada a

falta de bibliográfia acesśıvel e a complexidade inicial do GLIM, primeiro software

totalmente dirigido a aplicação da metodologia. Este avanco só foi posśıvel a partir

do momento em que o software existente passou a ser um pouco mais “amigavel”.

Atualmente, a maioria dos pacotes estatısticos de maior expansão já contem modu-

los adequados ao estudo destes modelos. Pode pois dizer-se que, neste momento, o

conhecimento adequado da metodologia dos MLG e imprescindıvel para qualquer

indivıduo que utilize metodos estatısticos.

Os modelos lineares generalizados (MLG) foram estabelecidos por John Nel-

der e Robert Wedberburn em 1972, estes autores mostram vÁrias técnicas como

uma forma de unificar vários modelos estat́ısticos, frequentemente estudadas sepa-

radamente, formulando-as, de uma maneira unificada, em uma classe de modelos

de regressão. Tais modelos envolvem uma variável resposta univariada, variáveis

explanatórias e uma amostra aleatória de n observações independentes do mo-

delo. Possui uma distribuição pertencente à famı́lia de distribuições que engloba

a normal, gama e normal inversa para todos os dados cont́ınuos; binomial para

proporções; poisson e binomial negativa para contagens;

A definição dos modelos lineares generalizados pode ser utilizada quando se tem

uma única variável aleatória Y associada a um conjunto de variáveis explanatórias

x1, ..., xp. Para uma amostra de n observações (yi, xi) em que xi = (xi1, ..., xip)
T vai

ser um vetor coluna de variáveis explicativas, o MLG envolve os três componentes:

Componente aleatório, componente sistemático e função de ligação.

O componente aleatório é representado por um conjunto de variáveis aleatórias

independentes Y1, ..., Yn provenientes de uma mesma distribuição que faz parte da

famı́lia de distribuições (2.2) com médias µ1, ..., µn, ou seja,

E(Yi) = µi, i = 1, ..., n,

sendo φ > 0 um parâmetro de dispersão e o parâmetro θi denominado parâmetro
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canônico. Então, a f.d.p. de Yi vai ser dada por

f(yi; θi, φ) = exp{φ−1[yiθi − b(θi)] + c(yi, φ)} (2.6)

sendo b(.) e c(.) funções conhecidas.

E(Yi) = µi = b′(θi) e V ar(Yi) = φb′′(θi) = φVi,

em que Vi = V (µi) = ∂µi
∂θi

é denominada de função de variância e depende unica-

mente da média µi. O parâmetro natural θi pode ser expresso como

θi =

∫
V −1
i ∂µi = q(µi), (2.7)

sendo q(µi) uma função conhecida da média µi. Dada uma relação funcional para

a função de variância V (µ), o parâmetro canônico será obtido da equação (2.7)

e a distribuição fica determinada na famı́lia exponencial (2.6). A importância da

famı́lia (2.7) na teoria dos MLG’s é que ela permite incorporar dados que exibem

assimetria, dados de natureza discreta ou cont́ınua e dados que são restritos a um

intervalo do conjunto dos reais, como o intervalo (0, 1).

No componente sistemático variáveis explicativas que entram na forma de uma

soma linear de seus efeitos

ηi =

p∑
r=1

xirβj = xTi β ou ηi = Xβ (2.8)

sendo X = (x1, ..., xn)T a matriz do modelo, β = (β1, ..., βp)
T o vetor de parâmetros

e η = (η1, ..., ηn)T o preditor linear. Se um parâmetro tem valor conhecido, o termo

correspondente na estrutura linear é chamado offset que é um valor conhecido na

regressão.

A função de ligação é uma função que relaciona o componente aleatório ao
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componente sistemático, vincula a média ao preditor linear, isto é,

ηi = g(µi), (2.9)

sendo g(.) uma função monótona e diferenciável.

Assim, vê-se que para a especificação do modelo, os parâmetros θi da famı́lia de

distribuições (2.6) não são de interesse direto (pois há um para cada observação)

mas sim um conjunto menor de parâmetros β1, ..., βp tais que uma combinação

linear dos β′ seja igual a alguma função do valor esperado de Yi. Como o parâmetro

natural θi é uma função uńıvoca da média µi, o mesmo pode ser expresso por uma

função de ligação em termos desse parâmetro, isto é, ηi = g(q−1(θi)) :

Nesses termos, MLG é definido por uma distribuição da famı́lia (2.6), uma

estrutura linear (2.8) e uma função de ligação (2.9). Por exemplo, quando θ = µ

e a função de ligação é linear, obtém-se o modelo clássico de regressão como um

caso particular. Os modelos log-lineares são deduzidos supondo θ = log(µ) com

função de ligação logaŕıtmica Log(µ) = η.

As funções de ligação usuais são: potência η = µλ em que λ é um número real,

loǵıstica η = log[ µ
(m−µ)

], probito η = φ−1( µ
m

) sendo φ(.) a função de distribuição

acumulada (f.d.a.) da distribuição normal padrão e a complemento log − logη =

log[−log(1− µ
m

)], em que m é o número de ensaios independentes.

Aranda-Ordaz (1981) propôs uma famı́lia de funções de ligação para análise

de dados na forma de proporções. Outra famı́lia importante de funções de ligação,

principalmente para dados com média positiva, é a famı́lia potência (Cordeiro e

Demétrio, 2010).

No modelo binomial a distribuição foi deduzida por James Bernoulli em (1713),

embora tenha sido encontrada anteriormente em trabalhos de Pascal.

Suponha que Y = ηπ tenha distribuição binomial B(η; π), com função de

probabilidade, sendo que π representa a proporção de sucessos em m ensaios in-

dependentes com probabilidade de sucesso π.
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O modelo binomial é usado, principalmente, no estudo de dados na forma de

proporções, como nos casos da análise probito, loǵıstica (ou ”logit”) (ASHTON,

1972) e complemento log-log (Fisher, 1922), e na análise de dados binários, como

na regressão loǵıstica linear (COX, 1970).

2.3 Estimação

A decisão importante na aplicação dos MLG é a escolha do trinômio: distri-

buição da variável resposta ∗ matriz modelo ∗ função de ligação. A seleção pode

resultar de simples exame dos dados ou de alguma experiência anterior. Inicial-

mente, considera-se esse trinômio fixo para se obter uma descrição adequada dos

dados através das estimativas dos parâmetros do modelo. Muitos métodos podem

ser usados para estimar os parâmetros β′s; por exemplo o qui-quadrado mı́nimo, o

Bayesiano e a estimação-M. O último inclui o método de máxima verossimilhança

(MV) que tem propriedades ótimas, tais como, consistência e eficiência assintótica.

As distribuições a serem assumidas para escala de tolerância e correspondentes

funções de ligação devem ser capazes de transformar o intervalo (0, 1) em (−∞,∞).

Neste sentido, as distribuições loǵıstica, normal padrão e Gumbel (ou distribuição

de valor extremo) para torelância e suas correspondentes funções de ligação de-

nominadas logito, probito e complemento log-log são apropriadas para o modelo

binomial. A função de ligação complemento log-log (log[−log(1 − µ)]) pode ser

mais indicada para valores de µ próximos de zero.

Existe pouca diferença entre as distribuições normal e loǵıstica para tolerância

ou escala cont́ınua (CORDEIRO, 1986). Entretanto, a função de ligação logito é

mais usada em dados binomiais pois refere-se a uma ligação canônica ou natural,

tendo uma interpretação mais simples.

Considerando-se a função de ligação logito e a variável sobrevivência, em que

os indiv́ıduos vivos recebe o valor 1 e os mortos valor 0, tem-se: µi = P (Yi = 1) =

probabilidade de um indiv́ıduo sobreviver; g(µi) = ηi = log[ µi
1−µi ]; η = Xβ =
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modelo linear imposto ao logito.

A variância residual, ou seja, a variância das observações dado ηi (ou µi),

advém da amostragem binomial, ou seja:

V ar(Yi|µi) = µi(1− µi).

Se um MLG for definido pelas expressões (2.6), (2.8) e (2.9) e supondo-se que

os dados y = (y1, ..., yn)T : O logaritmo da função de máxima verossimilhança como

função apenas de β (considerando-se o parâmetro de dispersão φ conhecido) dado

o vetor y é definido por l(β) = l(β, y) e usando-se a expressão (2.6) tem-se

l(β) = φ−1

n∑
i=1

[yiθi − b(βi)] +
n∑
i=1

c(yi, φ), (2.10)

em que θi = q(µi), µi = g−1(ηi) e ηi =
∑p

r=1 xirβr.

Deve-se, primeiramente, estimar o vetor de parâmetros β para depois calcular

as estimativas do vetor das médias µ e do vetor dos parâmetros θ pelas relações

funcionais µi = g−1(xTi β) e θi = q(µi):

Um caso importante dos MLG surge quando o vetor de parâmetros canônicos θ

da famı́lia (2.6) e o vetor de preditores lineares η em (2.8) são iguais, conduzindo-

se às funções de ligação canônicas. Tem-se, θi = ηi =
∑p

r=1 xirβr para i = 1, ..., n:

As estat́ısticas Sr =
∑n

i=1 xirYi para r = 1, ..., p são suficientes para os parâmetros

β1, ..., βp e têm dimensão máxima p. Sejam sr =
∑n

i=1 xiryi as realizações de Sr,

r = 1, ..., p. Então, (2.10) pode ser escrita na forma:

φ−1[
∑p

r=1 srβr −
∑n

i=1 b(θi)] +
∑n

i=1 c(yi, φ)

e, portanto, l(β) tem a seguinte decomposição l(β) = l1(s, β) +l2(y), em que

l1(s, β)= φ−1
∑p

r=1 srβr − φ−1
∑n

i=1 b(
∑p

r=1 xirβr) e l2(y) =
∑n

i=1 c(yi, φ).
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As funções de ligação canônicas produzem propriedades estat́ısticas de inte-

resse para o modelo, tais como, suficiência, facilidade de cálculo, unicidade das

estimativas de máxima verossimilhança e, em alguns casos, interpretação simples

e, a prinćıpio, pode-se trabalhar com ela quando não existirem indicativos de ou-

tra prefeŕıvel. Entretanto, não existe razão para se considerarem sempre os efeitos

sistemáticos como aditivos na escala dada pela função de ligação canônica.

Inicialmente, considera-se esse trinômio fixo para se obter uma descrição ade-

quada dos dados através das estimativas dos parâmetros do modelo. Muitos mé-

todos podem ser usados para estimar os parâmetros β′s; inclusive o qui-quadrado

máximo, o Bayesiano e a estimação-M. O último inclui o método de máxima ve-

rossimilhança (MV) que tem muitas propriedades ótimas, tais como, consistência

e eficiência assintótica.

Considerado-se apenas o método de (MV) para estimar os parâmetros lineares

β1, ..., βp do modelo. O vetor escore é formado pelas derivadas parciais de primeira

ordem do logaritmo da função de verossimilhança. Da expressão (2.10) pode-se

calcular, pela regra da cadeia, o vetor escore U (β) = ∂l(β)
∂β

de dimensão p, com

elemento t́ıpico Ur = ∂l(β)
∂βr

=
∑n

i=1
dli
dθi

dθi
dµi

dµi
dηi

∂ηi
∂βr

, pois

l(β) = f(θ1, θ2, ..., θi, ..., θn)

θi =
∫
V −1
i dµi = q(µi)

µi = g−1(ηi) = h(ηi)

ni =
∑p

r=1 xriβr

e, sabendo-se que µi = β′X(θi) e dµi = dθi = Vi, tem-se

Ur = φ−1

n∑
i=1

(yi − µi)
1

Vi

dµi
dηi

xir (2.11)

para r = 1, ..., p:
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O método iterativo de Newton-Raphson para a solução de uma equação f(y) =

0 é baseado na aproximação de Taylor para a função f(y) na vizinhança do ponto

y0, ou seja,

f(y) = f(y0) + (y − y0)f ′(y0) = 0,

obtendo-se

y = y0 − f(y0)
f ′(y0)

,

ou, de uma forma mais geral,

y(v−1) = y(v) − f(y(v))

f ′(y(v))
,

sendo y(v+1) o valor de v no passo (v + 1), y(v) o valor de y no passo v, f(y(v)) a

função f(y) avaliada em y(v) e f ′(y(v)) a derivada da função f(y) avaliada em y(v).

Quando as derivadas parciais de segunda ordem são avaliadas facilmente, o

método de Newton-Raphson é bastante útil. Acontece, porém, que isso nem sem-

pre ocorre e no caso dos MLG usa-se o método escore de Fisher que, em geral, é

mais simples (coincidindo com o método de Newton-Raphson no caso das funções

de ligação canônicas). Esse método envolve a substituição da matriz de derivadas

parciais de segunda ordem pela matriz de valores esperados das derivadas parci-

ais, isto é, a substituição da matriz de informação observada, J , pela matriz de

informação esperada de Fisher, K. Logo,

β(m+1) = β(m) + (K(m))−1U(m) (2.12)

sendo que K tem elementos t́ıpicos dados por

κr,s = −E[ ∂
2l(β)

∂βr∂βs
] = E[∂l(β)

∂βr

∂l(β)
∂βs

],
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que é a matriz de covariâncias dos U′rS:

Multiplicando-se ambos os membros de (2.12) por K(m), tem-se

K(m)β(m+1) = K(m)β(m) + U(m). (2.13)

Substituindo K e U em (2.13) e eliminando φ, tem-se

XTW (m)Xβ(m+1) = XTW (m)Xβ(m) +XTW (m)G(m)(y − µ(m)),

ou, ainda,

XTW(m)Xβ(m+1) = XTW(m)[η(m) + G(m)(y − µ(m))].

Define-se a variável dependente ajustada z = η +G(y, µ): Logo,

XTW(m)Xβ(m+1) = XTW(m)z(m)

ou

β(m+1) = (XTW(m)X)−1XTW(m)z(m). (2.14)

A equação matricial (2.14) é válida para qualquer MLG e mostra que a solu-

ção das equações de MV equivale a calcular repetidamente uma regressão linear

ponderada de uma variável dependente ajustada z sobre a matriz X usando uma

matriz de pesos W que se modifica no processo iterativo.

A demonstração de (2.14), em generalidade, foi dada por Nelder e Wedder-Burn

(1972). Eles generalizaram procedimentos iterativos obtidos para casos especiais

dos MLG: probit (FISHER, 1935), log-lineares (HABERMAN, 1970) e log-lineares

(COX, 1972).

O método usual para iniciar o processo iterativo é especificar uma estimativa

inicial e, sucessivamente, alterá-la até que a convergência seja obtida e, portanto,

β(m+1) aproxime-se de β̂ quando m cresce. Note, contudo, que cada observação

pode ser considerada como uma estimativa do seu valor médio, isto é, µ
(1)
i = yi e,

assim, calcula-se
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η
(1)
i = g(µ

(1)
i ) = g(yi) e w

(1)
i = 1

V (yi)[g′(yi)]2
.

Em pequenas amostras, a Equação (2.14) pode divergir. O número de iterações

até convergência depende inteiramente do valor inicial arbitrado para β̂, embora,

geralmente, o algoritmo convirja rapidamente. A desvantagem do método tradici-

onal de Newton-Raphson com o uso da matriz observada de derivadas de segunda

ordem é que, normalmente, não converge para determinados valores iniciais.

Nas funções de ligação canônicas w = V = dµ
dη

que produzem os modelos deno-

minados canônicos, as equações de MV têm a seguinte forma, facilmente deduzidas

de (2.11),

∑n
i=1 xiryi =

∑n
i=1 xirµ̂i

para r = 1, ..., p: Em notação matricial, tem-se

XTy = XT µ̂. (2.15)

Sendo assim, as estimativas de MV dos β′s são únicas. Sendo S = (S1, ..., Sp)
T

o vetor de estat́ısticas suficientes definidas por Sr =
∑n

i=1 xirYi, e s = (s1, ..., sp)
T

os seus valores amostrais, a Equacão (2.15) podem ser expressos por

E(S; µ̂) = s,

significando que as EMV das médias µ1, ..., µn nos modelos canônicos são obtidas

igualando-se as estat́ısticas suficientes minimais aos seus valores esperados.

Se a matriz modelo corresponde a uma estrutura fatorial, consistindo-se so-

mente de zeros e uns, o modelo pode ser especificado pelas margens que são as

estat́ısticas minimais, cujos valores esperados devem igualar aos totais marginais.

O algoritmo (2.14) pode ser usado para ajustar inúmeros outros modelos, como

aqueles baseados na famı́lia exponencial (2.1) que estão descritos por Cordeiro et

al. (1995), bastando identificar as funções de variância e de ligação.
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Com a obtenção da EMV β̂ em (2.15), podem-se calcular as EMV dos predi-

tores lineares η̂ = Xβ̂ e das médias µ̂ = g−1(η̂). A EMV do vetor θ de parâmetros

canônicos é, simplesmente, igual a θ̂ = q(µ̂):

A inversa da matriz de informação estimada em β̂ representa a estrutura de

covariância assintótica de β, isto é, a matriz de covariância de β quando n → 1:

Logo, a matriz de covariância de β é estimada por

Ĉov(β̂) = φ(XTŴTX)−1 (2.16)

em que Ŵ é a matriz de pesos W avaliada em β̂.

Intervalos de confiança assintóticos para os parâmetros β′s podem ser deduzi-

dos da aproximação (2.16). Observa-se que o parâmetro de dispersão φ é um fator

multiplicativo na matriz de covariância assintótica de β̂.

A estrutura da covariância assintótica das EMV dos preditores lineares em η̂

é obtida diretamente de Cov(η̂) = XCov(β̂)XT : Logo,

Ĉov(η̂) = φX(XTŴX)−1XT . (2.17)

A matriz Z = {zij} = X(XTWX)−1XT que aparece em (2.17) tem um papel

importante na teoria assintótica dos MLG (CORDEIRO, 1983; CORDEIRO e

MCCULLAGH, 1991). Essa matriz surge no valor esperado da função desvio até

termos de ordem O(n−1) e no valor esperado da estimativa η̂ até essa ordem.

A estrutura de covariância assintótica das EMV das médias em µ̂ pode ser

calculada expandindo µ̂ = g−1(η̂) em série de Taylor. Tem-se,

Cov(η̂) = G−1cov(η̂)G−1 (2.18)

enfatizando que a matriz diagonal G = diag dηi
dµi

.

Expandindo a função suporte l = l(β), em série multivariada de Taylor ao
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redor de β̂ e notando que U(β̂) = 0, obtém-se, aproximadamente,

l̂− l
.
=

1

2
(β − β̂)T Ĵ(β − β̂) (2.19)

A forma quadrática do lado direito de (2.19) aproxima a superf́ıcie suporte

por um parabolóide, passando pelo seu ponto de máximo, com a mesma curvatura

esférica da superf́ıcie nesse ponto.

A Equação (2.19) implica que a função de verossimilhança L = L(β) num

ponto qualquer β segue, aproximadamente, a expressão

L
.
= exp[−1

2
(β − β̂)T Ĵ(β − β̂)] (2.20)

em que L̂ é a função de verossimilhança avaliada em β̂, que representa a forma da

curva normal multivariada com média β̂ e estrutura de covariância igual a Ĵ−1.

A fórmula (2.20) apresenta decomposição da função de verossimilhança, pelo

menos para n grande, estabelecendo, pelo teorema da fatoração, a suficiência as-

sintótica da EMV. Conclui-se que, embora as EMV não sejam necessariamente

suficientes para os parâmetros do modelo, essa suficiência será alcançada quando

a dimensão do vetor de observações tender para infinito.

Cita-se, aqui, algumas propriedades da matriz de informação. Seja Ky(β) a

informação sobre um vetor paramétrico β contida nos dados y obtidos de certo

experimento. A informação é aditiva para amostras y e z independentes, isto é,

Ky+z(β) = Ky(β) + Kz(β). Como Û = U(β̂) = 0, segue-se a relação aproximada

(por expansão multivariada de Taylor):

β̂ − β .
= J−1U (2.21)

O método de Newton-Raphson, de cálculo da EMV consiste em usar a Equação

(2.21) iterativamente. Obtém-se uma nova estimativa β̂(m+1) a partir de uma
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anterior β(m) por meio de

β(m+1) = β(m) + J(m)−1

U(m) (2.22)

em que quantidades avaliadas na m-ésima iteração do procedimento iterativo são

indicadas com o superescrito (m). O processo é, então, repetido a partir de β(m+1)

até a distância entre β(m+1) e β(m) se tornar despreźıvel ou menor do que uma

quantidade pequena especificada.

A expressão (2.21) tem uma forma alternativa equivalente, assintoticamente,

pois pela lei dos grandes números J deve convergir para K quando n → ∞.

Assim, substituindo a informação observada em (2.21) pela esperada, obtém-se a

aproximação

β̂ − β .
= K−1U. (2.23)

O procedimento iterativo baseado em (2.23) é denominado método escore de

Fisher para parâmetros, isto é, β(m+1) = β(m) + K(m)−1
U(m), como foi explicitado

na equação (2.12). O aspecto mais trabalhoso dos dois esquemas interativos é a

inversão das matrizes J e K. Ambos os procedimentos são muito senśıveis em

relação à estimativa inicial β(1). Se o vetor β(1) for uma estimativa consistente,

ambos os métodos convergirão em apenas um passo para uma estimativa eficiente,

assintoticamente.

Os procedimentos iterativos descritos são casos especiais de uma classe de

algoritmos iterativos para maximizar o logaritmo da função de verossimilhança

l(β). Essa classe tem a forma

β(m−1) = β(m) − s(m)Q(m)U(m), (2.24)

em que s(m) é um escalar, Q(m) é uma matriz quadrada que determina a direção
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da mudança de β(m) para β(m+1) e U(m) é o vetor gradiente do logaritmo da função

de verossimilhança l(β), com todas essas quantidades variando no processo itera-

tivo. Os algoritmos iniciam num ponto β(1) e procedem, por meio da expressão
∂l(θ;y)
∂θ

= 0, para calcular aproximações sucessivas para a EMV β̂. Nos procedimen-

tos iterativos de Newton-Raphson e escore de Fisher, s(m) é igual a um, e a matriz

de direção Q(m) é igual à inversa da matriz Hessiana e à inversa do valor esperado

dessa matriz, respectivamente. Esses dois procedimentos devem ser iniciados a

partir de uma estimativa consistente a fim de se garantir convergência para β̂. A

escolha do melhor algoritmo em (2.24) é função da geometria do modelo em con-

sideração e, em geral, não existe um algoritmo superior aos demais em qualquer

espectro amplo de problemas de estimação.

2.4 Distribuição Binomial

Considera-se um caso em que a resposta é yi em binário, assumindo-se apenas

dois valores que, por conveniência, é um código de um (1) ou zero (0). Por exemplo,

podeŕıamos definir desta forma:

yi =

{
1, se a mulher usa anticoncepcionais ,

0, caso contrário .

Tem-se assim yi como uma realização de um Yi de variável aleatória que pode

assumir os valores um e zero com probabilidades πi e 1 − πi, respectivamente. A

distribuição Yi é chamada uma distribuição de Bernoulli com parâmetro πi, e pode

ser escrita de forma compacta como

P{Yi = yi} = πyii (1− πi)1−yi

para yi = 0, 1. Observe que, se yi = 1 obtem-se πi, e se yi = 0 obtemos 1− πi.

Verifica-se por cálculo direto que o valor esperado e variância de Yi são
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E(Yi) = µi = πi, e

V AR(Yi) = σ2
i = πi(1− πi).

Note-se que a média e variância dependem da probabilidade subjacente πi.

Qualquer fator que tenha um a probabilidade de ocorre não irá alterar apenas a

média, mas também a variância das observações. Isto sugere que o modelo linear

vai permiti os preditores para a média, e assumem a variância constante que não

será adequada para a análise de dados binários.

Suponha agora que as unidades em estudo possam ser classificadas de acordo

com os fatores de interesse em grupos de k, de tal maneira que todos os indiv́ıduos

de um grupo tenha valores idênticos de todas as covariáveis. Em nossa aplicação,

as mulheres podem ser classificadas em 16 diferentes grupos em termos de idade,

escolaridade e desejo para mais crianças. Deixe ηi denotar o número de observações

no grupo i, e deixa yi que denota o número de unidades que possuem o atributo

de interesse no grupo i. Por exemplo,

yi = número de mulheres que usam contracepção no grupo i.

Define-se yi como uma realização de uma (Yi) variável aleatória que assume

os valores 0, 1, ..., ηi. Se as observações ηi em cada grupo são independentes, e

eles têm a mesma probabilidade πi de ter o atributo de interesse, em seguida, a

distribuição de Yi é binomial com parâmetros πi e ηi, pode ser escrita comoque

escrever

Yi v B(ηi, πi)

A função de distribuição de probabilidade de Yi é dada por

P{Yi = yi}

(
ηi

yi

)
πyii (1− πi)ηi−yi
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para yi = 0, 1, ..., ni . Aqui πYii (1−πi)ηi−yi é a probabilidade de se obter yi sucessos

e fracassos ηi − Yi em alguma ordem tal especifica, e a combinação é o número de

maneiras de obter sucessos de yi em ensaios ηi.

A média e a variância de Yi pode ser definido como

E(Yi) = µi = ηiπi, e

V AR(Yi) = σ2
i = ηiπi(1− πi).

A maneira mais fácil de obter este resultado é o seguinte. Seja Yij um indicador

de variável que assume os valores um ou zero, se a unidade j no grupo i é um sucesso

ou uma falha, respectivamente. Observa-se que Yij é uma variável aleatória com

distribuição de Bernoulli. Pode-se escrever o número sucessos do grupo i como

uma soma das variáveis indicadoras individuais, para Yi =
∑n

j Yij. A média de

Yi é, em seguida, a soma dos valores médios individuais, e pela independência,

a sua variação é a soma dos desvios individuais. Observe mais uma vez que a

média e a variância dependem da probabilidade de base πi. Qualquer fator desta

probabilidade terá uma média como o desvio das observações.

2.5 Transformação Logit

A regressão loǵıstica análisa dados distribúıdos binomialmente da forma,

Yi ∼ B(pi, ni), for i = 1, ...,m,

onde os números de ensaios de Bernoulli ni são conhecidos e as probabilidades de

êxito pi são desconhecidas. Um exemplo desta distribuição é a percentagem de

sementes (pi) que germinam depois de ni serem plantadas.

O modelo é então obtido na base de que cada ensaio (valor de i) e o conjunto de

variáveis explicativas e independentes que possa informar acerca da probabilidade
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final. Estas variáveis explicativas podem-se ver como um vector Xi k-dimensional

e o modelo toma então a forma

pi = E
(
Yi
ni

∣∣∣Xi

)
.

Os logits com probabilidades binomiais desconhecidas (i.e., os logaritmos dos

odds) são modelados como uma função linear dos Xi.

logit(pi) = ln
(

pi
1−pi

)
= β0 + β1x1,i + · · ·+ βkxk,i.

Note-se que um elemento particular de Xi pode ser ajustado a 1 para todo

o i obtendo-se um intercepto no modelo. Os parâmetros desconhecidos βj são

habitualmente estimados através de máxima verossimilhança.

A interpretação dos valores estimados do parâmetro βj é similar aos efeitos

aditivos em log odds ratio para uma unidade de mudança na j-ésima variável

explicativa. No caso de uma variável explicativa dicotómica, por exemplo o género,

eβ é o estimador de odds ratio de ter o resultado para, por exemplo, homens

comparados com mulheres.

O modelo tem uma formulação equivalente dada por

pi = 1

1+e
−(β0+β1x1,i+···+βkxk,i)

.

Esta forma funcional é habitualmente identificada como um perceptron de uma

camada simples ou rede neuronal artificial de uma só camada. Uma rede neuronal

de uma só camada calcula uma sáıda cont́ınua em vez de uma função por troços.

A derivada de pi em relação a X = x1...xk é calculada na forma geral:

y = 1
1+e−f(X)
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onde f(X) é uma função anaĺıtica em X. Com esta escolha, a rede de camada

simples é idêntica ao modelo de regressão loǵıstica. Esta função tem uma derivada

cont́ınua, a qual permite ser usada na propagação para trás. Esta função também

é preferida pois a sua derivada é facilmente calculável:

y′ = y(1− y) df
dX

,

2.6 Transformação Probit

O probit é um método para estimar dose cŕıticas em ensaios de dose-resposta,

discutido em detalhes em Bliss (1935). Um ensaio do tipo dose-resposta é aquele

onde uma determinada droga é administrada em k diferentes doses (ńıveis), d1,

d2, ..., dk em, respectivamente, m1,m2, ...,mk indiv́ıduos, obtendo-se como res-

posta, após um peŕıodo especificado, y1, y2, ..., yk indiv́ıduos que mudam de estado

(ocorrência de um sucesso, por exemplo, morte). Neste tipo de ensaio uma amos-

tra com indiv́ıduos de uma mesma espécie é selecionada. Tal amostra é dividida

em k grupos, cada um com mi indiv́ıduos, i = 1, 2, ..., k. Cada dose é aplicada a

cada grupo e o número de sucessos por grupo (morte do indiv́ıduo, por exemplo) é

contado. Dessa maneira, a resposta para cada grupo é uma variável aleatória com

distribuição binomial com parâmetros mi e πi, ou seja, Yi ∼ Bin(mi, πi).

No método probit, tal variável será considerada no processo de modelagem

como uma variável aleatória com distribuição normal com média µ e variância σ2,

ou seja, se U é a variável aleatória que representa a Tolerância de cada indiv́ıduo

da população, tem-se que U ∼ N(µ, σ2). Se a dose di é aplicada à população toda e

fU(u) é a função de densidade de probabilidade para a distribuição de Tolerâncias,

todo indiv́ıduo cuja Tolerância é menor do que di responderá à droga (tratamento),

e a probabilidade de que um indiv́ıduo escolhido ao acaso responda à dose é dada

por:

πi = P [U 6 di] = F (di) =
∫ di
−∞ fU(u)du.
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Assim,

πi = P [Z ≤ −µ
σ

+ 1
σ
di] = P [Z ≤ β1 + β2di],

com β1 = −µ
σ

e β2 = 1
σ
. Considerando Φ(x) a distribuição acumulada da normal

padrão no ponto x, tem-se:

πi = Φ(β1 + β2di)⇒ Φ−1(πi) = β1 + β2di.

O probit de πi é definido como sendo: probit (πi) = Φ−1(πi) = β1 + β2di.

Encontrando-se estimativas para β1 e β2, pode-se estimar os valores de µ e

σ. Para a estimação de dose letais elevadas ou baixas o método sofre de um

problema de estabilidade em razão da calda da distribuição. Fisher (1935), sugere

um método para contornar este problema: Considerando pi a proporção de sucessos

para a dose i, toma-se todos os pares (di, pi) onde pi 6= 0 e pi 6= 1 e faz-se uma

primeira estimativa de β1 e β2 por Mı́nimos Quadrados Ponderados com pesos

wi =
z2imi
piqi

. Encontradas estas estimativas, considera-se o probit para a dose dj em

que ocorreu pj = 0 por:

probit∗(pj) = (β̂1 + β̂2dj)− Φ(dj)

φ(dj)
,

e, para o caso onde ocorreu pj = 1:

probit∗(pj) = (β̂1 + β̂2dj)− 1−Φ(dj)

φ(dj)

De posse destes valores, considera-se todos os valores iniciais juntamente com

os anteriores e a regressão linear é refeita, calculando-se novas estimativas para β1

e β2, que serão as estimativas finais do processo.
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2.7 Teste de Hipóteses

Segundo os métodos de inferência nos modelos lineares generalizados baseiam-

se, fundamentalmente, na teoria da máxima verossimilhança. De acordo com esta

teoria, existem três estat́ısticas para testar hipóteses relativas aos parâmetros β′s,

que são deduzidas de distribuições assintóticas de funções adequadas das estima-

tivas dos β′s. E estas estat́ısticas são: Razão de Verossimilhança, Wald e Escore.

Assintoticamente equivalentes e, sob H0 e para φ conhecido, convergem para uma

variável com distribuição χ2
p, sendo, porém, a razão de verossimilhanças, o teste

uniformemente mais poderoso.

A razão de verossimilhanças para testar componentes do vetor pode ser obtida

como uma diferença de desvios entre modelos encaixados. A estat́ıstica de Wald é

baseada na distribuição normal assintótica de β̂. A estat́ıstica escore é obtida da

função escore.

Segundo Cordeiro (2006), dependendo da hipótese a ser testada, em particular,

qualquer uma dessas três estat́ısticas pode ser a mais apropriada. Para hipóteses

relativas a um único coeficiente βj, a estat́ıstica de Wald é a mais utilizada. Para

hipóteses relativas a vários coeficientes, a razão de verossimilhanças é, geralmente,

preferida. Dentre outras, referências importantes são Silvey (1975, pág.108-122),

Cordeiro (1986), Dobson (1990), Paula (2000) e McCulloch, Searle (2001).

2.7.1 Teste de Wald

Conforme o teste de Wald é uma situação de hipótese dada anteriormente, a

estat́ıstica de Wald é definido por

ξw = [β̂ − β0]φ(XTŴX)T [β̂ − β0],

onde φ(XTŴX) e a V̂ AR(β̂). Podemos observar que se o número de parâmetros do

vetor β for igual a 1, então pode-se escrever o teste de Wald como sendo equivalente
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ao teste t2 que é utilizado normalmente no modelo clássico de regressão

ξw = (β̂−β0)(β̂−β0)

V̂ AR(β̂)
.

Segundo (PAULA, 2004), um problema com a estat́ıstica de Wald é a depen-

dência de ξw com a parametrização usada, quando η(β) é não-linear em β, ou seja,

duas formas diferentes e equivalentes para η(β), podem levar a diferentes valores

de ξw.

2.8 Validação

2.8.1 Modelo Completo ou Saturado

Consideremos o modelo linear generalizado sem a estrutura linear η = Zβ,

isto é com n parâmetros µ1, ..., µn, linearmente independentes, sendo a matriz do

modelo a matriz identidade n ∗ n. Este modelo atribui toda a variação dos dados

à componente sistemática. Como as estimativas de máxima verosimilhança dos

µi são as próprias observações, isto é, µ̂i = yi, o modelo ajusta-se exatamente,

reproduzindo os próprios dados. Não oferece qualquer simplificação e, como tal,

não tem interesse na interpretação do problema, já que não tem caracteŕısticas

importantes transmitidas pelos dados. Além disso tem pouca hipótese de ser um

modelo adequado em réplicas do estudo. A sua consideração é contudo necessária

na formulação da teoria da seleção de modelos.

2.9 Qualidade do Ajustamento

Podemos avaliar a qualidade do ajuste do modelo fazendo um gráfico do modelo

ajustado, mas existem medidas, como a deviance, a estat́ıstica qui-quadrada de

Pearson e o teste de Hosmer e Lemeshow que ajudam a verificar a qualidade do

modelo.



28

Para os testes de Deviance e qui-quadrado de Pearson, precisamos identificar,

dentre as observações, aquelas com os mesmos valores entre si para todos as cova-

riáveis. Assim, seja X = (X1, X2, ..., Xp) o conjunto de variáveis explicativas do

modelo. Seja também J o número distinto de valores que x assume na amostra

(combinações de ńıveis diferentes das covariáveis, chamado de Covariate Patterns).

O número de indiv́ıduos na amostra com valores iguais x = xj é denotado por: mj.

Já yj é o número de indiv́ıduos positivos, isto é, y = 1, em mj. Consequentemente,∑
yj = n1 que representa o total de indiv́ıduos com y = 1.

Já para o teste de Hosmer e Lemeshow não é necessário a existência de com-

binações de valores das covariáveis.

A soma dos quadrados dos reśıduos (SQE) da regressão linear, no modelo

loǵıstico é denominada deviance (D), definida como:

d(yj, π̂j) = ±
[
2
[
yj ln

(
yj

mj π̂j

)
+ (mj − yj) ln

(
(mj−yj)

mj π̂j(1−π̂j)

)]]1/2

Em que o sinal + ou - é o mesmo sinal que (yj −mjπ̂j). Além disso, mj é o

número de observações na Covariate Pattern j, π̂j é a probabilidade ajustada dos

indiv́ıduos no grupo j e yj o número de indiv́ıduos em j com y = 1.

A estat́ıstica teste é:

D =
∑J

j=1 d(yj, π̂j)
2.

A estat́ıstica D, sob a suposição que o modelo ajustado é correto, tem distri-

buição assintótica χ2 com J − (p+ 1) graus de liberdade.

Restrições do teste Qui-Quadrado de Pearson e Deviance quando os resultados

assintóticos são baseados no fato em que n cresce mantendo os mj pequenos (ou

tornando os mj pequenos), chamamos de n-assintótico.

Quando J < n é fixado e n cresce fazendo com que os mj também cresçam, os

resultados assintóticos baseados no mj são chamados de m-assintótico.
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Assim, quando J ≈ n, sob n-assintótico, os p-valores calculados dos testes

Deviance e qui-quadrado de Pearson, usando a distribuição χ2 com (J − p − 1)

graus de liberdade estão incorretos. Uma sáıda é criar agrupamentos que permite

o uso de resultados m-assintóticos. Vale ressaltar que para a realização do teste

de qualidade de ajuste de Hosmer e Lemeshow não é necessário existir Covariate

Pattern.
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3 Aplicação

Os dados utilizados neste trabalho são de uma adaptação de Little (1978),

que mostra a distribuição de 1.607 mulheres atualmente casadas e em idade fértil,

entrevistadas na pesquisa Fiji Fertilidade de 1975. A classificação por idade atual,

ńıvel de educação, o desejo de ter mais filhos, além do uso de anticoncepcionais.

Para a análise destes dados a variável resposta será o uso atual de contracepti-

vos. E as variáveis idade, classificada por; A = [< 25], B = [25−29], C = [30−39] e

D = [40−49] , escolaridade, B = (Baixo) e A = (Alto) e o desejo de ter mais filhos

- (DMF), denotado por S = (Sim) e N = (Não). Na Tabela 1 tem-se as frequências

observadas para cada uma das variáveis. Nesta análise observa-se o uso atual de

contracepção como a resposta ou variável dependente de interesse. As variáveis

idade, escolaridade e desejo de ter mais filhos como preditores. Pode-se observa

que a resposta tem duas categorias: uso e não uso. Neste exemplo, todos os indi-

cadores são tratados como categóricas, mas as técnicas a serem estudadas podem

ser aplicadas de forma mais geral para ambos os fatores discretos e cont́ınuos.

O conjunto de dados original inclui a data de nascimento do entrevistado e a

data da entrevista em forma de mês/ano, por isso, é posśıvel calcular a idade em

anos solteiras, mas vamos usar as faixas etárias de dez anos para a conveniência.

Da mesma forma, o estudo inclui informações sobre o mais alto ńıvel de educação

atingido e o número de anos completos a esse ńıvel, então pode-se calcular con-

clúıdo anos de escolaridade, mas será trabalhado com uma simples distinção entre

primário ou menos e fundamental ou mais.

Por fim, desejo para mais crianças é medida como uma simples dicotomia codi-

ficado em (sim) ou (não), e portanto, é, naturalmente, uma variável categórica. O

fato de que se tratará todos os preditores como fatores distintos nos permite resu-



31

mir matrizes de dados em termos de números de (uso) e (não uso de contracepção)

em cada um dos dezesseis grupos por combinações de valores da pré-preditores.

Para os modelos que envolvem fatores discretos pode-se obter exatamente o mesmo

resultados trabalhando com dados agrupados ou com dados individuais, mas o

agrupamento é conveniente, pois leva a conjuntos de dados menores.
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Tabela 1: A Frequência do uso de contraceptivos entre mulheres casadas por idade,
escolaridade e desejo de ter mais filhos (DMF), de Fiji Fertility Survey, 1975.

Idade Educação DMF Y (Uso de Anticoncepcionais) Total
Não sim

A B S 53 6 59
N 10 4 14

A S 212 52 264
N 50 10 60

B B S 60 14 74
N 19 10 29

A S 155 54 209
N 65 27 92

C B S 112 33 145
N 77 80 157

A S 118 46 164
N 68 78 146

D B S 35 6 41
N 46 48 94

A S 8 8 16
N 12 31 43

Total —- ——– 1100 507 1607

Ajustou-se o primeiro modelo apenas com os efeitos principais (Idade, Escola-

ridade, DMF) e um segundo modelo com todos os efeitos principais e interações

(Idade e Escolaridade, Idade e DMF, Escolaridade e DMF). A metodologia utili-

zada foi com base nos modelos lineares generalizados, utilizand-se a distribuição

binomial e função de ligação logit e probit.

η = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 (3.1)

em que, η é meu preditor linear que vai reunir toda informação sobre o uso de

anticoncepcional; β0 é o intercepto do modelo; β1 é o coeficiente de regressão para

a variável Idade; x1 é o vetor correspondente aos valores de Idade; β2 é o coeficiente

de regressão para a variável Escolaridade; x2 é o vetor correspondente aos valores
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de Escolaridade; β3 é o coeficiente de regressão para a variável DMF; x3 é o vetor

correspondente aos valores de DMF.

η = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 + β12x1x2 + β13x1x3 + β23x2x3 (3.2)

em que, tem todos os efeitos principais de (Idade, Escolaridade e DMF) e suas

interações, β12 é o coeficiente de regressão para a variável Idade e Escolaridade;

x1x2 é o vetor correspondente aos valores de Idade e Escolaridade; β13 é o coeficiente

de regressão para a variável Idade e DMF; x1x3 é o vetor correspondente aos valores

de Idade e DMF; β23 é o coeficiente de regressão para a variável Escolaridade e

DMF; x2x3 é o vetor correspondente aos valores de Escolaridade e DMF.

3.1 Resultados

Os resultados observados nesta seção terão como base os dados de Little (1978).

Primeiramente, foi ajustado o modelo (4.1), utilizando a função de ligação logit,

de forma que o uso de anticoncepcional dependente da idade, educação e DMF.

Os resultados encontram-se na (Tabela 2).

Tabela 2: Interação dos efeitos principais, Idade, Escolaridade e DMF, com ligação
Logit.

Variáveis Preditores E.P. Estat. Z Pr(> |z|)
Intercepto −1, 9662 0, 1720 −11, 429 < 0, 001
Idade - B 0, 3894 0, 1759 2, 214 0, 02681
Idade - C 0, 9086 0, 1646 5, 519 < 0, 001
Idade - D 1, 1892 0, 2144 5, 546 < 0, 001

Escolaridade - B 0, 3250 0, 1240 2, 620 0, 00879
DMF - S 0, 8330 0, 1175 7, 091 < 0, 001
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A deviance residual encontrada para este modelo foi de 29, 92 sobre 10 graus

de liberdade. Para checar se o modelo foi bem ajustado procedeu-se um teste

de χ2, o valor p encontrado sobre este quantil foi de 0, 0008 < 0, 05, e o AIC

foi de 113, 4. Sendo assim, o modelo aditivo não está bem ajustado aos dados

e optou-se por ajustar um modelo com a adição dos termos de interação, entre

Idade e Educação, Idade e DMF, e Educação e DMF. A (Tabela 3) apresenta os

resultados dos preditores lineares deste novo modelo.

Tabela 3: Interação dos efeitos principais, idade, escolaridade e DMF e suas interações,
Idade e Educação, Idade e DMF, e Educação e DMF, com ligação Logit.

Variáveis Estimativas E.P. Estat. Z Pr(>|z|)
Intercepto −1, 94437 0, 35511 −5, 475 < 0, 001
Idade - B 0, 53041 0, 43156 1, 229 0, 2191
Idade - C 0, 62235 0, 38983 1, 596 0, 1104
Idade - D 0, 29703 0, 49935 0, 595 0, 5519
Desejo - S 0, 47338 0, 39674 1, 193 0, 2328

Educação - S 0, 50553 0, 37520 1, 347 0, 1779
Idade - B: DMF - S 0, 22536 0, 41024 0, 549 0, 5828
Idade - C: DMF - S 0, 95014 0, 38199 2, 487 0, 0129
Idade - D :DMF - S 1, 19012 0, 51278 2, 321 0, 0203

Idade - B: Educação - S −0, 15790 0, 45838 −0, 344 0, 7305
Idade - C: Educação - S −0, 05178 0, 41840 −0, 124 0, 9015
Idade - D: Educação - S 0, 98645 0, 52114 1, 893 0, 0584
DMF - S: Educação - S −0, 48617 0, 26522 −1, 833 0, 0668

O Desvio do modelo, a deviance residual, foi de 2, 45 com 3 graus de liberdade

não sendo significativo ao ńıvel de cinco por cento, valor P de 0, 48, por isso não se

tem nenhuma evidência contra este modelo. O valor de AIC foi de 99, 94. Mesmo

assim foi realizada a tabela de análise de variância para comparar os modelos. Os

resultados se encontram na (Tabela 4).
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Tabela 4: Comparação dos modelos aninhados sob a função de ligação logit.

Modelo GL Dev. Resid. Dev. Resid. Dif. GL Dif. Dev. Resid.
1 10 29, 917
2 3 2, 4415 7 27, 476

Por meio da Tabela 4, percebe-se que houve uma redução da deviance residual

de 27, 476 quando se passa do modelo (4.1) para o modelo (4.2), porém, esta

redução teve um custo de 7 graus de liberdade, devido a magnitude da redução

na deviance residual, julga-se adequado a inclusão das interações de Idade e DMF,

Idade e Educação e Educação e DMF.

Os gráficos de reśıduos para ambos os modelos encontram-se nas figuras 1 e 2,

respectivamente.

Figura 1: Gráfico de reśıduos para o modelo (3.1)com função de ligação logit
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Figura 2: Gráfico de reśıduos para o modelo (3.2) com função de ligação logit

Os gráficos de reśıduos são similares aos gráficos de reśıduos de um modelo

linear, porém no modelo linear generalizado os reśıduos são obtidos por meio da

raiz quadrada da contribuição de uma observação para o desvio (deviance residual).

O gráfico dos reśıduos na figura 1 (b) percebe-se que o modelo (4.1) não se ajustou

bem aos dados pois os pontos ordenados (reśıduos) não se ajustaram a reta, um

ponto merece maior atenção pois em quase todos os gráficos da figura 1 ele está

destacado, havendo ind́ıcios de ser ponto de alavanca. Na figura 1(a) percebe-se

que há falta de preditores devido a não aleatoriedade dos reśıduos com o preditor

linear.

Na figura 2 houve uma melhora no ajuste, isto pode ser visto por meio do

gráfico dos quantis da normal padrão e os reśıduos deviance ordenados (Figura

2(b)), existindo ainda um ponto que se destaca dos demais. Na figura 2(a) percebe-

se uma aleatoriedade entre os reśıduos e o preditor linear, indicando que a adição

dos termos de interação melhorou o ajuste do modelo aos dados.

Na Tabela 5 ao se realizar a análise por meio da função de ligação probit

percebe-se que os preditores do modelo (4.1) apresentaram efeito sobre a variável

resposta em conformidade com o que foi observado na (Tabela 2). O valor calculado

de AIC para este modelo foi de 114,59 valor um pouco maior do que o encontrado
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sobre o mesmo modelo com função de ligação logit (Tabela 2). A deviance residual

encontrada para este modelo foi de 31, 081 sobre 10 graus de liberdade, também foi

um pouco maior que a encontrada na função de ligação logit. O valor P encontrado

sobre o quantil de 31,081 e 10 graus de liberdade foi < 0,001, portanto o modelo

não está bem ajustado.

Tabela 5: Interação dos efeitos principais, Idade, Escolaridade e DMF, com ligação
Probit.

Variáveis Preditores E.P. Estat. Z Pr(> |z|)
Intercepto −1.1786 0, 09840 −11, 975 < 0, 001
Idade - B 0, 2228 0, 10102 2, 205 0, 0274
Idade - C 0, 53049 0, 09567 5, 545 < 0, 001
Idade - D 0, 70598 0, 12819 5, 507 < 0, 001

Escolaridade - B 0, 19873 0, 07432 2, 674 0, 0075
DMF - S 0, 50284 0, 07116 7, 066 < 0, 001

Os resultados encontrados com o modelo (4.2) sob função de ligação probit

estão apresentados na (Tabela 6). O valor do AIC encontrado para este modelo foi

de 99,81 enquanto que o valor do AIC do modelo (4.1) sob função de ligação probit

(Tabela 4) e o valor do AIC do modelo (4.2) sob função de ligação logit (Tabela 3)

foram maiores, indicando que este modelo (4.2) sobre função de ligação probit foi

o mais adequado dentre todos os modelos avaliados. Percebe-se também que ao

se comparar os resultados encontrado pelo modelo (4.1) em ambas as funções de

ligação (logit e probit), a primeira apresenta valor menor, fato que não se verifica

na mesma comparação do modelo (4.2), dando ind́ıcios que ao se parametrizar

mais o modelo a função de ligação probit se adequa melhor a estes dados.
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Tabela 6: Interação dos efeitos principais, idade, escolaridade e DMF e suas interações,
Idade e Educação, Idade e DMF, e Educação e DMF, com ligação Probit.

Variáveis Estimativas E.P. Estat. Z Pr(>|z|)
Intercepto −1, 15960 0, 19171 −6, 049 < 0, 001
Idade - B 0, 30048 0, 23880 1, 258 0, 20829
Idade - C 0, 35746 0, 21398 1, 670 0, 09482
Idade - D 0, 16201 0, 27758 0, 584 0, 55945
Desejo - S 0, 27883 0, 22776 1, 224 0, 22087

Educação - S 0, 28847 0, 20438 1, 411 0, 15813
Idade - B: DMF - S 0, 13638 0, 23686 0, 576 0, 56477
Idade - c: DMF - S 0, 58844 0, 22013 2, 673 0, 00752
Idade - D :DMF - S 0, 72941 0, 29755 2, 451 0, 01423

Idade - B: Educação - S −0, 08451 0, 25630 −0, 330 0, 74160
Idade - C: Educação - S −0, 02338 0, 23313 −0, 100 0, 92010
Idade - D: Educação - S 0, 61503 0, 29919 2, 056 0, 03982
DMF - S: Educação - S −0, 28863 0, 15841 −1, 822 0, 06845

As figuras 3 e 4 apresentam os gráficos dos reśıduos deviance dos modelos (4.1)

e (4.2) sob a função de ligação probit. Percebe-se que similar ao que ocorreu com

os reśıduos deviance dos modelos sob função de ligação logit o modelo 4.2 ficou

melhor ajustado.

Figura 3: Gráfico de reśıduos para o modelo (3.1) sob função de ligação probit
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Figura 4: Gráfico de reśıduos para o modelo (3.2) sob função de ligação probit

Entre as mulheres que desejam ter filhos e pertencem as faixas de idade (C e

D), pelo modelo selecionado (4.2) sob função de ligação probit (Tabela 5), há uma

diminuição média de 12% (Φ−1(0, 88)) no uso de anticoncepcionais.
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4 Conclusão

Embora seja bastante comum encontrarmos conjuntos de dados que apresen-

tem distribuições diferentes da normal, e que uma quantidade razoável de material

já tenha sido publicada nessa área, a análise de diagnóstico é pouca explorada. O

enfoque computacional nesse caso é de uma enorme importância, dada a complexi-

dade dos algoritmos a serem utilizados. Um segundo objetivo foi o de ajustar estes

modelos com um algoritmo implementado no software livre R. A linguagem R é

bastante intuitiva e versátil, mostrou-se muito eficaz com as funcionalidades já de-

senvolvidas para os modelos aqui estudados (Normal, Poisson, Binomial Negativa,

Normal Inversa e Gama) facilitando de certa maneira o trabalho desenvolvido.

Para a caracteŕıstica binária utilizada neste estudo o modelo linear generalizado

mostrou-se adequado para o ajuste dos dados. O modelo que contempla os efeitos

principais mais interações duas a duas foi o melhor modelo em relação aos demais

na função de ligação probit.
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APÊNDICE

Comandos utilizados para a análise do banco de dados cuse.txt.

cuse <- read.table(”http://data.princeton.edu/wws509/datasets/cuse.dat”,

header=TRUE)

# Carregar biblioteca e ler os dados #

library(MASS)

cuse

attach(cuse)

noMore <- wantsMore == ”no”

hiEduc <- education == ”high”

# Análise modelo Logit #

lrfit00=glm( cbind(using,notUsing) age + hiEduc + noMore, family=binomial)

summary(lrfit00)

1-pchisq(29.92,10)

lrfit0<- glm( cbind(using,notUsing) age * noMore + hiEduc + age:hiEduc+noMore:hiEduc,

family=binomial) summary(lrfit0)

1-pchisq(2.44,3)

summary(lrfit0)

# Análise modelo Probit #

lrfitp<- glm( cbind(using,notUsing) age + hiEduc + noMore , family=binomial(link=probit))

summary(lrfitp)

1-pchisq(12.63,7)
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lrfit0p<- glm( cbind(using,notUsing) age * noMore + hiEduc + age:hiEduc+noMore:hiEduc,

family=binomial(link=probit))

summary(lrfit0p)

1-pchisq(2.44,3)

summary(lrfit0p)

par(mfrow=c(2,2))

plot(lrfit0p)




