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Resumo

A Forma Canénica de Jordan é um dos conceitos mais tteis e importantes na algebra
linear, este contetido nos oferece informagoes de grande valia sobre uma transformacao
linear, ou matriz. Neste contexto, estudaremos alguns conceitos, tais como: Soma Di-
reta, Subespacos T-invariantes, Polinomio Minimais, Teorema de Cayley-Hamilton, entre
outros, todos os resultados apresentados neste trabalho estao demonstrados de forma de-
talhada. Nosso objetivo é desenvolver a Forma Canoénica de Jordan, observando, de modo
minucioso, cada passo dessa construgao, depois apresentaremos algumas aplicacoes deste
conceito, uma delas, aplicada aos Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares e outra para
obtermos raizes m-ésimas de operadores lineares.

Palavras-Chave: Forma Canonica de Jordan; Aplicagoes; Sistemas de Equagoes; raizes
m-ésimas.



Abstract

The Jordan Canonical Form is one of the most useful and important concepts in linear
algebra, this content provides us with valuable information on a linear transformation
or matrix. In this context, we study some concepts, such as: Direct Sum, T-invariant
Subspaces, minimal polynomial, Cayley-Hamilton theorem, among others, all results pre-
sented in this work are shown in detail. Our goal is to develop the Jordan Canonical Form,
noting in minute detail, every step of construction, then present some applications of this
concept, one of them applied to systems of Linear Differential Equations and another to
obtain m-nth roots of linear operators.

Keywords: Jordan Canonical Form; applications; Systems of Equations; m-nth roots.
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Introducao

Como sabemos os conceitos de algebra linear sao extremamente uteis em diversas
areas, como por exemplo, no estudo de redes elétricas, criptografia, crescimento popula-
cional por faixa etaria, entre outras.

Dentre os conceitos da algebra linear, podemos destacar o estudo dos operadores
lineares T': V' — V', com V um K-espaco vetorial de dimensao finita, como um dos mais
basicos e importantes. No estudo desses, muitas vezes nos deparamos com situacoes onde
nao sabemos quase nada sobre estes operadores, porém podemos encontrar a matriz [Tz,
onde B é uma base de V. Caso essa matriz esteja numa forma simples, obteremos muita
informagao com relagao ao nosso operador, como por exemplo, se essa matriz estiver em
sua forma diagonal.

Mas, nem sempre esta matriz estara em formato simples e nao é todo operador
linear que pode ser diagonalizado, neste caso, este trabalho vem propor uma saida para
este problema, saida essa que chamamos de Forma Canonica de Jordan, este nome é uma
referéncia a Marie Ennemond Camille Jordan (Lyon, 5 de janeiro de 1838 - Paris) foi um
matemaético francés, conhecido pelos seus trabalhos em teoria dos grupos e anélise.

A Forma Candnica de Jordan é uma de muitas formas de se representar uma
matriz, ou operador linear, através de outra matriz semelhante a original, neste caso a
matriz obtida é quase diagonal, em que os tnicos elementos nao-nulos sao aqueles da
diagonal principal ou imediatamente abaixo (ou acima) dessa diagonal.

Nessa perspectiva, este trabalho tem por objetivos a construg¢ao da Forma Canonica

de Jordan, bem como, mostrar sua utilidade no estudo de alguns conceitos mateméaticos.



1 Conceitos Preliminares

1.1. Soma Direta

Em certos momentos no estudo dos espagos vetoriais, é conveniente escrevermos
estes espacgos como soma de dois, ou até mais, elementos de seus subespagos. Esta con-
veniéncia nos leva a uma definicao importante aos nossos estudos futuros, a de Soma

Direta.

Definicao 1.1.1 Sejam Wy, Ws, ..., W,,,, subespacos vetoriais de um espago vetorial V.
Diremos que a soma Wy + Wy + ...+ W, € direta quando

Win(Wy+ ...+ Wi+ Wiq + ...+ Wy,) = {0},
para cada t = 1,...,m e indicaremos por W1 @ ... & W,,.

Além disso diremos que um K-espago vetorial V' é soma direta de Wy,...,W,,
quando V puder ser escrito da forma V = W; & ... & W,,. Como veremos na proposi¢ao

a seguir, esta soma é necessariamente escrita de maneira tnica.

Proposicao 1.1.1 Seja V' um K-espago vetorial e sejam W, ..., W,, subespacos de V.
Entao, V. =W, ® ... ® W, se, e somente se, cada v € V for escrito de maneira unica

como uma soma x1 + o + ... + x,, com x; € W; onder =1, ..., m.

Demonstracao: (=) Suponha que V =W;&...&W,,. Dai, cada v € V se escreve como
soma de um elemento de cada W; com ¢ =1, ..., m.

Suponha agora que v € V', onde v pode ser escrito como

V=T +To+ ...+ Ty =Y1 + Y2+ ... +Un
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comz;, € Wyet=1,...,m.

Reorganizando esta ultima expressao temos
Ti—=Yi=Y1—T1+ .. TVl —Tic1 T Yit1 = Tip1 + . T Y — T

onde
(i —y;) € W,

(=214 FYict = i1 i1 — T oY — ) € (Wi AW + Wi+ + W)
por defini¢ao de subespaco, para cada ¢ = 1,..., m, segue entao que
ri—y EW;N Wi+ o+ Wiy + Wi + ...+ W,,) = {0},

ou seja, r; = y; Vi. Como queriamos mostrar.

(<) Suponha agora que cada elemento de V' se escreve como soma de elementos
de Wy, Wy, ..., W,,,, entao V =W + ... + W,,.
Supondo que W; N (W1 + ... + Wiy + Wiy + ... + W,,,) # {0}, para algum i = 1,...,m e
sejaw #0e W, N(Wy+ ...+ Wiy + Wiuq + ... + W,,,) consequentemente w € V', neste
caso w pode ser escrito como w =w+0,onde 0 € (W1 + ...+ W, 1+ W1+ ...+ Wy, e
w € W; e também como w = 0 4+ w, agora com w € (Wi + ... + W1 + Wiy + ... + W)
e e W,.
O que contradiz o fato de unicidade da nossa hipdtese.
Logo

Win(Wi+ ..+ Wiy + Wigg + ...+ W,,) = {0}

para cada ¢ = 1,...,m e assim provamos o resultado.

Proposicao 1.1.2 Seja V um K-espaco vetorial, nao nulo, e Wy um subespag¢o vetorial
de V. Entao existe um subespago Wo C V' tal que V =W, & Ws.

Demonstra¢dao: Suponha W; # V. Seja B = {v1,vs,...,v,,} uma base de Wi, es-
tendendo B a uma base de V, obtemos D = {vy, ..., 0, Ums1, -, 0} = B U B, onde
B = {vmi1,...,v,} € uma base geradora de W5. Mostremos entao que W satisfaz as
nossas condi¢oes. Com efeito, como D = BU B’ entdao V = W; + W,. Por outro lado
como D = {vy, ..., U, U1, -, Un} € L., segue que se w € Wy, entdo w ¢ Ws, ou seja,
Wy NW, = {0}. Logo a proposigao é valida.

Agora se Wi = V', ndo ha o que demonstrarmos, pois basta tomarmos Wy = 0.
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Teorema 1.1.1 Seja V um K-espago vetorial. Suponha que Wy, Wy, ..., W,, sao subespa-
cos vetoriais de 'V e suponha que By, Bs, ..., B, sao bases de Wi, Ws, ..., W,,, respectiva-
mente. Entao, V é soma direta dos W; se, e somente se, B =B UByU...UB,, € base de
V.

Demonstragao: Seja B; = {v;1,v;2, ..., Vin, } uma base de cada W;, parai =1,...,m.

Suponha que V' é a soma direta dos W;. Entao, qualquer que seja v € V', teremos
v =101 +vy+ ...+ v,, comv; € W;. Como B; é base de W, entao cada v; pode ser escrito
como combinagao linear dos elementos de B;, segue que v é combinagao linear de B, pois
B =B UByU...UB,,. Neste caso V = [B]. Mostremos, agora, que B é Li..

De fato, suponha que
a11U11 4+ ...+ alnlvlm 4+ ...+ Am1Um1 + ...+ &mnmvmnm = O

Observe que a;1v;1 + ... + Gip,Vin, € Wi e que 0 =0+04 ... 40, com 0 € W;. Mas,
como V' é soma direta dos W, entao a soma é unica para 0, assim temos,
@101 + ... + Qin,Vin, = 0 para cada v =1, ..., m.

Como cada base B; ¢é li., segue que cada a;; = 0, logo B ¢ 1.i. Portanto B é uma
base de V.
Reciprocamente, suponha que B = {vi1, ..., V10, -, Uml, -, Umn,, } € base de V.

Entao, qualquer que seja v € V', teremos

V=a11V11 + ... + Q1 Viny, + oo+ @1 Um1 + .. + Ay, Vmin,
~ N~ -~ v N Vv
v1, iy sUm

ou seja, v = v1 + vy + ... + vy, onde cada v; € W,;. Mostremos agora que esta soma ¢é
Gnica.
De fato, suponha que v = v} + vy + ... +v;,, onde v; € W;.

Como B; = {vj1, via, ..., Uin, } € base de W, entao v} = bjyvi1 + ... + bin,Vin,, logo
v = bllvll + ...+ blnlvlnl + ...+ bmlvml + ...+ bmnmvmnm'

Mas como B ¢ base de V, segue que a;; = b;j, para cada ¢ e j. Portanto, podemos

R
concluir que v; = v}, para cada i = 1,...,m donde segue que a soma igual a v acima ¢

tnica. Logo V' é soma direta dos W;.

1.2. Subespacos T-invariantes

Nesta secao trataremos dos subespagos T-invariantes, estes subespacos possuem

propriedades importantes para o desenvolvimento deste trabalho, veremos também como
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se comporta as restricoes de uma operador linear 7" a esses subespagos, assim como o

proprio operador e suas propriedades.

Definicao 1.2.1 Seja T : V. — V um operador linear, com V um K-espaco vetorial e
seja W C V um subespago de V. Se T'(w) € W, Yw € W, diremos que W € um subespago

T-invariante de V.

Proposicao 1.2.1 Seja V. um T : V. — V um operador linear, onde V é um K-espago
vetorial e sejam W C Vum subespaco de V e A € K. Temos:

(1) Os subespagos vetoriais de V', NucT e ImT sio T-invariantes.
(2) Se X for um autovalor de T', entao Autr(\) é T-invariante de V.

(8) Se W é um subespago T-invariante, entao a restrigao de T a W € um operador

linear em L(W, W).

(4) W € (Ad — T)-invariante se e sé se W for T-invariante.

Demonstracao: (1) Sabemos que NucT = {v € V : T(v) = 0}, ou seja, para qualquer
que seja v € NucT temos T'(v) = 0, mas 0 € NucT, pois NucT é um subespago vetorial
de V. Logo NucT é um subespacgo T-invariante de V.

Pela defini¢ao temos ImT = {u € V : Jv € V com T(v) = u}, dai é evidente o resultado
acima, pois seja w € ImT é claro que w € V| segue entao que T'(w) existe e T'(w) = u
onde u € ImT.

(2) Como A é autovalor de T, segue que qualquer que seja v € Autr(A) teremos
T'(v) = Av. Verifiquemos entao se A\v € Autr(A). De fato, T'(Av) = \T'(v) = A(\v), ou
seja, (A\v) € Autr(N). Logo Autr(A) é um subespago T-invariante de V.

(3) Como W é T-invariante de V', entao T'(w) € W, Yw € W. Mostremos que a
restrigao de 7" a W, tal sendo 77 : W — W, definida como T7"(w) = T'(w), com Yw € W
e T'(w) € W, é um operador linear em £(W,W). Com efeito, considere wy e wy € W e
a € W. Dali,

T'(qw; + wy) = T(qw; + wy) = T(awy) + T(wy) = aT(wy) + T(wy) = T (wy) + T" (wy)
e portanto 7" é um operador linear em £(W, W).

(4) Suponha que W é (AId — T')-invariante, dai (A\[d —T)(w) = w" € W, Vw € W.
Temos (AMd — T)(w) = Md(w) — T(w) = Aw —T(w) = w' = T(w) = Mw — w'. Ora,
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(Aw —w') € W, por definigdo de subespagos vetoriais.

Reciprocamente suponha agora que W ¢é T-invariante, dai para todo w € W, temos
T(w)=weW.

Mas,

T(w)=w = Mdw)—T(w) =—w —Aw= (Ad—-T)(w) =—(v + \w),

onde —(w’ + \w) € W, por definigdo de subespagos vetoriais. O que prova o resultado.

Lema 1.2.1 Sejam T :V — V um operador linear, V um K-espago vetorial de dimensao
finita e W um subespaco vetorial T-invariante de V', com dimW =m el < m < n. Seja

B' uma base de W, se a estendermos para wma base B de V', entao a matriz [T|g € escrita

s = ( e ;‘)

onde [T'|p € a matriz da restrigao de T em relagio a W, isto €, a fungio T' : W — W
dada por T'(w) = T(w), Yw € W, A € Myx(n-m)(K), B € Mn_m)yxm-m)(K) € 0 € a

matriz nula em M, ) xm (K).

da sequinte forma:

Demonstracao: Seja B' = {vi,....,v} e B = {v1, ..., U, Ums1, .., U }. Temos que a

matriz da restricao 1" é:

a1 a19 v A1m

g1  A22 ... Q2m
[1]s =

Am1  Am2 v Qmm

mXxm

onde cada coluna i representa as coordenadas de cada vetor T"(v;) € W onde v; € B,
com?=1,...,m.

Vamos agora construir a matriz [T']z, temos:
T(v1) = a1vr + .. + @1V + 00pg1 + ... + Ovy,

T(’UQ) = A12V1 + ... + A2V, + OUerl + ...+ O’Un

T(Vm) = a1mV1 + o + GV + 00y 1 + oo + Oy,

T (Um+1) = @1 1)V1 + oo+ it 1)U F Q1) (m+1) Vg1 + oo F Gping1)Vn
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T(vy) = a1nV1 + .. + GV + Gt 1)nVmt1 + oo+ Q.

Dali,
ay;p  aiz ... Aim A1(m+1) e Ain
Q21 Q22 ... d2m a2(m+1) e Q2p,
Tl =1 ami Gm2 - Gum | Goms1) - G
0 0 ce 0 a(m+1)(m+1) Ce a(m+1)n
0 0O ... 0 a a
n(m+1) nn nxn

Note que [T é divida em blocos, entao substituindo [T"]z e chamando os blocos
restantes de A e B, obtemos:
s A
Tp= :

onde nao é dificil ver que 0 € M(n_m)Xm(K), Ae me(n_m) (K)e B € M(n—m)x(n—m) (K).

Observacgao 1.2.1 Se T : V — V é um operador linear e V é um K-espaco vetorial de
dimensao finita, tal que V.= W1 B Wy e Wy, Wy subespagos T-invariantes, entdo a matriz

[T)5, com B =ByUBy e B; é uma base de W;, serd da forma:

15 ( [Tlo]Bl ’ ) )
[T2]BQ

onde as matrizes [T;]g, sao referentes as restrigoes de T a cada W;.

Neste caso dizemos que o operador T é soma direta dos operadores T;, comi =1, 2.,

e escrevemos T' =T & T5.

Esta observacgao seque imediatamente do Lema 1.2.1.
A generalizacao da observagao anterior nos leva ao seguinte resultado.

Teorema 1.2.2 Sejam T : V. — V um operador linear e V um K-espaco vetorial n-

dimensional tal que V=W, & ... W,, onde cada W; é um subespago de V' T-invariante,
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seja também B = By U ... U B, uma base de V, onde B; € uma base de W;, para cada

i=1,..,r. Entao a matriz [T|g se escreve da sequinte maneira:

Ts, 0 ... 0
ma—| 0 0
0 0 [Tr} B

onde cada matriz [T;|g; € a matriz da restricao de T a cada subespago W;.

Demonstracao: Cada T; : W; — W, é um operador linear, pois sao as restri¢coes de
T a cada W;, definidos como T;(w) = T(w) Yw € W;, entao teremos cada matriz [T;]5,,
formada pelas matrizes colunas das coordenadas de cada vetor T;(v;) € W; onde v; € B,.

Escrevendo esses vetores como combingao linear de B, obtemos a matriz desejada.

Deste ultimo Teorema temos que o operador linear T é soma direta dos operadores
T, ..., T, e denotamos por T'=T; @ ... T,. Um outro fato que decorre do Teorema acima

e que nos utilizaremos dele em demostracoes futuras, é o Coroléario abaixo.

Corolario 1.2.1 Sejam T : V — V um operador linear e V. um K-espaco vetorial. Se
T=T&..0T, Entao pr(x) = pr,(z) ... pr.(x).

Demonstracao: De fato, como T' é soma direta dos operadores 17, ..., T, entao a matriz

[T sera da forma:

Ti]g, O 0
[T = X [TZ.]& (:)
0 0 [Tr] By

Calculemos agora o polindémio caracteristico de 1. Para isso,

(xIdy — [Th]s,) 0

pr(z) = det(xld — [T)) = '
0 (zId, — [T}]5,)

onde Id; representa a matriz identidade de ordem igual a cada matriz [T;]z,. Observe que

a matriz acima é separada por blocos, onde apenas os blocos da diagonal sao diferentes

da matriz nula, entao por prorpiedade de determinante segue que

pr(x) =det(xldy — [T1]p,) ... det(zld, — [T}]5,) = pr,(2) ... pr,(T).

Como queriamos. [
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1.3. Polinbmios Minimais e o Teorema de

Cayley-Hamilton

Nesta secao, trataremos dos polindmios minimais de um operador linear T', ex-
pressando suas caracteristicas e mostrando sua relagao com o polinémio caracteristico do

mesmo operador. Depois, trataremos do teorema de Cayley-Hamilton.

Defini¢ao 1.3.1 Chamamos de polinémio minimal de um operador linear T € £(V, V),

o polinémio monico mr(x) de menor grau tal que mr(T) =0 Vv € V.

Existem algumas rela¢oes importantes, entre o polinomio caracteristico pr(z) e o

polinémio minimal my(z) de um operador liner 7', como veremos a seguir.

Teorema 1.3.1 (Cayley-Hamilton) Um operador linear T € £(V, V') € um zero de seu

polinémio caracteristico pr(x), ou seja, pr(T) = 0.

Demonstracao:

Seja B uma base de V' e escreva A = [T]|z. Considere também A" = (xId,, — A)
e portanto pr(z) = detA’. Por fim, seja B = ad(A’) = (b;;) a matriz adjunta a A. Pela
defini¢do de matriz adjunta, os elementos b;; sao cofatores da matriz A" = zId, — A e,
portanto, representa polindmios em z de grau no maximo n— 1, devido a ordem da matriz

Aj;. Escreva para cada par 4, j, tal polinbmio como
bij = b + bV + o b g (1.1)

Se denotarmos, em (1.1), para k =0,1,2,....n — 1,

k k k
R A A
BW = = s
S o Bt

teremos que B = B 4+ BWg 4 . 4 BN gn=1),

Agora, escrevendo pT(a:) =ag+ a1+ ... + 2" e usando o fato que
B.A" = ad(A").A" = (detA")Id, = pr(x)Id,,
segue que

(BO + BWg + ..+ BV (21d, — A) = (ap + a2 + ... + 2")1d,
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Logo, comparando-se os coeficientes destes polinémios, temos que

aojdn = —B(O)A
alldn B(O) — B(l)A

a/n—ljdn = B(n—2) _B(n—l)A
Idn = B(n—l)

\

Multiplicando as equacoes acima por Id,, A, ..., A"~ A" respectivamente, teremos

aogld, = —AB(O)
alA = AB(O) — AzB(l)
a, A" = A(”—l)B(n,g) _ A(")B(nq)
\ A) - A(")B(n_n

Somando agora essas novas equagoes, obteremos:
pr(x) = apld, + a; A+ ...+ A" =0

Em outras palavras o operador linear 1" é um zero de seu polindémio caracteristico.

Proposigao 1.3.1 O polinomio minimal mr(x) de T € um divisor do polindomio carac-

teristico pr(x) de T.

Demonstracao: Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos que pr(7) = 0. Dai, pelo

algoritmo da divisao de polinémios, existem polinémios ¢(x) e r(z) tais que
pr(z) = mr(z)q(z) + r(z) (1.2)

com r(z) = 0 ou o grau de r(z) é menor que o grau de mp(z).
Substituindo 7" em (1.2), obtemos: 7(7') = 0, pois pp(T) = mr(T) = 0.
Suponha entao que r(z) # 0, entdo r(x) é um polinémio de grau menor que my(x), que
tem T' como raiz, o que contradiz o fato de my(z) ser o polindmio minimal.
Neste caso devemos abandonar a hipotese de r(x) # 0. Logo r(z) = 0 e portanto
my(x) divide pr(x).
u

Teorema 1.3.2 Sejam V um K-espago vetorial n-dimensional, comn > 1eT € £(V, V).
Entao, os polindmios caracteristico e minimal de T tém as mesmas raizes, a menos de

multiplicidade.
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Demonstracao: Sejam pr(x) o polindmio caracteristico, mr(z) o polinémio minimal de
T e seja a € K. Mostremos que pr(a) = 0 se e somente se mp(a) = 0.

De fato, primeiramente suponha que « seja um autovalor de 7', ou seja, « é raiz
de pr(z), ou ainda, pr(a) = 0. Dali, existe v € V e v # 0, tal que T(v) = awv. Observe

que T?(v) = T(T(v)) = T(av) = T (v) = a?v, com raciocinio anilogo, teremos
T'(v) = a'v, (1.3)

para cada ¢ > 1.
m—1

Escrevendo entao my(z)(v) = 2™ + Z a;x" e por (1.3), teremos:

1=0
m—1 m—1
0=mr(T)(v) = (T"+ > aT)(v) = (™ + Y _ a0’ )v =
1=0 =0
m—1
:ozm—l—Zaiof =0,
1=0

pois v = 0. Donde segue que, mp(«) = 0, e portanto « é uma raiz de my(x).
Reciprocamente, suponha que my(a) = 0. Entao, myp(x) = (z — a)q(z), onde
q(T') # 0, pois my(x) é o polinémio minimal de T". Dai, existe u € V tal que ¢(7")(u) # 0.

Fazendo v = q(T)(u), teremos:

0 =me(T)(u) = (T — ald)(q(T)(u)) = (T — ald)(v)

donde segue que v é autovetor de T associado ao autovalor «. Portanto, pr(a) = 0.



2 Forma Canodnica de Jordan

Neste capitulo, veremos uma das formas mais simples de representagao matricial
de um operador linear T', conhecida como a Forma Canonica de Jordan, tal representacao
é o objetivo principal deste trabalho.

Para isto, introduziremos primeiramente, mais alguns conceitos importantes.

2.1. Operadores Nilpotentes

Definicao 2.1.1 Um operador linear T : V' — V' é chamado de nilpotente, se existir um
inteiro positivo m, tal que T™ = 0. O menor indice com esta propriedade, serd denotado

como indice de nilpoténcia.

Da mesma forma, uma matriz quadrada A é dita nilpotente quando A™ = 0, para

algum inteiro positivo m.

Teorema 2.1.1 Sejam T : V. — V um operador linear e V. um K-espago vetorial de
dimensao finita. Entao T pode ser decomposto, de maneira unica, em uma soma direta

de um operador nilpotente e um operador invertivel.

Demonstracdo: Considere T', | > 1, dai teremos as seguintes inclusoes, de subespacos
de V,
NucT € NucT? € NueT? C ... C NucT' C ... C V.,

pois, seja v € NucT™, entao T"(v) = 0 e T"(v) = T(T™(v)) = T(0) = 0, 0 que mostra
que NucT™ C NucT™!.
Porém como a dimensao de V' é finita, entao a sequéncia acima estaciona, ou seja,

existe um m > 0 tal que NucI™ = NucT™"! = ... = NucT™"7. Seja m o menor inteiro
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com esta propriedade.
Mostremos entao que V = W; & Wy, com W; = NuclT™ e Wy = ImT™.

Com efeito, primeiramente note que Wy N Wy = {0}, pois se v € W) N W, entao
v € W teremos T (v) =0 e v € Wy ird existir w € V tal que T™(w) = v. Logo,

0=T"()=T"(T"(w)) =T*""(w) = w € NucT*™ = NucT™,

segue que v = T™(w) = 0.
Agora como T : V — V & um operador linear, entao pelo Teorema do Ntcleo e
da Imagem, segue que
dimV = dimNucT™ + dimImT™. (2.1)

Por outro lado, temos ,
dim(Wy + Wy) = dimWy + dimWy — dim (W7 N Wsy), (2.2)
e como Wy N Wy = {0}, podemos concluir, de (2.1) e (2.2), que
dimV = dimW; + dimWy = dim(W; + W)

e, portanto, V = W; & Ws.

Considere agora as restricoes Ty = T|lw, € To = Tlw, de T a Wy e T a Wh,
respectivamente. Entao, podemos afirmar que T'= T7 & T. Nos resta agora mostrar que
T7 é nilpotente e que T5 é invertivel.

Como Ti(w) = T(w) = T/"(w) = T™(w) = 0, Yw € Wy, logo T é nilpotente.
Agora, se 0 # v € Wy, entédo existe v’ € V' tal que v = T™ (V).

Se Ty(v) = 0, entao

0= Ty(v) = T(T™ (') = T" ()

donde segue que, v' € Wy e v = T™(v') = 0. Logo, T» é injetora e como é um operador
linear, entao 75 ¢ um isomorfismo e consequentemente invertivel. Mostremos agora a
unicidade desta soma.

De fato, suponha que V = U; @ U,, onde U; e U, sao subespacos T-invariantes,
T] = T|y, é nilpotente de indice m' e Ty = T|y, ¢ invertivel. Mostremos entao que
Uy =W =Nucl™ e que Uy = Wy = ImT™.
Sejam M = max{m,m'} e w; € Wj. Segue que w; = uj + uz, com u; € U;, onde i = 1, 2.

Entao,

0=TY(w) =T (uy +ug) = T (uy) + T (uy) = T (uy),
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pois T'|y, é nilpotente de indice m/.
Como Ty, € invertivel, segue entao que us = 0, logo wy; = uy e, portanto, Wi C U;. Da

mesma forma, seja u; € U;. Segue que u; = wy + ws, com w; € W;, onde i = 1,2. Entao,
0=T"(uy) = TM(wy +wy) = T (wy) + T (wy) = TY (w,),

pois T'|w, ¢ nilpotente.
Como Ty, é invertivel, temos que wy = 0 e, portanto, U; C W;. Podemos entao concluir
que U; = Wy = Nucl™.

Seja agora wy € Wy, Como Wy = ImT™, entdo existe v € V tal que T (v) = ws.

Facamos entao v = u; + us, onde u; € U;. Dali,
wy =T (W) =T (ug +ug) = T™(ur) + T (ug) = T (ug),

pois, u; € Nucl™ = Uj.
Como U, é T-invariante, temos wq € U, e, portanto, Wy C Us.
Seja agora us € Us e escreva-o como us = wy + wy, onde w; € W;, com ¢ = 1, 2.
Assim, w; = uy — wy € Uy N Uy, pois wy é combinacdo linear de vetores de Us.
Como Uy N Uy = {0}, segue entao que us = wsq e, portanto, Uy C Wh.
Logo Uy = Wy = ImT™, e assim fica provado a unicidade destes conjuntos.
[ ]
Os resultados que seguem serao, ainda mais, importantes para que possamos tratar

da forma canénica de Jordan.

Proposicao 2.1.1 Seja T : V — V um operador linear nilpotente de indice m > 1, onde

V' € um K-espago vetorial de dimensado finita. Se v € V € tal que T™ ' (v) # 0, entao:
(1) A =0 € o unico autovalor de T .
(2) O conjunto {v,T(v),...,T™ 1 (v)} € Li..

(8) Eziste um subespago T-invariante W de V tal que V.=U @& W, onde
U=[v,Tw)),..,T" (v)].

(4) A restricao T'|w : W — W é um operador nilpotente, com indice de nilpoténcia

m < m.

Demonstragao: (1). Seja A € K um autovalor de 7. Mostremos entao que A ¢é igual a
zero. De fato, como \ é autovalor de T', entao T'(v) = Av, com v # 0.
Dali,

0=T"w)=N"v=A"v=0=\"=0= \=0.
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(2). Suponha que {v, T(v), ..., T™ ' (v)} sejal.d.. Entao existem g, ay, ..., a1 € K,

nem todos nulos, tais que
aov + T (V) + ... + ap 1 T (v) = 0.
Seja | o menor indice tal que «; # 0, logo
T (v) + e T W) + .o+ g T () = 0, (2.3)

pois o0s «;, i < [, sao todos nulos.

Podemos reescrever (2.3) como

T'(v) = —a;—Jlrle(v) - azl_le_l(v)
_ TH-l Qi1 - Om—1 Tm—l—2(v)
(67 (67 P

portanto T'(v) = T"1(v). Logo temos,

™) = T ()
(

pois m é o indice de nilpoténcia de T
Portanto 7™~ (v) = 0, o que contradiz a hipotese de T 1 (v) # 0.

(3). Note, primeiramente, que U = [v,T(v),...,T™ ! (v)] ¢ T-invariante, pois seja

u € U, entdo u = v + 1T (V) + ... + Y1 T™ 1 (v), com 7g, ..., Ym_1 € K dai,

T(u) = %T(©)+nT?*0) + ... + Y2 T™ (V) + Y1 T ()
0
= %T (V) + 1T W) + ... + Y2 T™ H(v)

= 4 el.

Mostremos por inducao sobre o indice de nilpoténcia de T
Se m =1, entao T' = 0 e segue imediatamente o resultado.

Supondo que para (m —1) o resultado é valido, iremos mostrar que este vale para m. Pela
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Proposigao 1.2.1(1), temos que ImT é T-invariante, sabemos ainda que a restricao de T'

a ImT, T|;mr € nilpotente de indice (m — 1), pois
TN T() =T"() =0 e T"*(T(vg)) =T (vo) # 0
dai, pela hipétese de indugao temos
ImT=U,&W,, com U =[Tw),..,T"  (v)] =T(U)

onde Wj é um subespago T-invariante de V. Para conseguirmos nosso objetivo, que é

construimos W como no enunciado, primeiramente vamos considerar
Wy = {’LU eV T(w) S Wl}

AFIRMAGAO 1. V =U + W,.

De fato, para u € V, teremos T'(u) € ImT = Uy & W;. Dai, T(u) = v’ +w’, onde v’ € U;
e w € Wy. Segue que v’ = T'(u”), com u” € U e, portanto, T'(u) = T(u") + w’ isso
implica que T'(u — u”) = w’ € Wj. Da defini¢ao de W5 temos que (u — u”) € Ws. Logo,
u=u"+ (u—u") € U+ W, E assim fica provado a validade desta afirmacao.
AFIRMAGAO 2. UNnW; = {0}.

Considere u € U N Wj. Note, inicialmente, que T'(u) pertence a U; e a Wy, Uy e Wy sao
subespagos T-invariantes de V. Como ImT = U; @ W, segue que T'(u) = 0.

m—1
Porém, como u € U, existem escalares A, ..., \,,—1 € K tais que u = Z AT (v). Logo
i=0

0=T(u)=T (Z_ AJ@'@)) = Z_ NT T (v) = Z_ AT (v).

pois, T™(v) = 0.

Como {T'(v),...,T™ !(v)} é um conjunto Li., segue entao que \g = ... = A9 = 0 ¢,
portanto, u = A, 1T (v) € U;. Logo, u € Uy N W; = {0} e a afirmagao esta provada.
Da afirmagao 2, temos que (U NWy) N W; = {0} e, como W; C Ws, pois dado w € Wi,
como W, é T-invariante, temos T'(w) € Wi, o que implica, por definigdo de Ws, que

w € Wy, e ainda (U N Wy) C Ws. Segue entdo que existe um subespago Wj tal que
Wy =(UNW,) e W, @ Ws (2.4)

Afirmamos que W = W; @& W3 é o subespaco que queriamos. De fato, como W C W”
e Wn(UNWy) = {0}, segue que U N W = {0}. Por outro lado, da afirmacdo 1 e de
(2.4), temos que V =U+ Wy e Wy = (UNWy) @& W, logo v =u+ (h+w) com u € U,
h e (UNW,;)ew e W, podemos dizer que v = (u+ h) + w, onde (u+h) €U ew € W
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e, portanto, V = U + W. Segue entao que V = U & W, como queriamos.
Nos resta, apenas, mostrar que W = W, @ W3 é T-invariante. Com efeito, como W C W,

teremos que T' (W) C T'(Wy) C Wy, C W, o que completa nossa demonstragao.
(4). Sabemos que T™(v) =0 Vv € V e que T|w(w) = T(w) Yw € W. Dali,

Tlw(w) = T(w) = Tljw) = T™(w) =0
0

= Ty (w)

Logo T'|w é nilpotente de indice no méaximo m, ou seja, de indice m’ < m.
[ ]

Teorema 2.1.2 Seja T : V — V um operador linear nilpotente com indice de nilpotén-
cia m > 1, onde V' é um K-espaco vetorial de dimensao finita. Entdao existem mimeros

positivos t, my, mo, ..., my e vetores vy, ...,v; € V tais que
(1) m=my >mg > ..>my.

(2) O congunto B = {vy, T(v1), ... T™ Y(vy), ..,vs, T(vg), ..., T™ H(vy)} € uma base
de V.

(3) T™i(v;) = 0, para cada i =1, ..., t.

Demonstra¢ao: Como T é nilpotente de indice m, entdao 7™ ! # 0, dai existe v; € V
tal que T™ '(vy) # 0. Pela Proposigao 2.1.1, By = {v1,T(v1),...,T™  (vy)} € 1i. e
V =W, & W, onde W, é gerado por By e W, é T-invariante. Escreva m = m;. Note
que T'ly; é também nilpotente, digamos de indice my < m;. Daf pelo mesmo argumento
acima, existe vy € W3 tal que By = {vg, T'(va), ..., T™ H(vg)} € Li. e Wy = Wo @ W}, onde
Wy é gerado por By e Wi ¢ T-invariante.

Repetindo-se o argumento acima, como V' tem dimensao finita, obtemos entao os

valores t, mq, ms, ..., m; como enuncia o teorema.

2.2. A Forma Canodnica de Jordan

Observacgao 2.2.1 Suponha que T : V. — V € um operador linear nilpotente de indice
m, pela Proposi¢ao 2.1.1, sabemos que B = {v,T'(v),..,T™ 1 (v)} € Li., para algumv € V.
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Se dimV = m entao serd perfeito, pois o conjunto B formard uma base de V e a matriz

de T" com relacao a esta base serd do tipo

0 0 0 0

10 0 0

Ts=| 0 1 0 0

0 0 10
mXxXm

Observagao 2.2.2 Suponha agora que pr(x) = (x — )", dai, pelo Teorema de Cayley-
Hamilton, teremos pr(T) = (T — Ad)" = 0 e, portanto o operador linear (T — A\ d) serd
nilpotente. Se seu indice de nilpoténcia for n entao, usando a Observacao acima, existird

uma base B de V', tal que a matriz de (T — A\ d) com relagdo a esta base serd da forma

0
1
0 0 10
nxn
0 0 0
0 0
0 0 10

nxn

A0 0
A 0

[T = :
0 0 1A
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Observagao 2.2.3 Para um operador linear nilpotente T :' V. — V', sejam t,mq,...,m; €
B como no enunciado do Teorema 2.1.2. Entdao a matriz de T na base B é formada por

blocos de Jordan m; X m; associados ao autovalor 0, do tipo

0 0
0
Jm;(0) =1 0 1 )
0 0 10
My XMy
ou seja, [T)p serd da sequinte forma
T (0) 0 0
0 Jn,(0) 0
[T = . :
0 0 o, (0)

onde os 0’s indicam matrizes nulas.

As Observagoes 2.2.1 e 2.2.2, nos servem de justificativa para a préoxima definicao,

j& que as matrizes mostradas acima servirao como blocos de matrizes de operadores mais
gerais.

Defini¢ao 2.2.1 Chamamos de Bloco de Jordan rxr em A, a matriz J.(\) € M,.(K) que

tem A na diagonal principal e 1 em toda diagonal abaizo da principal, ou seja, € a matriz
do tipo

00 ... 1T A
rXr

Agora nos utilizaremos dos resultados ja enunciados e demonstrados, para construir

o principal objetivo deste capitulo, e de nosso trabalho, que é a chamada forma de Jordan.

Teorema 2.2.1 Seja T :V — V um operador linear, onde V' é um K-espaco vetorial de
dimensao finita, tal que pr(xz) = (x — A\)™...(x — X\)™, m; > 1 e N\ # \j, sei # j.
Entao V =U,®Us; ® ... ® U,, onde, para cada i =1,2,....t, temos

(2) o subespago U; é T-invariante;
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(8) a restri¢ao do operador (A\;Id —T) a U; € nilpotente.

Demonstracao:

Para cada i = 1,...,r, considere a transformagao T; = (\;Id —T) : V — V. Pelo
Teorema 2.1.1, V = U; ® W/, com U; e W/ sao T;-invariantes e as restrigoes de T; a U; e a
W! sao nilpotentes e invetivel, respectivamente. Como U; e W/ sao T;-invariantes, entao
pela Proposigao 1.2.1(4), serao também T-invariantes.

Sejam T'|y, : Uy — U; e Ty, : W — W/. Segue, do Corolario 1.2.1 e do Teorema 1.2.2,
que pr(z) = pryy, (€)pry,, (2)-

(I) Observe que \; é o unico autovalor de T'|y,, pois como (A, Id — T|y,) € nilpo-
tente, entdo s6 possui o zero como autovalor, logo A\;Id(v) — T'|y,(v) = Ov, para algum
0 # v € U, ou seja, Ty, (v) = A\v.

(11) Observe também que \; nao ¢ autovalor de 7’|y, pois (A Id—T|yw) : W — W]
¢ invertivel, ou seja, det[\;Id — T'|w:] # 0.

De (I) e (11), concluimos que pr,, (z) = (z—A;)™". Segue da defini¢ao de polinémio
caracteristico, que dimU; = m; e a intersec¢ao U; N (Uy +...+ U;_1 + U1 +...+ U,) = {0}.

Como pr(z) = (z — A)™...(x — A\,)™, segue que
dimV =mq + ... + m, = dimU; + ... + dimU,.,

ainda temos U; N (Uy + ... + U;—1 + U1 + ... + U,) = {0}, dai dimV = dim(U; + ... + U,)
e, portanto, V. =U; & ... d U,.
[ ]

Com o auxilio do Teorema 2.2.1, podemos construir a Forma de Jordan de um
operador linear.

Seja T': V' — V um operador linear tal que pr(z) = (z —A)™...(x = \,)", r > 1,
m; > 1 e \; # A; sempre que ¢ # j. Pelo Teorema 2.2.1, temos V = U; @ ... ® U,, onde
as propriedades (1), (2) e (3) enunciadas no mesmo teorema, sao satisfeitas.
Para cada i = 1, ...,r, considere Ty, : U; — U;. Mais uma vez pelo Teorema 2.2.1, temos
que (T'|y, — \ild,y,,) € nilpotente.
Pelas Observagoes 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3, segue que existe uma base B; de U; e nimeros

ti,Mip > Mz > ... > my, tals que
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onde, para cadai=1,....,me j=1,...,1;,

Ao O
1 N\
0 O 1 A

Mij XMy
¢ o bloco de Jordan correspondente. Como a soma U; & ... @ U, é direta, segue, pelo
Teorema 1.1.1, que B = B; UBy U ... U B, é base de V. Portanto,

Tls, 0 ... 0

0 [T3)s, 0

[T]s = . :
0 0 (T,]8,

A matriz acima é chamada de Forma de Jordan associada a T

Ainda nas mesmas consideracoes sobre T', r; e m;j, i =1,...,t e j =1, ...,r;. Para
cadai=1,....,tej=1,..,r; definamos o polinémio ¢;;(x) = (x — A\;)™%, tal polinémio é
dito divisor elementar de T de multiplicidade m;; associado a A;.

Considere o bloco de Jordan J.(\) com A\ € K. Note que

00
0 ...
() =Xd)=|01 ... 00|,
00 ...10

é nilpotente de indice r, pois (J.(A) — Md,)" =0 e (J.(\) — \Id,)" "' # 0.

Sejam agora A € K e A a matriz m x m formada por blocos de Jordan J,. (), ...,
Jr.(A) na diagonal e matrizes nulas no restante das entradas.

Sery >y, i =1,..,s, teremos (A — A\d,,)™ = 0e (A— \d,)" " # 0, pelas

consideracoes feitas acima. Dai, segue que
Como T'="1T1 & ... & T}, podemos concluir que o polindémio

G11(2)q21(2)..qu () = (x — A\)" 1 (2 — X)L (@ — )™,
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anula T e, ainda que, nenhum outro de grau menor anularé 7', portanto, pela Definicao
1.3.1,
myr(z) = (x — X)) (@ — X)) (T — M),

¢ o polinémio minimal de 7. Um fato importante é que os m;; com ¢ = 1,...;¢ define a
ordem de pelo menos um dos blocos de Jordan associados ao autovalor \;.
A quantidade de blocos de Jordan de cada \; serd determinado pela multiplicidade

geométrica de cada \;.

Definigao 2.2.2 A dimensdo do Nuc(T — \;1d) € chamada de multiplicidade geométrica
de >\z

Ainda nao sabemos as ordens de todos os blocos de Jordan, para isso, para cada
i=1,..,tecada k; = 1,...,m;, calculemos a dimensao do Nuc(T — \;Id)*. Denotemos
cada um desses valores por d;,. Observe que d;o = 0, Vi, pois dimNuc(T — \Id)° =
dimNucld = 0.

Seja n; r, a quantidade de blocos de Jordan de ordem k; associado ao autovalor \;,

isto é, a quantidade de blocos da forma

Ai 0O 0 0

Yy .00
0 1 0 0
0 0 1N\

ki in

temos que,
Nimi = di,mﬂ - di,milfl
e ainda que

Nik;, = 2dz,kl — di’ki+1 — di,kifla VkZ = 1, S 117 1.

Com essas observagoes e com a ajuda do Teorema 2.2.1, podemos agora calcular
a forma de Jordan de um operador linear T': V' — V onde V' é um K-espaco vetorial de

dimensao finita.

Exemplo 2.2.1 Seja T : C* — C* o operador linear dado por

T(z,y,z,w) = (8 —y,4x + 12y, 92 + 2w, 2z + 6w).
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Com relacao a base canénica C temos,

8 -1 0 0
412 0 0
T, —
Tle 0 9 2
0 2 6

e, portanto, pr(z) = (x —10)*(x —5). Podemos entao definir o polinémio minimal mz(x)
de T, a partir das sequintes possibilidades: (x—10)(x—5),(x—10)*(z—5) ou (x—10)3(x—5).
Observe que, ([T)e — 10Idy).([T)e — 51ds) # 0 e ([T)e — 101dy)*([T]e — 5Ids) = 0, logo o
polinémio my(z) = (x — 10)*(z — 5) € manimal. Isso significa que a forma de Jordan de

T terd um bloco de Jordan J5(10) pois a raiz 10 tem multiplicidade 2 em my(x). Segque

entao que
10 0 0 0
1 10 0 0
Jr =
0 0 10 O
0 0 0 5

€ a forma de Jordan de T'. Note que neste exemplo nao necessitamos calcular as ordens

dos blocos de Jordan restantes.

Exemplo 2.2.2 Seja a matriz

1 2 -2 10
-1 4 -3 2 0
A= -1 2 -2 3 0 |,
-1 2 —4 4 1
-1 2 —4 2 3
vamos encontrar a sua forma de Jordan.
Temos, primeiramente, que pa(x) = (z — 2)° e ma = (v — 2)3, sdo os seus

polinémios caracteristico e minimal, respectivamente.
Jda sabemos que my; = 3 e \y = 2, agora para cada ki = 1,...,mqyy, calculemos a
dimensio do Nuc(A— X Id)*, (ou a nulidade da matriz (A— X Id)** ), descritos a sequir:

dip = 0

dip = Nuc(A-2Id) = 2
dia = Nuc(A—2Id)?
diz = Nuc(A—2Id)? = 5

Dat,
nig=dis—dia=5—4=1 (1bloco de ordem 3 associado a \; = 2)



nig=2dig—dig—dig=4—4—0=0 (0 bloco de ordem 1 associado a \; =2)
nig=2d1g—di3—di1=8—5—-2=1 (1 bloco de ordem 2 associado a A\ =2)

Logo, a forma de Jordan € do tipo:

S =N
= NN O
o O O

Ja =

31



3 Aplicacoes

Neste capitulo, trataremos de apresentar algumas aplicacoes relativas a Forma de
Jordan, tentando assim mostrar como este resultado é de muita utilidade para certos

calculos.

3.1. Sistemas de Equacdes Diferenciais Lineares

Nossa primeira aplicacao, trata de relacionar os conceitos da algebra linear, mais
especificamente, os conceitos sobre a forma de Jordan, com os contetidos de equacoes
diferenciais, de forma que possamos generalizar um caso de existéncia e unicidade para
sistemas de equacoes diferenciais lineares.

Como estudamos em nossa formacao académica, o tipo mais simples de equacao

diferencial linear, é a equagao de crescimento exponencial, ou seja, as equagoes do tipo
x(t) = az(t) (3.1)

onde a é uma constante.

Neste tipo de equagao, é muito facil ver que z(t) = e* é uma solugdo, assim como
qualquer outra do tipo z(t) = e*¢, onde ¢ é uma constante arbitraria, sabe-se ainda que
qualquer solugao da equagao (3.1) sempre sera desta forma.

De fato, dada uma solugao qualquer z(t) da equagao (3.1), diferenciando a ex-

pressao e~z (t), obtemos
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usando (3.1), temos

= —ae "z(t) +aec""z(t) =0 = e "z(t) =,

ou seja, x(t) = e“ec.

Esta solucao é dita Solucao Geral da equacao, porém podemos ter unicidade de
solugao, para isso basta-nos especificar uma condicao inicial, isto é, teremos o chamado

Problema de Valor Inicial, ou (P.V.1.), que sera da forma

(3.2)

{ i(t) = ax(t)
z(0) = zo

Note que a solugao deste (P.V.I.) ainda sera do tipo z(t) = e*¢, como temos uma
condicao inicial, podemos determinar ¢ e assim termos a unicidade de solugao, ou seja,

temos:

z(0) = e"c = x(0) =,

dai, a solugao de (3.2) sera tunica e dada por:

z(t) = e”x(0).

Desta forma podemos chegar a um resultado importante nos estudos da equacgao,
o teorema de existéncia e unicidade para P.V.I., cujo seu enunciado e sua demonstracao
encontram-se no Apéndice deste trabalho.

Agora, para o problema nao-homogénio:

{j:(t) = ax(t) + h(t) (3.3)

z(0) = x

com h(t) definida e continua num intervalo [/ tal que t =0 € .
Neste caso, a solucgao ¢ dada pela férmula de varia¢do de constantes, isto &, se x(t)

é solugao de (3.3), entdo derivando e~*x(t), obtemos:

Cleal) = —aea(t) + e ()
— e () + e~ (az(t) + h(1))
= efath(t)

integrando esta igualdade de 0 a t, teremos:
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e x(t) — e x(0) = /0 e *h(s)ds

e, portanto, a solucao ¢ dada por

z(t) = ez(0) + /Ot et n(s)ds.

Esta tltima expressao é conhecida como Formula de Variagao das Constantes.

Como h(t) esta definida e é continua no intervalo I tal que t = 0 € I, entao a
formula de variacao de constantes nos garante a existéncia e unicidade desta solugao.

A partir daqui, iniciaremos realmente nossa aplicagao, tendo como fato motivador,
as observagoes acima citados. Como dito acima queremos generalizar estes conceitos para
sistemas de equacoes diferenciais lineares, ou seja, queremos mostrar que X (t) = e4'X, é

a solugao do sistema de n-equagoes

X(t) = AX(t) (3.4)
onde,
z1(t) a Q1n
X(t) = : e A=
xn(t) An1 Qpn
com a seguinte condi¢ao inicial
X(0)=X, € R (3.5)

Para isso, definamos inicialmente e, tendo como base o caso real, ou seja,

2 (13

« a
e —1+a+§+§+... (3.6)
que ¢ convergente.
Dai,
A2 A3
eA:Id—i-A—i—?—l—?#—... (3.7)

e mostremos que a série (3.7) é convergente no espago £(R").

Consideremos, entao, o R™ com seu produto interno e norma usuais, ou seja,

<.T,y> :x1y1++xnyn € ||517” =V <I,$>, com xvyeRn'

X1

Observagao. Usaremos tanto z = (z1,...,2,), como r = : , dependendo da

ocasiao.
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Definamos a norma de um operador linear, (ou matriz n x n), A € £(R™) por:

Ala)

i

A
o = sup 14211 _
o o —r

A = s pasi 33)

’ = sup
[lz]l=1

z#£0

Para que (3.8) defina uma norma em £(R"), precisamos mostrar, em primeiro
lugar, que esse supremo é finito.
Mostremos este fato da seguinte forma.
Seja a1 = (a11, ..., A1)y -y Gy = (An1y .-, Gnp) € R™ as linhas da matriz A, de modo
que:
ax
A=

an

Dai, multiplicando A pelo vetor x € R", temos

<a1,x>

<CL1,J]>

Portanto, ||Az| = ||((a1, z), .., {an, 2))|| = (a1, ) + ... + (an,x>2)%.

Usando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver demonstragao no Apéndice)

[{z 9)| < lllllyll

Temos que,

1
1Azl < (lax[P[l2]* + ... + llan]*[lz]*)2

o que implica

| Az]]

oy < Ul lan]?)2 Vo #£0

Logo,
1
IAIl < (lav]l* + .. + llan|1*)=. (3.9)

Agora nos basta, apenas, mostrar as seguintes propriedades:
P1. A >0e A =0& A=0
P2. |[RA[l = |K[[[All, k € R

P3. ||[A+ B|| < ||A|| + || B|| (Desigualdade Triangular)
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Demonstragao: P1. Claro que ||A]| > 0.

(=) Suponha que ||A|| = 0. Temos

A
el _ A

2l = a0 [l

o que implica
0<||Az|| < 0= ||[Az||=0= Az =0 Vx#0

Como T'(0) =0, entao T' = 0.

<) Suponha agora que A = 0, logo sup, ., 142
240 Tla

||H =0, o que implica ||A|| = 0.

P2. Temos A, B € £(R") e k € R, entao

kA)x kl|A(x Ax
R 10 O 15 R 2
w0 |7 w0 |17l w20 ||zl
P3. e ) 5
s Bl = e AT B 14G) + B
0 Ea 20 ||

Aplicando a desigualdade triangular, obtemos

A(x) + Bz Alx Bz
A = B@I A IB@I
240 ||| w#0 ||z w0 ||z

ou seja,

A+ Bl < Al + [1B]]-

[ ]
O espago vetorial £(R™), pode ser considerado como R”Z, e a norma que definimos

em (3.8) é equivalente a norma usual de R”. De fato, de (3.9) temos que

1AL < @+t ad, bt a2 a2

- ()

ij=1
< lay] (3.10)

Agora seja C = (eq, ..., e,) a base canonica R", dali,

1
[ Aes]| = (aiy, ... an)2-
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Logo,
|All = sup [|Az]| > (a};, ...a%)%, Vi

ni
[lz]l=1

a0 somarmos todos os i = 1,...,n e da desigualdade v/a + vb > va + b (ver Apéndice),
obtemos

N

ol > ()

ij=1

v

[l | (3.11)

Das desigualdades (3.10) e (3.11), segue que a norma que definimos (3.8) ¢ equi-

2 .
valente a norma usual do R™, ou seja,

Ll < 141 < @)

Temos que £(R™) é um espago vetorial completo e a vantagem em considerar a

norma (3.8) em vez da norma usual é que nesta norma temos a seguinte propriedade:
[Az]| < [ All[] (3.12)

De fato, seja z € R". Se x = 0, entdo ||Az|| = 0 = [|A||||z||.
Agora se z # 0, entdo ||z|| # 0. Dai,
[ Az|

[A]] = sup ——= = [|Al| =
220 ||

[ Az]]
]

Da desigualdade acima temos, ||AB|| = ||A|l.||B]|-

Com efeito,

= [|Az]| < [[Aflflzll, V= eR"

[A(Bz)|| < [[A|l.|Bz]| = [[A(Bz)|| < [[All.[|B]|-[|l=]
como ||z|| > 0, segue que
IAB|| < [|A[.[| Bl (3.13)
Finalmente, temos
A" < [|A[I". (3.14)

como resultado imediato de (3.13).
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Como dito anteriormente, para que a série (3.7) defina a matriz exponencial el é
necessario que a mesma seja convergente. Para isto, facamos uso da desigualdade (3.14),

dai teremos

Ar Antr
+

_ 1Al
nl 7 (n+p)!

R
n! 7 (n+p)!

(3.15)

Note que, em (3.15), o segundo membro é formado por termos da série da fungao
exponencial (3.6) que é convergente para todo real, em particular para a = ||A||, portanto
nossa série ¢ de Cauchy em £(R"), pois £(R") é completo.

De modo analogo ao caso real, podemos justificar que a candidata a solugao do

sistema de equagoes lineares:

A% Angn
XoeAt = XO + AtXO + TXO 4+ ...+ n'

Xo+ ... (3.16)

como e converge uniformimente para t em qualquer intervalo, podemos derivar (3.16)

termo a termo, para obter

d A% A3 Antn
%(GAth) = AtX()+ ol X0+ 31 X0—|—+ oy X0—|—
2t2 ntn
= | Xo+ AtX, + ol Xo+ ...+ — Xo+...| A
= ABAtXO

Logo, X (t) = e X, estd bem definida, satisfazendo o sistema (P.V.1.)

{X(z) = AX(1) (317

X(0) = X,

A férmula de variacao das constantes também é valida, isto é, a solucao do sistema

nao-homogénio

{X(t) = AX(t) + h(t) (3.18)

é dada por
t
X(t) = e X(0) + / A= n(s)ds. (3.19)
0
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Apesar de X(t) = e X(0) ser solu¢do do (P.V.I.) (3.17), nossa aplicagao nao
termina aqui pois, temos ainda a dificuldade de calcular as poténcias de A, para isto
facamos uso da teria sobre a forma de Jordan.

Primeiramente, para calcularmos a expressio de e, vamos verificar algumas pro-

priedades dessa matriz.
P4. Se M é uma matriz invertivel entao

—1 _
MTAM — prled M

P5. eAHB)t = AteBt Wt o A comuta com B.

Demonstracao:
P4. De fato,

-1 2 -1 n
eMlAM:[d—FM_lAM—FM-FM-FW—?M—F (3_20)
! n!
mas, como (M YAM) = M—YA'M,i=1,2,..,n,...
Dai, podemos reescrever (3.20) como
_ M—tA2M M=tA"M
eMTIAM M—lldM+M‘1AM+T+...+—‘+ (3.21)
! n!
A? A"
= M! <1d+A+?+...+—'+...)M (3.22)
! n!
= M '(eM)M. (3.23)

O que mostra a propriedade.

P5. (=) Suponha que e +B)t = eAteBt derivando ambos os lados, temos:
(A + B)e(A—i—B)t — AeMteBt 4 BeAteBt
derivando mais uma vez e fazendo t = 0, obtemos:
(A+ B)? = A> +2AB + B> = AB = BA.
' (<) Se A comuta com B é facil ver que X (t) = e/eP? satisfaz a equagao diferencial

X(t) = (A+ B)X(t), com a condigao inicial X (0) = Id. Entao pela unicidade de solugao

devemos ter X (t) = e+B)t e portanto a propriedade esta justificada.
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Se M ¢ a matriz de mundanca de base tal que M ~*AM esta na forma de Jordan,

isto é,
A 0 ... 0
. 0 Ay, ... 0
M—7AM = ) o ) , Ay =NI1d+ R;
0 0 ... A
onde R; é do tipo:
0 0 . 00
1 0 . 00
Ri=101. 00
0 0 . 10
kiin

comi=1,...,1.
Entao, como

_ —1
M leAtM — 6M AMt

temos que
A M-1AM _
€ t = Me tM 1.

M~—YAMt M~—YAMt

Vamos portanto calcular a matriz e Temos que e é diagonal de

blocos do tipo:

oAd+R)L

Como AId comuta com R temos que

COA+R)L A R (3.24)
R2 Rk*l
At 2 k—1
= Id+ Rt + —1* + ... t 3.25
e ( TR e ) (3.25)
1
1
e I | (3.26)
k—1 k—2
= iRy t 1

Observe que e estad multiplicando a matriz, portanto podemos concluir que:

i. Os autovalores da exponencial e sao todos do tipo e, com A autovalor de A;
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ii. Os elementos de et

sao combinacoes lineares de termos do tipo t'e*, com i
limitado pelos indices de nilpoténcia, no caso acima i < k, logo sdo do tipo p(t)e*, onde
p(t) é um polindémio em ¢. E nossa aplica¢ao termina aqui. Vamos agora a um exemplo

que esclarece melhor nossa aplicacao.

Exemplo 3.1.1 Seja o problema de valor inicial (P.V.1.) abaizo

{X(t) = AX() (327
X0) = B
onde,
x 3 -1 1 1
X = , A= 2 0 11|, B= —1
z 1 -1 2 2

Como jd visto, sabe-se que X (t) = eMB € a solugio do P.V.I. (3.27). Vamos agora
explicitar melhor esta solucao.
A forma de Jordan de A € da forma

1
Ja=10
0

o NN O

que esta associada a base {(0,1,1),(1,1,0),(0,0,1)}.
Logo a matriz M, de mudanca de base, tal que Jo = M~YAM, € igual a

I
— = O
S ==
_ O O

Portanto,

eAt — MeM_lAMtM—l — M@JAtM_l.
Como

et 0 0 -1 1

et = 0 2t te e M~ = 1 0 :
0 e* 1 -1 1
dat, temos:
e?t 4 te?t —te?t  te?!
e = | —et e 4 te? e —te2 tet (3.28)

et 4 2t et _ o2t 2t
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Multiplicando (3.28) por B, obtemos a solugao do P.V.I., ou seja,

€2t

X(t)=| —2¢e' +e* + 4te*
—2¢et + 4%

Exemplo 3.1.2 Considere o sequinte sistema de equagcoes diferenciais

(3.29)

onde,

3 00 e 0 0
Ja=11 3 0|, logo e’at =1 ted &t 0 |,
0 0 7 0 0 e

associado a base (4,0,-3),(0,1,—1),(0, 1, 3).

Portanto, M sendo a matriz de mudanca de base tal que Jo = M~YAM, temos

4 0 0
M = 0o 1 1
-3 -1 3
logo,
4 0 0 e 0 0 % 0 0
At Jatasr—1 __ 3 3 3 3 1
e = Me"A*"M = 0 1 1 tet Gt 0 16 4 2
7 3 1 1
Portanto, a nossa solu¢ao X (t) serd dada por:
e3t 0 0
. teSt 363t 3e7t 383t e?t eSt 67t
X(t) a ST _31_6 _3 10 7 43 T7 _ST i 7T ’
3e3t tedt 3e3t 9e"t 3e3t 3e’t edt e’
T Tt Tt T —1
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3.2. Raizes m-ésimas

Nesta aplicagao, utilizaremos a Forma de Jordan para obter raizes m-ésimas de

operadores lineares.

Teorema 3.2.1 Seja T' € £(V) e m um inteiro positivo. Vamos assumir que x = 0 €
uma raiz de mr(x) de multiplicidade no mdximo 1. Entdo sio vedadeiras as sequintes

informagoes:

(1) Se todos os autovalores de T' pertecem a K entdo existe S € £(V) tal que
Sm=T eST =TS,

(2) Se K=R em € impar entio existe S € £(V) tal que S™ =T e ST =TS;

(8) Se K=R, m € par e T nao possui autovalores reais negativos, entio existe
Se L tal que S =T e ST =TS5.

Demonstracao: Primeiramente, escrevamos my(z) = a'm(zx), com | = 0 ou | = 1.

Caso [ = 0, o operador T ¢é invertivel. Caso [ = 1, pelo Teorema 2.2.1., existe uma
decomposicao V' = NucT & Z, com Z = Nuem(T), tal que o polindmio minimal de
T|z ¢ m(x). Obviamente, T'|; ¢ invertivel e, portanto, podemos supor, sem perda de
generalidade, que o proprio operador 1" é invertivel.

Pondo a = %, consideremos a série binomial

(1+2)e = i ( Z ) 2", (3.30)

0nde<a>zle
0
(a)za(a—l)...(a—n+1)
n TL' ’

para n > 1. A expressao (3.30) é convergente se |z| < 1, mas pensando x como uma

indeterminada, esta equagao corresponde simplesmente a uma infinidade de relagoes entre

o L
nameros , mais diretamente,

(nfg(:)xn)m:m.
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Se T'= Ad+ N com A # 0 e N nilpotente, podemos obter, via série binomial, um
operador R € £(V) tal que R™ = Id + A"'N. Como N ¢é nilpotente segue que R ¢é, de
fato, um polindmio em N. Particularmente, R comuta com N e, escolhendo p € K tal
que pu™ = A, temos que o operador S = uR é tal que S =T e ST =TS.

Vamos, neste momento, dividir a demonstracao em trés partes, de acordo com as

hipdteses do enunciado do teorema.

(1) Usando a forma de Jordan, obtemos uma decomposi¢gao V- =W; @& ... ® W, de
V tal que cada subespago é invariante sob T e T' é da forma Ald + N, A # 0, em cada
um dos W;, i =1, ..., k. Usando a argumentacao do paragrafo anterior e a invariancia dos
W;, construimos um operador S € £(V) tal que S™ =T e ST =T'S.

(2) Sejam A, ..., A, € R os autovalores reais e py, fiq, ..., i, iy € C os autovalores
complexos de T, repetidos de acordo com a multiplicidade. Podemos, obter uma de-
composicao V' = Vi @ V5, onde os operadores T3 = Ty, e To = Ty, tém Ay, ..., A\ €
1, 1, ---5 M1, 7 cOmo autovalores, respectivamente. Como os autovalores de T} sao reais,
pelo item (1), existe um operador S; em Vj tal que S7* =T e S177 = T1.S1.

Existe uma estrutura complexa J € £(V32) que comuta com T,. Denotando por W o
espago complexo (V3, J), temos que Ty € £(W) e, portanto, pelo item (1), existe S, € W
tal que S5" = T, e SyTs = T55;. Definindo S como S; em V; e Sy em Vs, e temos o

operador procurado.

(3) Agora, basta repertimos a prova do item (2), observando que, como T nao
possui autovalores reais negativos, o operador S; construido em V; é bem definido, pois

m € par.

Também é possivel obter unicidade, basta supor que, tanto 7" quanto S sao opera-
dores auto-adjuntos positivos, ou seja, se D é uma base ortonormal e fixando um produto
interno em V', entao os operadores acima sao auto-adjuntos positivos se, e somente se, as
matrizes de T' e S com relagdo a base D sdo matrizes simétricas e ainda (v, T'(v)) > 0 e

(v, S(v)) > 0, para qualquer vetor nao nulo v € V.



Conclusao

O que foi apresentado neste trabalho, mostra & ampla e valiosa utilidade do con-
tetdo exibido nesse estudo, como também, a relagao entre os resultados de algebra li-
near e os conceitos das equagoes diferenciais ordinérias, resolvendo, com isso, um grande
problema de solugao de um sistema de equacgoes diferenciais, mostrando assim que na
Matematica tudo estd intimamente ligado e que sempre existem estudos para que se

possa resolver pequenos, ou grandes, dificuldades.
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A Apéndice

A.1l. Teorema de Existéncia e Unicidade
Teorema A.1.1 Considere o sistema de equagoes diferencial de 1* ordem
i(t) = f(t, ) (A1)
definida em D, onde D € o conjunto:
[t —to] <a e ||z —xo| <D

com a condi¢ao inicial x(ty) = xo.

Suponhamos que:
i. [ € continua em D
. || f(t,x) — f(t,y)|| < Lljz —vy|| Y(t,z) e (t,y) € D e para algum L > 0.

Entao existe uma unica solugao p(t) de (A.1) satisfazendo ¢(ty) = xo definida no

mtervalo

I:lt—to| <6

onde

5:min{a,%} e M= sup ||f(t)]

(t,x)eD

Demonstracao:
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1. EXISTENCIA
Consideremos a sequéncia de funcoes
po(t) = o

oalt) = 20 + / £(5, o (3))ds

to

(A.2)

onde t € [ty —a,tp+ajeneN

Mostremos que (,) ¢ uma sequéncia de fungbes continuas em
[t =tol <0 e [[@nlt) =@l <b, VneN

temos que
wo(t) = xo para t € [to—0,ty+ 9]

entao

t
v1(t) = xo —l—/ f(s,zo)ds

de onde se deduz que ¢; ¢é continua em |t — to| < 9.

Além do mais,

/t 1 (5. 20) | ds

Suponhamos agora que ,,_1(t) seja continua em
t—tol <6 e [[pn1(t) —moll < b

neste intervalo. De (A.2) deduz-se que ¢, (t) é continua em |t — to| < J e

ln(t) = ol <

t
5t onms(lds| < Mt~ b < 25 < b
to
logo, ¢, é uma sequéncia de fungoes continuas em
t—tol <3 ¢ llpnlt) —wol <b, VneN

isto é,
(t,pn(t)) €D se [t—ty)| <d e neN.
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Agora, mostremos que a sequéncia (,) converge uniformemente em [t — o] < 0.

temos que
lo1(t) — ol < Mt — o]

Paran =2, (A.2) torna-se:

w®=%+/f@%®ﬂs

to

logo,

le2(t) — (D) =

/t:f(S,gol(s))ds—/t:f@,%(s))ds

tU@%U)f@%@MS

g&/wa £ (5, 0(s) [1ds
< ZLWN) ols) |ds

t — to|?
2!

t
/ ML|s—t0\d5:ML’ em |t —to| <6
to

Suponha que,
1|t —=to|"
Jen(®) — eur(t)l = ML I e gy <
de (A.2), temos que:

o (t) = 70 + / £ (5, on(s)) ds

to

logo,

lnt1(t) = en(B)ll =

tf@%@D%—Zf@wnwD@

tuw%m>f@%4wws

sh/wS% £ (5, 9nr(5)) s

< | [ Blento) — pnalolas
o n+1

< /ML” 1|S | 15 2ol gs _ML”% em |t —to] <&
n !
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portanto,

t—to"
lon(®) — o (0] < mpr-1 = tol”

' e [t—ty < e YneN
n!

logo,
M (Lé)”

lon(t) — en-1(t)]| < T VneN e Vtelty—6,t)+ 9]

n!

Usando o critério de Weierstrass, a série

Y llen(t) = pna (]

converge uniformemente em |t — to| < 4,

logo, a série
oo

wo(t) + D [n(t) — pna(t)]

n

converge uniformemente em [ty — 6,y + 6]

Sn(t) = wo(t) +@1(t) — wo(t) + @a(t) — pi(t) + .. + on(t) — Pu_i(t) = @n(?)

Consequentemente, a sequéncia (¢, (t)) converge uniformemente para uma fungao
(t) em |t —to| < 9.

Usando-se a condigao (ii.) pode-se deduzir que:
lim f (¢, 0n(t)) = f(t,p(t)) uniformemente em |t —to| <4
n—oo

De fato,

1 & en(t)) = f (8 e@) || < Lllon(t) —@(t)] Vi€ [to—0,t0+0] e VneN

Desde que
©n(t) — p(t) uniformemente em |t — ] < 0
entao:
Ve >0 dng € N,
tal que
n>np = |lea(t) — o(t)] < % Yt em [t —to| <6
portanto,

Ve>0 dny € N,



tal que
6 —
7=

Agora, tomando-se o limite em (A.2) quando n — oo, obtemos:

n2ng = [|f(t,en(t)) = F(L (M) < L.z =e Vi |l =t <9

lim ¢, (t) = nlggo {xo +/ f(s,gan_l(s))ds]

ou seja
¢ t
ott) =+ im [ flopua(sds = ot [ I flsuns(6)ds
dai,
o(t) = zo + /tf(s,go(s))ds, te€to—6,to+ ]
. to

p(to) = 0.

Agora, derivando (A.3) em relagao a t, resulta que:

o(t) = f(t,p(t), Vtel

Logo ¢(t) é solugao de (A.1), tal que p(ty) = xo.

2. UNICIDADE

o1

Suponhamos que existe uma outra soluc¢ao ¥ (t) de (A.1) com (ty) = xo. Entao

vt =+ [ fs.0l9)ds, Vel
Vamos mostrar que
o) = v(t), Viel

Mostremos por inducao que

Vtel e YVneN

I(0) = ot < b= lol”

temos,
lp(t) — zol| < b, VEeI
suponhamos que

t — toln—l

(8 = puae)] < b b et e ven

(A4)



entao

[9() — eIl =

/t 16(5) — @uos(s)]1ds

< ppn [t s =l
- , (n—1)! (n—1)Inly

portanto, pelo Principio da Indugao Finita (P.I.F.)

n

100 — el <00 e e vnen
portanto,
o
[(8) = en(®)| BL"— — 0 se n— oo,

ou seja,

() — )| <0 Vtel

donde, podemos concluir que
Y(t) = pt), Vel

A.2. Desigualdades Auxiliares

—brr

t —to|"

n!

Lema A.2.1 (Desigualdades de Cauchy-Schwarz) Dados x,y € R", temos

[{z, y)| < lllllyll

Demonstracao: Partiremos das seguintes identidades,

=2 LT Z i
e somando-as membro a membro, obtemos:
z}
' Z o Z i Z (et ) 2 Z

pois a® + b* > 2|a||b|, Va,b € R.
Donde,

lallilgl = > leagel = | 3 | = I )
=1 =1

||yl
=l [lyll’
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Lema A.2.2 Dados a,b€ R e a,b >0, temos

Va + Vb >+Va+b.
Demonstracao: E claro que a + b = a + b, somando-se 2\/5\/5 > 0 a um dos membros,
obtemos
a+b < a+2vV/avb+b
< (Va)’ +2vavh+ (V)
< (Va+Vvb)?

Dai, \/a + vb > va+b. n



