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Resumo

O Teorema de Green é um resultado importante do Calculo Vetorial. E assim chamado,
em homenagem ao matematico inglés George Green, que o desenvolveu. Este teorema
relaciona a integral de linha ao longo de uma curva fechada simples parcialmente suave
com a integral dupla sobre a regiao delimitada por esta curva. Este trabalho tem como
objetivo estudar o Teorema de Green e apresentar algumas de suas aplicagoes. Mostramos
sua aplicacao no calculo de area de regides determinadas por curvas simples e fechadas e
estabelecemos a relagao existente entre o Teorema de Green e o Planimetro, um importante
instrumento criado em 1854 pelo matematico Jacob Amsler, capaz de medir area de figuras

planas movendo-se apenas no contorno da regiao.

Palavras-chaves: Teorema de Green, Calculo de Areas, Planimetro.



Abstract

The Green’s Theorem is an important result of Vector Calculus. It is so named in honor
of the English mathematician George Green, who developed. This theorem relates the line
integral along a simple closed curve partially smooth and the double integral over a region
bounded by this curve. This work aims to study the Green’s Theorem and present some
of its applications. We show its application in calculating the area of regions determined
by curves simple closed and we establish the relationship between the Green’s theorem
and Planimeter, an important instrument created in 1854 by mathematician Jacob Amsler,

capable of measuring area of plane figures moving only at the boundary of the region.

Key-words: Green’s theorem, Calculation of Areas, Planimeter.
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Introducao

A abordagem sobre O Teorema de Green e Aplicagoes, encaminha-nos a realizar es-
tudos a partir da biografia do matematico e fisico George Green, que nasceu em Nothighan
em 13 de julho de 1793. Aos oito anos, ingressou na escola Robert Goodacre’s Academy
onde recebeu aulas do professor de mesmo nome, que ensinava Ciéncia Entusidstica. A
necessidade de auxiliar o pai em seu trabalho fez com que George abandonasse a escola
no quarto periodo, mesmo assim, esse tempo, unido ao incentivo do professor Robert foi
suficiente para que despertasse nele o gosto pela ciéncia.

Aos quatorze anos, George passou a operar com um moinho de vento que seu pai
construira na aldeia Sneinton. La ele tinha uma longa jornada de trabalho e, provavelmente,
usou o chao do moinho como local de estudo.

Aos trinta e cinco anos, George publicou seu primeiro documento intitulado ”Um en-
saio na aplicacao de Anélise Matematica para as Teorias da Eletricidade e Magnetismo”. Ele
inventou novas técnicas matematicas que teriam um efeito imediato e profundo se chegasse a
ser lido por outros estudiosos da drea, mas a falta de treinamento formal e a modesta posicao
social impossibilitavam o envio de seu documento a um jornal cientifico. Apesar do nao
reconhecimento do trabalho, Green fora encorajado pelo matematico Edward Bromhead a
iniciar seu segundo documento. Através de Edward, Green comegou a publicar documentos
em jornais cientificos e entrou em Cambridge como estudante universitario, onde recebeu o
diploma em Matematica. Logo apds, foi eleito por companheirismo a Faculdade Gonville
e Caus, onde permaneceu por dois anos. Devido & problemas de saude, o fez retornar a
Nothighan. Green faleceu em 1841, sem que seu trabalho tivesse recebido o seu devido
valor. Mas nao se sabe ao certo as causas de sua morte.

A matematica de Green era toda desenvolvida para resolver problemas fisicos muito



gerais. Portanto, seu principal interesse estava em eletrostética, fazendo grande uso do
potencial elétrico que ficou conhecido como o Teorema de Green.

Dentre os principais trabalhos desenvolvidos por Green estao: Um ensaio na aplicacao
de andlise matematica para as teorias de eletricidade e magnetismo; Aplicagao dos resultados
preliminares na teoria de magnetismo; Na reflexao e refracao do som; Na propagacao de luz
em meio cristalizadas.

Apesar de sua importante contribuicao para a matemaética, George Green recebeu
pequeno reconhecimento popular, mesmo depois de sua morte. Alguns cientistas reconhe-
ceram suas contribuigoes para a ciéncia e as desenvolveram durante o século X1X, como
por exemplo, do cientista William Thomson e George Gabriel Stokes.

A partir de muitas tentativas esses cientistas conseguiram mostrar que os trabalhos de
Green poderiam ser usados em diferentes situacoes, como a exemplo das func¢oes de Green
que poderiam ser usadas efetivamente em mecanica quantica e poderiam ser aplicadas para
eletrodinamica quantica. Assim, o reconhecimento foi acontecendo, até que em 1972 houve
a formacao do Fundo Comemorativo de George Green, na Universidade de Nottingham,
em 1985 foi promovida a restauracao do moinho de Green em Nottingham e em julho de
1993, aconteceram as celebragoes de Bicentenario de nascimento de Green nas cidades de
Nottingham, Cambrigde e Londres.

Os estudos desenvolvidos por Green, expressos em sua biografia nos serviram de
estimulo para compreender, a relacao calculo vetorial e Teorema de Green, suas implicagoes
no calculo de areas de regioes planas e integrais curvilineas. Bem como , suas contribuicoes
na generalizacao do Teorema de Stokes e o Teorema de Gauss. Para tanto, buscamos aporte
tedrico em [4], [2], [5], entre outros.

No Capitulo I, apresentamos alguns conceitos importantes relacionados ao tema, ne-
cessarios para a compreensao de resultados posteriores.

No Capitulo II, o Teorema de Green, demonstrando-o para o caso de regioes especiais,
justificando sua extensao para outros tipos de regioes mais gerais.

No Capitulo III, abordamos algumas aplicacoes, como o uso do Teorema de Green no
calculo de areas de regides fechadas e simples e a relagao Teorema de Green e Planimetro,

instrumento criado em 1854 por Jacob Amsler, para medir area de regioes planas.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Iniciamos esta secao apresentando algumas definigoes necessarias para compreensao

de alguns resultados no decorrer do trabalho.

Definicao 1.1. Uma curva plana é um conjunto de pares ordenados da forma
R(t) = (f(t),9(t)) = fF(t)i+g(t)i, tel,
onde as funcgoes f e g sao continuas em um intervalo 1.
No que segue, representaremos uma curva plana C' pela equagao
R(t)=f(t)i+g(t)j, tel.
E consideremos, z = f(t) e y = g(t), as equagdes paramétricas.

Definicao 1.2. Uma curva plana é chamada suave se f' e g’ existem, sdo continuas e ndao

se anulam simultaneamente em I.
Definicao 1.3. Uma curva C' € chamada de simples, caso nao se intercepte, isto €, se
R(tl) 7& R(tQ) th, ty € 1.

Definicao 1.4. Uma curva C definida em um intervalo I = [a,b] é dita fechada se o ponto

inicial (f(a),g(a)) e o ponto final (f(b),g(b)) coincidem.
Dois exemplos de figuras fechadas e simples sao a circunferéncia e a elipse.

4
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>

Figura 1.1: Circunferéncia Figura 1.2: Elipse

Definicao 1.5. Uma curva fechada simples parcialmente suave ¢ uma curva fechada

formada pela uniao finita de curvas Cy tais que, essas curvas sao simples e suaves.

Definicao 1.6. Um campo vetorial F' em duas dimensoes é uma funcao cujo dominio
D € um subconjunto de R? e cujo contradominio é um subconjunto do espaco dos vetores

bidimensionais. Se (x,y) estd em D, entdo
F(z,y) = M(z,y)i + N(z,y)j,

onde M e N sdo funcoes escalares.

Figura 1.3: Campo vetorial no Plano

Exemplo 1.1. Considere um campo definido por ¥(x,y) = 2xi+ 3yj. FEsbo¢ando alguns

vetores deste campo, temos:

F(=1,-1) = —2i — 3j
F(1,1) = 2i + 3j
F(0,1) = 3j

Logo, o gréfico representado pelos vetores acima é dado por
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w

Figura 1.4: Campo vetorial de F

A seguir apresentaremos a definicdo de integral curvilinea de uma funcao vetorial

bidimensional de uma curva plana.

Definicao 1.7. Seja C uma curva contida em um disco aberto B em R? e tendo a equacado

vetorial

R(t) = f(t)i+ g(t)], a<t<b
tal que f" e g sejam continuas em |a,b]. Seja F um campo vetorial em B definido por
F(x,y) = M(z,y)i + N(z,y)j,

onde M e N sdo continuas em B. Entdo, a integral curvilinea de F'(x,y) sobre C é dada

por

[ Fdr = [ Mapde+ Ny = [ DIGO.00)F0) + NEO.00) O]

Exemplo 1.2. Calcule a integral curvilinea

/rcydrc + (2 +y)dy;
c
ao longo de C dada pelos segmentos de (0,0) a (1,0) e de (1,0) a (1,3).

Solugao: A curva C é dada pelos segmentos (0,0) a (1,0) e (1,0) a (1,3). Assim,
C = C1 Uy, conforme o esbogo do grafico abaixo.

Logo, as curvas ' e C; podem ser escritas da seguinte forma:

r=1t y=1t
Cy 0<t<1 e Cy 0<t<3.
y=20 r=1
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Para tanto, usaremos a definicao para calcular a integral curvilinea. Note que

/xwm+%x+mdy:/jme+(x+wdy+/PMM$+(x+wdy
C Cq Ca

No entanto,

1 3
/:Uydx+ (:L’+y)dy:/ tOdt+(1+0)O—|—/ 110+ (1+1t)dt.
c 0 0

Ou seja,
213 15

3
/:cyda:—ir (:E—iry)dy:/ 104+ (1+t)dt=t+ —=| = —.
C 0 2 lo 2

As integrais curvilineas partilham de propriedades analogas as obtidas para integrais

definidas. As principais propriedades sao:

1. Propriedade de Linearidade.

‘AFM:LM@@M+N@@@:LM@wm+Lwaw

onde M e N sao fungoes escalares e C' uma curva no plano.

/aF-dr:a/F-dr, a € R.
c c

2. Propriedade da Aditividade.

E

Se C' é uma curva tal que C' = C; UCy U ... UC,, (n € N), entao

/F~dr:/ F~dr—|—/ F-dr...+/ F - dr.
C Cq Co Ch

3. Propriedade da Inversao.

Sejam (ay,b1) e (ag,bs), os pontos da curva C'. Entao,

(az,b2) (a1,b1)
/F-dr:/ F-dr:—/ F - dr.
C (a1,b1) (az,b2)



Capitulo 2

Teorema de Green

No que se segue, iremos representar por C' uma curva fechada que limita uma regiao
R. Além disso, usaremos o simbolo § para denotar o sentido positivo de uma integral

curvilinea ao longo de uma curva C, tal que a regiao R estard sempre a esquerda da curva.

Teorema 2.1 (Teorema de Green). Seja C' uma curva fechada simples parcialmente
suave e R a regiao que consiste de C' e seu interior. Se M e N sao fungoes reais de duas
variavéis continuas com derivadas parciais primeiras continuas em toda uma regiao aberta

D contendo R, entao

]{CM(x,y) dz + Nz, y) dy //R (%—f - %—]‘;) dA. 2.1)

Demonstraremos inicialmente o Teorema para uma regiao simples R que é simultane-

Demonstracgao.

amente do tipo:

R = {(x,y);a <z < b> gl('T)

IN
IN

(©)} ()

Y= g2
hao(y)} (1)

IN

= {(z,y);c<y<d my) <z

onde as funcoes gq, g2, h1 e hy sao suaves.

Basta provarmos as seguintes igualdades

jiM(:c,y) i — —//R @—]‘;) dA (2.2)
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]{C N(z,y)dz = / /R (%—Z) dA (2.3)

e somd-las membro a membro de modo a obtermos (2.1).
Para provar a equagao (2.2), considere C' uma curva fechada simples no plano zy e
R a regiao limitada por C' e suponha que M, N e suas derivadas parciais primeiras sejam

continuas em todos os pontos de uma regiao aberta que contenha C' e R, tal que R ¢ definida

por (I).

Cry=g:60)

1
]
1
]
I i
| |
} Ci:v=ga) |

L | <0
o a b

Note que, a curva C' consiste em duas curvas C; e Cy de equagoes y = gi(x) e

y = ga(x), respectivamente.

A integral curvilinea §, M(z,y) dx pode ser escrita da seguinte forma:

j{]\/[(x,y)dfn = M(z,y)de+ ¢ M(z,y)dx
c Cy Co

- /ab M(z, g1(z)) dx + /ba M(z, ga()) dx

- / M (2, g1(2)) — M(z, go(x))] de

a

Por outro lado, considerando a integral dupla [f R < ) dA, obtemos:

M @) g M
_//a_(g;7y)d,4 = _// 8 :Bydyd:E
Ray a
= /Mxy

_ / (M (z, go(x)) — M(x, g1(2))] da

a

g2()
dz

b
- / (M(x. 91 (x)) — M(x, gol2))] do.
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Comparando as expressoes obtidas em fC (r,y)dx e — ffR <8—M> dA, temos (2.2).
Provemos a seguir a veracidade da equagao (2.3).

De modo similar, consideramos a curva C' decomposta em duas curvas orientadas C5 : x =

hi(y) e Cy: x = ha(y).

Sabemos que C' = (3 U Cy. Entao, podemos escrever a integral 550 N(z,y)dx da seguinte

forma:

]{N(w,y)dﬂc = N(z,y)dy+ ¢ N(z,y)dy
C Cs Cy

= /ch(hl(y),y)der/ N(ha(y),y) dy.
- / N (ha(y), 5) — N(ha(9), )] dy.

Vamos considerar agora a integral dupla f f RD dA onde R é definida por (II). Entéao,

N haly
// a—(x,y)dA = // (x,y)dx dy
R aZL’ hi(y

2(y)

d
h1(y) Y

d

Comparando a tltima expressao com a obtida para j;c N(z,y)dz, segue que a igualdade
(2.3) é valida.

Adicionando os termos correspondentes das igualdades (2.2) e (2.3), obtemos

%sz)dx—l—]\fxydy //(a—N—a—M>dA

Como queriamos demonstrar. O
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Vejamos a seguir um exemplo do Teorema de Green aplicado ao cdlculo de integrais

curvilineas.

Exemplo 2.1. Por meio do Teorema de Green, calcule a integral curvilinea
f rydr + (y + ) dy,
c

onde C € o circulo 2* + y? = 1.

Solugao: Sabemos que C : 2% + ¢y = 1.

Yo

L J

T
D

Figura 2.1: Circulo

Usando coordenadas polares, obtemos

r=rcos , y=rsend , 0<r<1 e 0<6<2nm.

Para tanto, aplicando a férmula (2.1) com M(z,y) = zy e N(z,y) = y + z, a integral

curvilinea, temos

2m 1
j{xydx + (y—l—:z:)dy://[l—x]dxdy:/ / [1—7r cosf]rdrdf.
c R o Jo

Dessa forma,

%xydx—k(y—i—x)dy = / —T—COSQ‘ de
c 0 2 3

27
:/ (——10089) df
0

1 send |27
= —0-— =T.
2 3 o
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2.1 Extensoes do Teorema de Green

O Teorema de Green é vélido para regides mais gerais que possam ser subdivididas
em um numero finito de regioes Ri, Rs, ..., R,, cada uma com uma fronteira constituida
de uma curva suave por partes C;, com ¢ = 1,..,n, onde parte da fronteira consiste de
segmentos retilineos horizontais ou verticais. Para tanto, considere uma regiao R como na

figura abaixo, decomposta em duas regioes simples R e Ry, pelos arcos C e Cs.

G

Aplicando o Teorema de Green em R; e Ry, separadamente, temos:

7{ M(z,y)dz + N(x,y)dy = // (a—N—a—M) dA
C1UC3 R aﬂj 8y

jI{ M(z,y)dx + N(z,y)d // (8—N—6—M> dA.
CoUCy Ro

Somando as duas igualdades membro a membro, observamos que as integrais da direita
formam a integral sobre a regiao R, enquanto na esquerda, as integrais sobre C3 e C} se

anulam mutuamente, pois sao a mesma curva tragada em sentidos opostos. Portanto,

N M
7{ M(z,y)dx + N(z,y)d // (8__8_) dA,
C1UCo

que é o Teorema de Green para a regiao R.

ficamos com

De maneira semelhante podemos observar que o Teorema de Green também é vélido
para regioes retangulares. Para isso, Consideremos R uma regiao retangular, como no

esboco da figura (2.2).
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X=a

Figura 2.2: Regiao retangular

Observando a figura (2.2), notemos que a fronteira C' esta dividida em quatro segmen-

tos de reta orientados. Dessa forma, temos que

/Cd/ab %—];[(:c,y) drdy = /Cd(N(b, y) — N(a,y))dy

_ /CdN(b,y)dy+/ch(a,y)dy

= N(z,y)dy+ [ N(z,y)dy. (2.4)
Cg c4

Como y é constante ao longo de C; e (s, entao fCl N(z,y)dy = fc3 N(z,y)dy = 0.
Adicionando [, N(z,y)dy = [, N(z,y)dy em (2.4) sem alterar a igualdade, ficamos com

d rb
// %]Z(x y) dx dy %Nx y)d (2.5)

Analogamente, mostramos que

// (,y)dyde = —fcM(;g,y) dz. (2.6)

Subtraindo a equagao (2.6) da equacao (2.5), obtemos

]{Mxydm—i—]\fxydy—// (8_N_8_M) dA.

Como queriamos.
A seguir, vejamos um exemplo que ilustra o Teorema de Green para uma regiao

retangular.

Exemplo 2.2. Aplique o Teorema de Green ao cdlculo da integral curvilinea

]{ arctan x dr + 3x dy,
c
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onde C' € o retangulo de vértices (1,2), (5,2), (5,4), (1,4).

Solugao:
Seja R a regiao retangular obtida através dos vértices acima.

T oA

Temos que,

M(z,y) = arctanz e N(z,y)= 3z.
Além disso,

My(z,y) =0 e Ny(z,y)=3.

Aplicando o Teorema de Green, obtemos,

j(arctanxd:n%—i%xdy = //(3—O)dA
c R
4 5
= //dedy
2 J1
4 5
= / 335‘ dy
2 1
4
= /12dy
2

4
- 123;‘ dy = 24.
2

O Teorema de Green também pode ser estendido para regides que contenham buracos.
Verifiquemos sua extensao para este tipo de regiao.

Note que, na figura (2.3), a fronteira C' da regiao é constituida de duas curvas fechadas
simples C; e Cy. Admitiremos que essas fronteiras sdo orientadas, de modo que a regiao R

esteja sempre a esquerda quando percorremos a curva C'.
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Figura 2.3: Regiao com um buraco

Aplicando o Teorema de Green a cada uma das regioes R; e Ry, obteremos

LG5 = LG5 e ), (G5 o

= M(x,y)de + N(z,y)dy + ¢ M(z,y)dr + N(z,y)dy
C1 02

= fM(w,y)dfcﬂLN(:r,y)dy?
C

que é o Teorema de Green para a regiao R.

Exemplo 2.3. Sejam Cy e Cs duas curvas fechadas simples parcialmente suaves que nao

se interceptam, cada uma tendo a origem como ponto interior. Se M(x,y) = x2+y2 e
N(z,y) = =z, prove que
M(z,y)dz+ N(z,y)dy = ¢ M(z,y)ds+ N(z,y)dy.
Cl CQ

Em seguida, mostre que
M(z,y)dx + N(xz,y)dy = 2.
Cy

Solugao: Denote por R a regiao entre C'; e Cy, onde a origem ¢ interior a C; e Cj.

ﬁcl
7z
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Observe que C' = (' 4 (5. Pelo Teorema de Green a integral curvilinea ao longo de

C é igual a integral dupla sobre a regiao R. Logo,

ON OM
M(z,y) dz + N(z,y) dy + M(MWHN(”dy_//<__8_y)dA'
Ca

Ch

As fungoes M e N e suas derivadas sao continuas em R. Além disso,

ON (@ +y)l—a(22) ¢y -2 OM
or (22 + y?)? C (224922 Oy

L - o

Assim,

Consequentemente,
M(z,y)de+ N(z,y)dy = —¢ M(z,y)dz+ N(z,y)dy.
Cl CQ

Como o sentido positivo ao longo de Cy, em relagao a regiao Ry no interior Cy é oposto ao
indicado na tltima integral, entao

M(z,y)de + N(z,y)dy = M(z,y) dx + N(x,y) dy. (2.7)

C1 C2

Como queriamos provar.

Por fim, mostremos que

M(z,y)dx + N(x,y)dy = 2.
Ch

Considere a curva Cj dada pelo circulo de raio r e centrado na origem.

s ]
7

Pela equagao (2.7), segue que

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 7{ M(z,y) dz + N(z,y) dy.
C1 CO
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As equagoes paramétricas de Cj sao:
x=rcost, y=rsent; 0<t<2m.

A integral sobre Cy é dada por:

M(z,y)dx + N(z,y)dy = j{ Y

dx + dy.
co T2+ 1P Ty

Co
Porém, substituindo as equagoes paramétricas, obtemos

/2” (—rsenzt r(—sen?t) rcos? trcos? t > @t /2” r?(sen?t + cos?t) @t
0 0

r2cos?t 4+ r2sen?t = r2cos?t -+ r2sen’t r2

Mas, sent + cos?t = 1. Assim,
2m
M (z,y)dx + N(z,y)dy :/ dt = 2.
Co 0
Como queriamos mostrar.
A seguir apresentaremos algumas observacoes importantes referentes ao Teorema de

Green.

2.2 Observacoes

1. O Teorema de Green é um caso particular do Teorema de Stokes e Gauss. Ou seja, o
Teorema de Stokes generaliza a forma tangencial do Teorema de Green de uma regiao
plana para uma superficie tridimensional no espago. Assim como, o Teorema de Gauss,
generaliza a forma normal do Teorema de Green de uma regiao bidimensional no plano

para uma superficie tridimensional no espaco.

2. Uma outra forma do Teorema de Green diz o seguinte:

Teorema de Green (fluxo-divergéncia ou forma normal): O fluxo exterior de
um campo F'= M(x,y)i+ N(z,y)j através de uma curva fechada simples C' é igual

a integral dupla do divergente de F sobre a regiao R limitada sobre C.

jl{CM(:v,y) dy — Nz, // (aM 8N) dA. (2.8)

Vejamos um exemplo.
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Exemplo 2.4. Calcule o fluzo exterior do campo F(z,y) = (v — y)i+ (y — x)j através do
quadrado limitado porx =0, x =1, y=0ec¢y=1.

Temos que, M(z,y) =x —ye N(z,y) =y — .
Derivando M (x,y) em relagdo a z e N(z,y) em relagao a y, teremos
M,(z,y)=1 e Ny(z,y)=1

Aplicando a forma normal do Teorema de Green, obtemos

j{]\/[xydy nyda:-//(aM aN>d:caly—// 1+ 1)dzdy.

1 1
]{M(x,y)dy—N(m,y)dx:/ 2x’ dy:/ 2dy = 2.
c 0 0 0

E importante observar que as duas formas do Teorema de Green sao equivalentes.

Logo,

Aplicando na equagao da forma normal o campo G7 = N(z,y)i — M(z,y)j, teremos a
forma tangencial do teorema e aplicando na equacao da forma tangencial o campo vetorial

Gy = —N(z,y)i + M(z,y)j, teremos a equagao da forma normal do Teorema de Green.



Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Planimetro

O Planimetro é um instrumento criado em 1854 pelo matematico Jacob Amsler, capaz
de medir a area de regioes planas limitadas. E composto de dois bragos de tamanhos iguais

ou diferentes, capaz de variar o angulo entre si, desde 0° a 180°.

Figura 3.1: Planimetro

Analizando a figura, notemos que na articulacao desses bracos existe uma pequena
roda que gira enquanto ¢ feito o contorno da curva na superficie. Nesta roda existe um
contador que marca o numero de voltas dada por ela. Quando esta roda se move de forma
perpendicular ao seu eixo, ela gira e seu movimento ¢é registrado pelo contador.

Para entendermos como o Teorema de Green contribui para o funcionamento do

Planimetro, descrevemos o campo de direcoes definido pelo instrumento. Inicialmente,

19
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determinemos as coordenadas X e Y. Considere a origem dos eixos como sendo a ponta do
planimetro que esta fixa, a partir dai, dois eixos perpendiculares X e Y sao tragados. Como
a rodinha gira perpendicularmente ao brago no qual estd fixada, o campo F(z,y) definido

pelo planimetro é perpendicular ao braco movel e suponhamos que ele tenha modulo 1.

v
t  Fkxy) G&»

Figura 3.2: Regiao medida por um planimetro

Chamemos de ¢ o vetor que representa o braco moével do Planimetro. Assim, v =
(x —a,y — b) e um vetor perpendicular é W = (—(y — b),x — a).

Por hipdtese, os bragos do Planimetro tem comprimento . Logo,

0] = |@] = V(y = b) + (z —a)? =7
Portanto, o campo é dado por:

F(x,y):%:<_<y_b),<m_a)). (3.1)

| r r

No entanto, determinemos os valores de a e de b. Para isto, considere a equacao dos

circulos que podem ser descritos por cada um dos bracos do Planimetro.
a’+ b =r? (1)
(@—a)?+y—0b2=r" (2)
Desenvolvendo a equagao (2), obtemos:
2= (=0 + (= b
= 2% —2za+a®+y* — 2yb + b?

= 2?2 +9% — 2ra — 2yb+ a® + b*.
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Uma vez que, a® + b*> = r?, ficamos com,

r? = 2% + 9% — 2xa — 2yb + r°.
Ou ainda,
x? +y? — 2xa — 2yb = 0,
o que implica
2% +y? — 2za
2y '

Agora, substituiremos o valor de b na equagao (1). Logo,

r2:a2+b2:a2+($2+92_2m)2.

b=

2y
Ou melhor,
dy2r? = 4yfd® + (2% + y* — 2za)?
= 4yPa® +42%a® + (2% +y*)? — 4o (2 + yP)a.
Ou ainda,

4(2* +yH)a® — dx(2® +yP)a + (2 +y*)? — 4% = 0.

Fagamos R? = (22 + y?). Dessa forma,

4R%*a? — 4zR%*a + R* — 27“2 =0

R4_42
aQ—xa—l—Tgr =0
5 x\? /x\2  R'—dyPr?
ot (5) ) T =0

Além disso,

o que implica

T \/ x 4y 72
“T3 (5) AR

x \/xQRQ—R4+4y r2

2 AR? '
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Voltando para R?* = (22 + y?), teremos

T \/(xQ +y2)a? — (22 + y2)2 + dy?r2
2 2\/12 + 42

\/y2(—$2 _ y2 + 4’/“2)

= -+
2 2/x2 + 12
Ou melhor,
Ar2 — 22 _ 2
O et et 'l
2 2 x? + y?

Escrevendo a de uma forma mais simplificada, ficamos com

42

a = — 1.
x2+y2

r Yy
2+2

Com o valor de a definido, podemos encontrar o valor de b. Recorde que

2 +y? — 2za

7 (3.2)

Substituindo o valor de a em (3.2), obtemos

2 72 +y2

2y
22+ — 2% — Y4/ x;fyg—l
2y )

x2+y2—2x(§+y dr? —1)

Ou seja,

|
—

Os valores de a e de b encontrados nos permitira calcular o campo do planimetro.

Seja F'(z,y) = f(z,y)i + g(z,y)j. De (3.1), segue que

flz,y) = —=(y—-0b)
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Do mesmo modo, encontremos g(z,y). Usando (3.1), obtemos

(z —a)

x oy 472
PO A S |
2 2\ 22+ 92

x oy 4r?
—— [ —————-1]. A4
<2 2\ 22 +y? > (3:4)

Derivando as equagoes (3.3) e (3.4) em relagdo a y e a x, respectivamente, teremos que

1
g(z,y) = -
1
T

S|

89 1 gyl 472 T3 429
"or 2 22 \x?2+y? (2% 4 y?)?
1 n Y 1 472 21
2 4 x;;ny_l (22 + y?)?
1 1 2wyr?
- 37 472 (22 +y2)?
x2+y2 ]'
e
af 1 21( 42 T3 429y
Iy 2 22\ a2 12 (22 + 2)?
1 1 r22
- 79 + 2 yz 2
224y?

Subtraindo as respectivas derivadas acima, chegamos ao seguinte resultado:

0g of 1 1 2yr? 1 1 2yr?

—_— /r'_ — [ —

"ox oy 2 a2 q (22 4y?)? 2 a2 q (2% +y?)?
z24y? z24y?

Portanto,

dg  Of
(%_a_y)

99 _ofy _ 1
or oy) 1

Aplicando o Teorema de Green ao Planimetro, ficamos com

f et = [f (2-2)

o que implica
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e
- o

= Leam)

Onde A(R) é a area de R e a constante que multiplica a drea depende somente do compri-
mento dos bragos do Planimetro.

Tendo especificado que, para o campo gerado pelo planimetro, e de acordo com o
Teorema de Green, a integral de linha ¢, f(z,y) dx + g(z,y) dy é igual ao miiltiplo da érea
da regiao delimitada pela curva C| é necessario definir o que exatamente calcula a integral
de linha e a relagao desta com a medicao realizada pelo planimetro.

Seja F(xz,y) = (f(z,v),9(z,y)) o campo de vetores gerado pelo planimetro. Como
observamos, F'(x,y) é tangente a curva C. Neste caso uma parametrizagao de C' dada pelas
equagoes (z(s),y(s)), tais que:

w'(s) = [fx(s),y(s))

y(s) = g(a(s),5(5))
Como |F| = 1, temos
1= |F|* = f(z,9)* + g(z,y)* = fz,y)2'(s) + gz, )y (s)
Logo,
s = [ 1o o)s) + atals) oy (s) ds
e, portanto,

L(C) = /Cf(w,y) dz + g(z,y) dy.
onde L(C)é o comprimento de C.

Note que, o comprimento da curva é a integral curvilinea sobre C. Dessa forma,

consideremos k£ como sendo o numero de voltas dada pela roda e d o seu diametro, temos

/f(x,y)dwg(w,y)dy = L(C) :k-%g:kwd.
C

Dessa forma, a area cercada pela curva C' é dada por

krd = /C Flo,y) de + gl 9) dy =+ A(C)
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Ou seja,
A(C)=kndr.
Contudo, podemos ver o quanto o Planimetro é importante para a medicao de areas.
Sendo assim, o mesmo desempenha um importante papel no dia a dia de alguns profissionais,

a exemplo, do engenheiro, do fisico, gedlogo, entre outros.

3.2 O Teorema de Green no Calculo de Areas

Uma aplicagao importante do Teorema de Green é o calculo de area de regioces deli-
mitadas por curvas fechadas simples.
A seguir determinemos uma féormula para o calculo da area. Para isso, consideremos

uma regiao R de curvas simples e fechada gerada pelo gréfico abaixo.

Figura 3.3: Regiao de curva simples e fechada

O Teorema de Green diz que
N M
%Mxydx—l—]\fxydy: //(a——a—)d/l (3.5)

Entao, suponhamos M (x,y)=0e N(z,y) = z. Calculando a derivada de M (x,y) em relagao
aye N(z,y)em relagdo a z, obtemos

M,=0e N,=1
Substituindo M, =0 e N, =1 em (3.5), ficamos com

fcoczx+xdy = //R(l—o)dA
e
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Logo,

//R A = fcxdy. (3.6)

Agora, seja M(z,y) = —y e N(z,y) = 0. Derivando M(x,y) em relacado a y e N(z,y) em
relacao a x, segue que
M,=—1eN,=0.

Substituindo em (3.5), teremos

findr-ody = [[0-1)aa
_ //RdA.

J aa==fua (3.7

Adicionando as equagoes (3.6) e (3.7), obtemos

2//RdA - ]{me(—fcydx).
2 [[ a4 = foa—f i

Uma vez que []. r @A = A(R) da regiao, a férmula usada para determinar a drea de uma

Assim,

Ou ainda,

regiao é dada por
1
A = —j{xdy—yd:c. (3.8)
2 Jc
Vejamos a seguir um exemplo.

Exemplo 3.1. Calcule a drea da regido limitada pela curva x = acos®t, y = asen3t, com

0<t< 27,

Resolugao:

Temos que x = acos’t e y = asen®t. Além disso, derivando z e 1y, obtemos
b )

d

@ _ —3a cos? tsent dt (3.9)
dt

d

w9 _ 3asen’t cost dt. (3.10)

dt



CAPITULO 3. APLICACOES

Usando a férmula (3.8), segue que
1 2w
A = 3 / acos’ t 3asent cost dt — asen’t(—3a cos® tsent) dt.
0

E mais,

1 27
A= 5 / 3a® cos* tsen’t + 3a’sen’t cos® t dt.
0

Ou ainda,

1 2
A = 3 / 3a® cos® tsen’t(cos® t + sen’t) dt.
0

Pela identidade trigonométrica cos?t + sen?t = 1, segue que

1 27
A = = / 3a? cos® tsen’t dt.
2 Jo
Entao,
3@2 27
A= — cos® tsen’t dt.
2 Jo

Observe que,

sen’tcos’t = sent costsent cost.

Além disso,

1
sentcost = 5 sen?t.

O que implica,

1 1 1
sent costsent cost = 3 sen2t 3 sen2t = 1 sen2t.

No entanto, reescrevendo a férmula (3.11), segue que

3&2 2
A = — cos? tsen’t dt

0

3 2 27 1
- 2 — sen2t dt
2 J, 4

3a2 [ (1 — cos4t)
_ 2 STCOSE) g
8 J, 2

B 3a2 [t  sendt
o 2 8 0

8
3_a2 2_7r _ sen&m
8 2 8

21
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(3.11)
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Portanto,

3 2
A= ma u.a.
8

Contudo, podemos concluir que o Teorema de Green no célculo de drea desempenha

um importante papel, pois, por meio deste foi possivel determinarmos uma férmula que

serd usada para encontrar as areas das regides limitadas, como visto no exemplo (3.1).



Apeéendice

Teorema 3.1 (Teorema da Divergéncia de Gauss). Seja Q um solido limitado por
uma superficie fechada S, formada por um niumero finito de superficies suaves e seja 1 a
normal externa unitdria. Se as componentes de V(x,y, z) tem derivadas parciais continuas

num aberto contendo €1, entdo:

//V-ﬁdS:///dz’deA
S Q

Teorema 3.2 (Teorema de Stokes). Sejam as func¢oes M e N, a curva C' e a regiao R.
Se F' = (z,y) = M(z,y)i+ N(z,y)j e T(s) for o vetor tangente unitdrio de C' em P, onde

s unidades ¢ o comprimento de arco de C' medida a partir de um ponto Py até P, entao:

%F-TdS://TotFdeA
c R

29



Conclusao

No decorrer deste trabalho podemos observar que no Célculo Vetorial, o Teorema de
Green desencadeia um importante papel tanto na resolugao de integrais curvilineas ao longo
de uma curva C' de maneira mais pratica, como no calculo de drea de regioes determinadas
por curvas fechadas simples. Além disso, vimos a relacao Teorema de Green e o Planimetro,
enfatizando sua contribuigao para o funcionamento deste instrumento, inventado para medir
a area de regioes limitadas. A compreensao de que o Teorema de Green abrange varias
aplicagoes leva-nos, neste trabalho, a enfatizar a utilidade deste teorema, juntamente com

o Planimetro, para o dia a dia dos profissionais da Fisica, da Engenharia, entre outros.
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