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Resumo

Neste trabalho estudamos as Equacgoes e os Sistemas de Equacoes Diferenciais Or-
dinarias de Primeira Ordem. Estudamos também a existéncia e a unicidade para
solu¢ao das Equagoes Diferencias Ordinarias de Primeira Ordem. Aliado a essa teo-
ria vamos fazer trés aplicagoes tais como: Infecgao e Propagacao do virus HIV (nesta
aplicacao vamos estudar modelos matemaéticos e sua representacao a um fenémeno real
observado), Equilibrio entre duas forgas (vamos usar a teoria das Equagoes Diferenci-
ais e aplicar no estudo de um fenémeno fisico) e o problema da Braquistrocrona, que
consiste na busca de uma equacao que esteja associada ao movimento de uma particula
(para encontrarmos a equagao associada ao movimento dessa particula vamos fazer uso
do Calculo Variacional e da Equacao de Euler-Lagrange).
Palavras-chave: Equagoes Diferenciais, Virus HIV, Problema da Braquistrocrona,

Equilibrio.



Abstract

In this paper we study the equations and systems of Ordinary Differential Equations
First Order. We also study the existence and uniqueness for solution of Ordinary Dif-
ferential Equations of First Order. Allied to this theory will make three applications
such as: Infection and propagation of the HIV virus (this study we application math-
ematical models and their representation to a real phenomenon observed), Balancing
two forces (we use the theory of differential equations and applied to the study of a
physical phenomenon) and the problem of Braquistrocrona, which consists in finding
an equation that is associated with the motion of a particle (to find the equation asso-
ciated the movement of this particle will make use of variational calculus and equation
Euler-Lagrange).

Keywords: Differential Equations, HIV Virus, Braquistrocrona Problem, Bal-

ance.
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Introducao

O estudo das Equagoes Diferenciais Ordinérias comega com os proprios criadores
do Calculo, Newton e Leibniz, no final do século XVII, motivados por problemas fisicos.
Em fins do século XVIII a teoria das Equacoes Diferenciais se transformou numa das
ferramentas mais importante e eficaz para pesquisa cientifica e tecnologica. As con-
tribuicoes de Euler, Lagrange, Laplace e outros foram decisivas no desenvolvimento do
Calculo das Variagoes, Mecanica Celeste, Teoria das Oscilagoes, Elasticidade, Dinamica
dos Fluidos e outros.

A maioria das leis da Fisica, Biologia, Quimica e Ciéncias Sociais encontram suas
expressoes naturais nas Equagoes Diferenciais. A preocupacao dominante desde aquela
época até meados do século XIX era a obtencao de solugoes das equacoes em forma
explicitas. Inicialmente, procurava-se expressar as solucoes em termos de fungoes ele-
mentares, um dos métodos mais usados era procurar reduzir o problema de obtengao da
solugao ao célculo de primitivas. Entretanto, logo se verificou que o nimero de equagoes
que podiam ser resolvidas em termos de funcoes elementares era muito pequeno.

Essa constatacao gerou a busca de novos métodos e surgiu assim, no século
XIX, o uso das séries de fungoes. Esse método surge dentro do estudo das Equacoes
Diferenciais Parciais, em cuja resolucao aparecem Equacoes Diferenciais Ordinarias.
O rigor que a Analise ganhava no decorrer do século XIX comegou a por em davida
certos métodos onde as operacoes com séries eram feitas um tanto descuidadamente.
Foi nesta fase que surgiu os Teoremas de Existéncia e Unicidade, a importancia desses
teoremas reside em que, sabendo-se a priori da existéncia de solugao, sua busca através
de processos informais se torna justificivel e promissor. Os teoremas de existéncia
e unicidade marcam, por assim dizer, o inicio da fase moderna, que se define com

Poincaré, no final do século XIX.
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Agregado ao estudo das Equagoes Diferenciais Ordinérias, vamos mostrar que
os modelos matematicos e computacionais tem demonstrado sua potecialidade de pre-
visao ao longo de muitos anos em diversas areas. Pesquisadores da éarea Biologica
descubriram, que esses modelos somados a computadores de alto desempenho podem
ser aliados importantes no combate a doengas causadas pelo virus da AIDS (sindrome
da imunodeficiéncia adquirida).

O termo modelo matematico significa que existe um sistema de equagoes mateméti-
cas, que descrevem um determinado problema de maneira quantitativa ou qualitativa
muito proximo do fenémeno real observado.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: No capitulo 1 apresentamos
os conceitos e as defini¢oes a respeito das Equacgoes Diferenciais Ordinarias de Primeira
Ordem, modelamos uma aplicacao com o objetivo de facilitar o entendimento da teoria,
expomos também & teoria sobre os Sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinérias de
Primeira Ordem, seguido pelo Teorema da Existéncia e Unicidade para solugoes de
Equagoes Diferenciais Ordinarias ou também conhecido como: Problema de Cauchy
para um Sistema de Equacoes Diferenciais Ordinéarias.

No capitulo 2 apresentamos alguns resultados, ou seja, algumas aplicagoes voltadas
para a teoria estudada no capitulo 1. Estudamos problemas como: Epidemias (Infecgao
e Propagacao de Virus usando modelos matemaéticos), Equilibrio entre duas forgas e
o Problema da Braquistocrona. Neste capitulo tentamos mostrar a importancia dos
modelos matemaéticos (conjunto de simbolos mateméticos que representam de alguma
forma o objeto estudado) consiste em ter uma linguagem concisa que expressa nossas
idéias de maneira clara e sem ambigiiidade.

No capitulo 3 apresentamos uma teoria auxiliar para o desenvolvimento deste
trabalho.



1 Equacoes Diferenciais Odinarias

1.1. Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira
Ordem

As Equagoes Diferenciais Ordinarias Lineares de Primeira Ordem podem ser
escritas da seguinte forma:

Y bty = at) (11)
onde p: (a,b) — R e q: (a,b) — R sao fungdes continuas, definidas em um intervalo
aberto (a,b).

Uma fungéo y : (a,b) — R ¢é uma solugdo de (1.1), se ela for diferenciavel e
satisfazer a equagao
) dy

=
onde 3/ é a derivada de y com relacao a variavel independente ¢.

Analisando a equagao (1.1) podemos observar dois problemas bésicos.

1. Determinar a solugao geral da equagao (1.1)

2. Determinar a solugao do problema de valor inicial (PVI)

Yy oy = a0 o)
y(to) = wo

onde, ty € (a,b) e yo sdo os dados iniciais. Veremos ainda que o problema de valor

inicial possui uma e somente uma solugao.
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Quando resolvemos uma equacao diferencial de primeira ordem obtemos uma
familia de solucao que dependem de uma constante arbitraria.

O tipo mais simples da equagao (1.1) é a equag@o de crescimento exponencial.

dy
Y ky, 1.3
o =Ry (1.3)
onde k£ é uma constante.

A fungao y(t) = e* é uma solugao de (1.3), assim como qualquer de seus milti-

kt onde ¢ é uma constante abitraria.

plos ce
Afirmamos que a solucao geral de (1.3) é ce*, de fato dada uma solucao qualquer

y(t) de (1.3), diferenciando a expressao

y(t) = e

e usando a equagao (1.3), obtemos:

d
—y(t)e ™ = &Y ot _ ky(t)e " = 0.
dt
O que implica
y(t)e ™™ = ¢, ouseja, y(t) = ce.

Vamos resolver o problema de valor inicial (PVI)

dy
dt
y(to) = %o

=k (1.4)

Usaremos o fato de (1.3) ter solugao geral, e a provéavel solugdo desse problema
de valor inicial ser da forma y(t) = ce*.

Uma solugao do problema de valor inicial (1.4) em um inervalo aberto (a,b) é

uma fungao y(t) que esta definida em (a,b), tal que % também esta definida neste
intervalo e satisfaz (1.4).

Sabemos que a solugao de (1.4) é da forma y(t) = ce*? e utilizando-se o dado valor
inicial determinamos a constante c: assim, y(ty) = ce*® o que implica que y(ty) = o,

entao a solugao do problema é dada por
y(t) = yoert=t) VteR

Se a fungao p(t) = 0, entdo a equagdo (1.1) é chamada de equacao linear ho-

mogeénea e torna-se:
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Y~ () (1.5)

A solugao geral de (1.5) é dada integrando-se ambos os membros da equagao,

/ (%) it = [atie+c= v = [aar+c

Agora, considere equacoes da seguinte forma:

ou seja,

Y~ pltyy + alt). (16)

Vamos definir uma fungao auxiliar pu(t), de tal forma que ao multiplicarmos
(1.6) por esta funcdo a equagao obtida é uma equagao linear com p(t) = 0, ou seja,
do tipo (1.5) a qual ja resolvemos anteriormente. Uma fungdo com esta propriedade é

chamada fator integrante da equagao linear. Seja
ult) = el P

vamos mostrar que esta fun¢ao é um fator integrante da equagao (1.6). Derivando u(t),

temos:
e rvon ([ ptayar) = eI #0) = ot (1.7)
Agora, multiplicando (1.6) por u(t), obtemos:
p(% 4 ity = a0 (18)
Ccomo
Z—lz = u(t)p(t)

de (1.7), podemos reescrever (1.8) da seguinte forma:

dy du

p0) L+ Sy = plya(t) (L.9)

Observe que o lado esquerdo de (1.9) é a derivada de um produto, dai, podemos

reescrever-la do seguinte modo:

— (u()y(t)) = u(t)q(t) (1.10)

fazendo
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a equagao (1.10) torna-se
ay
— = f(?).
Y e

Assim, a equagao (1.9) é uma equagao do tipo (1.5). Portanto a solugao geral
de (1.10) é dada por:

p(Ow(e) = [ nbae)it + o

Como pu(t) # 0, Vt € R, dividindo-se a equagao anterior por u(t) obtemos que,
a solucao geral de (1.6) é dada por:

y(t) =

1)/u(t)cJ(t)+C-

o)

Agora, vamos mostrar como podemos determinar o fator integrante
ult) = el PO,

Comparando as equagoes:

dy dy du

u(t)g +ut)pt)y = pt)q(t) e pu(t)— + -y = p(t)q(t)

podemos observar que p(t) deve ser uma fung¢ao que satisfaz a equagao:

9 _ by,

dt
- . . 1
Supondo u(t) # 0 e multiplicando a equagao anterior por ﬁ’ temos:
1
1 du 1 1 du
—— = —p()ult) = ——— =p(t
i a7 e =Y

pela regra da cadeia, obtemos:

2 () = p(t)

integrando ambos os membros da equagao anterior, temos:

[ Gwlnohat = [ plerae = tnute)) = [ ple)ae + e



15
aplicando a exponencial em ambos os membros e eliminando o valor absoluto, obtemos:
emut) — efp(t)dt+c1 = ,u(t) _ eqefp(t)dt = M(t) _ Cefp(t)dt

tomando em particular c=1, obtemos:
u(t) = el PO,

Aplicagao 1.1 A propor¢ao de carbono 14(radioativo) em rela¢ao ao carbono 12 pre-
sente nos seres vivos € constante. Quando um organismo morre a absor¢ao de carbono
14 cessa e a partir dai o carbono 14 se transforma em carbono 12 a uma taza propor-

cional a quantidade atual.

O modelo matematico que representa o problema acima é

a Y (1.11)
y(0) = o

agora vamos determinar a solucao da equacao linear

dy
=Lk =
dt—l—y 0

o fator integrante é
p(t) = el POdr = el kit — ekt = (1) = €
multiplicando a equagdo linear acima por p(t) obtemos:

dy
e + e y —

note que, o lado esquerdo da equacao anterior é igual a derivada do produto, logo

d
a(ekty) =0

integrando ambos os lados da ultima equacao, temos:

d
/ E(e“y)dt = /Odt +c = y=c
fazendo t = 0 e y = yy e substituindo na equagao anterior, obtemos:

My=c =  c=y
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portanto,

y = yoe M.

1.2. Sistema de Equacoes Diferenciais Ordinarias de

Primeira Ordem

No estudo de Sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinarias é comum na litera-
tura usar o tempo ¢ como variavel independente e x = z(t) como fungao desconhecida.
Para nao fugir a regra, adotaremos a mesma notacao, indicando por 2’ a derivada tem-
poral. Dessa forma, x’ estara representando a derivada da fungao x(t) com respeito a
variavel t.

Considere uma Equagao Diferencial Ordinaria Linear de Segunda Ordem :
"+ ay(t)a’ + ao(t)z = b(t) (1.12)

que pode ser vista como um sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem por
meio da mudanca de variavel.

Consideremos

{ v (1.13)
derivando (1.13), tem-se:
{ o= z:, (1.14)
agora, isolando x” na equacao
2" + ay (t)z" 4+ ap(t)z = b(t)

e fazendo as devidas substituigoes e usando (1.14), obtemos de (1.12) o sistema:

{xll - (1.15)

xy = b(t) — a()z1 — ai(t)zs.

Como no caso de sistemas algébricos lineares, o Sistema de Equagoes Diferenciais

(1.15) também pode ser representado na forma matricial.

X' = A(t)X + B(t), (1.16)
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onde as matrizes A(t) e B(t) sao dadas por:

0 1
—ao(t) —ay(t)

At) = [

eB(t):[b((l)].

Defini¢ao 1.1 Uma solugio da Equagao Diferencial Ordindria matricial (1.16) no

intervalo 1 € um par de fungoes X (t) = [x1(t), x2(t)] derivdvel nesse intervalo, tal que:

[ 0 ] _ [ an(t) an(t) ] [ 210
xh(t) ax(t)  asw (1)

ou, de forma equivalente:

by (t)

- ba(t)

], Vtel

{x;(w = an(Wz(t) + ap®z(t) + bi(t)
l'é(t) = agl(t).l'l(t) + GJQQ(t)xQ(t) + b2(t>

1.3. Sistemas com Coeficientes Constantes

Consideremos um sistema linear, homogéneo de ordem 2 x 2 de Equagoes Dife-

renciais de primeira ordem:

{ﬁll = ap1¥1 + a1272 (1.17)

/ _
Ty = G217 +  a99x9

onde os coeficientes a;;,%,7 = 1,2, sao constantes reais. Na forma matricial o sistema

x/l _ 11 Q12 X1 (118)
xh a1 Q22 )

donde a solugao geral para (1.18) ¢ da forma:

(1.17) se escreve como:

X(t) = Ce,
onde C' = X (0) é uma matriz constante.

Dada uma matriz quadrada A, definimos a exponencial da matriz tA como a

matriz e/, de mesma ordem que A, dada por:

tA  t2A% 343 A" A"
tA o —
e —I+1!+ STt +..._7; -

Y
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onde [ representa a matriz identidade.
Note que a série da matrizes acima converge absolutamente e portanto converge.
A exponencial de matrizes acima, goza das seguintes propriedades basicas:
(P1) elt+9)4 = ot 54 vt s € R para qualquer matriz quadrada A;

(P2) efA+B) = ¢4 ctB Wt € R sendo A e B matrizes quadradas de mesma

ordem que comutam, isto é, AB = BA;

(P3)

constantes.

(etA) = A.ett = e A, para qualquer matriz quadrada A, com entradas

Sl

1.4. O Problema de Cauchy para um Sistema de

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Consideremos o sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem:

= f(t,x) (1.19)

onde, f : D — R™ ¢ uma funcdo continua e D um subconjunto de R"*!,

Seja I um intervalo aberto de R.

Definigao 1.2 Uma solugao de (1.19) é uma fungao ¢ : I — R™ de classe C*, tal que:

i) (tot) eD, Vel

i)' (x) = f(t,(t), Vtel.

O Problema de Cauchy para (1.19) consiste em dados (tg,z0) € D fixo, saber
se existe alguma solugao de (1.19) que no ponto ¢, assume o valor zy e se essa solugao

¢ Unica.

Escreve-se
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{ voo= ) (1.20)

.I'(t()) = Zo

onde (g, x9) € D.
Usando-se o Teorema Fundamental do Calculo, deduzimos que o problema de

Cauchy (1.20) é equivalente a equagao integral

z(t) = xo +/t f(s,xz(s))ds, tel. (1.21)

Demonstracao:

Seja ¢ uma solugao de (1.20), entao:

{¢® = f(te(t)
p(te) = Zo

agora, integrando de ty até t a primeira igualdade, resulta:

KW@%—Kf@ﬂw%,

ou seja,

w@—ﬂm=[f@w@wﬁﬁw®=%+/f@ﬂm%

to

portanto, ¢ é solugao de (1.21).

Reciprocamente, seja ¢ uma solugao de (1.21), ou seja,

¢@:m+[f@wm@

derivando a igualdade em relagao a t, obtém-se:

C0 =5 [ 10 ds— o) = £ (t.0(0)

o(to) = zo + /t ' f(s,0(s))ds = o(ty) = .

Teorema 1.1 Considere o sistema de equagoes diferenciais ordindrias de 1* ordem

a’ = f(t, )
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definida em D, onde D € o conjunto:
[t —to <a e ||lx—uzo]| <D

com a condi¢ao inicial x(ty) = xo.

Suponhamos que:
i) f € continua em D
)| f(t,x) — f(t,y)|| < Lz —vy|| Y(t,z) e (t,y) € D e para algum L > 0.

Entao eziste uma tinica solugao ¢(t) de (1.19) satisfazendo ¢(ty) = xo definida
no intervalo
I: ‘t — tg’ S (5

onde

. b
5—m1n{a,M} e M—(sup | f(t,z)].

t,z)eD

X
X + b
“ (
X D
x - bl
_//
t.-5 t. t.+3 t

Figura 1.: Retangulo em torno de (to, o), onde o problema de valor inicial tem uma
Gnica solugao.

Demonstracao:
(EXISTENCIA)

Consideremos a sequéncia de fungoes

wo(t) = o t
oalt) = 20 + / F(5, pnos(s))ds

to

(1.22)
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onde t € [ty — a,to +a] en € N.
Mostremos que (p,,) ¢ uma sequéncia de fungdes continuas em
[t —to] <3 e |lpn(t) —xo|| <b, VRnEN

temos que

wo(t) =xo para t € [ty —d,ty+ 0]

entao

1(t) = o +/ f(s,xo)ds

de onde se deduz que p; é continua em |t — to| < 6.
Além disso,

[p1(t) — @0l < < Mt —to] S ME<b se |t—to| <6

t
[wm@mw

Suponhamos agora que ¢,_1(t) seja continua em
t—tol <0 e [[pn1(t) — a0l < b

neste intervalo. De (1.22) deduz-se que ¢, (t) é continua em |t —to] < e

[ () = ol <

/t | f (s, on_1(s)||ds| < M|t —to] < M6 <b
to
logo, ¢, ¢ uma sequéncia de fungoes continuas em
[t —to] <6 e [n(t) —xo|| < b, Vn €N,
isto é,
(t,on(t) €D se |t—ty| <0 e neN.

Agora, mostremos que a sequéncia (y,,) converge uniformemente em |t —to| < 0.
Temos que
le1(t) — @ol| < Mt — tol.

Para n =2, (1.22) torna-se:

wm=m+/f@w@ws

to



logo,

l@2(t) — pr (D)

Suponha que,

ln(t) =

de (1.22), temos que:

logo,

len1(t) = en(®)ll =

VAN

IN

Portanto,

n— t—
Jou(®) — eua (0] < = Ll

logo

IN

IN

Pu-r(t)] = ML

/WfS% £ (5, pnos(s)) 1ds
/w%u o (5)]1ds

als— =t
/ML d =ML (n+1)!

tw@%m>f@%4mws

tf@wm»m—[f@%@Ms

[f (s,01(s)) = [ (s, 00(s))] ds

/WS% £ (5, 00(s)) [1ds

[LWN) oo(s)|ds

o|2

/ ML|s — to|ds = mrlt=

t—to|"
| ‘0‘ m |t —to] <6
n:

%Hw=m+[f@%@m3

mw—[f@%xmm

se |[t—1ty <6 e VneN,

to|™

M (LS

lon(t) — on-1(t)]| < M(Lo)" VneN e Vtelty—d,t)+ 9.

L n!

em |t —to| <.

22

em |t —to] <.
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Usando o Critério de Weierstrass, a série

> llen®) = ena (D

converge uniformemente em |t — to| < 4.

Logo, a série
(e}

pot) + Y lon(t) = ena(t)]

n=1
converge uniformemente em [ty — 9, ¢y + ¢].

Por outro lado,

Su(t) = @o(t) + ¢1(t) — @o(t) + @a(t) — @1(t) + ... + onlt) — Pn-1(t) = pn(t).

Consequentemente, a sequéncia (,(t)) converge uniformemente para uma fungao
o(t) em |t —to| <.

Usando-se a condigao ii) deduz-se que:
lim f (¢, on(t)) = f(t,¢(t)) uniformemente em |t —to| < 4.
n—oo

De fato,

L (& on(®) = F (8 0@) | < Lllen(t) = @)l V€ [to = 6,20 +0] ¢ ¥neN

desde que
©n(t) — ©(t) uniformemente em |t —to| <9

entao:

Ve >0, dng € N,
tal que

n>ng = |lgn(t) — p(t)|| < % Vt em |t —to| <O

portanto,

Ve >0 dng € N,
tal que

€
n2mng = |t oalt)) = f(t. o)l < L.y =€ V€|t —to] <0.
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Agora, tomando-se o limite em (1.22) quando n — 0o, obtém-se:

lim ¢, (t) = nlgg(} {xo ~|—/ f(s,gon_l(s))ds] ,

ou seja,

t t
o) = o+ i [ flsvpu()ds =0+ [ lim f(s,001(5)ds
n o0 tO ton o

dai, temos que:

o(t) = xo + / f(s,0(s))ds, te€[to—9d,to+ I (1.23)

to

p(to) = mo.

Agora, derivando (1.23) em relagao a t, resulta que:
¢(t)=f(tpt), Vel
Logo ¢(t) é solugao de (1.19), tal que ¢(ty) = xo.

(UNICIDADE)

Suponhamos que existe uma outra solugao ¥ (t) de (1.19) com 1 (tg) = zo. Entao

W(t) = zo + /tt f(s,1(s))ds, Vtel. (1.24)

Vamos mostrar que

e(t)=(t), Vtel.

Mostremos por inducao que

|t — toln
|

() — n(t)]] < L™ Vtel e ¥neEN.

De fato, temos
[(t) = moll < b, VEel

e suponhamos que

_ n—1
1o(t) = pus (1)) < L1 =10l

W Viel e VTLGN,
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entao
ww—%muzl — ona(s)ds
n—1 _ n |t _ n
_ /w Y el
o (n—1)! (n—1ln|, n!

portanto, pelo Principio da Indugao Finita

|t—t0|n
|

1(t) — en(t)]] < OL" Vtel e VneN,

portanto
n

I (t) - m<wﬁ—m%nﬂm

ou seja,

[9(t) = @) <0 vt el

donde concluimos que
B(t) = plt), VEel



2 Aplicacoes

2.1. Modelo SIR de epidemologia
(Kermack-McKendric)

O modelo SIR é considerado bastante simples para descrever qualquer epidemia,
mas a partir dele o estudo tedérico de modelos matematicos em epidemologia ganhou
tanta forca que poderiamos afirmar que atualmente existem mais modelos que doengas.

Entretanto, para algumas epidemias, a busca de modelos mais realista, é ainda
maior, como é o caso da AIDS, cuja descrigao, apesar de recente, ja mereceu algumas
dezenas de modelos. A busca de modelos matematicos que represente fielmente a
dindmica de uma dada epidemia tem motivado pesquisadores a desenvolverem seus
estudos nessa direcao.

A partir de 1927 os modelos matematicos, formulados por Kermack-McKendric,
consideram que uma epidemia com microparasitas (virus ou bactérias) ocorre em uma
comunidade fechada através de contato entre pessoas infecciosas e pessoas sadias.

Nas aplicacoes epidemioldgicas consideremos uma populacao fixa formada por
N habitantes e que esta populacao esteja subdividida em trés classes distintas de indi-
viduos (compatimentos) de acordo com a sanidade ou infecciosidade de seu elemento,
sao elas: os suscetiveis, os infectados e os renovados. Os suscetiveis sao individuos
que podem adquirir a infeccao através do contado com um individuo infectado. Os
infectados sao aqueles que tém a doencga e podem transmitir-la. Os renovados sao os

individuos que ja passaram pela doenga e que nao podem ser mais contaminados. Seja:

1. S = S(t): Pessoas sadias mas suscetiveis & doenga, podendo ser infectadas

quando em contato com pessoas doentes.
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2. I = I(t): Pessoas Infectadas.
3. R = R(t): Individuos imunes que ja contrairam a doenga e se recuperam, ou

estao isolados ou morreram.

Suponha que a comunidade seja fechada, ou seja, que a populacao se mantenha

constante nao variando com o tempo t. Entao:

N = S(t) + I(t) + R(t).

Para cada tipo de doenca podemos modelar uma velocidade de propagacgao
através das interagoes entre as variaveis S, I e T'. O processo epidemolégico pode ser
esquematizado pelo sistema compartimental que resume as taxas de transi¢coes entre

as trés classes.

S pl I a R

_

Figura 1.: Esquema Compartimental de uma Epidemia (Modelo SIR)

Onde f; é a taxa de transmissao da doenga (5 > 0) e a é a taxa de remogao
(o > 0).
Se consideramos que:
1. Cada compartimento é composto de individuos homogéneos.
2. Cada individuo infeccioso tem a mesma probabilidade de se encontrar com
um suscetivel.
3. Nao ocorre nascimento na comunidade e a morte somente é causada pela

doenga.

Entao o modelo matematico (SIR) que descreve a epidemia, é dado por:

(dS

= _ I

dt ps

dl

- = I —al 2.1
© = psi-a 2.1)
dR
L E = ol

em qualquer situagao ¢ fundamental conhecer os valores iniciais Sy = S(0), 1y = 1(0),

Ry =0 e os parametros [ e «, para avaliar a dinamica da epidemia.
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2.2. Modelo de Conversio (Anderson-May, 1986)

Este modelo presupoe que todos infectados terao AIDS depois de um certo
tempo (o que nao é necessariamente verdade).

Consideremos uma populacao que todos os seus elementos estao infectados
quando t = 0.

Seja x = z(t) a porcentagem da populagao soropositivo (HIV™) que ainda nao
tem os sintomas da AIDS e y = y(t) a porcentagem da populagao que desenvolve a
doenca. Temos

z(t)=1—y(t) com z(0)=1, y(0)=0.

Agora, seja v(t) a taxa de conversao da infec¢ao para AIDS. Entdo, um modelo

que fornece a dindmica de conversao da doenca é dado por:

dx

— = —u(t)x

% (2.2)
o = v(t)x

com z(0) =1 e y(0) =0.
Sabemos que a taxa de conversdao v(t) é uma fungao crescente com o tempo,
entao considere
v(t)=at (a>0)

neste caso, podemos reescrever o sistema (2.2) da seguinte forma
d
R (—at)x
% (2.3)
— = (at)x
dt
a solugao do sistema (2.3) é dada por

at2 at2

o(t) =l 5wty =T e yl)=1-a) = yH)=1-c%.

2
. P ) .
A velocidade de conversao ¢ méxima quando —= = 0, ou seja,

dt
d?y dx dx dx x
— =a(t—+z)=0 como >0 = t—+r=0 = |—=-——
ae ~ g T e it " it~ 1
dx
Por outro lado, temos que i —atx, portanto
; T N : z 1 1 . ’ 1
—atr = —— = —— = —, ouseja = —
t tar at’ i Va
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entao, o valor maximo de conversao seréa:

dy (1) ¢ 1 -
o =v\)x = alx = ag—e
dt li=2 t=—= 1= Vva 1=
LI
= a—=e
Va
11
prng a—_
Ve
_aya 1
- L=
_ \/E ~ 0.607+/a.
e

onde a constante e = 2, 7182 com quatro casas decimais exatas.

dy
dt

0151 . P=(tva JF)

0,057

1 2 3 4 5 6 .
t: anos apods a infeccio

Figura 2.: Velocidade de Conversao

2.3. Por que uma corda simplesmente enrolada num

poste sustenta um barco?

Consideremos uma corda em contato com uma superficie cilindrica vertical de
coeficiente de atrito estatico . Suponhamos que o contato se dé em todo um setor AB
de angulo a (em geral, o > 360°, mas para efeito da nossa figura supomos a < 180°)
e que nao hé uma forca Ty aplicada a uma das extremidades da corda, como indicada
na figura abaixo. O problema consiste em saber qual a forca 77 que deve ser exercida
na outra extremidade para manter o equilibrio.

Analisando a figura acima podemos observar que,
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T, T,

Figura 3.: Corda em contato com uma superficie cilindrica

1. Fy é a tensao da corda no ponto C', o que implica | F} |= T(@ — %).

2. F» é a soma da tensdo no ponto D e da for¢a de atrito, ou seja, | Fy |=
TO+4) +pu|Fsl.

3. F3 é a reagdo total da superficie ao longo do trecho CD, isto é, | F3 |=
N(0)rAf, onde N (0) é a reagao da superficie sobre a corda e u é o coeficiente
de atrito estatico.

Usando a condigao de equilibrio, ou seja,
e projetando (2.4) sobre a diregdo de Fj e sobre a diregao ortogonal, temos:

E|l Ao

Note que,

_FLZ/ - F27y —f- F37y = 0

dai, temos



