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~T(0 - %)sen% ~T(0+ %)sen% - uN(G)rAHsen% + N(@@)rA0 =0 (2.5)
temos ainda que,
Fl,r - FZ,:E =0
ou seja,
A A A A A
T - 79) oS 79 -T(0+ 70) Cos 79 — uN(0)rAf cos 79 =0. (2.6)

Agora, dividindo as equagoes (2.5) e (2.6) por Af e passando ao limite quando
Af — 0, obtemos da equagao (2.5),

) T Ad A) T Ad A6 1 A0 1
Al}aglo [_E (0—7)56717—@ (6—0—7)S€n7—E/LN(Q)TAQSWLT—FEN(Q)TA@] =
_ T A6 AG T A A6 A
— A1‘191_1110 [— A7 (60— 7)86717 ~ g 0+ 7)86717 - ,uN(é’)rsenT +N(@)r] =0
: T A AT AG, A A6
— Al}argo [ - E(G — 7)7 — E(G—i— 7)7 - ,uN(@)rT +N@)r] =0
: T AG, T A6 A6 B
) T A T A . .
= lim [—5(0—=7)] = Jim [5(0+57)] = Jim [pN(O)r=-]+ lim [N(O)r] =0
iN(G)r—M—m:O
2 2
portanto,
N@)r—-T)=0 (2.7)
om0 A0 A
onde, sen—= = —=, para —- pequeno.

Da equagao (2.6), temos
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. T Ab A) T Af A1 Ab .
Ay [3g 0+ 57 ) cos 5 = 3 (0= ) cos 7 o RN (@)radeos 7] = im0
. T JA) T Ab
logo,
dT(0)
—~ + uN(O)r = 2.
O uN oy =0 2.9
onde, cos - ~ 1 quando A6 — 0.
Agora, usando a equagao (2.7), obtemos
dT(0)
79 THT(0) =0,
cuja solucao é,
T(0) = ce .

Usando a condigao inicial 7'(0) = Tp, temos

TO)=ce ™ =T(0)=c=c=T,

logo,

T(0) = Tye

portanto,

T(0) = Toe ™ = T} = Tpe .

Isso implica que, quanto maior o valor de a;, menor sera o valor de 7T7. Portanto,
quanto maior o niumero de voltas que a corda fizer no poste, a forca T} pode ser tao
pequena que o proprio peso do resto da corda jogada sobre o solo basta para manter o

equilibrio.

2.4. O Problema da Braquistécrona

Em Julho de 1696, ou seja, no final do século XVI, na revista Acta Eruditorium,
fundada e mantida por Gottfried Wilhelm Leibniz, o matematico sui¢o Jean Bernouilli
apresentou um problema que logo despertou o interesse de seus colegas. Tratava-se de

achar qual deveria ser a forma de uma rampa para que uma particula, deslizando por ela
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a partir do repouso e sob a agao da gravidade, gaste o menor tempo possivel para atingir
outro ponto mais baixo da trajetoria. Leibniz espalhou o problema enviando-o por carta
aos maiores matematicos da época. A solucao foi rapidamente encontrada por varios
deles, inclusive o proprio Leibniz, além de Isaac Newton e os irmaos Jacques e Jean
Bernouilli. Todos indicaram que a curva mais rapida, ou braquistocrona (brakhisto =
menor, chronos = tempo), se refere & curva ou o caminho, que une dois pontos A e
B pertencentes a um plano vertical, que toma o minimo tempo, quando esta particula
estéd submetida apenas a influéncia da gravidade, essa curva chama-se cicldide.

No século XVI, varios matematicos, dentre eles Galileu, estudaram a cicloide,
que é a curva tracada por um ponto qualquer da borda de uma roda que rola sem
deslizar por um plano horizontal.

Considere uma particula que se move em um campo que comerga (repouso)
no ponto A para um outro ponto B. Nosso objetivo é achar a curva que permite a
particula realizar o trajeto do ponto A para o ponto B no menor tempo possivel.

Podemos escolher o sistema de coordenadas de forma que o ponto A seja a
origem, ou seja, os pontos relacionados ao problema sao A(0,0) e B(x1,¥;). Conforme

figura abaixo:

A X

Yy

Figura 4.: particula se movimentando do ponto A para o ponto B sob uma forca
constante.

Devido ao fato da forca atuante sobre a particula ser constante e sem atrito

o campo de forca é conservativo, ou seja, E,, = E. — £, = 0. A energia cinética do

sistema é FE,. = %mvz

Seja v 0 moédulo da velocidade da particula no ponto B, x o seu deslocamento

e a energia potencial ¢ I, = —mgx, onde g ¢ a for¢a da gravidade.
vertical e m sua massa, assim

Lo Lo
| —mgzx |= Smv” == mgr = omy = v = /297

mas, a velocidade escalar é a variagao do espacgo percorrido s, pelo tempo ¢, ou seja,
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ds
dt

Sabemos que o comprimento do arco entre os pontos A(0,0) e B(z1,y1), repre-

= .

sentado pelo gréfico da fungao y = y(x), é dado por:

_ /0 CTF I OIRAA (2.9)

derivando (2.9), obtemos:

ds
— = /1 +vy?(z).
- y*(x)
Denotando por t o tempo que a particula gasta para percorrer esse trajeto,
temos:
dt dtds 1
— == = /1 + 2 2.10
dr  dsdx v Y ( )
Agora, vamos integrar (2.10) para determinar o tempo total que a particula

gasta para se deslocar de A(0,0) para B(x1,y;). Assim,

1 1 2(
:/ 5\/1+y’2(s)d5— V14 y2(s ds—/ it ds
0

2gx(s
(2.11)

b

ainda podemos escrever (2.11) da seguinte forma

t= /Ox (14;7(?;/)2)5@. (2.12)

Como desejamos que a particula percorra o trajeto do ponto A até o ponto B
no menor tempo possivel, devemos minimizar o funcional dado pela equagao (2.12).
Note que a constante (29)% nao altera a equagao final, desse modo podemos escrever

f da seguinte forma.

. 1+ ()% 3

Fley(e). o/ (@) = (D) (23)

temos ainda que 3 af = 0, assim, a equacao
L (-
Oy dx \oy

ou seja, a Equacao de Euler-Lagrange torna-se

of
dx <8y ) 0
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. ) ) . . _1 ,
1sto é, g—; = (', onde C' é uma constante o que implica, g—; = (2@) 2, a € uma nova
constante.

Agora vamos derivar f, entao fazendo

temos,

o que implica,

of Y : 2\ }
o= Grto) =) = Gatom) = ()

elevando ambos os membros da tltima igualdade ao quadrado, obtemos:

M

_ 1 (2.14)

oI+ W) % = 2a(y)? = z(1+ (¥)*) = 2a(y')* = 2 + z(v)?

— 2y —a(y) = v = (V20 —2) =2 = (y)? = 5—
multiplicando o lado direito da tltima igualdade por z, obtemos:
"2 x? / z
(y)zm:y:m (2.15)

integrando a equagao (2.15), tem-se:

/y'dx—/#ldxﬁy— /%dm (2.16)
(2ax — x?)2 (2ax — 2?)2

fazendo a mudanga de variavel, ou seja, fazendo = = a(1—cos 6) temos, dx = a.senf.df.

Dessa forma (2.16) torna-se
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/ a(l — cos@)a.send g - / a(l — cosf)a.send
{2a]a(1 — cos )] — [a(1 — cos B)]2}2 [

B /a2(1 — cos #)senf
(a? — a®cos? )2
2(1 —
/a (1 cos@)selede
[a?(1 — cos? 0)]2
2
1—
_ /a ( Cosﬁ)fenQde
a(sen?d)?

2(1 — cos ) send
/a( cosf)sen "

a.senb

= /a(l — cos#)db,

ou seja,

y = /a(l — cos 0)db. (2.17)

Agora, integrando (2.17) obtemos:

y = a(f — senb) + C

onde C' é uma constante.
Como a curva procurada passa pela origem, ou seja, pelo ponto A, entao a
constante de integracao é nula e as equacoes paramétricas para esta curva sao dadas

por:

{ v =a(l —cosb) (2.18)

y = a(l — senh)

Esta curva é uma cicloide, ressaltando que a constante a deve ser escolhido de

forma que a cicloide passe pelo ponto B.

A (0,0) 2na

B (x,y.)

2a fo-eeeeeeeeeeoeeTEE

Figura 5.: Cicloide

2a% — 2a% cos§ — (a? — 2a? cos 0 + a2 cos 0)]



3 Conclusao

O que apresentamos nesse trabalho foi & grande importancia e utilidade da
Matematica para o entendimento e a resolucao de fendémenos reais. Grande parte da
populacao imagina que a Matematica apenas serve para resolver problemas simples
do cotidiano ou mesmo apenas como mero objeto do exercicio de raciocinio. Tenta-
mos mostrar que o universo Matematico é muito mais amplo do que se imagina. Com
este trabalho tivemos a oportunidade de perceber e aliar a teoria Matematica a prob-
lemas reais observados. Vimos também que a partir desse problema, pesquisadores
de todo mundo comegaram a desenvolver modelos Matematicos, o qual sua represen-
tacao chegasse mais préoximo do fenémeno real observado, mostrando ainda os avangos

obtidos em termos de modelagem Matematica para sistemas dinamicos biolégicos.
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A Apéndice

A.1. Critério de Weierstrass

A série
o
E Ins
n=1

chama-se uniformemente convergente a ¢ em A se ela é a sucessao de suas somas

parciais; isto €, se para cada € > 0 existe um inteiro /N, independente de z, tal que
|fi(z) + ...+ fulzx) —p(z)| <€e, x€ A, n>N.

Se
|fu(x)] <b,, €A n=12,..

(o]
E b, converge,

n=1

entao
o0
E Jns
n=1

converge uniformemente em A.
Demonstracao:

Para cada x € A, a série

> fala),
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converge absolutamente, por comparacao com

Db
n=1
seja .
o(x) = an(x), x € A
n=1
Em vista disto, e das hipoteses, temos:
[f1(@) 4 A ful@) =p(2)] = | = fasr (@) = frra(@) = | < |fua (@) [+ s (@) [+ < bppaFbngat..

oo

mas, por ser convergente E b,, para cada € > 0 existe um inteiro N, que s6 depende

n=1

de €, tal que
bn+1 +bn+2+ LL<En Z N.

portanto,
|fi(z) + ...+ fulzx) —p(z)| <€6, x€ A, n>N.

A.2. Calculo Variacional e Equacao de

Euler-Lagrange

O problema bésico do Célculo Variacional é determinar uma funcao y : [z, 2] —

R que minimiza ou maximiza o funcional dado por:

J= / "t y(@),y (@) (A1)

isto é, a fungao y(x) é um valor extremo do funcional J, podendo ser um valor méximo
ou um valor minimo, onde J depende da fungao y(x) e os limites de integracao sao
fixos, dai podemos variar a fungao y(x) até que um valor extremo de .J seja encontrada.
Assim, se uma fungao y(r) minimiza ou maximiza o funcional .J, entao qualquer fungao
vizinha de y(z) nao importando o quanto esteja proximo de y(x), esta fun¢ao tem que
fazer J variar aumentando ou diminuindo.

Podemos dar uma representagao paramétrica para uma vizinhanca da funcao
y(x), ou seja, y = (a, x) tal que para a = 0, temos y = y(0,z) = y(z) o que implica

y = y(x) é a funcao que faz J assumir um extremo. Dessa forma, podemos escrever
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ylo, z) = y(0,2) + an(z) (A.2)

onde 7 : [z1, 2] — R & alguma fungdo de = que possui derivada de primeira ordem
continua, ou seja, de classe C'!' que se anula nos extremos ) e xo, isto &, n(z;) =

n(x9) = 0. Conforme figura abaixo:

y

S

Caminhos
extremos, y(x)

y(x) +omy(x) ——

Caminhos
alternativos

Ny +ony |

Figura 1.: Extremos

Se fungoes do tipo dadas pela equagao (A.2) sao consideradas, a expressao dada

pela equagao (A.1) se torna um funcional do parametro o dado por:

J(a) = / Y b y(ona), o (o, 2))da. (A3)

Agora vamos achar um extremo para o funcional J que se reduz a resolver a
Equacao de Euler-Lagrange associada ao funcional J, a qual deduziremos a seguir,
mas antes veremos um lema fundamental para o desenvolvimento da teoria do Célculo

Variacional.

Lema A.1 Se G : [x1, 23] — R € uma fungao continua e se € vdlida a condigao

/xz n(x)G(x)dr =0

para toda fungao diferencidvel n : [x1,25] — R tal que n(xy) = n(xe) = 0 entdo
G(ZE) = 0, Vx € (1'1,1'2).

Demonstracao:
Suponha por absurdo, que G(z') # 0 para algum 2’ € (x, z3). Suponha também

que G(z') > 0. Pela continuidade de G, existe uma vizinhanga de z’, digamos, ¢ <



42

' < d na qual G(x) > 0, Yz € [¢,d]. Mas com isso a igualdade abaixo ndo se verifica

para toda fungao diferenciavel 7,

/ @G )z = 0.

1

Considerando a fungao n(x) dada por:

0 ,rp<z<c
(x—c)(x—d)?,c<z<d (A.4)
0 , d<x <

da fungao (A.4) obtemos,

/ @) G(w)d = / Y P — AP

1

como G(x) > 0 para ¢ < z < d, temos

| na)Giads 20
1
o que contradiz a hipdtese.

Agora, se G(z') < 0 para ¢ < 2’ < d, considerando a fun¢ao —G(z’), temos

/IQ 0(2)G()dx — / (2 — )2z — dX(~G(x))dz > 0,

x1 xr1
novamente contradiz a hipotese.

Portanto,

G(zr) =0 Vz € [x1,x9).

Observacao A.1 A Condi¢ao para que um funcional J tenha um valor extremo € que
o funcional J(«) nao dependa do pardmetro a em sua derivada de primeira ordem ao

logo do caminho que fornece o extremo, ou seja,

dJ

kel A5
dala=0 (A-5)

Com o resultado do lema acima e da equagao (A.5) podemos deduzir a Equagao

de Euler-Lagrange associada ao funcional J. Entao derivando (A.3), temos
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Se=ae | e yenyie = 55 = 2 [ ).y @)

pelo fato dos limites de integracao estarem fixo, derivandos apenas o integrando, ou

seja,
oJ of oy Of oy
da / (ay 90 oy 50 ) (A.6)
pela equagao (A.2) tem-se
dy oy’ On

%277(95) € 90 or

assim, podemos reescrever (A.6) da seguinte forma

% = /:2 (%n(m) + (35/ gn>dx (A7)

Agora, usando a integracdo por partes e o fato de n(z1) = n(x2), assim (A.7)

torna-se

o [ o

note que, a equagao (A.8) nao depende do pardmetro «, mas as fungoes y e y’ dependem

do pardmetro a. Dessa forma, como o funcional J(«) assumird um valor extremo se

dJ

o , pelo lema acima, temos

TG o (4.9)

Portanto, (A.9) é Equacao de Euler-Lagrange.

A.3. Comprimento de Arco

Seja y = f(x) uma funcdo continua em [a,b] com derivada continua em (a,b).
Queremos definir o comprimento de seu grafico, que é a curva C, entre os pontos
Po(a, £(a))  Palb, £(8)).

Demonstracao:

Seja P = xy, ..., ¥, uma parti¢ao do intervalo [a, b], tal que a = ¢ < ... < z,, = b.
Considere a linha poligonal determinada pelos pontos P;, ¢« = 0,1,...,n, dados por
(i, f(:)).

Assim, o comprimento de C' é dado por:
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n—00 4

L=lim » | Py P
i=1

ATN__/

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

:__________

REE———————

n=a X

Figura 2.: Particao do Intervalo [a, b]

onde,

| Pty Py |= [ Az? + Ayp = V(@i — 2i0)? + [f2:) — flai)]?

- \/(xz —Ti1)? [1 + Lf(zi) — f(zi1)]?

(%’ - iUi—l)2

como f ¢é de classe (1, ou seja, tem derivada continua em (a,b), entdo pelo Teorema

do Valor Médio podemos escrever L da seguinte forma.

f(ﬂcz) - f(ﬂCz'—1)

Ti — Tj

f(z) =

para algum z; tal que z; 1 < z; < x;, ou seja,

(xi - 33i—1)2

PP | \/m IR TTES I B e e T

onde Ax; = x; — x;_q para 1 <i <n.

Portanto,

n n b
L= lim Y PP |- i YT [PEPAr = [ VI P@Pds
i=1 i=1 a
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isto é,

> VI+[f(z)PAx;

i=1
¢ uma soma de Riemann para fungao g(z) = /1 + [f’(2)]? em relacdo a partigao P de
[a,b].

Assim, o comprimento da curva C é

L= / V14 [f(x))*d.



