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Resumo

Neste trabalho, abordamos alguns resultados sobre os nimeros primos, que formam
uma classe de nimeros inteiros bastante especial. As diversas aplicagoes e as conjec-
turas sobre os primos, ainda sem demonstracao, foram a motivacao principal de escolha
do tema. Por se tratar de um trabalho de conclusao de curso, o texto foi planejado
para servir de suporte a alunos de graduacao, motivando-os também na pesquisa so-
bre o conteudo. Por isso, consideramos principalmente os resultados basicos, os quais,
em geral, sao vistos em um curso de introdugao em Teoria dos Numeros. Dentre eles,
destacam-se o Teorema Fundamental da Aritmética (a esséncia da aritmética) e o Teste
de Primalidade.

Palavras-chave: Numeros Inteiros, Nimeros Primos, Conjecturas sobre Primos.
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Introducao

A Teoria dos Numeros é um dos ramos mais importantes e belos da matematica. Ela
tem como objetivo central o estudo dos ntimeros inteiros, bem como suas propriedades.
Referéncias indicam que a mais ou menos 500a.C. os gregos antigos ja estudavam esses
nimeros. Além deles, diversos estudiosos de todo o mundo contribuiram para o desen-
volvimento dessa area. Muitas vidas dedicadas, muitas conquistas, muitas frustragoes
e ainda, muitos mistérios cercavam e cercam esses numeros. E o que antes parecia
desafiar e fascinar apenas matematicos, depois de 2500 anos passa a ter importancia
para estudiosos de diversas areas.

Este trabalho trata de uma das classes de niimeros que por muitos é considerada a
mais importante: Os nimeros primos, ou primarios.

O estudos desses niimeros sempre despertou a curiosidade e o fascinio dos matematicos.
Atribui-se, de acordo com documentos antigos, a Pitagoras de Samos (VI a.C.), matemético
grego, os primeiros estudos sobre os nimeros primos. Apesar de que em um papiro
egicio conhecido como Papiro de Rhind, de cerca de 1650 a.C. os niimeros primos eram
escritos de maneira diferentes dos demais, o que poderia ser um indicio de que os anti-
gos egipcios ja haviam observado esses ntmeros de certa forma. Apesar de citado,
Pitédgoras é uma das figuras mais misteriosas da matemaética e nao existem registros de
seus trabalhos, apenas em documentos posteriores a sua existencia citam-o. Contudo,
0 mais antigo registro que citam os nimeros primos e que chegou aos nossos dias é
uma colegdo denominada ”Os Elementos”do grego Euclides de Alexandria (350d.C.),
um dos primeiros grandes matematicos que se sabe. Essa cole¢ao era composta por 13
volumes. FEuclides dedicou os livros VII e IX a conceitos sobre Teoria dos Numeros.
Considerado a colecao diddtica mais bem sucedida de toda a histéria, de acordo com
Encyclopedia of Ancient Greece (2006) por Nigel Guy Wilson, pagina 278. Além disso,
essa obra matematica é conhecida também por ser o segundo maior best seller mundial,
sendo o primeiro a Biblia. No livro, Euclides define o que sao ntimeros primos, apre-
sentou algumas propriedades e provou através de uma ingénua demonstragao que esses
nimeros sao infinitos.

Um matemaético que contribuiu para o avanco do estudo dos nimeros primos foi

Carl Friedrich Gauss. Por volta do século XXVIII, Gauss ganhara um livro de tabelas
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matematicas de presente de aniversario de 15 anos. Entre as tabelas existia uma que
lhe chamou a atencao, a tabelas de niimeros primos. Eles passou horas analisando e as
tabelas pareciam comecar a revelar seus segredos para o brilhante jovem. Ele comegou
a contar a quantidade de primos existentes em blocos de 1000 e construiu uma estrutura
que revolucionou o estudos dos primos. Gauss percebeu que cada vez que aumentavam
os nimeros inteiros, diminuia a probabilidade de ser encontrar nimeros primos (visto
que eles surgiam ao acaso, ele estudava, ao invés de férmulas matematicas de se obter
primos, a probabilidade de ser encontrar um nimero primo nesses blocos numéricos)
e mais, ele descobriu a propor¢ao com que eles diminuem. Ele acreditava que existia
certa regularidade na forma com que os primos decresciam. Mas ele nao sabia como
explicar esse fato. Essas e outras descobertas de Gauss eram mantidas em seu diario
secreto, ele apenas publicava o que havia certeza de fato. Por suas contribuicoes e pela

amplitude que elas alcancam, Gauss é considerado o Principe da Matematica.

Outro matematico que contribuiu para aumentar ainda mais o fascinio dos matematicos

pelos ntimeros primos foi o alemao Bernhard Riemann. Em 1859, Riemann conseguiu
mostrar o que Gauss havia iniciado anteriormente a quantidade de niimeros de primos
entre 1 e n, quando n ¢ muito grande, ¢ aproximadamente ;. Riemann trabalhava
em uma funcao conhecida como funcao Zeta quando percebeu uma relacao existente
com os numeros primos. Ele observou que os zeros dessa funcao tinham uma conexao
com a forma com que os primos sao distribuidos mas nao sabia como demonstrar isso.
Sua descoberta se equipara a primeira formula de Einstein, ela dava harmonia a dis-
tribuicao dos nimeros primos. Alguns matematicos como por exemplo, G. H. Hardy
(1877-1947) e Srinivasa Ramanujan (1887 - 1920) mostraram que essa hipétese de Rie-
mann era verdadeira para uma infinidade de nimeros primos mas isso ainda nao é o

bastante, a hipotese necessita de uma demonstracao geral.

O matematico Alan Turing, conhecido como o Pai da Ciéncia da Computacao,
trabalhou também na hipétese de Riemann. Ele construiu uma méaquina que explo-
rava o grafico da funcao zeta em busca de zeros da funcao que pudessem tornar a
hipotese falsa. Mas, durante a Segunda Guerra Mundial, Turing e outros matematicos
passaram a trabalhar para inteligéncia britanica Bletchley Park. Ele era responsavel
pela criptoanélise, arte de tentar descobrir o texto cifrado e/ou a légica utilizada em
sua encriptagao da frota naval alema. O seu trabalho com niimeros primos contribuiu
para decifrar cdédigos dos inimigos. Apds a Segunda Guerra, construiu o prototipo do
computador moderno, uma maquina que auxiliaria em diversos calculos matematicos.
Com essa maquina, Turing iniciou uma nova era para os nimeros primos, onde os com-
putadores ultrapassavam os homens nesse estudo. Foi em 1952 que um computador

descobriu os primeiros nimeros primos.
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Os computadores atuais contribuem para o estudo dos niimeros primos, bem como
a exploracao da Hipdtese de Hiemann, mas apesar de aumentarem a evidéncia de que

essa ultima é verdadeira, ainda nao se tem uma demonstracao geral.

Outras questoes que envolvem niimeros primos ainda continuam surgindo. Em 1972,
um americano Hugh Montgomery percebeu uma relagao entre a energia de um ntcleo
de um atémo de urano com a Hipdtese de Riemann e assim, com os niimeros primos,
unindo dessa forma os fisicos ao mistério desses niimeros. Agora, os blocos basicos da
matematica e os da fisica parecem corresponder-se em termos de comportamento, o

que introduz uma nova hipétese, ou um novo olhar para a mesma hipétese anterior.

Os numeros primos também desempenham um papel importante na comunicacao
eletronica. Em uma transacao online por exemplo, utilizamos nimeros primos para
codificar as informacgoes de nosso cartao de crédito. Esse sistema tem como base a
dificuldade de se verificar os primos constituintes de uma sequencia numérica. Uma
solucao que diminuisse essa dificuldade ou acabasse com ela traria problemas para toda

a matematica e para diversas areas como a seguranca de sistemas.

Em 1998 foi fundado o Clay Mathematics Institute, com o objetivo de desenvolver e
divulgar conhecimentos matematicos e apoio dos melhores centros de pesquisa, como a
Universidade Harvard e o Instituto de Tecnologia de Massachusetts. O Instituto Clay
oferece, e nao é a toa, um prémio de 1 milhao de ddlares para aquele que desvendar o

mistério dos ntimeros primos.

A motivacao de se trabalhar esse tema vem da importancia que os nimeros primos
exercem até hoje sobre a matematica, e agora, sobre outras areas do conhecimento,por
se tratar de um conteido que ainda deixa questoes nao resolvidas, pelo fascinio pelos
mesmos e mais, com o objetivo de servir como motivagao para alunos de graduagao ao

estudo dos mesmos.
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No Capitulo 1 serd apresentado os conjunto dos nimeros inteiros, bem como suas
propriedades necessarias ao entendimento do capitulo posterior. No Capitulo 2 serd
mostrado algumas curiosidades e propriedades referentes aos nimeros primos, bem

como algumas hipéteses ainda em aberto sobre os mesmos.



Capitulo 1

Os Numeros Inteiros

Vamos considerar inicialmente o conjunto numérico N formado pelos elementos que

denominamos nimeros naturais,
N={1,2,3,4...}.

Os numeros naturais sao, de fato, os mais familiares entre todos os conjuntos
numéricos classicos, Z, Q, R, Clvisto que sempre estiveram ligados as necessidades
do homem de registrar e interpretar fenomenos que o cercavam.

Utilizaremos as propriedades e axiomas referentes a N em um ambiente mais amplo,
destacando o conjunto dos nimeros inteiros Z, definido abaixo.

Indicaremos por Z o conjunto formado pelos ntimeros inteiros:
Z=A{..-3,-2-1,0,1,2,3...}.

Fica evidente que N é um subconjunto de Z, isto é, N C Z . Mas esse fato nao é
coincidéncia. Os numeros inteiros, assim como todos os outros conjuntos numéricos,
surgiram a partir das necessidades operatorias do momento. Por exemplo, algumas
operagoes de subtracao em N, nao resultavam em elementos de N: 4 —9 = —5 ¢ N.
Isto motivou o surgimento do conjunto dos ntimeros inteiros. Podemos dizer entao que
7, ¢ uma "ampliacao de N”.

Além de N, podemos destacar alguns subconjuntos de Z:

z¢ = {...—3,-2,—-1,1,2,3...}  (elementos nao nulos de Z).

Z, = {0,1,2...} (elementos nao negativos de 7).

7z = {1,2...} (elementos positivos de Z).

7. = {..—3,-2,—1,0} (elementos nao positivos de Z).
(

zr = {...—3,-2,—-1} elementos negativos de Z).

O conjunto Z munido das operacoes fundamentais de adicao e multiplicacao de-
notadas por + e -, respectivamente possuem algumas propriedades elementares que

passalnos a descrever a Seguir.
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(A adicao e multiplicagao sao comutativas) Para quaisquer a,b € Z, temos

a+b=b+a e a-b=>b-a.

(A adigao e multiplicacao sao associativas) Dados a,b € Z, valem
a+(b+c)=(a+b)+c e a-(b-c)=(a-b)-c.

(A adicao possui elemento neutro) Existe inico elemento em Z, que indicaremos

por 0, e chamado zero, tal que

a+0=a, VaeZ

(A multiplicagao possui elemento neutro) Existe tinico elemento em Z, que in-

dicaremos por 1, chamado um, tal que

a-1=a, YaeZl

Além desses axiomas semelhantes a ambas operagoes temos:

(Existéncia de inverso aditivo) Dado um inteiro a, existe um dnico elemento —a

€ 7, chamado inverso aditivo de a tal que:

a+(—a)=0, VaelZ.

(Lei do cancelamento do produto) Para quaisquer a,b,c € Z com b # 0, temos

a-b=b-c=a=c

(Lei do cancelamento da adigao) Para quaisquer a,b,c € Z,

a+b=a+c=b=c.

(Distributividade da multiplicagao sobre a adigao) Para quaisquer a,b,c € Z
com b # 0, temos

a-(b+c)=a-b+a-c

Observao 1.1 Notemos que diferente do que ocorre sobre os conjuntos Q, R, e C uma
equacao linear em 7,

ar =b

coma, b € Z ea # 0, nem sempre possui solucao inteira. Isso so ocorre quando b
for um maltiplo de a. Por exemplo, 2x = 7 nao tem solu¢ao em Z, jd 3x = 12 possui

xo = 4 como solugao.



A partir desses axiomas mostraremos algumas propriedades com respeito as operacoes

de multiplicacao e adicao.

Proposio 1.1 Dados a,b € 7Z, temos:

(1) a-0=0.

(2) Sea-b=0, entdoa=0 oub=0.

Demonstracao: (1) Como 0 =0+ 0 entao
a-0+a-0=a-(0+0)=a-0=a-0+0.

Assim,
a-0+a-0=a-040.

Portanto, a - 0 = 0.
(1) Pel item (1), podemos escrever 0 = a - 0. Como por hipétese a - b = 0, entao
a-b=a-0. Se a =0 a proposicao esta demonstrada. Caso contrario, pela lei do
cancelamento do produto temos que b = 0. Dessa forma, ou a = 0 ou b = 0. |

Além das operacoes de adicao e multiplicacao definidas sobre Z, existe também
uma relacao definida em termos da adicao de modo que, sendo a e b nimeros inteiros,

dizemos que a é menor do que b, em simbolos a < b, quando existe m € N tal que
b=a+m.

Com o mesmo significado, dizermos que b é maior do que a e escrevemos b > a. No
caso em que a é menor ou igual a b usamos a notacao a < b.
Dizemos que essa relacao é uma "relagao de ordem”. Denotandomos essa relagao

com o simbolo <. Passaremos a enunciar agora os axiomas referentes a essa relagao.

(A relagao ”<”é reflexiva) Dado a € Z, temos que a < a.

(A relagao ”<”é anti simétrica) Dados a,b € Z,se a < be b < aentdo a =b.

(A relagao ”<”é transitiva) Dados a,b,c € Z,se a <be b < centao a < c.
(Tricotomia) Quaisquer que sejam a, b, ¢ € Z podem ocorrer a < bou a =boua > b.

(Monotonicidade da adigao) Quaisquer que sejam a,b e ¢ € Z, se a < b entdo
a+c<b+c

(Monotonicidade da multiplicagao) Quaisquer que sejam a,b,c € Z com a < b e

0 < ¢ tem-se que ac < bc.
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Proposio 1.2 Para todo a € 7Z temos:

(1) Sea <0 entio —a >0,V a € Z.
(2) a*>0,YVa€eZ.

(3) 1>0.

Demonstracao: (1) Se a < 0 entao, temos a + (—a) < 0+ (—a), assim 0 < (—a) ou
seja, —a > 0.

(2) Faremos inicialmente a demonstragao para o caso em que a > 0. Multiplicando os
membros da desigualdade por a temos que a-a > 0 - a ou seja, a®> > 0. Agora, para o
caso em que a < 0 temos que —a > 0. Assim, multiplicando ambos os membros da

desigualdade por —a, segue que

(—a)-(=a) >0 (-a)

ou seja, (—a)? =a? > 0.

(3) Como 1 = 12 segue que 1? > 0 entao 1 > 0. |

Definio 1.1 Chamaremos de valor absoluto de um nimero inteiro a, denotado por

la|, da sequinte forma
{ la] = a se a>0

la] = —a se a<0.

Nota-se que, por defini¢do, |a| > 0, V a € Z. Além disso, a igualdade ocorre se, e
somente se, a = 0. Dessa forma, o valor absoluto de 5 ou |[5| = 5, uma vez que 5 > 0;
ja | —2| = —(—2) =2, pois —2 < 0.

Podemos ainda escrever o valor absoluto de um nimero inteiro a como sendo a raiz

quadrada de a?, ou seja, |a| = Va?.

Proposio 1.3 Para a,b,c € Z, valem as propriedades:
(1) la-bl = la]-[b].

(2) —laf <a<|a.

3) la|<ce —c<a<ec

(4) |a+b| <la|+ |b]. (Desigualdade Triangular)
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Demonstragao: (1) Sea > 0e b >0, entao ab > 0. Assim,
la-b| =ab=la|-|b].
Sea>0eb<0, entao ab < 0. Logo,
|a - b] = —(ab) = a(=b) = |a] - [0].

Oscasosa<0,b>0ea<0,b<0sao tratados de modo similar.
(2) O resultado desse item é obtido diretamente da defini¢ao.

(3) Suponhamos que |a| < ¢. Temos que — |a| > —c. Assim, do item (2), obtemos
—c< —la] <a<|a <o

ou seja,

—c<a<ec

Reciprocamente, vamos supor que —c < a < ¢. Se a > 0, entao

la| =a < c.
Se a < 0, entao
la] = —a < c.
(4) Pelo item (2), temos que
“Jal<a<lal e —Ppl<b<.

Somando membro a membro estas desigualdades, segue que
—(lal +[b) < a+b<|a| +[b].

Portanto, pelo item (3),
la + 0| < |al 4 1b].

1.1 Principio da Boa Ordenacao

A partir de agora, a hipdtese basica inicial sobre os inteiros que destaremos é o Principio
da Boa Ordenacao. Trata-se de uma forte ferramenta usada em algumas demonstracoes
matematicas. Esse principio sera utilizado como fundamento para uma série de resul-

tados sobre os nimeros inteiros.
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Definio 1.2 Seja X um subconjunto nao-vazio de Z. Diz-se que X ¢ limitado infe-

riormente quando existir um elemento xo € Z tal que
ro<zxz, VzelX.

Diz-se também que X € limitado inferiormente por xo e que este é um limitante

inferior de X.

Exemplo 1.1 O conjunto X, = {1,2,3,4} € limitado inferiormente, pois xy = 1
¢ um limitante inferior de X,. Em geral, todo subconjunto finito nao-vazio X de
Z € limitado inferiormente. Ja o conjunto Xo = {...,—2,—1,0,1,2,} ndao tem um

limitante inferior. &

Nota-se que um limitante inferior de um conjunto X nao necessariamente pertence

a X.

Axioma 1.1 (Principio da Boa Ordenagao — PBO) Todo subconjunto nao-vazio

X de Z limitado inferiormente possui um menor elemento (ou elemento minimo).

Para o conjunto dos naturais, o PBO se reduz a afirmacao: todo subconjunto nao-
vazio X de N possui um menor elemento.
Diferente de um limitante inferior, um elemento minimo de um conjunto X, por

definicao, pertence a X.
Proposio 1.4 Na condicao do axioma anterior, o elemento minimo xo € X € unico.

Demonstracao: Se xg e 1y sao elementos minimos de X, entao zg < yy e yg < xg.
Mas, isto em Z implica em xy = y, poia a relacao “ <7 é anti-simétrica. [

Indicaremos o elemento minimo zy de X por
To = min X.
Corolrio 1.1 Seja a um numero inteiro. Se a > 0, entdo a > 1.

Demonstracao: Provaremos a afirmacao por absurdo. Assim, suponhamos que exista
m € Z com 0 < m < 1. Desse modo, o conjunto X ={m € Z:0<m < 1} C Z é nao-
vazio e limitado inferiormente e, pelo PBO, X possui um menor elemento zy. Como

xg € X, segue que 0 < xy < 1; multiplicando estas desigualdades por zy, obtemos
O<zo<l=0<ai<m<l,

ou seja, 0 < z2 < 1, o que implica que 23 € X e x3 < xy, contrariando a minimalidade
de xo. |

Corolrio 1.2 Seja a e b inteiros quaisquer. Se a > b, entao a > b+ 1.

Demonstragao: Como a — b > 0, entao pela proposicao anterior, a — b > 1, ou seja,

a>b+1. [ |
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1.2 Inducao Matematica

No sentido denotativo do termo, indugao é um raciocinio em que de casos particulares se
tira uma conclusao genérica. O que nos permite concluir se uma afirmacao é verdadeira
ou falsa.

Partiremos do Principio da Boa Ordenacao e consideraremos agora o Principio da
Inducao Finita ou Principio de Inducao Matematica. Esse resultado ¢é utilizado quando
desejamos demonstrar que certa propriedade é valida sobre um conjunto de Z limitado
inferiormente.

Se queremos, por exemplo, provar que uma declaracao é verdadeira para todos os
nimeros naturais, provar que é verdadeira para um grande nimero de casos particu-
lares nao nos permite concluir que ela ¢ valida para todos. Pelo Principio de Indugao
Matematica, primeiramente devemos mostrar que a declaracao é verdadeira para o
primeiro numero. Depois devemos mostrar que se vale para o primeiro nimero entao
valerd também para o subsequente. Se for verdadeira para o segundo entao sera para o
seu sucessor e assim por diante. De forma geral, deve-se mostrar que se a declaragao
vale para o n-ésimo numero, entao valera para o nimero seguinte (n + 1).

Chamaremos essa declaragao de P(n) de modo que P(n) é uma sentenca aberta

que depende da variavel n, elemento de um subconjunto de Z, limitado inferiormente.

Teorema 1.1 (Indugao Finita — 1¢ Forma) Seja P(n) uma sentenca sobre o con-

gunto {n € Z :n > ny}, em que ng € Z, tal que:
(1) P(ng) € verdadeira.
(2) Se P(n) é verdadeira para n > ngy, entdo P(n + 1) também é verdadeira.
Logo, P(n) € verdadeira para todo n > ny.
Demonstragao: Vamos considerar o seguinte conjunto
X={neZ:n>ny e P(n) éfalsa}.

Suponhamos por absurdo que X # (). Como X ¢ limitado inferiormente (por ng, por

exemplo), entdo pelo PBO, existe mg € X (elemento minimo) tal que
mog<n, VnelX.

Como my € X, temos que mg > ng e P(mg) é falsa. Logo, mg # ng, pois, por hipétese,

P(ng) é verdadeira. Por conseguinte, mgy > ng entao, mg — 1 > ng. Sendo mg o menor
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elemento de X, segue que my — 1 ¢ X. Portanto, P(mg — 1) é verdadeira; mas pela
condigao (2),

P(mg—141) = P(myg)
é verdadeira e, assim, my ¢ X, o que é uma contradigao. Logo, X = () e, portanto,

P(n) é verdadeira para todo n > ny. [

Exemplo 1.2 Mostrar, usando inducao finita, que

1
1+2+---+n:@, Vn € N.
Solugao: Seja P(n) a seguinte sentenga sobre N,
1
P(n):1+2+~~-+n:@.
Como 1 = @, temos que P(ng = 1) é verdadeira. Assim, por hipdtese de indugao,

vamos supor que P(n) seja verdadeira, e provemos que P(n + 1) também o é, ou seja,

P(n) = P(n+1).

n(n+1)

Para n + 1, usando a hipétese de que 1 +2 + -+ +n = =5,

1424 +n+1=(1+2+4-4n) +n+1
1
n(n+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
2 7
o que prova que P(n + 1) é verdadeira. Portanto, P(n) é verdadeira para todo n > 1.

)

Exemplo 1.3 Provar que 2™ < n! para todon > 4, em quen! =1-2---n.

Solucao: Consideremos
P(n):2" <nl, Vn>4.
E claro que 2* = 16 < 4!, isto é, P(ng = 4) é verdadeira. Suponhamos que 2" < n!,
com n > 4. Assim,
2t <2m.2 < pl-2.
Sendo n > 4, segue que 2 < n + 1. Portanto, n! -2 < n!-(n+1) = (n+ 1)! e, por
transitividade,
2" < (n 4+ 1),
Desse modo, P(n + 1) é verdadeira e, por conseguinte, P(n) é verdadeira para todo
n > 4. [ 3

De modo analogo, prova-se a segunda forma de inducao finita.
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Teorema 1.2 (Inducao Finita — 2¢ Forma) Seja P(n) uma sentenca sobre o con-

gunto {n € Z :n > ny}, em que ng € Z, tal que:

(1) P(ng) € verdadeira.

s

(2) Se P(m) € verdadeira para todo inteiro m tal que ng < m < k, entio P(k+ 1) é

também verdadeira.

Logo P(n) € verdadeira para todo n > ny.

1.3 Divisibilidade em 7Z

Destacaremos algumas propriedades importantes relacionadas ao conceito de divisibil-
idade, sendo seu resultado principal o algoritmo da divisao, que é o meio mais eficiente
de se calcular o méaximo divisor comum entre inteiros.

Para evitar repeticoes de certas frases, as letras a,b, etc. indicarao nesta secao
sempre numeros inteiros.

Diz-se que b divide a, que b é um divisor de a ou que a é um multiplo de b, em

simbolo, b | a, quando existir um inteiro ¢ tal que
a = bc.
Para indicar que b nao divide a, usa-se o simbolo b { a. Assim,
bla< a=bc paraalgum c¢€Z.

Por exemplo, 3|9, —7]21 e 5122. Além disso, 1 | a e a | a para todo a € Z.
Chama-se um numero a € Z par quando 2 | a; caso contrario, a é dito impar. Por
exemplo, os numeros —4 e 14 sao pares; enquanto 9 e 25 sao fmpares. Diz-se que a e b

tém a mesma paridade quando a e b sao ambos pares ou sao ambos impares.

Observao 1.2 Efdcil justificar o fato de, no estudo de divisibilidade, estarmos con-
siderando o conjunto dos niumeros inteiros, pois se estivessemos no conjunto dos numeros
racionais ou reais todo niumero b poderia ser escrito da forma b = a - ¢, com a # 0.
Isso nao despertaria nenhum interesse. Por exemplo, sabemos que em Z, 215, mas se
estivessemos falando em divisibilidade nos niumeros reais, poderiamos escrever 5 = 2-c,
com ¢ =15/2.

Observao 1.3 O motivo de considerarmos a # 0 se deve ao fato que para este caso o
valor de ¢ € unico. De fato, se ¢ € Z é tal que b= a-c entdo a-c = a-c, o que implica

¢ = c. Portanto ¢, que chamaremos de quociente de b por a, é unico e indicado por:

c=b/a
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Se admitissemos que a = 0,
0]b < b=0

(pois b =0 - ¢). Assim, o quociente nao é unico pois 0 - ¢ = 0 para todo inteiro c¢. Por
isso, consideraremos a partir de agora, que todos os divisores serao nao-nulos, mesmo

que nao seja dito explicitadamente nos enunciados.
Lema 1.1 Seb|a ea#0, entao |b] <|al.

Demonstracao: Se b | a, entao existe ¢ € Z tal que a = be. Logo, |a|] = |bc| = |b] |¢|.

Como ¢ # 0, entdo |c| > 1. Assim, multiplicando esta desigualdade por |b|, obtemos

[b] < bl |ef = lal -

Proposio 1.5 Em Z valem as sequintes propriedades:

(1) Os tunicos divisores de 1 sao 1 e —1.

(2) Sea|beb|a, entio a = =£b.

Demonstracao: (1) Se b é um divisor de 1, entao pelo Lema 1.1, temos que |b] < 1.
Assim, 0 < |b| < 1. Como nao existe inteiro entre 0 e 1, concluimos que |b| = 1, isto é,
b= +£1. A propriedade (2) segue imediatamente do item (1). [ |

No proximo teorema, encontram-se outras propriedades elementares da divisibili-

dade.

Teorema 1.3 A divisibilidade tem as propriedades:
(1) al]0 e a]a.

(2) Sea|beb]|c, entioalc.

(3) Sea|bec|d, entio ac | bd.

(4) Sea|bealc, entioal (mb+nc), ¥V m,neZ.

Demonstracao: Serd demonstrado os itens (2) e (4).
(2) Por hipétese, temos b = al; e ¢ = bAy com Aj, Ay € Z; substituindo o valor de b

em ¢ = by, temos ¢ = a1 g, ou seja, a | c.
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(4) Para este item, temos por hipGtese que b = ak; e ¢ = aks para inteiros ki e k.
Portanto, quaisquer que sejam os inteiros m e n, mb = amk; e nc = anks, de modo
que

mb + nc = a(mky + nke) = a | (mb+ nc).

[ |
O algoritmo da divisao (ou divisao Euclidiana), é considerado um dos mais famil-
iares resultados dos inteiros, cujo resultado é base para muitas propriedades algébricas

relevantes em Z, sera demonstrado tendo ponto de partida o seguinte lema:

Lema 1.2 (Propriedade Arquimediana) Consideremos dois inteirosa eb com b #

0. Entao, existe n € Z tal que nb > a.

Teorema 1.4 (Algoritmo da Divisao) Sejam a,b € Z, com b # 0. Entdo, existe

unicos q,r € 7, tais que
a=gb+r com 0<r<]|bl. (1.1)
Demonstragao: Consideremos o conjunto
S={a—0bk:kelZ}.
Pelo Lema 1.2, existe um inteiro ng tal que
—a < ng(—=b) = a > neb = a —neb > 0.
Desse modo, o conjunto L dado por
L={a—-bqg:q€Z e a—bg>0}

¢ nao-vazio, pois * = a — ngb € L. Como L ¢é limitado inferiormente, segue pelo PBO

que L possui menor elemento, digamos r. Como r € L, entao r > 0 e
r=a—>bq com q¢€Z.

Mostremos agora que r < |[b|. Suponhamos por absurdo que r > |b|. Se b > 0, entao
|b| = b; logo, r —b>0c¢

r—b=a—gb—b=a—0b(qg+1).

Dai, r—b € Ler —»5b<r, oque contradiz a minimalidade de r. Se b < 0, entao
|b| = —b; assim, r+b>0e
r+b=a—"0b(qg—1),
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ouseja, r+b€ Ler+0b<r oqueé uma contradicao. Desse modo, a = ¢b + r com
g €Ze0<r < b, oque prova a existéncia dos inteiros ¢ e r. Para mostrarmos a

unicidade desses inteiros, consideremos ¢, 71 € Z tais que
a=qb+r e a=qb+nr

co1m

0<r<lb] e 0<r <|bl.

Assim,

gb+r=qb+r=r—r=bla-q),

ou seja, b | (r —ry). Como |r —ry| < |b|, segue que r — r; = 0, ou seja, r = r1. Por
conseguinte, q; = ¢, uma vez que b # 0. [ |
Os inteiros ¢ e r em (1.1) chamam-se quociente e resto da divisao Euclidiana de

a por b, respectivamente. As vezes, r também é dito resto de a mdédulo b.
Observao 1.4 No Teorema 1.4, temos os sequintes casos particulares:

(a) Sea =0, entio g =1 =0.

(b) Sea>0e¢a<b, entaioq=0er=a.
Exemplo 1.4 Determinar o quociente e resto da divisao de a por b quando:

a)a=41 e b=T.
b) a=—-10 e b=6.

c) a=—-1243 ¢ b=—4.

Solugao: a) Como 41 =7-5+6e6 <7,entdo g=5er =6.
b) Para o caso em que a = —10 < 0 e b = 6, vamos efetuar a divisao natural de 10 por

6. Apds isso, manipulamos a expressao convenientemente. Assim,
10=1-64+4=-10=—-1-6—4.

Como —10=-1-6—-4=—-1-6—4+ 6 — 6, obtemos

10=1-64+44 = —-10=-1-6—-4
= —-10=-1-6-44+6-6
= —10=6-(-1—-1)+2
= —10=6-(—2)+2
= qg=-2 e r=2
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c) Sendo a = —1243 e b = —4, efetuamos a divisao de 1243 por 4 e usamos artificio

analogo ao do caso 2. Temos:

1243 =310-4+3 = —1243=310-(—4)—3
= —1243=310-(—-4)—-3+4—14
= —1243=—-4-(310+1)+1
= —1243=-4-311+1
= qg=311 e r=1.

)

Proposio 1.6 Sejam a,b € Z com b > 0 e q o quociente da divisao de a por b. Entao,

__Ta - 4 . - - . a
q = [§], ou seja, q € o maior inteiro menor ou igual a §.

Demonstragao: Como

a=bqg+r,
com 0 <7 < b, segue que
a +r
b Iy
sendo 3 € Q tal que 0 < 7 < 1. Por isso,
<fog4i<g+1
de maneira que ¢ = [%]. [

1.3.1 Maximo Divisor Comum

O conceito de maximo divisor comum tem estreita relacao com subconjuntos Z, tais
como, os Ideais, que foram introduzidos com o objetivo de solucionar algumas questoes

em Teoria dos Numeros. Hoje em dia, seu estudo é realizado em Teoria dos Anéis.

Definio 1.3 Sejam a,b € Z coma # 0 ou b # 0. Diz-se que d € N ¢ mdximo divisor

comum (mdc) entre a e b quando as sequintes condigoes sao satisfeitas:
(a) d|aed]b.
(b) Sec|aec]b, entio c|d.

Em outras palavras, maximo divisor comum de a e b é um nimero natural que os

divide e é divisivel por todo divisor comum de a e b.

Observao 1.5 Se a = b =0, vamos acordar que o mdximo divisor comum de a e b €
0.

Nosso objetivo é provar que o natural d na condi¢ao acima existe e é Uinico.



18 Os Numeros Inteiros

Propriedades

Lema 1.3 Se os inteiros a e b tém um mdximo divisor comum, entdo ele é unico.
Demonstragao: Se d; e dy sao maximos divisores comuns de a e b, entao, por defini¢ao,
di =Mdy e dy = MXody, com A, Ay €N,

Substituindo o valor de dy = \ad; em dy = A\ids, obtemos
di=MA)di = 1= M= A =X =1

Por conseguinte, d; = d». [
Dados dois inteiros a e b ambos nao-nulos, vamos indicar por mdec(a,b) o maximo

divisor comum entre eles, quando este existir. Temos,
mdc(a,b) = mde(—a,b) = mde(—a, —b) = mde(a, —b). (1.2)

Além disso, se a = 0 e b # 0, entao mdc(0,b) = |b|. Por isso, vamos assumir que a e b
sao sempre positivos.

O préximo teorema além de garantir a existéncia de mde de dois inteiros, mostra
que mdc(a,b) é uma combinagdo muito proveitosa de a e b. Esta combinagao nao é

Unica, por exemplo,

mde(18,4) = 2

1-18 4 (—4)-4
= —1-18+5-4.

Teorema 1.5 Para quaisquer numeros naturais a e b, existe d = mdc(a,b). Além

disso, existem xq,yo € Z tais que
d = axy + byo, (1.3)
Demonstragao: Consideremos o conjunto
X ={ar+by:x,yecl}

Obviamente, existem em X elementos que sao estritamente positivos. Por exemplo,
parax =y = 1,obtemosa-1+b-1=a+b>0ea+be€ X. Seja W o subconjunto de
X constituido pelos elementos de X estritamente positivos. Desse modo, pelo PBO,
W possui menor elemento d € W. Vamos mostrar que d = mdc(a,b); como d € W,
existem xg, yo € Z tais que

d = axy + byp. (1.4)

Usando o algoritmo da divisao com os elementos a e d, temos

a=dg+r, com 0<r<d. (1.5)
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Substituindo o valor de d em (1.4) em (1.5), segue que

r=a—dg=a— (azy+byo)q

= a — aqxy — bqyo.

Dai,
r=a(l —qxg) + b(—qyo) = r € W.

Mas, sendo r < d, entao, pela minimalidade de d, devemos necessariamente ter r = 0,
isto é, a = dq, o que mostra que d | a. Similarmente, prova-se que d também divide b.
Agora, se c € Z étal que ¢ | a e ¢ | b, entdao a = ¢\ e b = cAy, com Aj, Ay € Z. Como
d = axo + byo,

d = (cA1)mg + (cA2)yo = c(Mzo + Aayo) = ¢ | b.

Portanto, d = mdc(a, b). [

A expressao em (1.3) é conhecida como Identidade de Bézout para os elementos
aeb.

Quando os inteiros a > 0 e b > 0 sdo “pequenos”’, entao determina-se d = mdc(a, b)
sem muitas dificuldades. Mas, como determinar d quando a e b sao ntimeros considera-
velmente grandes? Por exemplo, quanto vale mdc(18594,)7 Nao é razoavel determinar
os divisores positivos de a = 18594 e b = 3882 e verificar o maior entre os divisores
comuns. Isso seria tedioso!

O Lema 1.4 mostra que o algoritmo da divisao poder ser usado para calcular d =
mdc(a,b), quaisquer que sejam os inteiros a e b. O mesmo implicard em um método (o

algoritmo de Euclides) para determinar d, o qual consiste em divisoes sucessivas.

Lema 1.4 Sejam a e b inteiros, b # 0, e ¢ e r o quociente e resto da divisao de a por

b, respectivamente, ou seja,
a=gb+r, com 0<r<|b. (1.6)

Entao, mdc(a,b) = mdc(b,r).

Demonstracao: Por (1.6), todo divisor de b e r é também divisor de a. Por outro
lado, se d € N é tal que d | a e d | b, entdo, como r = a — gb, segue que d | r. Isto é
suficiente para que se tenha mdc(a,b) = mdc(b, r). [ |

Portanto, pelo Lema 1.4, o problema de determinar mdc(a,b) reduz-se a calcular
mde(b,r).

Exemplo 1.5 Determinard = mdc(1020,284) e expressd-lo na forma do Teorema 1.5.
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Solucao: Como 1020 > 284, vamos usar o algoritmo da divisao, dividindo a = 1020
por b = 284. Assim,

1020 = 3284 + 168 = mdc(1020,284) = mdc(284, 168),
984 =1-168 + 116 = mdc(284,168) = mdc(168, 116),
168 =1-116+52 = mde(168,116) = mdc(116,52),
116 =2-52+12 = mde(116,52) = mde(52, 12),
52=4.12+4 = mdc(52,12) = mde(12, 4),
12=3-4+0 = mdc(12,4) = mdc(4,0) = 4.
Portanto, mde(1020,284) = 4. Vamos encontrar xo,yo € Z tais que 4 = 1020 - o +

284 - yy. Isso consistirda em isolar os restos nao nulos das divisoes de baixo para cima

das igualdades em (1.7), substituindo-os sucessivamente. Logo,

4=52-4-12=52—4-(116—2-52) =9-52 —4-116
—9.(168—1-116) —4-116 =9 - 168 — 13- 116
—9-168— 13- (284 —1-168) = 22168 — 13- 284
=22 (1020 — 3 - 284) — 13 - 284 = 22 - 1020 — 79 - 284.

Assim, 4 = 22 - 1020 — 79 - 284; desse modo, podemos escolher g =22 e yg = —79. &

Dois inteiros a e b sao ditos primos entre si ou relativamente primos quando
mdc(a,b) = 1. Por exemplo, 8 e 3 sdo primos entre si, pois mdc(8,3) = 1; j4d 18 e 4
nao sdo, uma vez que mdec(18,4) = 2.

Como consequéncias imediatas do Teorema 1.5, temos:

Corolrio 1.3 Os inteiros a e b sao relativamente primos se, e somente se, existem

x,y € Z tais que 1 = ax + by.
Corolrio 1.4 Sejam a,b,c € Z. Mostrar que se a | bc e mde(a,b) = 1, entdo a | c.

Demonstragao: Por hipdtese, bc = ak com k € Z. Além disso, pelo Corolario 1.3,

existem z,y € Z tais que 1 = ax + by. Logo,
l=ax+by = c=cax+cby
= ¢ =car + aky
= c=a(cx + ky)
= alc

Corolrio 1.5 Sejam a,b € Z tais que mdc(a,b) = 1. Mostre que se a | c e b| ¢, entao

ab | c.
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Demonstragao: Como a | ceb | ¢, entao
c=a\ e c=bly, com M\, €Z.
Por outro lado, sendo mdc(a,b) = 1, entao existem z,y € Z tais que
= ax + by = ¢ = cax + cby.
Multiplicando a primeira igualdade de (1.8) por b e a segunda por a, obtemos
chb =ab\; e ca = ab\,.

Substituindo esses valores em ¢ = cax + cby,

c=car+cby = c=ablx+ ab\y
= c=ab(Ax + \1y)
= ab]|ec.



Capitulo 2

Alguns Resultados sobre Numeros
Primos

2.1 Breve historico

A nogao de um ntimero primo nao é recente em matematica. Os primeiros a entenderem
a importancia dos numeros primos foram os gregos antigos. Atribuim-se ao grego
Pitagoras de Samos (VI a.C.) os primeiros estudos sobre os nimeros primos a mais ou
menos 530a.C'.. Apesar de nao se ter registros de sua vida e seus trabalhos, documentos
antigos de varias geracoes apds esse matematico citam suas ideias, entre elas a defini¢ao
de um numero primo.

Pitagoras foi uma das figuras mais influente e ao mesmo tempo uma das mais
misteriosas da matematica. Muitos mitos e lendas surgiram sobre sua vida e por isso é
muito dificil separar o que existiu de fato e o que foi inventado. Acredita-se que tenha
feito muitas viagens pelo mundo antigo e nelas adquiriu muitas de suas habilidades
matematicas, estudando propriedades dos nimeros e o relacionamento entre eles.

O livro mais antigo de matematica que chegou completo aos nossos dias foi uma
colecao denominada ” Elementos”, escrito por volta de 350a.C'. por Euclides de Alexan-
dria (300d.C.), o primeiro génio da matemadtica, que se sabe. ”Elementos”¢é uma das
obras matematicas mais belas e mais reproduzidas no mundo ocidental. E considerado
o livro-texto mais bem-sucedido de toda histéria da matemdtica. E formado por 13
volumes, que incluiam alguns resultados ja conhecidos ha muito tempo e de autorias
nao somente Fuclides. Por ser tao completa, essa cole¢ao era praticamente a tnica
utilizada na época e sua influéncia permaneceu por mais de dois milénios. Considerado
um dos maiores best sellers mundiais.

Euclides dedicou os volumes VII e IX a conceitos sobre Teoria dos Nimeros. Suas
ideias eram absolutamente compativeis com as ideias de Pitagoras e bastante semel-
hante as atuais. Em ”Elementos”encontra-se varias influéncias de Pitagoras. Por

exemplo, o nimero 1 era chamado de unidade, da mesma forma na obra de Euclides.

23
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Um ndmero é definido como uma composicao que se faz com as unidades, tanto por
Pitagoras como por Euclides. Conceitos como ”divide”era visto por eles como "mede”.
Ou seja, dizer que 5 divide 10 é equivalente a dizer que 5 mede 10 ou seja, vocé pode
enfileirar dois segmentos de 5 unidades de forma a obter o 10.

A definicao de um numero primo é dada na obra de Euclides, no volume VII da
seguinte maneira:

”Protos arithmos estin monade mone metroymenos”.

Ou seja, nimero primo é todo aquele que s6 pode ser medido através da unidade.

Na terminologia usada atualmente a expressao ”medido por” traduz-se como ”multiplo
diferente dele proprio”. Assim, nimero primo é aquele que é multiplo apenas do 1,
desconsiderando ele préprio. Assemelha-se bastante a definicao que temos hoje.

”Um numero inteiro p > 1 é primo se e somente se possui como divisores positivos
apenas 1 e p”.

Se p > 1 nao é primo dizemos que p é composto, definicado que também ja se
encontrava na obra de Euclides, como também uma demonstracao de que a sequéncia
dos ntimeros primos ¢ infinita.

Uma observagao importante é o fato de considerarmos p > 1. Como o tnico divisor
de 1 é ele proprio, nao se enquadra na definigdo de um nimero primo. Apesar de a obra
nao considerar também o 1 como sendo um nimero primo os motivos sao diferentes
e ja vistos anteriormente. Além disso, por definicao, o nimero 1 também nao pode
ser considerado um nimero composto. Ou seja, se p é um inteiro qualquer, entao p é
primo, é composto ou p é 1.

Pitagoras também teria observado que existem dois tipos de nimeros, descon-
siderando o nimero 1 que era apenas uma unidade: Os protoi arithmés (ndmeros
primaério ou primos) que sao 2,3,5,7 e 11, por exemplo e os deuterdi arithmés (nimeros
secundarios) que sao por exemplo o 4,6,8,10 e 12.

A importancia dos primos para a teoria dos niimeros se equipara por muitos tedricos
com os atémos na estrutura da matéria, podemos dizer que eles sao os tijolos da con-
strucao numérica. Isso porque, conforme veremos, os niimeros secundarios, ou compos-
tos, podem ser gerados a partir de produtos de primos, sendo portanto, esses tltimos
os numeros mais importantes da matematica. Mas, a importancia desses ntimeros nao
se limitam apenas a estrutura numérica. A forma como os numeros primos estao dis-
tribuidos parece totalmente desordenada, o que os torna ainda mais fascinantes, desde
o tempo de Euclides, 2000 anos atras. A partir disso, o que talvez fosse apenas uma
preocupacao de matematicos, passa também a ser importante para a vitéria britanica
sobre o Nazismo alemao, para a invensao do computador, para a estrutura do sistema

financeiro, para o estudo sobre o comportamento dos atomos, entre outros.
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Muitos matematicos, com certeza, passaram grande parte de suas vidas se dedicando
ao estudo dos primos, porém ainda nao se conhece a fundo esses niimeros. Muitas vidas
de dedicacao, muitas hipéteses criadas mas, também muitas frustracoes cercam esses

elementos fundamentais da matematica.

2.2 Definicoes e Propriedades

Nesta segao vamos considerar alguns resultados bésicos sobre ntimeros primos. Mais

adiante, veremos outros que sao obtidos de forma nao elementar.

Definio 2.1 Um nimero p € Z — {0, £1} diz-se primo quando seus unicos divisores

positivos sao 1 e |p|. Caso contrdrio, p € dito composto.

Por exemplo, —3, 5 e 13 sao primos, enquanto 9, 8 e 12 sao compostos.

Observa-se que a € Z composto significa dizer que
a=bc com 1<bec<]|al.

Além disso, p é primo se, e somente se, —p é primo. Por isso, vamos considerar apenas

primos positivos.

Proposio 2.1 (Euclides) Sejam ay,ay € Z e p um nimero primo. Se p | ajas, entdo

pla oup|as.

Demonstragao: Se p{ aj, entdo mdc(ay,p) = 1, pois p é primo. Segue que p | a;. W

Por indugao, para aq,as, ..., a, € Z e p primo,
plaway---a, =pla (2.1)
para algum ¢ = 1,...,n. De fato, para n = 1, o resultado é imediato. Agora, supon-

hamos, por hipotese de inducao, que o resultado seja valido para n > 1. Desse modo,

para ai, s, ..., 0y, Aney € Z, temos

p | ai1Gg - apapy1 = P | (a1a2 s an) An+1

= pl(amaz---a,) ou p|ay.

Logo, por hipétese, p | a; para algum i =1,... . n+ 1.
Teorema 2.1 Se a > 1, entdo existe um primo p tal que p | a.
Demonstragao: Consideremos o conjunto

W={aeN:a>1 e pfa V¥V pprimo}.



26 Alguns Resultados sobre Nimeros Primos

Se W # (), entao pelo PBO, existe d € W com d = min W. Como d | d, entao d nao
pode ser primo. Por isso, d = bc com 1 < b, ¢ < n. Desse modo, b ¢ W, pois d = min W.
Por conseguinte, como b > 1, entdo deve existir um nimero primo p tal que p | b. Mas,
como b | p, entao p | d, isto é, d ¢ W, o que é impossivel. Essa contradigdo mostra que

existe um primo p com p | a. [ |

2.3 Teorema Fundamental da Aritmética

Como mencionado anteriormente, os nimeros primos tém um papel fundamental na
teoria dos nimeros, conforme o Teorema Fundamental da Aritmética, que é considerado

como um dos mais importantes resultados sobre primos.

Teorema 2.2 (Fundamental da Aritmética — TFA) Todo nimero natural a > 1

pode ser escrito de forma unica, a menos da ordem dos fatores, como produto de primos.

Demonstracao: Ha duas coisas a serem demonstradas: a primeira € a existéncia dos
primos; e a segunda ¢ a unicidade da fatoracao.

(Existéncia) Consideremos o conjunto
M={neN:n#ppy-- p,} CN,

para primos pq, pa, - . ., Pn. Ou seja, M é constituido por todos os naturais que nao sao
produtos de primos. Se mostrarmos que M = (), entao a existéncia dos niimeros primos
estard provada. Suponhamos por absurdo que M # (); logo, pelo PBO, M possui um
menor elemento m € M. Dessa forma, m nao pode ser primo e, por conseguinte, é

composto. Assim, podemos escrevé-lo como
m=a-b com 1<a,b<m.

Como a <meb<m,entdao a ¢ M e b ¢ M, pois m = min M. Portanto, a e b sao
primos ou sao produtos de primos. Logo, m = a - b é um produto de primos, o que é
uma contradigao.

(Unicidade) Suponhamos agora que

a=pP1-P2--Pn=4q1" 42" Qm,

sendo p1,...,Dn,q1, - - -, Gm SA0 primos. Assim, por (2.1), temos que
Pl
para algum j = 1,...,m. Sem perda de generalidade, podemos supor que p; | ¢;. Mas,

como ¢; também é primo, entao p; = q;. Desse modo, pela lei do cancelamento, segue
que

P2 Pn=Gq2" " qm-
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Da mesma forma, temos p, | ¢; para algum j = 2,...,m. Assumindo que py | go,

obtemos
P33 Pn =43 Qm-

Continuando este processo, e assumindo que n > m, temos
1= Pm+1 7 Pns

o que é impossivel. Similarmente, se n < m, entao
1= Pr+1 - Pm,

o que também é impossivel. Portanto, m =n e ¢, = p; paracadai=1,...,n. [ |
Como os primos que surgem na fatoracao de um dado @ € N, a > 1, nao sao

necessariamente distintos, temos:

Corolrio 2.1 Todo nimero natural a > 1 pode ser escrito de forma unica, a menos

da ordem dos fatores, na forma
1 72 7
a =Py P ”'pnna
em que py < pg < -+ < P, Sao numeros primos e r; € N, para cada i =1,...,n. [ |

As vezes, se um dado primo p; nao surge com expoente maior do que zero na

fatoragao de a € N, a > 1, é conveniente escrever a na forma
1 ro T 0
a=Ppy "Py " Pp Pk

Por isso, de uma forma geral, podemos considerar r; € NU{0}, para cada ¢ =1,...,n.

Por este motivo, dados a,b € N, com a > 1 e b > 1, sempre é possivel escrevé-los como
1 72 Tn _ 51 52 Sn
a=py'-pyteeepyt e b=pitpypy

sendo py, ..., p, primos distintos e r;,s; € NU {0}.
Por exemplo, a = 300 = 22 x 3 x 52 e b = 154 = 2 x 7 x 11. Portanto,

a=22-3.52.77.11 ¢ b=2-3°.5.7x11.

2.3.1 Teste de Primalidade

Teorema 2.3 Se n > 1 é composto, entao n possui, necessariamente, um divisor

primo p tal que p < \/n.
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Demonstragao: Sendo n um nimero composto, entao
n=a-b com 1<a,b<n.

Se a > +/n e b > \/n, entao

n=b-c>+n-vn=n,

o que ¢ impossivel. Portanto, a < /n ou b < y/n, digamos que 1 < a < /n. Pelo TFA,
existe um primo p tal que p | a (p < a) e, por conseguinte, p | n. [ |

Em outras palavras, o Teorema 2.3 nos mostra que, para verificarmos se um dado
nimero n > 1 é primo, é suficiente verificarmos a divisibilidade pelos primos p < \/n.

O seguinte exemplo d& uma ilustracao deste método.

Exemplo 2.1 Para o nimero n = 103,temos que /103 < 10 e os primos menores ou
iquais a 10 sdo 2,3,5 e 7. Como nenhum destes primos divide n, concluimos que n €

primo. &

O TFA trata-se da existéncia e unicidade da fatoracao em primos de um dado a € N.
Entretanto, sua demonstracao nao nos fornece um método de fatoracao de a. Do ponto
de vista computacional, a decomposicao em fatores primos para inteiros relativamente

grandes continua sem solucao satisfatoria.

2.3.2 Crivo de Eratdstenes

Eratdstenes (276 —194 a.C.) nasceu em Cirene. Além de matemaético, ele foi astronomo,
historiador, geografo e filésofo grego. Tornou-se bibliotecario da Universidade de
Alexandria com aproximadamente 40 anos de idade, convite feito pelo rei Ptolomeu
[T do Egito. Escreveu diversas obras, mas muitas delas foram perdidas. Morreu em
Alexandria, 194 a.C.

Uma questao aparentemente simples sobre niimeros primos é a de determinar, den-
tre os inteiros positivos, todos os niimeros primos até certo nimero dado. Essa questao
foi resolvida na antiguidade por Eratostenes. Baseiando-se no Teorema 2.3 ele elaborou
um método para determinar todos os niimeros primos até um certo niimero inteiro n.
O método consiste em escrever todos os nimeros inteiros desde o nimero 2 até n.
Depois suprimos todos os inteiros compostos miltiplos dos primos p tais que p < v/n
(considerando apenas a parte inteira da raiz, com um arredondamento ”para menos” ).
Esse processo funciona como uma ”peneira”’onde restam apenas os nimeros primos

menores que ou iguais n. Esse método ficou conhecido como o Crivo de Eratéstenes.

Exemplo 2.2 Construir a tabela de nimeros primos menores que 50.
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Solugao: Como |4/50] = 7, basta eliminar da tabela abaixo os nimeros que sao

multiplos dos primos menores ou iguais 7, ou seja,os multiplos de 2, 3, 5, 7.

.2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Portanto, os nimeros que restam sao 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43
e 47. Sendo portanto, os primos menores que 50.
2.3.3 Fatoracao de Fermat
Seja a € N um ntmero composto. Logo, podemos escrevé-lo na forma

a=2"-b,

sendo b um inteiro impar e » € NU {0}. Se b for primo (isto pode ser verificado pelo
Teorema 2.3), entdo a fatoragdo de a como produto de primos é a = 2" - b. Caso

contrario, consideremos os seguintes passos:

Passol Seja m = [v/b], sendo [v/b] o maior inteiro menor ou igual a v/b.
Passo2 Se m? — b =n? entao b = (m —n)(m + n).
Passo3 Se m? — b # n?, entao some 1 a m e volte ao passo 2.

Exemplo 2.3 Obter a fatoracao em poténcia de primos do nimero a = 2156.

Solugao: O ntimero a nio é primo, pois 2 | a e além disso, a = 22+ 539, de modo que
r =2 e b=>539. Vamos encontrar apenas um fator primo de 539, pois os outros, caso

existam, sao obtidos similarmente. Consideremos m = [v/539] = 23; logo
m? —b=23% - 539 = —10 # n’.

Somando 1 a 23,
(m+1)* — b =247 — 539 = 37 # n”.

Somando 1 a 24,
252 — b = 25% — 539 = 86 # n’.

Continuando este processo, somando 1 a 29 (pois antes de 29 nao se encontra um

quadrado perfeito), obtemos

302 — b =30% — 539 = 361 = 19%.
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Desse modo,
539 = 307 — 19> = (30 + 19)(30 — 19)
= 49-11.

Portanto, 539 = 49-11 = 72-11. Consequentemente, a = 22- 539 = 22.72.11. Observa-
se que a determinacao do fator primo p = 7, implicou diretamente na determinagao
do fator ¢ = 11. Isto naturalmente se deve ao fato de o ntimero 539 ser relativamente
pequeno. Entretanto, quando isso nao ocorrer, o processo deve ser repetido até que se
tenha todos os fatores primos de a. s

Apresentaremos a seguir algu| consequéncias do TFA, uma na forma de teorema e

outras como exemplos.

2.4 A Sequéncia dos Numeros Primos

O teorema que segue deve-se a Euclides.
Teorema 2.4 O conjunto dos numeros primos € infinito.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que o conjunto dos niimeros primos seja
finito. Sejam entao py, ps, ..., p, todos primos e consideremos a € N dado pelo produto

dos p; s acrescido do numero 1, isto é,

a=pipa---pp+ 1.

Como a > p; para todo ¢ = 1,...,n, entao a nao pode ser primo. Além disso, como
o resto da Divisao Euclidiana de a por p; é 1, entao p; { a, ou seja, a nao é divisivel
por nenhum dos primos pi, pa, ..., pn. Desse modo, a nao é primo nem ¢é divisivel por

qualquer primo, o que contraria o TFA. [ |

Exemplo 2.4 Mostrar que /2 € irracional.

Solugéo: Suponhamos que v/2 € Q, entdo podemos reescrevé-lo como sendo v/2 = 7

com @ e b primos entre si. Elevando ao quadrado ambos os lados de v/2 = 7, obtemos
2.-0% = a’. (2.2)

Como a > 1e b > 1, entdo a? e b* tém em suas fatoracoes sempre um niimero par de
primos (incluindo repetigdes). Assim, o lado esquerdo de (2.2) tem um nimero impar

de primos, e seu lado direito tem um nidmero par de primos. Isso contradiz o TFA. &
Exemplo 2.5 Provar que se o polinomio
p(z) = anx™ + ap_12™ "t + - 4+ ayx + a,

com a; € Z para i = 1,...,n, € tal que p(a) = 7 para quatro valores de a € Z, entdo

p(a) # 14 para qualquer a € Z.
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Solucao: Observa-se primeiramente que o nimero 7 pode ser fatorado em no maximo

trés diferentes fatores, 7= (—1) (1)(—7). Por hipétese,
plag) =1, k=1,23,4
para distintos aj. Assim, p(ax) — 7 = 0, ou seja, x — ay | p(xz) — 7 Desse modo,

p(z) =7 = (r —ar)(z = a)(x — a3)(x — as)q(), (2.3)

para algum polinomio ¢(x) com coeficientes inteiros. Por absurdo, suponhamos que

exista um inteiro n tal que p(n) = 14. Logo, por (2.3),
T=p(n)—7=(n—a)(n—a)(n—az)(n—ay)q(n).

Desde que os fatores (n — aj) sdo todos distintos, entao decompomos o nimero 7 em

pelo menos quatro fatores distintos o que, pelo TFA, é impossivel. 3

2.4.1 Distribuicao dos nimeros primos

Ao se observar uma lista de ntimeros primos a primeira impressao que se pode ter é
que estao distribuidos de forma desordenada: as vezes aparecendo préximos uns dos
outros, as vezes bastante afastados, enfim analisando pequenos grupos nao se encontra
regularidade nessa distribuigao.

A forma com que os nimeros primos estao distribuidos no conjunto dos niimeros
inteiros é tao irregular que do mesmo modo que podemos encontrar uma infinidade de
nameros primos num determinado intervalo, em outro podemos obter apenas ntimeros

compostos. Como veremos nos teoremas a seguir.

Teorema 2.5 Para n > 1 podemos determinar n inteiros consecutivos tais que nen-

hum deles sejam primos.
Demonstracgao: Consideremos a sequéncia
m+D!+2, (n+1)!+3, ... (n+1)!+n+1

Observe que os elementos dessa sequéncia sao da forma (n + 1)! + &, onde 2 <
k <mn+1. Além disso, k | (n + 1)! + k segue que todos os nimeros da sequéncia sao

compostos. &

Teorema 2.6 (Chebychev) Dado um inteiro positivo n, existe sempre um nimero

primo entre n e 2n.

Exemplo 2.6 Para n = 12 teremos o intervalo entre 12 e 24. Neste intervalo temos
os primos 13, 17, 19 e 23.
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Fazendo uma andlise mais profunda foi que por volta de 1800 o matemaético franceés
Adrien - Marie Legendre (1752 — 1833) formulou uma conjectura que aparentemente
define uma certa ordem em relacao a distribuicao do nimeros primos, partindo da

definicao abaixo.

Definio 2.2 Seja x € Z%. Chamaremos de m(x) a func¢io que relaciona x com o

numero de primos inferiores ou iquais a ele proprio.

Exemplo 2.7 Os numeros primos menores ou iguais a 20 sao 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 e
19. Assim, 7(20) = 8. Do mesmo modo, w(100) = 25 e 7(1000) = 168.

No grafico abaixo, podemos verificar que a fun¢ao para valores pequenos de x nao

se comporta de forma regular.

24 J_I_'

204

Figura 2.1: Gréafico da fungao w(x) para valores de x < 100.

De fato, existe certa irregularidade. Mesmo assim, existe uma ”tendéncia”ao que
se parece bastante definida como podemos ver no préoximo grafico.

Dessa forma, essa tendéncia motivou diversos matematicos na procura de uma
funcao que se "assemelhe”a 7w (z). Essa busca contribuiu bastante no que se refere ao
estudo sobre os nimeros primos. Um exemplo, dessa funcgoes é a funcao Zeta de Rie-
mann (1826 — 1866). Riemann trabalhava nessa fungdo quando percebeu uma relacao
existente com os numeros primos. Ele observou que os zeros dessa func¢ao tinham
uma conexao com a forma com que os primos sao distribuidos mas nao sabia como
demonstrar isso. Sua descoberta se equipara a primeira férmula de Einstein, ela dava
harmonia a distribuicdo dos nimeros primos. Alguns matematicos como por exem-
plo, G. H. Hardy (1877 — 1947) e Srinivasa Ramanujan (1887 — 1920) mostraram que

essa hipdtese de Riemann era verdadeira para uma infinidade de ntimeros primos. O
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Figura 2.2: Grafico da funcao 7(z) para valores de x < 1000000.

mateméatico Alan Turing (1912 — 1954), conhecido como o Pai da Ciéncia da Com-
putagao, trabalhou também na hipdtese de Riemann. Construiu uma maquina que
explorava o grafico da fungao zeta em busca de zeros da fungao que pudessem tornar
a hipétese falsa, nao concluindo seu trabalho.

A hip6tese é um poucos problemas nao resolvidos do Programa de Hilbert ( Pro-
posta, feita em 1921 pelo matematico alemao David Hilbert, de reformular as bases da
matemadtica de forma rigorosa, partindo da aritmética ). E tao diffcil que em 2000 o
Clay Mathematics Institute ofereceu um prémio de 1 milhao de ddélares a quem prova-
lo. Apesar de nao ser objetivo desse trabalho detalhar sobre essa funcao, vale destacar

aqui o grafico da funcao Zeta de Reimann ((x) e o grafico de m(x).

Figura 2.3: Representagao de w(x) e ((x).

Devido a irregualaridade da sequéncia dos niimeros primos no conjunto dos niimeros
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inteiros positivos, muitas tentativas foram realizadas para encontrar alguma funcgao
7(n) de modo a fornecer a sequéncia de niimeros primos ou pelo menos fornecer somente
primos quando n percorre os nimeros inteiros. A proxima secao tratard de algumas

dessas tentativas.

2.5 Foérmulas que geram nimeros primos

2.5.1 Formula de Euler

Em 1772 Leonhard Euler (1707 — 1783) descobriu o polindémio f(n) = n? + n + 41.
Acreditava-se que f(n) fosse sempre primos para cada, com n € N. Essa afirmagao é

verdadeira para os casos em que n < 39. J& para n = 40, f(40) nao é primo. De fato,

f(40) = 40% + 40 + 41
=40(40 + 1) + 41
=40 -41 + 41
— 41(40 + 1)
= 417,

Apesar da facilidade em mostrar que essa afirmacao é falsa para n € N, como na
Idade Média ainda acreditava-se que ela fosse verdadeira? A resposta esta na notagao

que temos hoje, o que simplifica os proble|. mama

2.5.2 Formula de Fermat

Counsideremos
f(n)=2""+1,neN.

Paran = {1,2,3,4} obtemos f(1) =22 +1=5, f(2) =2 +1 =17, f(3) =22 +1 =
257, f(4) = 22" 11 = 65537. Onde todos sdo primos. Entretanto, Leonhard Euler
mostrou um tempo depois que f(5) = 232 4+ 1 = 4294967297 = (641) - (6700417) logo,
f(5) nao é primo. O que nos mostra que essa conjectura também nao é valida para

todo n € N.

2.5.3 Formula de Mersenne

Mersenne (1588 — 1648) afirmou que todo o niimero natural M, = 2P — 1 é primo para
os primos p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257, e é composto para todos os outros
primos p < 257. Sabemos que essa afirmacao € incorreta. De fato, Mg; = 267 — 1 e
Mos7; = 2257 — p nao sao primos e mais, Mersenne ainda excluiu da sua lista p = 61,

p =89 ep=107. Até 2008 eram conhecidos 47 primos de Mersenne, alguns deles muito
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grandes como por exemplo: 230402457—1, 232582657 —1, 237156667 —1, 242643801 —1,
243112609 — 1, este ultimo com 12978189 digitos.
Muitas conjecturas apesar da linguagem simples ainda continuam sem solucao. Ver-

emos na proxima secao algumas delas.

2.5.4 Conjectura de Goldbach

Em 1742, Christian Goldbach (1690 — 1764) escreveu uma carta a Euler sugerindo que
"todo inteiro n > 5 € soma de trés primos”. Em resposta, Euler observou que era
equivalente dizer que "todo inteiro par maior ou igual a 4 € soma de dois primos”.
Esta ultima ficou conhecida como Conjectura forte de Goldbach.

Georg Cantor (1845 — 1918) verificou em 1894 a conjectura para todos os nimeros
pares inferiores a 1000. Em 1897, R. Haussner ampliou essa lista até 5000.

Em 2012 e em 2013, o matematico peruano Harald Andres Helfgott publicou dois
trabalhos em quais afirma ter demonstrado a Conjectura fraca de Goldbach. A con-
jectura afirma que ”todo niumero impar maior que 5 pode ser expresso como soma de
trés numeros primos”. A prova estd em andlise e ainda vai demorar alguns meses
para ser confirmada, de acordo com o préprio. Ele afirma também que essa pesquisa
dificilmente contribuird para comprovagao da Conjectura forte de Goldbach. Acredita

que a mesma " pode nao ser resolvida nas nossas vidas”.

2.5.5 Todo niimero impar n > 5 é soma de trés primos

Em 1937, Vinogradov (1891 —1983) provou que essa conjectura é verdade para nimeros
suficientemente grandes. Borodzkin mostrou que ¢ verdadeira para n > 314348907 — 33%°
Em 1989, Chen e Wang reduziram esse limite para n > 103 Mas, ainda ¢ um valor

muito grande para testar todos os menores que este, mesmo com o uso de computadores.

2.5.6 Existem infinitos pares de primos consecutivos

Chama-se primos consecutivos, ou primos gémeos se a diferenca entre eles for 2. Ou

seja, serao ditos primos gémeos se forem consecutivos na sequéncia de niimeros primos.

Exemplo 2.8 Temos que 3 e 5,5 e 7, 11 e 13, 17 € 19, 29 e 31, 41 e 43 sao pares de

Primos gemos.

Presumiu-se que ha um ntmero infinito de primos gémeos, mas até hoje essa
afirmagao nao foi provada. Em abril de 2013, o matematico Yitang Zhang chegou a um
resultado profundo. Mostrou um ntmero infinito de pares de primos cuja separacao é
menor que um limite superior finito 70 milhoes. O maior par de primos gémeos, até o

momento, foi descoberto em dezembro de 2011 e tem 200700 digitos, cada um.
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2.5.7 Existe sempre um niimero primo entre n? e (n + 1)?

Entre 1 e 4 temos o 2 e 0 3, por exemplo. Entre 4 e 9 temos 0 5 e 7 entre 9 e 16 temos
11 e 13.

2.5.8 Existe infinitos primos da forma k> + 1

Por exemplo, 5 =22+ 1, 17=4>+1, 37 =62+ 1.

2.6 Alguns primos importantes

2.6.1 Primos de Sophie Germain

Um ndmero primo p é dito Primo de Sophie Germain se 2p+ 1 for também um nimero
primo. Tornaram-se importantes e chamados assim depois que a matematica Sophie
Germain provou o Teorema de Fermat (z™ + y™ = 2™ ndo tem solugdo em Z* para

n > 2) para expoentes divisiveis por esses primos. Por exemplo, 2, 3,5, 11,23, 29...

2.6.2 Primos de Mersenne

Os numeros primos da forma M, = 2P + 1 com p sendo primo positivo sao chamados
de Primos de Mersenne. Eles foram o foco da maioria das primeiras pesquisas sobre
grandes niimeros primos. Por exemplo, My = 22 + 1; Myg = 21 + 1; Msrsssi61 =
257885161 1 1 " este ultimo com 17.425.170 digitos.

2.6.3 Primos de Fermat

Os primos da forma F, = 22" 4 1 sdao chamados Numeros Primos de Fermat em
homenagem a Pierre de Fermat (1601 — 1655). Ele havia conjecturado que F), era
sempre um ndmero primo, para todo n > 0. Entretanto, Fy = 22" + 1 é divisivel
por 641, portanto nao é primo. Sao exemplos de Primos de Fermat, Fy = 22" 4 1,
Fy =241

Generalizagao de Fermat

A generalizagao dos nimeros primos de Fermat ¢ da forma F,,, = *" + 1, com b > 1 e

n > 0. Por exemplo,
Fosorse, 131072 = 689186™1°7% + 1 eFurss56 504288 = 475856742 + 1,

este ultimo é o maior nimero dessa classe.
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2.6.4 Primos Fatoriais

Os numeros primos fatoriais sao da forma n!4+1. Como é o caso de 37!+ 1, 150209! 4 1
(712355 digitos), 30! — 1, 103040! — 1 (471794 digitos).

2.7 Maiores primos conhecidos

2.7.1 Antes dos computadores eletronicos

O maior nimero primo encontrado através de calculos manuais até o momento (e talvez
possa continuar sendo para sempre) foi descoberto por Lucas (1842 — 1891) em 1876.

O numero encontrado por ele tem 39 digitos.

Em 1951,0 matematico Ferrier usou uma calculadora de mesa mecanica e algumas
técnicas para encontrar um nimero primo maior que o encontrado por Lucas, este por

sua vez tinha 44 digitos.

Abaixo, segue uma tabela em ordem decrescente dos maiores niimeros primos en-
contrados sem o uso de computadores eletronicos, bem como o ano, a quantidade de

digitos e quem encontrou.

Numero | Digitos | Ano | Matematico
217 1 6 1588 Cataldi
219 1 6 1588 Cataldi
PR | 10 1772 Euler

2L 13 | 1867 | Landry
2127 1 39 1876 Lucas
£t 44 [ 1951 |  Ferrier

2.7.2 Com o advento dos computadores eletronicos

Em 1951, Miller e Wheeler comecaram a busca dos nimeros primos sendo auxiliados

pelos computadores eletronicos.

No ano seguinte, Raphael Robinson (1911 — 1995) usando o CSAO (Standards
Automatic Computer Ocidental) encontrando cinco novos Primos de Mersenne. A
partir disso, com o aumento da velocidade dos computadores, Riesel (1929—) encontrou

0 M3917 usando uma maquina sueca Besk, entre outros listados abaixo.
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Numero Digitos | Ano Matematico
180 - (Mya7)* + 1 79 1951 Miller & Wheeler

M, 157 1952 Robinson

Meo7 183 1952 Robinson

M1279 386 1952 Robinson

M2203 664 1952 Robinson

Moogy 687 1952 Robinson

M3o17 969 1957 Riesel

M4423 1332 1961 Hurwitz

Mg@gg 2917 1963 Gillies

Moggar 2993 1963 Gillies

M11213 3376 1963 Gillies
M3001377 909526 | 1998 Clarkson , Woltman , Kurowski , et al.
Meg79593 2098960 | 1999 Hajratwala , Woltman, Kurowski, et ai.
Mi3466917 4053946 | 2001 Cameron , Woltman, Kurowski, et ai.
Mog996011 6320430 | 2003 Shafer , Woltman, Kurowski, et ai.
MQ4036583 7235733 2004 Fmdley y Woltman, Kurowski, et al.
Mo5064951 7816230 | 2005 Nowak , Woltman, Kurowski, et ai.
M30402457 9152052 | 2005 | Cooper , Boone , Woltman, Kurowski, et ai.
M39580657 9808358 | 2006 | Cooper, Boone, Woltman, Kurowski, et ai.
M 43112609 12978189 | 2008 E_Smith , Woltman, Kurowski, et ai.
M7s5161 17425170 | 2013 Cooper, Woltman, Kurowski, et ai.

Observa-se que os maiores nimeros primos, até o momento, sao em sua maioria
primos de Mersenne.

O maior nimero primo, até o momento, foi encontrado em janeiro de 2013 por
Cooper, Woltman, Kurowsk entre outros, como parte do Great Internet Mersenne
Prime Search (GIMPS), um projeto internacional que computagdo desenvolvido para
encontrar nimeros primos de Mersene.

A tabela completa esté disponivel em: <http://primes.utm.edu/notes/by_year.html#2>.
Acesso em: 23 jun. 2013.
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