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Resumo

Neste trabalho, temos como objetivo principal apresentar e demonstrar o Teorema de
Cayley-Hamilton sobre o corpo dos complexos ou reais. Para tanto, foi realizada uma
pesquisa bibliogrfica em busca de alguns resultados preliminares necessrios demon-
stracao deste teorema. Ressaltando sempre que, diversas bibliografias foram consul-
tadas em busca de demonstracgoes diferentes para este mesmo problema, trazendo entao

neste trabalho uma demonstrao elegante, todavia de simples compreensao.

Palavras-chave: Algebra Linear, Operadores Lineraes, Matriz de uma Tranformacao

Linear.
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Introducao

A Algebra Linear é o ambiente de estudo dos espacos vetoriais e das transformacgoes
lineares entre eles. Ela é til para resolver problemas na Matematica, Fisica, Biolo-
gia, Estatistica, etc. Dentre as muitas aplicacoes da Algebra Linear, destacamos: a
criptografia, Anélise Canonica e o mecanismo dos sites do Busch hoje desenvolvidos.
Pode-se encontrar essa e outras aplicacoes em quase todos livros de Algebra Linear.
Isso mostra a importancia do seu estudo.

O estudo dos Espacos Vetorias de dimensao finita é essencialmente realizado com
matrizes, haja visto que a cada Transformagao Linear T': V' — W associa-se uma, nao
unica, matriz B. Neste direcao, vé-se a importancia do conceito elementar de matrizes
e outros inerentes no estudo estudo da Algebra Linear.

Neste trabalho, considera-se o Teorema de Cayley-Hamilton. O mesmo é um im-
portante resultado sobre Operadores Lineares e é bastate usado nas ciéncias exatas.

Embora este seja um trabalho de conclusao de curso de Licenciatura, nao sera
apresentado aqui os conceitos preliminares, tais como: matrizes, espaco vetorial e outros
que surgem de modo natural. Tais conceitos podem ser estudados com detalhes em
qualquer uma das referéncias [1], [2] e [4] .

Arthur Cayley nasceu em 16 de agosto de 1821 em Richmond na Inglaterra, sendo
filho de uma familia de comerciantes. Seu pai desejava que continuasse os negdcios da
familia, porém em 1835 ingressou no Kings College School onde sua aptidao para a
matematica se tornou mais aparente, assim seu pai resolveu envia-lo para Cambridge.
Em 1838 comegou seus estudos no Trinity College em Cambridge onde se graduou
em 1842. Em 1843 trabalhou fundamentalmente em algebra, mas, também trabalhou
em geometrias nao-euclideanas e geometria n-dimensional, usando determinantes como
elemento essencial.

Durante esses catorze anos publicou aproximadamente 250 trabalhos matematicos,
a maioria sobre a teoria dos invariantes algébricos.

Durante a conferéncia de Hamilton sobre os Quatérnios que foi assistir em Dublin,
conheceu Salmon, com quem trocou idéias matematicas por muitos anos. Outro amigo
era Sylvester, um advogado com quem trabalhava junto e durante os dias de trabalho

conversavam sobre matematica. Ele é considerado, junto com Sylvester, o fundador da
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teoria dos invariantes.
Foi um dos primeiros matematicos a estudar matrizes, definindo a idéia de opera-
cionalizacao de matrizes como na algebra. Descobriu a algebra das matrizes em 1857.

As matrizes surgiram para Cayley ligadas as transformagoes lineares do tipo:

Y =ax + by,
X = cx + dy,

onde a, b, c e d sao numeros reais, e que podem ser imaginados como aplicagoes que
levam o ponto (z,y) no ponto (X,Y).

Quando se criou em Cambridge, em 1863 a cadeira sadleriana, esta lhe foi oferecida.
Assim Cayley aceitou regé-la abandonando a carreira da lei. Tornando-se professor de
matematica pura em Cambridge.

Em 1881 foi convidado a dar um curso sobre fungoes abelianas e funcgoes teta, na
Johns Hopkins University nos EUA, onde seu amigo Sylvester era professor.

Cayley ocupa o terceiro lugar entre os escritores de matematica mais proliferos
em toda historia desta ciéncia, perdendo apenas para Euler e Cauchy. Em Collected
Mathematical Papers de Cayley ha 966 artigos, num total de treze volumes com cerca
de 600 paginas cada um, abordando todas as dreas da mateméatica. Foi neste que Cayley
deu construcoes pioneiras a geometria analitica, teoria das transformagoes, teoria das
curvas e superficies, o estudo de formas bindrias e ternarias.

Charles Hermite registrou as seguintes palavras: o talento de Cayley se caracterizou
pela clareza e extrema elegancia da forma analitica; reforcando por uma capacidade
incomparavel de trabalho.

Willian Rowan Hamilton, nasceu em Dublin, Irlanda, em 1805. Aos quinze anos de
idade encontrou-se com Zerah Colburn, jovem americano que realizava calculos mentais
instantaneamente, despertando seu interesse pela matematica. Leu os Principios de
Newton e Mécanique Celeste de Laplace onde descobriu um erro matemaético e escreveu
em artigo a respeito.

Em 1824 ingressou no Trinity College, Dublin e aos 22 anos de idade, ainda aluno
de graduacao, foi nomeado Royal Astronomer da Irlanda, diretor do Observatério de
Dunsik e professor de astronomia da universidade. Pouco depois, baseado em consid-
eracoes tedricas, prognosticou a refracao conica em cristais biaxiais, o que veio a ser
confirmado experimentalmente pelos fisicos. Em 1833 comunicou a Academia Irlan-
desa significativo artigo em que a algebra dos nimeros complexos era definida como
uma algebra de pares ordenados de niimeros reais, definicao que usamos até hoje. Do

ponto de vista fisico, o sistema dos numeros complexos é extremamente conveniente
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para o estudo dos vetores e das rotacoes do plano. Hamilton vislumbrou a possibili-
dade de um sistema de nimeros analogo para o estudo dos vetores e das rotagoes do
espago tridimensional. Em suas pesquisas considerou quadruplos ordenados (a, b, ¢, d)
de numeros reais, tendo imersos neles tanto os niimeros reais como os nimeros com-
plexos. Chamando esses elementos de quatérnios (reais). Hamilton definiu a adigao e
a multiplicacao dos quatérnios, verificando as propriedades associativas e comutativa
da adicao e que a multiplicagao ¢ associativa e distributiva em relacao a adigao, mas
nao vale a lei comutativa da multiplicacao. Este é, historicamente, o primeiro exemplo
de uma &algebra nao-comutativa.

Hamilton contava a histéria de que a idéia de abandonar a lei comutativa da mul-
tiplicagao ocorreu enquanto caminhava com a esposa ao longo do Royal Canal perto
de Dublin, pouco antes de escurecer. Ele pegou seu canivete e com ele gravou a parte
fundamental da tabua de multiplicacao dos quatérnios numa das pedras da Ponte
Brougham (ainda hoje existe a pedra e uma placa contando a histéria citada).

Assim, a algebra dos quatérnios, a primeira algebra nao-comutativa, subitamente
nasceu e abriu as portas da algebra abstrata.

Sua obra Suas Lectures on Quaternions foi publicada em 1853, e depois disso
dedicou-se a preparacao da obra ampliada, Elements of Quaternions. Esta nao estava
terminada quando ele morreu em 1865, mas foi editada e publicada por seu filho no
ano seguinte. Hamilton definiu conceitos hoje muito utilizados como versor, gradiente,
divergéncia, etc.

Os métodos dos quatérnios motivaram, tempo depois, a introducao de analise ve-
torial. Hamilton escreveu também sobre oOtica, dinamica, a solucao das equacoes de
quinto grau, o hodoégrafo de uma particula em movimento e solugoes numéricas de

equagoes diferencias.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Transformacoes Lineares

Convidamos a observar que estaremos sempre considerando espacos vetorias sobre o
corpo real ou complexo. Sempre que omitirmos citar em qual corpo estar definido o
espago vetorial, consideramos que seja real ou complexo e, se caso, for somente real,
indicaremos. Salientamos também que as demonstracoes dos principais resultados deste

capitulos se encontram no Apéndice 2.

Definicao 1.1.1 Sejam Vi e Vs dois espacos vetorias sobre o corpo K. Uma funcdo T :

Vi — V3 € uma transformacao linear, quando satisfaz os sequintes propriedades:
1. T(u+v)=T(u) +T(v), Yu ,v € Vi;

2. T(aw) =aT(v), YVae K ¢ YveVi.

Para uma transformagao linear T : V; — V5, tem-se as propriedades:

3. T'(av + fu) = o1 (v) + BT (u).
Mais geralmente,
T(oquy + ... + apuy) = o T(uq) + ... + @, T(uy,), Yoy, € K e Y, € V4.

Dois conjuntos inerentes ao conceito de transformacgao linerar T' sao o ntcleo e

imagem de T'. Eles sao definidos como segue.



6 Preliminares

Definicao 1.1.2 Chama-se de nicleo de uma transformacao linear T : Vi — Vs,

em simbolos Nuc(T), ao subconjunto de Vi dado por
Nuc(T)={veV;:T(v) =0} C V1.
A imagem de T, em simbolos Im(T), é o conjunto
Im(T) ={T(v) :veVi} C Va.
Como T(0) =0, entao Nuc(T) e Im(T') sao sempre nao-vazios.

Exemplo 1.1.3 Seja K um corpo e My(K) o espago de todas as matrizes de ordem

n x n com entradas em K. A funcao

T K My(K)
a+b 0
(a,b,c) ( 0 c—b>

¢ uma transformagao linear. Vamos provar esse fato e determinar Nuc(T) e Im(T).

Para vy = (ay, b1, ¢1) e vy = (ag, by, c2),

T(Ul +’Ug) = (a1 + ag,bl + b2,61 + CQ)
_ a1+a2+b1+bg 0
0 Cl+62—bl+b2

a; + by 0 + as+0by 0O
0 c1 — by 0 cy — by

= T(Ul) + T(’Uz).
Agora, para o € K e v = (a,b,¢) € K3, T(a(a,b,c)) = T(aa, ab,ac) e

aa + ab 0
0 ac — ba
a+b 0
0 c—b
= aT'(a,b,c).

T(aa,ab,ac) = (

O que prova que T é linear. Determinemos ape Nuc(T') e Im(7T). Seja v = (a,b,c) €
Nuc(T). Ora,
v=(a,b,c € Nuc(T) < T(v) = 0.

(") =(00)

Desse modo, a+b=0 e c—0b=0. Portanto, v = (—b,b,b), ou seja,

Dat,

Nuc(T) = {(=b,b,b) : b e K}.

Port outro lado, tem-se claramente que

Im(T):{(‘g 2):x,y€K}.
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Teorema 1.1.4 Sejam V; e V5 espacos vetorias sobre K e T : Vi, — V5 uma trans-
formagao linear. Entio Nuc(T') € uma subespago de Vi e Im(T') é um subespaco de
Vs.

Demonstragao: Sejam v,w € Nuc(T) um subconjunto de V;. Temos que,

1. 0 € Nuc(T);
2. Yu,w € Nuc(T),temos u+w € Nuc(T). Pois, T(u+w) = T(u)+T(w) = 040 = 0;

3. E por fim, Va € K e Yu € Nuc(T),tem-se au € Nuc(T).Por, T'(au) = oT(u) =
a.0=0.

Como sao satisfeitas as condigoes: (1), (2) e (3), entdo Nuc(T') é um subespago de
V1. De maneira anéloga, faz-se ao caso da Im(T).

O préximo teorema é o principal resultados sobre as transformacoes lineares T :
Vi — V5 com dimensao dimV = n. O mesmo tem analogia com o Teorema dos

Homomorfismos em algebra abstrata.

Teorema 1.1.5 (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam Vi e Vs espagos veto-
riais sobre K , com dimensao de Vi finita, e T : Vi — V5 uma transformacao linear.
Entao:

dim V; = dim Nuc(T) 4 dim Im(7").

Exemplo 1.1.6 Para a transformacdo T do exemplo 1.1.3, temos que dim K3 = 3,
dim Nuc(T) = 1. Logo dimIm(T) = 2,pois, 3 =1+ dim Im(T).

Entre as consequéncias do Teorema 1.1.5, destacamos:

Corolario 1.1.7 Sejam U eV espacos vetorias sobre R com a mesma dimensao finita
n e suponhamos F : U — V wuma transformacao linear. FEntao sao equivalentes as

sequintes afirmagoes:
1. F € sobrejetora.
2. F' € bietora.
3. F € injetora.

4. F transforma uma base de U em uma base de V (isto €, se o € uma base deU,
entdo F(a) € base de V).
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1.1.1 Operadores Lineares

Nesta secao descamos um tipo especial de transformacao linear — operador linear —,

que ¢é objeto de estudo do trabalho.
Definicao 1.1.8 Uma transformacao linear T':' V — V' é um operador linear.

Exemplo 1.1.9 Sejam P(C) o espago vetorial dos polinomios sobre C e D a fungao:

D: P(C) = P(C)

ap+ a1 + -+ a,x” —  ay +2aw + - + apa™
Nota-se que D envia um polinémio em P(C) em sua derivada formal (sem a relagao
com o conceito de derivada do cédlculo diferencial). Com as mesmas propriedades do

célculo diferencial, temos, para p(z),q(x) € P(C) e A € C,

D(p(z) +q(z)) = D (p(x)) + D(¢(z)) e D(Ap(z)) = AD(p(z)).
Portanto, D é um operador linear.

Observagao 1.1.10 Dados o polinomio p(x) = ag + a1x + ... + a,z™ e o operador
T :V — V, a notagao p(T) indica o operador p(T) = agld+ a1 T + ... + a,T", em que
Id:V — V € o operador identidade e T" =T -T ----- T (n vezes)

Matriz de uma Transformacgao Linear

Nesta secao vamos considerar o conceito de matriz de uma transformacao linear 7'
De um certo modo, o estudo das tranformagoes lineares pode ser reduzido ao estudo
das matrizes. Desse modo, pode-se obter informacoes relevantes de T de modo mais
pratico.

Sejam Vi e V4 dois espagos vetorias sobre o corpo K e a = {vy,...,v,} e f =

{wy, ..., w,, } bases ordenadas de V; e V5 | respectivamente. Entao,
T(Uj) = ai;wi + ...+ Qi j Wip,

para cada j = 1,...,n . A matriz T relativa as bases ordenadas' a e 3 é a matriz m x
B

n com entradas em K, denotada por [T, é a matriz
ai; a2 . Qip
a ag1 Q922 . Qop
[T]ﬁ =
Am1 Am2 ... Amp

!Quando dizemos que o = {vy,...,v,} é uma base ordenada, queremos dizer que v; é o primeiro
vetor, v e 0 segundo, e assim sucessivamente. Isso é importante considerar, pois mudando a ordem
de um desses vetores, obtemos outra matriz que também representa a transformacao 7.
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Exemplo 1.1.11 Seja T : R* — R? tal que T(z,y) = (v +y,y) uma transformagao

linear. Entao, a representacao de T na base canonica é:

11
0 1)°
Observagao 1.1.12 Seja o conjunto de todas as trasformacoes linear de Vi em Vs, ou

seja,

LV, Vo) ={T:V} — Vo : T € linear}.

Sabe-se L(V1,Vs) que é um espago vetorial. Quando Vi = V,, denota-se L(Vi, V1) por
L(V1). Vamos denotar o espago de todas as matrizes de ordem m x n com entradas

em K por M,, x o(K); caso m = n, o indicaremos por M, (K).

Definicao 1.1.13 Seja T : Vi, — V5 uma transformacao linear. Diz-se que T € um

tsomorfismo linear quando a mesma for bijetora.

Exemplo 1.1.14 Seja T : R* — R? tal que T(x,y) = (—y,z). Temos Nuc(T) = {0},
logo T € ingetora. Portanto, pelo colordrio X, tem-se T bijetora. Assim, T é um

isomorfismo linear.

Teorema 1.1.15 (Teorema da Representacdo Matricial) Sejam Vi e V, dois
espagos vetorias sobre o corpo K e o = {vy,...,v,} e B = {wy, ..., w,} bases ordenadas

de Vi e Va |, respectivamente. Entdo a transformacao

®: L(V1,V2) — My xa(K)

T~ OT)=[A;

¢ um isomorfismo linear. Nota-se também que dim L£(Vy,V3) = dim V;. dim V5.

1.2 Polinémio Caracteristico

Antes da definicao de polindomio caracteristico de um operador linear, vamos considerar
os conceitos de autovalores e autovalores. A questao consiste em: Dado um operador
linear 7', deseja-se saber quais vetores tém imagens sob 7" multiplos de si mesmos. Esse
vetores sao especiais em &algebra linerar, pois em alguns casos é possivel formar uma

base com eles, a qual é bastante privilegiada.

Definicao 1.2.1 Um vetor v € V, nao nulo, chama-se um autovetor do operador

T:V — V quando existe X € K tal que T(v) = Av, e chama-se A de autovalor.
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Para um operador 7': V. — V e A € K, o conjunto
Autr(N) ={v eV : T(v) = v}
¢ um subespaco de V', o qual chama-se subespago proprio de \.

Definicao 1.2.2 Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K,
T :V — V um operador linear e o uma base de V. Chama-se o determinante da

matriz [A\[d — T) de polinémio caracteristico de T, em simbolos pr(\). Assim,
pr(\) = det[Ald —T].

Seque desta definicao e da anterior que os autovalores de T, serao as raizes de seu

polinomio caracteristico, caso existam.

Exemplo 1.2.3 Seja T : R? — R? tal que T(z,y) = (x +y,x +y). O seu polinémio

caracteristico é

_ A—1 -1 2
pT()\)—‘( » )\_1)'_)\ 2.
Dai, vem que 0 e 2 s@o autovalores, e mais, Auty(2) = {v € V : T(v) = W} =
1, —1].
1.3 Subespaco T-invariante

Definicao 1.3.1 Sejam V um espaco vetorial, W um subespaco de VeT :V — V
um operador linear. Dizemos que W é um subespaco T-inwvariante, ou invariante
sob T, quando T(W) C W, isto €, T(w) € W, Yw € W.

Proposicao 1.3.2 Seja T : V. — V um operador linear em que V é um K-espago

vetorial. Entao

1. Os subespagos Nuc(T) e Im(T) sao T-invariantes;

2. Se A for um autovalor de T, entdo Autr(X\) € um subespaco T-invariante de V.

Demonstragao: Demonstremos apenas o item 2.Seja T : V' — V um operador linear
em que V' é um K-espago vetorial e w € Autp (), isto é, T'(w) = Aw € Autr(X). Assim,
para todo w em Autr(A), tem-se T'(w) em Autr(N). |
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1.4 Produto interno

Defini¢ao 1.4.1 Seja V um K-espago vetorial. Uma fungao (,) :V x V — K € dita

produto interno quando satisfaz as sequintes propriedades:
1. (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,w V.

2. (Au,v) = Mu,v), Vu,v,€V, Ve K.

3. (u,v) = (u,v), Yu,v € V.
4. {u,u) >0, seu#0.

Definicao 1.4.2 Seja V' um espaco Vetorial com produto interno. O complemento
ortogonal de um conjunto nao-vazio W C V., denotado por W+, sdio todos os v €V
tais que (v,w) = 0, para todo w em W, isto é, W+ = {v € V;(v,w) = 0,Yw € W}.

Exemplo 1.4.3 Seja V = C(|—1,1],R) o espaco das fungoes continuas do intervalo

[—1,1] em R e com o produto interno dado por

(f,9) = /_1 f(t)g(t)dt.

Seja W C V formado por todas as fungoes fmpares, isto é, W = {f € V : f(—t) =
—f(t),Vt € [-1,1]}. Verifica-se que W+ ¢ formado por todas as fungdes pares.

Defini¢ao 1.4.4 Seja T € L(V,V), onde V é um K-espago vetorial com produto
interno. Diz-se que T possui um adjunto se existir um operador linear T* € L(V, V)
tal que

(T(v),w) = (0, T*(w))

para todos u,v € V. Neste caso, diz-se que T* € o adjunto de T.

Exemplo 1.4.5 Consideremos no C-espago vetorial V- = M, (C) o produto interno
dado por
(A,B) =tr(B'A), VA,B€V.

Dada uma matriz M € M,(C), consideremos o operador linear Ty : V — V dada por
Tw(A) = MA. Assim, (Ty)"(B) = M'B e
(Tar(A), BY = (MA, B) = tr(B' (MA)) = tr((B'M)A) = tr((M'B)'A) = <A,MtB> .
Proposicao 1.4.6 Se o subespagco W C V' é invariante pelo operador linear T : V —

V., entdo seu complemento ortogonal W+ € invariante pelo operador adjunto T* : V —

V.

Demonstragao: Seja u € W e v € W+, Daif, Tu € W, o que implica (u,T*v) =
(Tu,v) = 0. Logo, T*v € W+ e, portanto, W+ ¢ invariante por T*. [ |
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Capitulo 2

Teorema de Cayley-Hamilton

Vamos considerar agora o principal resultado do trabalho — o Teorema Cayley-Hamilton.
Como destacamos anteriormenre, trata-se de uns dos principais resultados da dlgebra
linear. Sua demonstracao pode ser estudada com mais detalhes em qualquer das re-

feréncias [1] ou [4].

Definicao 2.0.7 Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita sobre o corpo K e
dimV =n > 1. Chama-se de leque de T em V' a uma cadeia de subespagos {Vi, ..., V,}
tais que V; esteja contido em Vi1 para cada @ = 1,...,n — 1, dimV; = i, e por fim,
sejam T-invariantes. Por uma base associada ao leque entende-se uma base {vy, ..., v, }

de V tal que {vy,...,v;} € uma base de V;.
Exemplo 2.0.8 Seja T : R® — R3 um operador linear, definido da sequinte forma:
T(x,y,2) = (0,9, 2).

Nota-se que, {Vi = [(1,0,0)], Vs = [(0,1,0), (0,0,1)], V5 = [(1,0,0)(0, 1,0), (0,0, 1)]},

assim decorre que {(1,0,0)(0,1,0),(0,0,1)} é uma base associada ao leque.

Proposicao 2.0.9 Seja {vy,...,v,} uma base associada a um leque de T. Entao {0} =
Vo Vi C...CV, =1V se somente se , a malriz associada a T', com respeito a essa

base, ¢ uma matriz triangular.

Demonstragao: Suponhamos que {0} =V, C V; C ... C V,, =V, assim notamos que

existem escalares tais que

Tvy = ayvy,
T'vy = a12v1 + G202,

Tv; = ajvr + - - - + av;,

Tvn = A1pV1 + * 0 F GppUn,

13
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isto é, a representcao matricial com relagao a base associada ao leque é

a1 a2 -+ Qip
0 ag -+ a
0 0 - Gpn

Reciprocamente, sendo T' triangularizavel, para fixar idéias e sem perda de gener-

alidade, suponhamos triangular superior, ou seja,

@11 A2 - Qin
0 agp -+ az
0 0 - ap

Notemos que

Tv, = ayvy,

T'vy = a1201 + agvs,
Tv; = ayor + -+ - + a;v;,

Tvn = a1+ + ApnUn,

ou seja, T'(Vy) C Vi Ademais, {0} =V, Cc V; C ... CV, =V edimV, = i,
Vie{1,2,..,n}. n

Observagao 2.0.10 Se a matriz da representacao do operador for triangular inferior
na base {vy, ..., v, }, tyemos que na base {v,, ...,v1} a representacdo € triangular superior

e repetimos o argumento anterior.

Lema 2.0.11 Seja W C V' um subespaco T-invariante pelo operador T : V — V. Se
T : W — W representa a restricao del ao subespaco W, entdo o polinémio prr € um

divisor de pr.

Demonstracao: Consideremos u e u’ base de V e W, respectivamente, com v’ C u.
Se [T, e [T"]., entao

T}, = [ [T g} e [Mu-t=| oA A
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em que mr é a dimensao de W e n a de V. Segue que
pr(A\) = det([T), — M) = det([T") — AI,.).det(B — XI,_,.) = pr/(A).q(N),
com q(\) = det(B — A\I,,—,). Sendo assim, pr(A) é muiltiplo de pr(A). |

Proposicao 2.0.12 Todo operador linear T' : V. — V sobre o corpo C € triangu-

larizavel.

Demonstracao: Para dim V' = 1 decorre direto. Provaremos usando inducao, supon-
hamos valido em dimensao n — 1 e sendo dimV = n. Como T e T* tém o mesmo
polinomio caracteristico, o operador 7™ : V' — V tem autovalor. Logo existe um sube-
spaco ' C E, de dimensao 1, invariante por T%. Sabe-se que o complemento ortogonal
W+ = W,_; é um subespaco vetorial de dimensdo n — 1 em V, invariante por 7.
Assim, as raizes do polinomio caracteristico pr, sao também as de pr. Por hipdtese
de inducao, existem subepagos Wy € Wy C --- C W,,_1, com dim W, = 1, e invari-
antes por 1", portanto T-invariantes. Sendo assim, o operador linear T : V — V é
triagularizavel. [ |

Apresentemos agora o nosso principal resultado que é um dos mais importantes

teoremas da algebra linerar.

Teorema 2.0.13 (Cayley-Hamilton) Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita
sobre C, de dimensao maior ou igual a um, e T : V — V um operador linear. Se p é

seu polinomio caracteristico, entao pr(T) = 0.

Demonstragao: Sabemos que existe uma base {v1, ...,v,} de V relativamente a qual

a representacao matricial de 1" é triangular, digamos, superior. Assim,

@11 a2 -+ Qin
0 ag -+ ag
0 0 - au

Denotamos Wy = {0} e W; subespago vetorial de V' gerado por vy, ...,v;, entao
{0}y =Wy Cc Wy C ... C W, =V e, também, cada W; é invariante por T', ou seja,
T(Wi) C Wi. Entao,

T’Ui = a;;V; + w,
com w € V;_y. Desde que (T — a;I)v; = Tv; — ayv;, temos (T — ayl)v; € V;_1. Além

disso, o polinomio caracteristico de T é dado por

pr(x) = (x — ag1)...(x — any),
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de modo que

pr(T) = (T — apI)..(T — ap,I).
Mostremos usando principio de inducao finita que
(T —anl)..(T—a;l)v=0, YveV, i=1,.,n

Para i = 1, temos (T — ay11)v; = Tvy — ajyv; = 0. Assim, o resultado é vélido.
Seja ¢ > 1, e suponhamos que afirmacao seja verdadeira para ¢ — 1. Observemos que
qualquer elemento de V; pode ser escrito w + av; com w pertencente a V;_; e a algum
escalar em C. Notemos que (T — a;l)w € V;_y, pois T(V;_1) C Vi_1 e aw € V.

Logo, usando a nossa hipétese de inducao,
(T —a1)..(T — a;;l)w = 0.
Agora, usando novamente a hipétese de inducao,
(T —anl)..(T — ayl)av; =0,
ja que (T — a;l)av; pertence a V;_;. Como, para qualquer v em V;,
(T — ay1)..(T — ap,I)v =0,

o que conclui a demonstracao. [

Destacamos agora algumas cosequéncias do Teorema de

Corolario 2.0.14 Seja A uma matriz n X n de numeros complexos, e seja p seu

polinémio caracteristico. Entao p(A) = 0.

Demonstragao: Digamos que A seja a representacao matricial numa certa base do
operador T de C" em C", sobre o corpo C. Assim, usando o Teorema de Cayley-

Hamilton, teremos que p(A) = 0. [ |

Corolario 2.0.15 (Cayley-Hamilton para operadores reais) SejaT :V — V
um operador linear num espago vetorial V sobre o corpo real. Se pr € o seu polinomio

caracteristico, entao pp(T).

Demonstracao: Seja A a matriz de T relativamente a uma certa base de V. Entao,
pa(A) = 0, do coroldrio anterior. Como p4(A) é a matriz do operador Pr(T') nessa

mesma base, segue-se que pr(T) = 0. [ |

Exemplo 2.0.16 Considerando o operador do Exemplo 1.1.11, entao pp(T) = T? —

2T + Id = 0, pois
11



Apeéendice

Demonstracao: (Teorema do Nricleo e da Imagem) Digamos que Nuc(T) =
{0}, entdao T é injetora, e por conseguinte se B = {uy,...,u,} é uma base de Vi,
entao {T'(uy), ..., T(u,)} é uma base de Im(T'), pois toda transformacao linear injetora
preserva independéncia linear. Se Nu(7T) # {0} , entdo seja {vy,...,v,,} uma base
de Nue(T). Com isso, consideremos {vi, ..., Um, U1, ..., u,} uma base de V;. Pelas

observacoes anteriores!,

I (T) = [T(01), oo, T(00), T(wr), oo, T(w)] = I(T) = [T(wy), ..., T(wn)].

O que temos, é dim(V}) = m + n, em que m = dim Nuc(T). Para concluir a
demonstragao, provaremos que n = dim I'm(T'), ou seja, que vetores T'(uy), ..., T'(uy)

sao L.I. Seja

n n

n
D aT(w) =0=T(> am;) =0= Y au; € Nuc(T).
i=1 i=1 i=1
Isto implica que existem aq, ..., o, escalares tais que

n n n n
E a;U; = E Q,;V; = E a;u; — E a;v; =0
=1 =1 =1 =1

Logo, todos os a; e a; sao zeros. [ |
Demonstracao: (Teorema da Representagao Matricial) Sejam a = {vy, ..., v, }
e 0 ={wi,...,w,} as bases de V] e V3, respectivamente. Vamos mostrar que W é linear.

Sejam A, B € L(V1, V) e escrevemos as combinagoes lineares

A(Uj) = ai;jus + Q25 W2 + ...+ Qo j Wi,

B(Uj) = bljwl + bgng + ...+ bmjwm.

Como sabemos, as representagoes matricias sao [A]§ = [ay] e [B]§ = [by;].Dado um

escalar A € K,

(A + )\B)Uj = A(Uj) + )\B(UJ) = (Cblj + )\blj) + (a2j + /\bgj) + -4 (amj + )\bmJ)

LA notagao [v1, vg, ..., v,] indica o subespaco gerado pelos vetores vy, vz, .. ., Uy.

17



18 Teorema de Cayley-Hamilton

Logo, vale a identida isto significado de matricial:
[A + )\B]g = [CLi]’ + )\bw] = [aij] + )\[blj] == [A]g + )\[B]g,

isto é, W(A+ AB) = V(A) + A\V(B), mostrando a linearidade de W. Seja A € Nuc(¥);
isto significa que todas as entradas da representagao matricial [A]§ = [a;;] sdo nulas,a;; =
0. Portanto,

A(vj) = arjwy + agjwa + - - - + apjw,y,, com j=1,..n.

Logo, A deve ser a transfomagdo identicamente nula. Portanto, Nuc¥ = {0},
mostrando a injetividade.
Provemos a sobrejetividade de W. Dada uma matriz N = [a;;] € My (K), con-

sidere a tunica transformacao linear tal que
A(Uj) = aljwl + (lgng + -+ amjwm.

Esta construgao nos garante que W(A) = N. Como isomorfismos lineares preservam
dimensoes,

dimL(V1, V) = dim M, (K)

e a dimensao do espaco das matrizes mx n é igual a produto dimV; - dim V5,
concluimos a demonstragao do teorema. [
Demonstracao: (Outra demonstragao do teorema de Cayley-Hamilton) Seja
f uma base de V' e escreva A = [T]z. Considere também A’ = xid,, — A e portanto
pr(z) = det A’. Por fim, seja B = ad(A’) = (b;;) a matriz adjunta a A. Os elementos
b;j s@o os cofatores da matriz xId,, — A e, portanto, representam polinémios em z de

grau no maximo n — 1. Escreva para cada par i, j, tal polindbmio como

(0) (1) (n—=1) n—

Se denotarmos, para k =0,1,...,n — 1,

k k k
oy by e bl
B*) — : : :
D o

teremos que B = B + BWg + ... 4 B=lgn=1 Agora, escrevendo pr(z) =

ao + a1x + - - - + 2" e usando o fato que

B.A" = ad(A") = (det A')Id,, = pr(x)Id,,

segue que
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BO 4 BWg ... 4 BV (g1d, — A)id, = pr(z)1d,

Logo, comparando-se os coeficientes destes polinomios, temos que

aold, = —BOA
a;ld, = BO _pBly

an_1Id, = B2 _— Br-1)4y
Id, B=1)

Multiplicando-se estas equacoes por Id,,, A, A%, ..., A", respectivamente, e somando-

as,

pe(T) = aoIdy + @ A+ -+ A" = 0

como queriamos. [ |
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