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Resumo

No presente trabalho estudamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e algumas
de suas aplicagoes. O Teorema estudado garante a existéncia e unicidade de solugao
para varios tipos de equagoes. Aplicamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach em
Equacao Funcional (a equagao senz =z, x € [0, %} ), Equagoes Diferenciais Ordindrias
(Teorema de Picard) e em Equagoes Integrais (Equagoes de Fredholm e Volterra) dos
tipos:

ﬂw—u/kaMO%zv@

ﬂ@—u/kw8ﬂ0%=v@

Palavras-chave: Teorema do Ponto fixo de Banach, Ponto Fixo, Contracao.



Abstract

In the present work we studied the Banach Fixed Point Theorem and some of
its applications. This theorem guarantees existence and unicity of solution to many
kinds of equations. Apply the Banach Fixed Point Theorem in Functional Equation
(equation senx = z,x € [0, %D, Ordinary Differential Equations (Picard’s Theorem)

in Integral Equations (Fredholm and Volterra Equations) Types:
b
o0) =1 [ bt (e = o(1)

and
()~ / (1, €)2(€)de = v(t)

Keywords:Banach Fixed Point Theorem, Fixed Point, Contraction.
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Introducao

Esta pesquisa apresenta uma revisao bibliografica, em que a base de desenvolvimento
é a teoria do Ponto Fixo. Dois dos ramos principais da Teoria do Ponto Fixo sao a Teoria
Topolégica do Ponto Fixo e Teoria Métrica do Ponto Fixo. Essa teoria teve inicio com o
Teorema do Ponto Fixo de Banach, cuja afirmagao é que, uma contragao, definida num espago

métrico completo possui um tnico ponto fixo.

Na Analise Funcional, o Teorema de Ponto Fixo foi proposto por Stefan Banach em 1922
sendo também conhecido como o principio de contragao. Esse Teorema pode ser utilizado em
calculo numérico, para provar a existéncia e unicidade para solugoes de equagoes de diversos
tipos. Um exemplo tipico do seu uso ¢ no calculo por aproximacoes sucessivas de raizes de

funcoes.

Entre os vérios trabalhos de Stefan Banach, destacam-se a sua contribuicao para a teoria
das séries ortogonais e inovagoes na teoria da medida e integragao. Dos trabalhos publicados
por Banach, o Théorie desopérations linéaires (Teoria das operagdes lineares) (1932) é o
mais importante. Outro trabalho considerado de grande importancia da época, o Théorie
de Sept Reverse (Teoria do sete reverso) (1934) acabou sendo considerado incompleto na
década seguinte. Na tentativa de generalizar equacoes integrais, Banach introduziu o conceito
de Espacos Vetoriais Normados, além de provar varios teoremas dessa area. Dentre os Teoremas
que recebem o nome de Banach, os mais conhecidos sao: Teorema de Hahn-Banach, Teorema
de Banach-Steinhaus, Teorema de Banach-Alaoglu, Teorema de Banach-Schauder e Teorema

do Ponto Fixo de Banach.
Desta forma, o trabalho ficou dividido na seguinte estrutura:

No Capitulo I estudamos alguns conteidos necessarios que servirao para o entendimento
da demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de Banach, bem como suas aplicacoes, tais como:

Espaco Métrico, Sequéncia de Cauchy, Espago Métrico Completo, Espaco Vetorial Normado,



Funcao Continua, Ponto Fixo, Contracao, etc.

No Capitulo II estudamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, no qual introduzimos

conceitos de Ponto Fixo e Contracao. Em seguida fizemos a demonstragao do Teorema estudado.

No Capitulo III fizemos as aplicacoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach, no entanto
realizamos aplicagoes em Equacao Funcional, Equacoes Diferenciais e Equacoes Integrais, para

mostrar que estas possuem solucao unica através do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

O objetivo principal desse trabalho é mostrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach com
a sua respectiva demonstracao, e apresentar também algumas de suas varias aplicacoes em

equagoes que possuem unica solugao.

Na sessao de anexos apresentamos alguns resultados que utilizamos em nosso trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contém algumas defini¢oes e resultados de espagos métricos, sequéncias em
espacos métricos, sequéncia de Cauchy, espagos métricos completos, funcao continua, ponto
fixo e contracao. Tais definigbes serao necessarias para o entendimento da demonstracao do

Teorema do Ponto Fixo de Banach e suas aplicagoes apresentadas no presente trabalho.

1.1 Meétricas

Definigao 1.1 (Métrica). Dado um conjunto M # @, seja d : M x M — [0,+00) uma
aplicagdo e indicaremos por d(z, y) a imagem de um par genérico (z, y) € M x M, através
da funcdo d. Dizemos que d é métrica sobre M se as sequintes condigcoes se verificam para

quaisquer x,y,z € M:

M) d(z,z) =0

M,) se  # y, entdo d(z,y) > 0;
Ms) d(z,y) = d(y, z);

M,y) d(z,z) <d(z,y)+d(y, 2).

Definigao 1.2 (Espago Métrico). Um espago métrico ¢ um par (M,d), onde M é um

conjunto nao vazio e d € uma métrica em M.

Definicao 1.3 (Subespago métrico). Seja E C M um subconjunto de um espago métrico M
e d uma métrica em M. A restricio di de d a E X E € uma métrica em E. Dizemos entao que

(E,dy) € um subespago métrico de (M,d).



Exemplo 1.1 (Métrica usual da reta). Verifique que d : R x R — [0,4+00) definida por

d(z,y) = |z —y| € uma métrica.

Demonstracao: Sejam z,y,z € R
M) d(z,z) = |z — z|=|0|= 0.
M,) Se x # y, entdo d(z,y) > 0. De fato,

r#y=c—y#0=|r—y[>0.

LOgO, d([L‘7y) = |l‘ - y|> 0.
Ms) d(z,y) = d(y,z) Vz,y € R. Com efeito,

d(z,y) =[x —y|= |y — z|= d(y, z).
Portanto, d(z,y) = d(y, x).
My) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z). De fato, usando a desigualdade triangular obtemos:

d(z,z) =z — 2= v —y+y—z[< |z —y[+y — z|=d(z,y) +d(y, 2).

Logo, d(x,z) < d(x,y) + d(y,z). Consequentemente de M;) - M,), segue-se que d é uma

métrica. ]

Exemplo 1.2 (Métrica discreta zero-um). E o mais simples exemplo de métrica que se

pode considerar. Dado (M # @) define-se d : M x M — [0,+00) do sequinte modo:

1, sex#y
d(z,y) =
0, sex=y

Mostra-se que a funcao d, assim definida, é uma métrica. Por exemplo, ao verificar a

propriedade (M4) um dos casos é aquele em que,

®X

ey=1z

Figura 1: Métrica zero um.

r # y ey = z Quando isto ocorre temos d(z,y) = 1, d(z,z) = 1 e d(z,y) = 0. Logo,
neste caso, d(z,y) = d(x,z) + d(z,y). O espago assim obtido é, as vezes chamado espago

discreto.
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Exemplo 1.3 (O Espago R"). O conjunto R™ € formado por todas as n-uplas (sequéncias
finitas) (x1,xs, ..., x,), onde cada x; € R. Ezistem trés métricas importantes sobre R™ e que,

posteriormente mostremos que sao equivalentes.

Sendo =z = (x1,....,x,) € y = (y1,...,yn) pontos arbitrarios do R™, sdo essas métricas

definidas do seguinte modo:

n

1/2
D@w%=¢®r—mﬁ+m+@m—myz{Z@rﬂ@ﬂ

=1

n
Di(z,y) = |z1 — yil+-o + |20 — Yul= |2 — yil
i=1
Dz(l’, y) = max{|x1 - y1|7 s |xn - yn|} = Inax |$Z - yl|
1<i<n
A métrica D é chamada métrica euclidiana e naturalmente se inspira na férmula da
distancia entre dois pontos no espaco usual. As Métricas D; e Ds, apesar de nao parecerem tao

naturais, pelo menos no primeiro exame, do ponto de vista pratico sao visivelmente vantajosas.

Agora mostremos que D(x,y) é uma métrica.

Demonstracao: Sejam z,y, z € R".

M) d(z,z) = /(1 — 1)+ ...+ (T +2,)2 = V02 + ...+ 02 =0.

M,) Se = # y, entao d(z,y) > 0.
Se x # y = x; # y,;, para algum ¢ € {1,...,n}. Assim, para z; —y; # 0, temos que

(z; — y;)* > 0. Logo,

d(a,y) = /(@1 — g0 -+ (@0 =y 2 /(@ = 3i)? > 0.

Logo, d(x,y) > 0.

Ms) d(z,y) = d(y, x). Sabemos que (z; —y;)* = (y; — )%, Vi € {1,...,n}. Logo,

d(z,y) = (21— y1)* + o+ (20— ya)? =V — 01+ (Yo — 20)? = d(y, @),
M,) Para mostrar esta propriedade, vamos utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz em
R™.

Proposicao 1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja (z1,...,2,) € (Y1, ..., Yn) nimeros

reais arbitrdrios, entao

15



n n 1/2 n 1/2
> lwiyil < (Z x?) . (Z yf)
=1 =1

=1

Demonstragao: Note que 72 + s? > 2rs,Vr, s € R, pois 0 < (r — s)? = r? — 2rs + s%. Assim,

Ll nl _ ot v

_2+
p ¢ P ¢

para quaisquer i(1 <4 < n). Somando em relagdo ao indice i teremos

—Z|xlyll<2—+zy’ <14+1=2

=1

o que implica

Z|x1yz|§ p.q= <\/x%++x%><\/y%++yﬁ > (1.1)
i=1

que ¢ a desigualdade de Cauchy-Schwarz em R™.

Agora podemos provar a desigualdade triangular no que se refere a D. Sejam x = (z1, ..., 2,),y =

(Y1, s Yn) € 2 = (21, ..., 2,) pontos do R"™. Entao:

= Z(xz — Zz)z + 22(% —zi)(zi — i) + Z( yi)
. (z; — z)* + 2[2(331 - Zi)2]1/2~[Z(yi — )] + Z(z -

I
—~
5
|
N
~—
[\
_|_
(]
KN
|
&
~—
[}

I
&
—~
8

[
~—
+

U
—~
n
<
=

)

Logo, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y). Portanto, de (M;) — (M,), segue-se que D é uma métrica.

Defini¢ao 1.4 (Métricas Equivalentes). Duas métricas dy e dy em um espa¢o métrico X

sao equivalentes, quando existem constantes a >0 e b > 0 tais que:
ad1<$7y) S dQ(J:ay) S bdl(x7y)v an?/ € Xa

16



Proposicao 1.2. Sejam D, Dy e Dy as métricas definidas no exemplo anterior. Quaisquer

que sejam x,y € R", tem-se

DQ(J;?y) S D(l‘,y) S Dl(xvy) S nD?(‘T?y)

Demonstragao: I) Primeiramente vamos mostrar que Dy(z,y) < D(x,y), por defini¢ao temos:

Primeiro suponhamos que max{|zy — y1|...|x; — yi|. .. |Tn — Yn|} = |2: — yi|. Logo,

Dy(z,y) = maz{|zy —wl, ..., |20 — Unl} = |2i — vil= V |z; — il
< Ve —yPrlee — P+l — P+ e — yal?
= D(z,y).

IT) Agora mostremos que D(z,y) < Di(z,y).

Note que por inducao sobre n, prova-se a igualdade abaixo:
(lzl+y)* = = +yI*+2|z|ly]

(Il +Hyl+12D)* = |2 +yl+1z*+2(2l ]+l 2 +]y]]=])

(1 +lmal+ -+ J2al)? = |21 P2+ [2aP42 [l |l (1.2)
1#]
De ([1.2)) e do fato que a® = |a|?, podemos escrever:

[D(I,y)]Q = (xl_y1>2+”'+(xn_yn)2
< (5(71_y1)2+"'+($n_yn)2+2§|xi_yi|'|xi_yi|
]

= (lv1 —wl+ - A+ |on — gul)?
= [Di(x,y))*.

III) Por fim mostremos Di(x,y) < nDq(z,y)

Dl(xay)

1 —yil+ . T —

< o R

- s

vV
n parcelas

= n lrgia%!xi — vl

= n. lrgag);ﬂxl —yil+. T —unl}
= n.Dy(z,y).

Portanto, as métricas Dq, Dy e D3 sao equivalentes.

17



Definicao 1.5 (Espagos Vetorias Normados). Dizemos que um conjunto E # &, munido

U

de duas operacoes, uma “soma”e uma "multiplicacao por escalar”.

+ : EXE—FE

(u,v) — u+ .

ExXE—EFE
(A, v) — Ao,

¢ um espago vetorial sobre K = R ou (K = C) se satisfaz as sequintes propriedades:

(i) v+ (v+w)=(ut+v)+w,Vu,v,w e E

(i) u+v=v+u,Vu,v e FE

(17i) Existe 0 € E de modo que 0 +u = u,Yu € E
(iv) Vv e EeV —wv € FE tal que v+ (—v) = —v + v = 0;
(v) (a.f)u=a(fu), Vo, ER e YVEFE

(vi) (a+B)u=au+pu, Yo, E€R e Yuek
(vii) alu+v)=au+av,Ya eR e Yu,v € E

(viit) lu=u,Yu € E

Os elementos de um espago vetorial sao genericamente chamados de vetores. Definirmos

sobre R™ a adicao e a multiplicacao por escalar do seguinte modo:

Para quaisquer z = (x1, ...,x,) e y = (y1, ..., ¥n) de R™ para qualquer a € R,

r+y=(x14+ Y1, Tn+ Yn)

a.x = (a.zy,...,0.1)

Obtemos, o exemplo mais importante de espaco vetorial sobre R. Neste espaco 0 =

(0,0, ...,0) é o elemento neutro da adi¢ao e, dado = = (x4, ..., x,) € R" | entdo —x = (—z1, ..., —x,).
Definicao 1.6 (Norma em Espagos Vetoriais). Uma norma ¢é uma aplicagao ||.||: E —
[0, +00) que satisfaz as propriedades:

(n1) Jul|[=0<=u=0

(n2) |laul|=|al||lu]l, Ya eR e Yue E

(ns) |lu+vl|< full+]v]l, Vu,veE

18



Um espacgo vetorial normado real é um espago vetorial sobre R dotado de uma norma.
Se E é um espago vetorial normado, entao d : F x E — R, definida por d(u,v) =||u — v|| é

uma meétrica sobre E pois:
du,v) =|lu—v|=0<=u—-v=0<=u=v

d(u,v) = |lu —vl= [(=Dlllv = ull= | = llv = ul= lv = ul= d(v,u)

d(u,v) = llu —vl|=llu —w+w = v[|< [Ju — wl[+|lw — v]|= d(u, w) + d(w, v).
A métrica d assim obtida chama-se métrica induzida pela norma dada sobre E.

Definigao 1.7 (Normas Equivalentes). Duas normas sobre o mesmo espago vetorial E
dizem-se equivalentes se, e somente se, as métricas induzidas por essas normas sobre E sao

equivalentes.

Se |||l e |l-][+ sdo as normas consideradas, d e dy as métricas induzidas, respectivamente,
por essas normas, entio a equivaléncia definida significa o sequinte: dada uma bola By(p,€),

com p € E, existe uma bola By, (p,€) de modo que,

Bg, (p,€) C Ba(p,€).

Proposigao 1.3. Duas normas ||| e ||-|[1 sobre o mesmo espago vetorial E sao equivalentes

se, e somente se, existem a,b € R, de maneira que,

allul < flulL < bllull,  Vu e E.

Demonstragao: Ver referéncia [2]. n

Definicao 1.8 (Espagos com Produto Interno). Se E é um espago vetorial sobre R, um

produto interno em E ¢ uma aplicacdao
(,.) + ExXFE—R
(u,v) — (u,v)
que satisfaz as sequintes propriedades:
(p1) {au,v) = alu,v), Va € R e Vu,v € F
(p2) (u,v) = (v,u), Yu,v € B
(p3) (ug + ug,v) = (ug,v) + (uz,v), Yu,ug,v € £

(ps) (u,u) > 0 sempre que u # 0.

19



Proposicao 1.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja E um espago vetorial com pro-
duto interno, entao:

[z, )< |l lyll, Vo, y € E,

onde ||z||= /(x, z).

Demonstragao: Sejam v =2 + A\y; A € R e 2,y € E. Uma vez que, ||v]|>> 0. Ou seja,

(v,v) >0 = (x+Ay,z+ A\y) >0
= (z,z) + (z,\y) + My, z) + (Ay, Ay) >0
= (z,7) + Maz,y) + My, z) + Ay, y) 2 0
= [[zlP+2M 2, y) + A?|ly[|*= 0.

Considere o polinomio p(A) = |ly>A* + 2{z,y)X + [|z||*>, YA € R. Logo devemos ter A < 0.

Assim,

A = (2(z,9))* = 4llyl* l=]*< 0.

Logo,
Az, y)? = Aly)* |=[P< 0
Az, y)* < Aflyl* 1=
(z,9)* < Nyl |l
[{z o)< lyll- Nl
Portanto, |(z,y)|< ||y||-||z]|, Vz,y € E.

Corolério 1.1 (Desigualdade Triangular). Seja E um espago vetorial com produto interno,
entao:

|z +yll< [lz]|+lyll, Vo, y € E.
Demonstracao: Por definicao, temos que:

|z +yl* = (e+yz+y)
= (z,7) + (v,y) + (y,2) +{y,v) (1.3)
= |lz]P42(z,y) + |ly]*.

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos,

(@, 9) < [z, )< lz/lly]l- (1.4)

20



Substituindo (1.4) em (1.3) obtemos,

lz+ ol < ll=lP+2lllyll+lyl®
= (l=lI+llyl*.

Ou seja, ||z + y|>’< (|lz||+||lyl)?. Aplicando a raiz quadrada positiva em ambos os membros
obtemos,

[z +yll< (=l +llyl), v,y € E.

Definicao 1.9 (Bolas e Esferas). A nogao de bola é fundamental no estudo dos espagos

métricos. Seja p um ponto no espaco métrico M. Dado um nimero real € > 0, definimos:

i) A bola aberta de centro p e raio ¢, é o conjunto B(p;¢), dos pontos de M cuja

distancia ao ponto p é menor do que €, ou seja,

Be(p) = B(p.e) ={x € M | d(z,p) < €}.

i7) A bola fechada de centro p e raio ¢, é o conjunto B[p; €|, formados pelos pontos

de M que estao a uma distancia menor ou igual a € do ponto p, ou seja

Blp] = Blp.e = {x € M | d(x.p) < ¢}.

iii) A esfera de centro p e raio €, é o conjunto S(p;e), formado pelos pontos z € M

tais que d(x,p) = e. Assim,
Se(p) = S(p,e) ={z € M | d(z,p) = €}.

Evidentemente, Blp, €] = B(p,€) U S(p, €), reuniao disjunta. Quando a métrica d provém

de uma norma no espago vetorial F, podemos escrever:
Be(p) = B(p,e) = {z € E; v —p[< e}

Bp| = Blp,e] = {r € E; |z — p|< €}
Se(p) = S(p,e) = {z € E;|x — p|= ¢}

Exemplo 1.4 (Bolas num espago cuja métrica é a zero-um). Seja (M,d) um espago

discreto e consideremos p € M. Hda dois casos a considerar:
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e 0 <e<1. Nessecaso B(p,e) = {x € M|d(x,p) < ¢} = {p}, porque o unico ponto cuja

a distancia a p ¢ menor que 1 é o préprio p.

e 1 < e. Quando isto acontece, B(p,€) = {x € M|d(z,p) < ¢} = M, porque todos os

pontos de M estao a uma distancia de p igual a zero ou igual a um, e portanto, menor que e.

Exemplo 1.5 (Bolas na reta usual). Na reta real a bola aberta de centro p € R e raio € € o

conjunto
Bp,e)={zeR ||z —pl<e}={r€eR|p—e< X <p+e}=lp—e€,p+e[|

Exemplo 1.6 (Bolas no espago R? ). Lembremos que, no espago R? foram jd definidas trés

métricas, a saber: para quaisquer v = (x1,22) ey = (y1,y2) de R?, tem-se

D(z,y) = /(1 — 91)2 + (22 — 3)?
Dy (z,y) = |x1 — y1|+|x2 — yol

D2($7y) = max{fxl - ?/1|; |l’2 - yz’}

onde z = (z1,22) e y = (y1,92). As bolas B0;1] relativamente as métricas D, Dy e Dy

possuem respectivamente as formas da figura 2.

1 1

N A W
NI

-1 -1 -1

-1

Figura 2: Representacao geométrica das métricas D, Dy e Ds.

Sendo p = (a, b) um ponto fixo do R?, uma bola de centro p e raio € > 0, segundo a métrica D,

é o conjunto.
B(p.€) = {(z,y) € R*|(x —a)’ + (y — 0)* < €}

cujo grafico é um disco aberto, conforme figura mostra.
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Figura 3: Circunferéncia de centro (a,b) e raio e.

Defini¢ao 1.10 (Conjuntos Limitados). Um subconjunto X de um espag¢o métrico M chama-

se limitado quando existe uma constante ¢ > 0 tal que,
d(z,y) <c¢, Vr,ye X.

O menor desses numeros ¢ serd chamado o diametro de X. Logo podemos definir o diametro

de um conjunto limitado X C M como o numero real,
diam(X) = sup{d(z,y);z,y € X}.

Definigao 1.11 (Fungao Limitada). Seja X um conjunto arbitrdrio. Uma fun¢io f: X —
R chama-se limitada quando existe uma constante k > 0 tal que |f(x)|< k, para todo x € X.

Indicaremos por B(X;R) o conjunto das funcgées limitadas f: X — R, isto é

B(X;R)={f: X — R; f € limitada}

Proposicao 1.5. Sejam f,g € B(X;R), entao:
(i)f +9 € B(X;R)
(17)f.g € B(X;R)

Demonstracao: Como f,g € B(X;R) temos que f, g sdo limitadas, isto é, existem ky, ko > 0

tais que
|f(2)|< ky e |g(a)|< ko, Vo € X,

1) Mostremos que f + ¢ ¢ limitada, ou seja, existe k > 0 tal que,
(4) q g ] q
(f+9)(x)|<k, VzelX.

De fato, pela desigualdade triangular, temos:

(f +9) (@)= [f(2) + g(@)|< [f(2)[+]g(2)[< ko + ks .

Considerando k = k; + ko, temos que |(f + ¢)(x)|< k,Va € X.

(#7) Agora mostremos que f.g é limitada, ou seja, existe k > 0 tal que
|(f.9)(x)|< k,Vx € X.

23



De fato, usando o fato que |ab|= |a||b| para a,b € R, temos:

[(f-9) (@)= |f(2).9(x)[= | f(2)|1g(x)|< F1ky
k

~——
Considerando k = k;.ks, temos que |(f.g)(x)|< k,Vz € X. [

Definigao 1.12 (Métrica da convergéncia uniforme). Definiremos agora uma métrica em

B(X;R) pondo, para f,g € B(X;R) arbitrdrias

d(f,g) = sup|f(x) — g(x)].

zeX

Tal métrica é chamada de "Métrica da convergéncia uniforme ou métrica do sup”.

Definigao 1.13 (Isometrias). Sejam M e N espacos métricos. Uma aplicagcio f: M — N
chama-se uma tmersdo isométrica quando d(f(x), f(y)) = d(x,y) para quaisquer z,y € M.

Neste caso, diz-se que f também preserva as distancias.

Uma imersao isométrica f : M — N é sempre injetora pois,

f@) = fly) = d(x,y) = d(f(2), f(y)) =0 =z =y

Uma isometria é uma imersao isométrica sobrejetiva de M sobre o subespaco f(M) C N. A
composta de duas isometrias e a inversa de uma isometria sdo ainda isometrias. Ver [3].

Sejam X um conjunto, (M, d) um espaco métrico e f : X — M uma aplicacdo injetiva.
Para cada par de pontos x,y € X, ponhamos:

d'(z,y) = d(f(z), f(y)).

Isto define uma métrica d’ em X, chamada a métrica induzida por f. Ela é a tinica métrica
em X que torna f: X — M uma imersao isométrica. Um exemplo particular desta situacao

é o caso de um subconjunto X C M. A métrica que torna X um subespago de M ¢é induzida

pela aplicagao de inclusao i : X — M, tal que i(x) = z, para todo = € X.

Um dos métodos mais frequentes de introduzir uma métrica num conjunto X ¢é introduzi-la

através de uma aplicacao injetiva f : X — M, de X num espaco métrico M.

Exemplo 1.7. Toda imersao isométrica é continua porque, para qualquer ¢ > 0, tomando

0 = €. temos:
d(x,p) <= d(f(ZL’), f(p)) = d(ﬁ,p) <d= €,

qualquer que seja p € M. Observamos que uma imersao isométrica € injetora pois

f(x) = fly) = d(f(2), f(y)) =0=d(z,y) =0 =z =y.

Em particular sao continuas as isometrias que sao imersoes isométricas sobrejetoras.
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1.2 Sequéncias em Espacos Métricos

Definicao 1.14 (Sequéncia). Uma sequéncia num conjunto M é uma aplicagio v : N —

M, definida no conjunto N = {1,2,... n}, dada por x(n) = z,.

Notagoes: (1,Ta,...,Tpn,...), (Tn)nen OU (T,).

Definigao 1.15 (Subsequéncia). Uma Subsequéncia de (x,) é uma restrigio da aplica¢ao

x: N — M a um subconjunto infinito de N' ={n; <ng < ... <nj <...} de N.

Notagoes: (Tp,, Tnys-- s Tnys---)s (Tn)new OU (Tn, )ken-

Definicao 1.16 (Sequéncia limitada). Uma sequéncia (z,) no espago métrico M chama-
se limitada quando o conjunto dos seus termos € limitado, isto €, x(N) = {x,, € N} é um

conjunto limitado.
Observacao 1.1. Toda subsequéncia de uma sequéncia limitada é também limitada.

Definicao 1.17 (Sequéncia Convergente). Seja (z,) uma sequéncia num espag¢o métrico
M. Diz-se que o ponto a € M ¢é limite da sequéncia (x,) quando, para todo nimero € > 0 dado

arbitrariamente, pode-se obter ng € N tal que,

n>ng = d(z,,a) < e

Notagoes: a = limz,, a=lim,z,, a=lim,enz,, =z, — a.
Uma sequéncia (z,,) em um espago métrico X = (M, d) é dita convergente se existe um a € X
tal que:

lim d(z,,a) = 0.

n—oo

Proposicao 1.6. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao: Seja (z,) uma sequéncia convergente, digamos que lim z,, = a, ou seja dado
e > 0, existe ng € N tal que,

n > ny = d(z,,a) < €.

Assim,

n > ny = x, € B(a,e¢).
Logo, os termos da sequéncia pertencem ao conjunto {zy, xs, ..., Ty, } U B(a,€) que ¢é limitado.
Portanto, (z,) é uma sequéncia limitada. n
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1.3 Sequéncias de Cauchy e Espacos Métricos Comple-

tos

Definigao 1.18 (Sequéncia de Cauchy). Seja (M,d) um espaco métrico. Uma sequéncia
(x,) de pontos de M é chamada sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existe um indice
r tal que:

m,n > 1= d(xmy,,T,) <Ee.

Observagao 1.2. Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy é também uma sequéncia

de Cauchy.

Proposicao 1.7. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy num espago vetorial normado E. Entao

existe uma bola aberta de centro no vetor nulo que contém todos os termos da sequéncia.

Demonstragao: Tome ¢ = 1, existe r € N, r > 0 tal que:
m,n >r = d(Tmy,T,) = ||[Tm — x| < 1.
Em particular, ||z, — z,.||< 1,¥Ym > r. Logo, pela desigualdade triangular, temos
[zm = [|2m — 2 + 20| < |2 — 20|+ |2 ]|
Portanto, para todo m > r temos,
[zm [ < 1+ [la]].
Seja A = max{||z1]|, ..., [|r—1, ||, [|z+]|, 1 + ||z-]|}. Entdo, para todo indice n temos:
d(x,,0) = ||za||< A

Onde, segue que,

x, € B(0,\),Vn > 1.
]

Definicao 1.19 (Espago Métrico Completo). Um espago métrico M é chamado Completo

se toda sequéncia de Cauchy desse espaco converge para um ponto de M.

Posteriormente mostraremos alguns exemplos de espagos métricos completos.
Exemplo 1.8. A sequéncia (x,) = ~ ¢ de Cauchy em Q.
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Demonstracao: De fato, dado € > 0, pela propriedade arquimediana, existe ng € N com

noe > 2, e pela desigualdade triangular, obtemos:

1 1 1 1 1 1
m,n>nyg = |t, —t,|=|———| <|—|+|-|=—+—
m n m nl m n
mas,
1 1 1 1
m>ng=— —<— e n>ng— — < —.
m N n Un
Logo,
1 1 2
m,m>ng = Ty — Ty|< —+ — = — < e

no no )

Portanto, (z,,) é uma sequéncia de Cauchy.

Proposicao 1.8. Toda sequéncia convergente de um espago métrico € uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia tal que limx, = a, ou seja, dado € > 0, existe
no € N tal que,
€
n>ng = d(z,,a) < 3"
Assim, pela desigualdade triangular, obtemos:

m,n > ng = d(xm, z,) < d(Tm,a) +d(a,z,) =

=d(Tm,a) +d(zy,a) < =+ = =€

N

Portanto, (z,) é de Cauchy. u
Proposicao 1.9. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.
Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em (X,d). Assim para € = 1, existe

no € N tal que,

d(xp, xm) <1,  Ym,n > ng,
em particular, essa desigualdade vale para m = ng + 1. Sendo n > ngy temos,
d(xp, Tngy1) < 1,

mas,

Vn > ng, d(z,,0) — d(Tpg+1,0) < d(xp, Tpgs1) < 1,

ou seja,

d(z,,0) < d(zpy41,0) + 1.
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Considere,
k = max{d(z1,0),d(xs,0),...,d(x,,,0),d(xn,+1,0) + 1},
assim, Vn € N d(z,,0) < k. O que resulta que (z,) ¢ limitada.
[
Proposicao 1.10 (Subsequéncia de sequéncia de Cauchy). Seja (x,) uma sequéncia de

Cauchy em (X,d), (x,,) uma subsequéncia de (x,). Se (z,,) € convergente, entdo (x,) também

CONVETgE.

Demonstracao: Seja (z,,) uma subsequéncia de (z,), tal que z,, — a, com a € X. Seja

€
¢ > 0 qualquer. Como (z,) é de Cauchy, para 27 existe n; € N tal que,
€
d(xp, Tm) < 3 Ym,n > ny (1.5)
como z,, — a, existe ny € N, tal que

d(zp,,a) < Vng > no. (1.6)

€
2 Y
Considere, ng = max{ny,ny}. Assim por (1.5) e (1.6)), temos para todo n > ng e pela desigual-

dade triangular, resulta que,

d(x’ru a) S d(x’ru xno-}—l) + d(xno-f—l? (l)
< € n €
- 2 2
= e
Desta forma, d(z,,a) < €,¥Yn > ny. Logo z, — a. |

Exemplo 1.9. A reta é um espagco métrico completo, ou seja toda sequéncia de Cauchy de

numeros reais € convergente em R.

Demonstracao:

Vimos que toda sequéncia de Cauchy é limitada (Proposicao [1.9). Assim, pelo Teorema
de Bolzano—Weierstrassﬂ, toda sequéncia limitada de nimeros reais, possui uma subsequéncia
convergente. Desta forma, pela (Proposigao [1.10]), toda sequéncia de Cauchy que possui sub-

sequéncia convergente também é convergente. Portanto, a reta é um espago métrico completo.

Veja o Teorema lb em anexo
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Exemplo 1.10. O espaco R™ é completo.

Demonstracao: Ver [5]. n
1
Exemplo 1.11. O conjunto S = (0,1] C R nao é completo, pois, a sequéncia (E) é de
keN
1
Cauchy em S, mas (—) nao converge em S.
k/ keN

1.4 Funcoes Continuas em Espacos Métricos

Lembramos que uma funcao f : R — R é continua num ponto p se, para todo ¢ > 0,

existe 0 > 0 de maneira que:
[z —pl<d=|f(z) — f(p)I<e

Intuitivamente, estdo arbitrariamente proximos de f(p) os valores de f correspondentes
a pontos "suficientemente” proximos de p. A definicao a seguir é motivada pelo que acabamos

de lembrar.

Definicao 1.20 (Fungao Continua). Sejam M e N espagos métricos (cuja métricas, por
comodidade, indicaremos pelo mesmo simbolo d). Uma funcdo f: M — N se diz continua

no ponto p € M se, para qualquer € > 0, existe § > 0 de maneira que:

d(z,p) <6 = d(f(z), f(p)) <e

Dizer que f é continua, significa que f é continua em todos os pontos de M.

Proposicao 1.11. Uma funcao f : M — N € continua no ponto p € M se, e somente se,

dada uma bola B(f(p),€) existe uma bola B(p,d) tal que

f(B(p,d)) € B(f(p), ).

Demonstracao: (=) Note que, basta mostrar que dado um y € f(B(p,d)) ele também
pertenga a B(f(p),€). De fato, dado y € f(B(p,d)), entdo existe um = € B(p,d) tal que,
f(x) =y. Dai d(x,p) < 6. Logo, pela continuidade de f temos que:

d(z,p) <6 = d(f(z), [(p)) <€
Logo, f(z) € B(f(p),€) e portanto

f(B(p,9)) € B(f(p);€).
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(<) Dado f: R — R uma fungao e B(p,d) uma bola, de tal forma que
d(xz,p) < d,Yz € B(p,?).
Como por hipétese f(B(p,0)) C B(f(p,€)) entdao, como = € B(p, ), temos

f(x) € B(f(p),e) = d(f(x), f(p)) < e

Logo, f é continua em p.

[ |
Observacgao 1.3. No caso particular em que M C R e f: M — R, dizer que f € continua no
ponto p € M significa dizer que para todo € > 0 existe d > 0 tal quex € M ea—d < x <a+0d

implicam f(p) —e < f(x) < f(p) + €. Ou seja, f transforma os pontos de M que estio no

intervalo aberto (a — d,a + 0) em pontos do intervalo abertos (f(a) — €, f(a) + ¢).

Defini¢ao 1.21 (Aplicagao Lipschitziana). Dada f : M — N, suponhamos que exista

uma constante ¢ > 0 (chamada constante de lipschitz), tal que

d(f(z), f(y)) < c.d(z,y)
quaisquer que sejam x,y € M. Dizemos que f é uma aplicagao Lipschitziana.

Proposicao 1.12. Se f: M — N € uma aplica¢ao Lipschitziana, entao f € continua em M.

~ € PR ..
Demonstracao: De fato, dado ¢ > 0, tome § = — e usando o fato que f é Lipschitziana,
c

obtemos

d(z,y) <0 = d(f(x), f(y)) <cd(z,y) < cd= C'E =e.

Logo, d(f(z), f(y)) <€, e f é continua. [
Exemplo 1.12. A fun¢io f: R — R, f(z) = senx é uma fun¢ao lipschitziana.

Demonstracao: De fato, dados =,y € R, com =z < y. Entao, pelo Teorema do Valor Médio

existe ¢ € (x,y) tal que,
fy) = fla) =)y — ).
Logo,

|seny — senx| = [cos(c)(y — x)[ = |eos(c)lly —z[ < Lly — 2| = [y — |

Portanto, f é uma funcao Lipschitziana.
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Definicao 1.22 (Contragoes fracas). Se f : M — N ¢€ tal que d(f(x), f(y)) < d(z,y),

quaisquer que sejam x,y € M, dizemos que f € uma contragcao fraca.

Vejamos agora alguns exemplos de contracoes fracas:

Exemplo 1.13. Num espacgo vetorial normado E, a norma |.||: E — R € uma contragao
fraca.
Demonstragao: De fato, seja f(x) = ||z, entao
d(f(x), f(y)) = [f(=) = f()]
< [lel=nl|
<l =yl
= d(z,y).

Logo, temos que,
d(f(x), f(y)) < d(z,y).

Portanto, f é uma contragao fraca. [ ]

Exemplo 1.14. A operagao soma, S : E x E — E; dada por S(x,y) = x + y, num espago

vetorial normado E € uma contragdo fraca, quando ||(x,y)|= ||z||+]yll-

Demonstracao: Queremos mostrar que,

d(S(z1, 1), S(22,92)) < d((21, 1), (22, 82)), Y(21,01), (22, 42) € EXE
De fato, usando a definicao de S e a desigualdade triangular temos,

d(S (a1, ), S(aa,yn) = ||S(ar,m) = S(az, o)

=||lz1+y — ($2+?/2)H

=|[T1 — X2+ Y1 — Yo

IA

|

T — X2 Y1 — Yo

= d((z1,91), (T2, 42))-
Portanto,

d(S(z1,11), S(x2,y2)) < d((x1,y1), (T2, y2)).

O que mostra que f é uma contracao fraca.
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Capitulo 2

O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Neste capitulo iremos enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Um dos
motivos de sua importancia estd no fato de fornecer um método iterativo e eficiente para

encontrar pontos fixos.

2.1 Ponto Fixo e Contracgao

Definicao 2.1 (Contragao). Sejam X eY espacos métricos, e indicaremos por d sua distancia.
Dizemos que uma aplicacao T : X — Y € uma contracao se existe uma constante real c,

com 0 < ¢ <1, tal que, para quaisquer x1,xy € X, temos

d(Txy, Txs) < cd(xq,x2).

Dizemos que ¢ é uma constante de contracao de 1. Mostra-se que, uma contracao ¢ uma

aplicacao uniformemente continua. Quando Y = X, dizemos que T' é uma contragao de X.

Notacao: Para T : X — X, n € N,T™ denotard a n-ésima composicao de T, isto é,

T =ToT,T"=ToT"

Definigao 2.2 (Ponto Fixo). Um Ponto fixo de uma aplicagio T : X — X € um ponto
x € X tal que,

Tx = .
Exemplo 2.1 (Ponto Fixo). Considere as fungoes T : IR — IR, definidas por:

1) Tz =23 Note que T tem { -1, 0, 1 } como ponto fixos.
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2) Tz = z. Observe que T possui infinitos pontos fixos.
r 1
3) Tz = g — —,x # 0 Note que T nao possui ponto fixo.
T

De fato, pois se existisse teriamos:

o Tl o -2 27

TTy Tz 20T 2T
& 72 —2=272
&S 242=0

Portanto, essa funcao nunca sera igual a zero, logo nao possui Ponto Fixo.

2.2 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Teorema 2.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam X um espago métrico completo

eT : X — X wma contracao. Entao:
i) Existe um e sé um T € X tal que TT = Z;
i1) Qualquer que seja 1 € X, a sequéncia (xy,)nen, onde x,.1 = T"xy, converge para T.
iii) Para todo n, temos

d(l’l, l’g)

d(ay,7) < 7 ;
(xn,7) <c 1o

onde ¢ € uma constante de contracio de T e (T)nen € a sequéncia definida em 7).

Demonstragao: i) Existéncia: Seja 1 € X qualquer e z,,1 = Tz,,n € {1,2,...}. Vamos
demonstrar que (z,),en € uma sequéncia de Cauchy.
Para n > 1, temos:

d(xn7 xn—s—l) - d(Tmn—la Txn) < C-d<xn—17 xn)u

usando indugao sobre n, vem que:
d(xy, Tpy) < 7 hd(zy, 15), (2.1)
de fato, para n = 2 temos:
d(xe,x3) = d(Txy, Txs) < c.d(z1,x9),
suponha verdade para n = k, entao:
d(wp, 2pp1) < Fld(wy, 3). (2.2)
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mostraremos que vale para n = k + 1. Logo,

d(Tpy1, Thy2) = d(Tag, Togg)

A

< e d(wp, Trgr)
———
23)

c.chLd(zy, x0)

= cd(zy, 29)

IA

Portanto, por inducao o resultado vale para todo n € N.

Entao, para 1 < n < m, pela desigualdade triangular, temos:

Ad(xp, ) < d(Tp, Tpp1) + ...+ d(Tpm_1, Tm)
< Mld(wg,me) + .+ (2, 1)

= " ld(zy, ) [l+c+ A+ .. 4.

Seja p = m — n, dai, rescrevendo a desigualdade temos:

d(2p, T) =" td(zy, 2)[1 +c+ 4.+ P

< " td(zy, x9) Zcp_l.
p=1

oo
Nota-se que a série Y P! trata-se de uma série geométrica onde a mesma converge para sua
p=1

a
soma que é dada por S = 7 , onde neste caso converge para 7 . Logo obtemos,

1

(X, Tp) = c”’ld(xl,xg) .

Logo,
d([L’l, 172)
1—c

Como ¢" — 0, pois 0 < ¢ < 1, segue que (x,) é uma sequéncia de Cauchy. Sendo X completo,

d(xp, ) < L

existe z € X tal que,

Ty — . (2.3)
Vamos provar que Tz = z. Para todo inteiro positivo n, temos:
d(TZ,xpy1) = d(Tz, Tx,) < c.d(Z,x,),

e como, d(Z,x,) — 0, segue que

x, = TZ. (2.4)
Por (2.3)) e (2.4)) e pela unicidade de limite, obtemos
Ty =1z.
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Unicidade: Sejam 7,y € X, T # 3y, com TZ =7 e Ty = y. Entao,
0 <d(z,y) =d(Tz,Ty) < c.d(z,9)
Dai, obtemos:
(1 —c)d(z,y) <0.

Como 0 < ¢ < 1 temos que d(Z,y) = 0 o que implica Z = g, mostrando a unicidade do ponto
fixo.

i1) Devemos mostrar que (z,)nen, definida por,
T+l = T”x1 (25)

converge para . De fato, podemos observar que a sequéncia definida em acima é da forma
Tpy1 = 1'x,, pois:

To = Tl’l

T3 = TIQ

Ty =T1,
Tpr1 = 1'x,.
r outr uéncia .1 = 1"z, é r Tpe1 = T, is:
Por outro lado a sequéncia x,, T"x, é da forma, x,, Tz, pois
Q?QZTLL’l

T3 = Tzl'l = T(T$1) = Tl'g

Ty = T3[L'1 = T(TQQZl) = T$3

xy=T" Yoy =Tx, 4
T+l = T”xl = T(Tnil.]?l) = T.T,'n

Ou seja, a partir disso percebemos que as sequéncias definidas em acima sao iguais. Logo,

podemos mostrar por inducao que:
Tpy1 =1T"x1 =Txy: (2.6)

De fato, para n = 1 temos,

To = T.Tl = T.SEl'
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Suponha que o resultado seja verdadeiro para n = k, insto é,
Tyl = TkEy, = Txy,,
e mostremos sua validade para n = k + 1. Temos,
Thpo = T(xper) = T(TF2y) = T(Txy,) = T
Portanto, (z,)nen, é da forma

Tpy1 =Tx, =T"2, VneN

Logo, pela unicidade de limite ambas as sequéncias convergem para um tnico ponto, e como foi

mostrado em (i) que (x,) converge para Z, que é o ponto fixo, vem que z,1 = T"x; converge

também para o ponto fixo 7.

i7i) Observamos que de (¢) para 1 < n < m, resulta que,

d(zp, ) < c"_l—d(xl’:p?)-
mny m —_— 1 _ C

Portanto, segue pela desigualdade triangular e por (2.7) que,

d(x,,z) < d(xy,Tm) + d(Tm, T)
d(QTl,[L'Q)

< cn—l
- 1—c

+ d(xp,, T)-

Como d(x,,,Z) — 0, passando o limite em m quando m — oo, obtemos:

d(xl, ZL’Q)

d na_ < ol )
(xn,7) <c T o

0 que prova a afirmagao (ii).

(2.7)

Lema 2.1 (Ponto Fixo). Seja T : X — X uma fungdo num espago métrico completo (X, d),

e suponha que T™ (m inteiro positivo) é uma contra¢ao para algum m. Entdo, T possui um

unico Ponto Fizo.

Demonstracao: Por hipétese, B = T™ ¢é uma contracao em X. Dai pelo Teorema do Ponto

Fixo de Banach, B possui um tnico ponto fixo z tal que, Bx = Z. Desta forma B™z = z. Isto

resulta pela sequéncia iterativa que, para qualquer z € X,

B"rx — T, n — oo-
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Em particular, z = Tz, visto que B" = T™". Logo, temos:

z= lim B"Tz= lim TB"x = lim Tz =Tz

n——oo n—:ao0 n——~oo

Isto mostra que T é um ponto fixo de T, e este é tinico, pois T também é ponto fixo de T™ que,

por sua vez é uma contracao. ]
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Capitulo 3

Aplicacoes do Teorema do Ponto Fixo

de Banach

Neste Capitulo aplicaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach em Equagoes Diferenciais

e Equacoes Integrais.

3.1 Aplicagcoes em Equacoes Diferenciais

Sejam 2 um subconjunto aberto do espagco R x R", onde R é a reta real e R" um
espaco euclidiano n-dimensional. Um ponto de R x R"™ serd denotado por (t,z),t € R e

r = (x1,29,...,x,) em R™ salvo menc¢do em contrario, adotaremos em R x R"™ a norma:

|(t, x)|= max{|t|,|z|}, onde |z| denota uma norma em E, por exemplo |z|= /23 + 23 + ... + 22

ou |z|=max{|x1],...,|x,|} ou ainda |z|= |z1|+ ... + |2,].

Seja f : 0 — R™ uma aplicagao continua e seja I um intervalo nao degenerado na reta,
isto é, um subconjunto conexo de R nao reduzido a um ponto. O intervalo I pode ser fechado,

aberto, semiaberto, limitado ou nao.
Definicao 3.1. Uma func¢ao diferencidavel ¢ : I — R™ chama-se solug¢ao da equagdo

dx

no intervalo I se:
(1) o grafico de ¢ em I, isto €, {(t,¢(t));t € I} estd contido em Q e

d
(17) d—f(t) = f(t,¢(t)) para todot € I. Set é um ponto extremo do intervalo, a derivada
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€ a derivada lateral respectiva.

A equagao (3.1) chama-se equagao diferencial ordiniria de primeira ordem e é

denotada abreviadamente por

¥ = f(t, )

Sejam f; : Q — R,i=1,...,n as componentes de f;p = (¢1,...,¢n) com @; : [ — R
é uma solugao de (3.1]) se, e somente se, cada ¢; é diferencidvel em I, (¢, 01(t),...,pn(t)) € Q

para todot € I e

( %(t) = filt,p1(D), -, enlt))
ngQ
— (0 = Lter0),. ea0)) (3.2)
dpn

() = fult,01(t), - - @a(t))

\ dt
para todo t € I.

Por esta rezao diz-se que a equagao diferencial ”vetorial” (3.1)) é equivalente ao sistema de

equagoes diferenciais escalares

d!L‘Z‘
dt

= filt,x1,...,2,),i=1,... n. (3.3)

Definigao 3.2 (O problema de Cauchy). Consideremos inicialmente dois exemplos.

(1) Q@ =1xR,f(t,x) = g(t), onde g é uma fun¢ao continua no intervalo I;¢ é uma
solugao de ' = ¢(t) em I se, e somente se,

o(t) =c+ /tg(s)ds

to

onde ty € I e ¢ é uma constante.
(2) Q=R?2 f(t,z) = 3x5. Para todo ¢ € R a fungao ¢. : R —» R dada por
(t—c)3 t>c
SOC(t) =
0, t<c
é uma solucao da equacao ' = 323 em [ = R, como se vé por verificagao direta das condigoes

() e (i7) da definigao (3.1)).

Mais a fungao constante ¢ = 0 também é solucao desta equagao. (ver imagem 3). Estes
exemplos ilustram o fato de que as equagoes diferenciais possuem em geral uma infinidade de
solugbes. Porém, no exemplo (1), por cada ponto de {2 passa uma tunica solugao, isto é, dado

um ponto (g, xg) € ) existe uma tnica solugao ¢ tal que p(ty) = xo.
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b | 0 G
x'=g( x'=3x3

Figura 4: Exemplo (1) a esquerda e (2) a direita.

O mesmo nao acontece no exemplo (2), neste caso para cada ponto da forma (ty,0) existe
uma infinidade de solugoes passando por ele. Sob hipdteses bem gerais sobre f por exemplo se,
fe % sao continuas em §2 existe uma, e s6 uma, solucao de num intervalo que contém 7T}
e tal que p(tp) = 9. Uma tal ¢ serd chamada de solugao do problema com dados iniciais
(to, o) para a equagao . Este problema é também conhecido como problema de Cauchy

e serd denotado abreviadamente por
' = f(t,x)
x(to) = X9-

Observagao 3.1. A equagao (3.4) € equivalente a equagao integral

z(t) = xg —l—/t f(s,z(s))ds. (3.5)

Isto €, se ty € I, uma fun¢ao continua ¢ : I — R™ cujo grdfico esta contido em ) é solugao

de (3.5)) se, e somente se, € solugdo de (3.4). Isto decorre do Teorema Fundamental do Calculo.

A equagao (3.1)) (ou (3.4)) admite a seguinte interpretacao geométrica, ilustrada na figura

R"a e(tx) e(t,x)

Figura 5: Interpretacao geométrica.

40



Definicao 3.3 (Aplicagao Lipschitziana com relagao a segunda variavel). Uma aplicagao
f:QCRxR" — R", chama-se Lipschitziana em 2 relativamente a segunda varidvel

ou, simplesmente, Lipschitziana, se existe uma constante k tal que,

[f(t,2) = f(t )< kle -y

para todos (t,x),(t,y) € . Uma constante k nestas condi¢oes chama-se de constante de

Lipschitz de f.

Lema 3.1 (Contragao). Se T' € uma contragao, entao T™(n € N) também é uma contragao.

Demonstracao: Usaremos a inducgao sobre n. para n = 1 nao ha o que mostrar. Suponhamos

que a afirmacao seja verdadeira para ng, ou seja,
d(T™x, T™y) < ad(z,y), para 0<a <1
Mostremos que a desigualdade vale para ng + 1.

d(T™ g, T y) < ad(z,y), para 0<a <1,

De fato,
d(Tmoty, Trotly) = d(T™(Tz), T™(Ty))
< ad(Tz,Ty)
< kiad(z,y), onde 0 <k <1.
Portanto,

d(T™ g, TV ) < kd(z,y), onde 0 <k <1 e k=k.
u

Teorema 3.1 (Teorema de Picard). Seja f uma fungdo continua e Lipschitziana com relag¢ao
a sequnda varidvel em Q = I, X By, onde I, = {t € R; |t —ty|< a}, By = {x € R"; |x — 20|< b}.

Se |f(t,x)|< M em €, entdo eziste uma unica solugdo do problema de Cauchy,

' = f(t,x)

.T(to) = X

b
]ou d = mli { ) _}
em onae « mimn-<a M
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IRl’l

Figura 6: Teorema de Picard.

Demonstragao: Seja X = C°(I,, By) o espaco métrico completo das fungdes continuas ¢ :
I, — By, com a métrica uniforme,
d(p1, p2) = supler(t) = (b))
€l

Para ¢ € X, seja F(y) : I, — R" definida por

t
OO =0+ [ fls.plo)ds, te
to
Assim, a correspondéncia ¢ — F(¢) define uma fungao F' com as seguintes propriedades:
1F(X) C X;

2)F™ é uma contragao, para n suficientemente grande.
Ou seja, F': X — X é uma funcao tal que F™ é uma contracao.
De fato, para todo t € I,, usando a propriedade de integral (3.2)) e o fato que |f(¢,z)|< M,

obtemos:

F()(t) — zo] = |20 + / £(5,0(s))ds — o

=| [ stssetoa] < [176s. 601

t
to

Portanto, como

|F()(t) = 2ol < b= F(¢)(t) € Blao, b] = By
Como f(p)(t) € Blzo,b] e f(p) é continua, resulta que,
F(o)(t) C X.
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Quanto a 2) para todo par (¢1,¢2) € X e todo n >0,

F(e)(t) — F(e2) (1) <

K™t — to|"

d(9017902)7 S [Ou

n!

(3.6)

onde K é a constante de Lipschitz de f. Vamos agora provar a desigualdade (3.6) por inducao
em n. Para n = 1, a desigualdade (3.6)) é valida, pois.

Flpn)(t) = Fl(@2)(0)

:F(

= lwo + / F(s.1(s
[ 165 or(spas - /:f(s,m(s))ds
/ F(s, (s
[ et - w2<s>lds\

IN

<

F(@z)(t)’

ds — xg — /t: f(s, @2(8))d8‘

— f(s, (s ‘ds‘

t
= kd(%a%@z)-/ ds = k|t — to|d(¢1, p2)-

Suponha verdade para n = mgy. Logo

Fo(00) () = P (2)(8)] <

to

Kot —

mo!

to|™o

d(<,01; 902)‘

Por fim mostremos que a desigualdade vale para n = mgy + 1. De fato,

Fro b (0)(8) = F™ () (1) =

to

/t £(s, F™(i01)(s))ds — / £(s, F™ (o) (s))ds

[ s ) = S P (5)] ds|

F(F™ (p)(t) = F(F™ (¢2) (1))

7o+ / F (5, F™ (02)(5))ds — 2o — / F (s, F™ (i22)(s))ds

Assim, usando a defini¢ao (3.2)) e o fato de f ser Lipschitziana com relagao a segunda variavel

temos que,

to

/ (s, F™ (o) (3)) — F(s, F™ (i02)(s))] ds

(s, " (p1)(s)) = [ (s,

[ K [Fon -

¢ Kmo.‘S — to‘mo

mo!

Fmo (,02

IN

F7 (p2)(5)]ds

<K

d(gpla 902)d3

d t
— K.Kmo.—((pl’ g02)‘ / |s — to|™ds]|.
mO! to
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Resolvendo essa integral pelo método de substituicao, temos

t
/ (s —tg)™ds
to

Seja u = (s — tg), du = ds, Logo

t=
t um0+1
/ u™ds =
tO m(] + 1

to=s

t
(t — to)™ot

N m0—|—1

_(t—tg)mot!
N mo + 1 ’

to

Portanto,

/t(s — to)mods — w' (37)

to m() + ].
Voltanto a desigualdade de inducao, segue que:

d(p1, ) [t —to]™"
m0! . mo + 1

P ) (6) = F7 () ()] = KK,

m ’t B to|m0+1
= K 0+1,m.d(§01,g@2).

O que mostra que a desigualdade vale para qualquer n € N e com t € I,,.

m m m t — to| ™0t
[ n)(8) = P (o) (1) < K oﬂﬁdm,m

Logo concluimos que,

Pt~ Frenn)] < 600, o)

Como |t — tp|< a, temos

n

[P (0 6) — F () (0)] < (o, 00)

n,n
Onde para n suficientemente grande — < 1. Pois esse é o termo geral de uma série cuja
n!
. ra ka)" . .
soma ¢ e". De fato note que ' < 1, pois a série
n!
(0.9}
eka _ Z (ka)n
n! ’
n=0
(ka)"

ka)"
é convergente. Assim, lim = 0. Logo existe ng € N tal que ( ') <1,V n > nyg.
n

n—oo nl !
Portanto, F™ é uma contragao em X, logo pelo Lema da Contracao (2.1), existe um tnico
¢ € X tal que F(¢) = p. De fato, o Ponto Fixo ¢ é de classe C! e isto prova o Teorema de

Picard. ]
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3.2 Aplicacoes em Equacoes Integrais

Finalmente podemos considerar o Teorema do Ponto Fixo de Banach para mostrar a

existéncia e unicidade para o teorema de equacoes integrais. A equagao integral do tipo,

b
£(t) — / £(t,€)a(€)de = vlt) (3.8)

é chamada equacao de Fredholm de segunda classe. Aqui [a,b] é um intervalo dado, x é
uma fungao em [a, b] e p é um parametro. O nicleo f da equagao é um funcao real definida em
G = [a,b] X [a,b] e v é uma funcdo real definida em [a, b].

Equacoes integraveis podem ser consideradas em varios espacos de funcoes. Aqui consideremos
a equagao (3.8) em C([a,b]), o espago de todas as fungdes continuas definidas no intervalo
J = |a,b] com a métrica d dada por:

d(z,y) = max|z(t) — y(t)]. (3.9)

teJ

Teorema 3.2 (Equagao Integral de Fredholm). Suponha que f e v em (@ sao continuas
1
em J x J e J = [a,b] respectivamente, e assuma que p satisfaz |u|< ﬁ) sendo ¢ a
clb—a

constante que limita a func¢do f. Assim, a equagdo @ possui unica solucao x em J. Esta

funcao z € o limite da sequéncia iterativa (xo,x1,...) definida em (2.5)), onde xo € qualquer

funcao continua em J e paran=0,1,....,n,...
EA
bl
G
al—
| >
a b t

Figura 7: Dominio de definicao de G do nticleo k na equacao integral de Fredholm, no caso de

um resultado positivo a e b.

Demonstragao: Para aplicarmos o Teorema do Ponto Fixo de Banach é importante lembrar
que C([a, b]) é completd'] Sejam v e f funcdes continuas entdo f é uma fungao limitada em G.
Logo,

|f(t,8)|< ¢, V(t, ) e G=J x J. (3.10)

Ver anexo
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Temos que (3.8]) pode ser escrita por x = Tz, onde

Ta(t) = o(t) + g / £t €)(€)de. (3.11)

Visto que v e f sao fungdes continuas, a equacao (3.11)) define um operador T : C([a,b]) —
C([a,b]). Mostremos que T' é uma contragao:

Temos que:

d(Tz,Ty) = max|Tx(t) — Ty(1)]
S

= maxoft) + [ (0 E)ol€)d —o6) ~ 1 [ F(t. e

teJ

teJ

— max | / F(t.€)x(€)de — / £t €)y()de

— max |u / (8 E)(€) — F(1,E)y(E)] de

teJ

Colocando f(t,€) em evidéncia, obtemos,

" / F(8.€)2(€) — F(1.E)y(E)] de " / £ [2(6) — y(©)] de

max = max
teJ teJ
b
~nhmax | [ (2.6 ot€) = w(6)]de

b
< Infmax [ 170, 9)l1o(6) - y(€)lde-

Usando o fato de f ser limitada, temos que,

= |pled(z, y) (b — a).

Esta desigualdade pode ser escrita na forma:
d(Tl’,Ty) < Qd(l‘,y), onde a = |,LL|C<b - a’)7

o que resulta, pela hipdtese de, |u|< , que T é uma contragao. Portanto pelo (T.P.F.B)
c

1
(b—a)
a equacao de Fredholm possui uma tnica solucao. [ ]
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Consideramos, agora a equagao integral de Volterra.

uw—u/Um@ﬂaﬁzvm,Mme (3.12)

A diferenga entre (3.8) e (3.12) é que em (3.8) o limite de integracao superior é uma constante,
e em (3.12) é uma varidvel, isto é essencial. De fato, sem nenhuma restrigao em g, podemos

agora seguir o teorema de existéncia e unicidade.

Teorema 3.3 (Equagao Integral de Volterra). Suponha que v em seja continua em
[a,b] e que o nicleo f seja continua na regiao triangular R no plano-t§ dado pora < & <t,a <
t <b,t € la,bl. Entio, para todo p a equagdao possui unica solugdo x em [a, b].

€A

b —

~Vv

Figura 8: Regiao triangular R do Teorema da equagao integral de Volterra, no caso positivo a

eb.

Demonstragao: Vejamos que pode ser escrita como x = Tx com T : C([a,b]) —
C(la, b)), definida por t

Ta(t) = o)+ [ (8 €)al)de (3.13)
Visto que f é continua em R e R é fechado e limitado logo é compacto, entao f é uma funcao

limitada em R digamos,

ft<e, V(L eER (3.14)

Usando (3.9), obtemos para Vz,y € C([a, b)), temos

]Tx@)—YE@ﬂ::HAt/(ﬂﬁﬁﬂx@)—y@ﬁwé

< Iu\cd(ﬂf,y)/ d¢

= |ule(t — a).d(z,y)-
Podemos ver que esta desigualdade é demonstrada de maneira analoga da Equacao Integral de

Fredholm. Mostremos agora por inducao que,

U= ), (3.15)

m m mm(
T (t) - Ty(0)| < e
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De fato, para m = 1 vale,

(t—a)
Ta(t) = Ty(t)| < ule™—"d(z,y).
Suponha que vale para um certo mg natural, logo

t—a)m
[ (t) — roy(n)| < o D ).

0-
Mostremos que também vale para my + 1. De fato, pela definicao de T e pela hipdtese de

indugao, temos

Tm°+1$(t) — Tm0+1y(t)‘ = T(Tmol’(t)) - T(Tmoy(t))’

— +M/ft§Tm° (€)dE — v(t) /ftﬁTmO (&)d¢

= [ s - [ o6

— I / F(EE)T™ () — T™y(€)]de

t
< el [ 1 OIIT™a(e) - Ty )l
= [ el E S e

= cmo+1m|mo+1_d(x’ ) /t(é —a)™d¢:

m()!

! mo _ (t_a’)mOJrl
/a<s—a> s =

Como ja foi mostrado,

Logo, fazendo a substituicao temos,

d(z,y) (t —a)™*!
m()! mo + 1
(t — a)mo-i-l

[T (e) — Ty ()| < oot

|m0+1 mo+1

= |p d(zx,y),

o que prova a desigualdade (3.15]). Portanto

t—a)™
17a(e) - 70| < e P i), vmen

como t € (a,b), temos (t —a) < (b — a), e podemos rescrever (3.15) na forma,

’me(t) - Tmy(t)‘ < \u\mcm(b;—awd(%y),

|
e considerando o méaximo de t € J, ficamos

(b—a)"
m _mm < m_m
rgleaJX‘T a(t) =T y(t)(_rglg\u\ " —d(@,y),
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e ficamos com a expressao,

onde
(b—a)"
m!

e L

Para qualquer p fixo e m suficientemente grande, temos «,, < 1, pois o crescimento de m! é
maior que o de (|u|c(b—a))™, quando m — oo. Desta forma 7™ é uma contracao em C([a, b])

e pelo Lema (2.1)), 7" possui um tnico ponto fixo. [ |
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Anexo

Teorema 3.4 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros

reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao: Ver [1]. n

Proposicao 3.1 (Derivada Limitada). Seja f : I — R derivdvel no intervalo aberto 1. Se

existe K € R, tal que |f'(z)|< k, Vo € I, entao, quaisquer que sejam x,y € I, tem-se
|f(2) = fW)< klz —yl.

Demonstracao: Ver [4]. n

Teorema 3.5 (Teorema do Valor Médio de Lagrange). Seja f[a,b] — R continua. Se

f € derivdvel em (a, b), entao existe c € (a,b), tal que

f(b) — fla)

fle) ==

Demonstragao: Ver em [1]. u

Exemplo 3.1 (Completeza do Espaco de Fungoes Continuas). O espaco das fungoes
C(la,b]) é completo.

Demonstragao: Ver em [3]. n

Proposigao 3.2. Seja f: A C R* — R integrdvel. Entao, |f(x)| € integrdvel e:

| [ 1@is| < [ 7@z

Demonstracao: Ver [5]. m
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