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RESUMO

A trigonometria no tridngulo retangulo tem sido apresentada sob auséncia de aplicagdes
contextualizadas, o que tem causado dificuldade na aprendizagem dos alunos, que por sua
vez, ndo conseguem identifica-la no seu dia-a-dia. No intuito de minimizar este problema, foi
desenvolvido nesta pesquisa um levantamento histérico, com aplica¢cdes contextualizadas
buscando uma insercdo do conteudo a realidade do aluno. Para isso, além do levantamento
historico e das aplicacdes, foram citados alguns conceitos e teoremas, assim como suas
demonstracdes que séo de grande importancia para o desenvolvimento da trigonometria no
triangulo retangulo, possibilitando uma melhor compreensdo do contetdo por parte do corpo
discente. A fundamentacdo tedrica estd nos autores: lezzi (1978); Boyer (1996);Guelli
(1996);Morey (2003); Pereira (2012); Costa(2013); dentre outros. Portanto,desejam-se
despertar o interesse do alunado pelo estudo da trigonometria no tridngulo retangulo, fazendo
um paralelo entre sua historia esituacfes-problemas,dando um sentido significativo ao ensino-

aprendizagem da trigonometria.

PALAVRAS- CHAVE: Trigonometria; Triangulo Retangulo; Aplicacdes



ABSTRACT

The trigonometry in the right triangle has been presented by the absence of contextualized
applications, that has caused difficulties in student learning, which in turn, can not identify in
their daily life. In order to minimize this problem, was developed in this research a historical
survey, with contextualized applications looking for an implantation of content to student's
reality. For this, besides the historical survey and applications, were cited some concepts and
theorems, as well as their statements that have great importance to the development of
trigonometry in the right triangle, allowing a better understanding of the content by the
students. The theoretical foundation is in the authors: lezzi (1978); Boyer (1996); Guelli
(1996); Morey (2003); Pereira (2012); Costa (2013); among others. Therefore, the desire is to
rise the interest of the students in the study of trigonometry in the right triangle, making a
parallel between their story and problem-situations, giving a significant sense in the teaching-
learning of trigonometry.

KEYWORDS: Trigonometry; Right Triangle; applications
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INTRODUCAO

O ensino da trigonometria no triangulo retangulo, deve estar de forma intrinseca
ligado as suas aplicagdes, sendo elas mais proximas possiveis do cotidiano do alunado, uma
vez que tal conteddo provoca nos mesmos um certo desconforto, que por sua vez, esta

expresso na dificuldade da aprendizagem do tema aqui pautado.

Considerando a natureza do objeto de estudo desse trabalho, foi proposto o0s
seguintes objetivos: Determinar os motivos que levaram ao surgimento da trigonometria no
triangulo retangulo; Conhecer o processo de desenvolvimento; Identificar os matematicos que
contribuiram para tal surgimento e desenvolvimento, assim comosuas contribuic@es; Aplicar

0 contelido a situagdes — problema voltados ao cotidiano do corpo discente.

Este trabalho encontra-se organizado em trés momentos distintos: “Capitulos II, III e
IV sendo respectivamente, o segundo capitulo um levantamento histérico sobre o surgimento
datrigonometria, no qual o enfoque maior foi o matematico Hiparco de Niceia, que foi
considerado o pai da trigonometria por ser pioneiro na elaboragédo de tabelas trigonométricas,
no terceiro capitulo € abordada algumas defini¢Oes e teoremas que sdo de grande importancia
na compreensdo da trigonometria no tridngulo retangulo, sdo demonstradas as relacGes
trigonométricas no triangulo retdngulo e seus angulos notaveis, como também, a relacdo
trigonométrica fundamental. Por fim, no quarto capitulo foi feito algumas aplicacGes

envolvendo situagdes- problema do cotidiano com trigonometria no triangulo retangulo.
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CAPITULO 1l

Neste capitulo sera apresentada uma explanacéo objetivando identificar o surgimento
e 0 desenvolvimento da trigonometria, sendo citados alguns matematicos que
contribuiramcom suas respectivas contribuicdes para o ramo da trigonometria, com foco

especial no triangulo retangulo.

2.1 HISTORIA DA TRIGONOMETRIA

A trigonometria surgiu e se desenvolveu no mundo antigo, a partir da necessidade de
sua aplicacdo a diversas areas do cotidiano, sendo elas, ligadas a astronomia, agrimensura,

construgdes e navegacao.

Os primeiros indicios da trigonometria surgiram no Egito e na Babil6nia através do
calculo de razdes entre nimeros e entre lados de tridngulos semelhantes. No Egito observa-se
esse estudo atraves do Papiro Ahmes que contém, aproximadamente, 84 problemas, e faz
menc¢des ao seqt (inclinacdo) de um angulo. Na Babildnia havia um grande interesse pela
astronomia por questdes de cunho religioso, assim como um grande envolvimento nas
conexBes com o calendéario e as épocas de plantio, os babildnicos sentiram a necessidade de
construir um calendario astroldgico, desenvolvido em 28 a.C., durante o reinado de Sargon, e
posteriormente construiram uma tabua de eclipses lunares, sendo esta elaborada a partir do
ano 747 d.C.

A primeira nomenclatura dada a trigonometria foi a trilaterometria, pois os antigos
egipcios e babildnicos conheciam teoremas sobre razdes de tridngulos semelhantes, além

disso, eram leigos no que diz respeito a medicdo de angulos.

Dada a falta, no periodo pré-helénico, do conceito de medida de
angulo, um tal estudo melhor seria chamado “trilaterometria”, ou
medida de poligonos de trés lados (trilateros), do que “trigonometria”,

a medida de partes de um triangulo. (Boyer.1996. p.108)
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Posteriormente passou a ser conhecida por trigonometria, palavra composta por trés
radicais gregos: tri (trés), gonos (angulos) e metron (medir), que tem por objetivo o célculo

das medidas dos angulos e lados de um triangulo.

Pela primeira vez, foi encontrado com o0s povos gregos um estudo sistematico de
relacBes entre angulos num circulo e os comprimentos das cordas que os subentendem, na
qual as propriedades das cordas eram as medidas de &ngulos centrais, ou inscritos em circulos,
sendo conhecidas dos gregos do tempo de Hipdcrates, cogitado que Eudoxo tenha usado
razGes e medidas de angulos para determinar o tamanho da terra e as distancias relativas do

sol e da lua.

A trigonometria bem como os demais ramos da matematica, ndo foi obra de um sé
individuo, nem de uma sO nagdo, também, vamos conhecer alguns homens e suas

contribuicGes para o surgimento e desenvolvimento da trigonometria,

2.2HIPARCO DE NICEIA

Hiparco foi um astrénomo, construtor, cartografo e matematico grego da escola de
Alexandria, nascido em 190 a.C. em Nicéia, foi considerado o fundador da astronomia devido
as suas contribuicdes para 0 nascimento e desenvolvimento da mesma, sendo a astronomia a
grande impulsionadora da trigonometria, visto que Hiparco estabeleceu uma ponte entre a
astronomia e a geometria, contribuindo significativamente para o nascimento da trigonometria

na Grécia.

Hiparco foi considerado o pai da trigonometria por ter sido o pioneiro na elaboracéo
de tabelas trigonométricas, sendo estas calculadas e usadas por ele na astronomia,

possibilitando ao mesmo elaborar um catalogo estelar.

Para construir as tabelas trigonométricas, utilizadas para medir
triangulos na terra relacionados com ocorréncia no céu, Hiparco
precisou usar o triangulo retangulo para calcular suas cordas, com o
objetivo de determinar as posicOes das estrelas e dos planetas usando
uma unidade de medida para arcos e angulos e um sistema de
coordenadas para localizar um corpo na esfera celestial.
(Pereira.2012.p.28).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Alexandria
http://pt.wikipedia.org/wiki/Niceia
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E cogitado que a tabela de cordas de Hiparco tenha grande contribui¢do no uso
sistematico do circulo de 360°, mas é possivel que ele tenha tomado de Hipsicles, que ja havia

dividido o dia em 360 partes sob influéncia babil6nica.

2.3CLAUDIOPTOLOMEU

Claudio Ptolemeu ou Ptolomeu,foi um cientistagrego que viveu em Alexandria, uma
cidade do Egito. Ele é reconhecido pelos seus trabalnos em matematica, astrologia,
astronomia, geografia e cartografia. Realizou também, trabalhos importantes em Odptica e

teoria musical.

Ptolomeu contribuiu significativamente para o desenvolvimento da trigonometria,
tendo como contribuicdo maior a influente obra trigonométrica da antiguidade “Syntaxis

2

Matematica” que significa “Sintese Matemdtica”, obra composta por treze livros de autoria
de Ptolomeu, passando a ser conhecida posteriormente, como “Almagesto” que significa “O
maior”, sendo esta colecdo, uma abordagem matematica do modelo grego do universo
analisando o movimento do sol, da lua e dos planetas. Outra grande contribui¢cdo dada por

Ptolomeu foi o seu teorema, o qual leva aos seguintes resultados:

sen(a+b) = sen(a). cos(b) + cos(a). sen(b);
sen(a-b) = sen(a). cos(b) — cos(a). sen(b);

cos(a + b) = cos(a). cos(b) — sen(a) . sen(b);

YV V V VY

cos(a - b) = cos(a). cos(b) + sen(a) . sen(b).
Por isso, essas quatro formulas sdo conhecidas também, como férmulas de Ptolomeu.

O circulo de 360° também recebeu suas contribui¢bes advindas de Ptolomeu, deve-se
lembrar que a divisdo do circulo em 360 partes veio desde a época de Hiparco, no entanto,
Ptolomeu subdividiu seus graus em sessenta partes “minutos”, sendo cada minuto

subdividido em sessenta partes “segundos”.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Cientista
https://pt.wikipedia.org/wiki/Cientista
https://pt.wikipedia.org/wiki/Cientista
https://pt.wikipedia.org/wiki/Alexandria
https://pt.wikipedia.org/wiki/Egito
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Astrologia
https://pt.wikipedia.org/wiki/Astronomia
https://pt.wikipedia.org/wiki/Geografia
https://pt.wikipedia.org/wiki/Cartografia
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%93ptica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_musical
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2.4 ARYABHATA

Aryabhatafoi um dos grandes astronomos e matematico da era classica da India,
sendo pioneiro e contribuinte de maneira relevante para o desenvolvimento da trigonometria
com o livro “Aryabhata-Siddhanta’, o qual definiu seno como a relacdo moderna entre a
metade de umangulo e a metade de uma corda, e entdo, definiu 0 cosseno, verseno e 0 seno

inverso.

Foi através dos trabalhos e estudos de Aryabhata que Robert de Chesterdeu 0 nome
de “seno e cosseno” a relacdo definida por Aryabhata, devido a uma tradugdo errdnea, visto
que, a tal relacdo foi dado o nome jivaque os arabes converteram em jiba, e Robert na sua
traducdo de arabe para latim o interpretou como sendo jaib, que por sua vez, significasinusem
latim, e seno em portugués, nao esquecendo que a sua contribui¢ao foi para a relagdo “metade
de um angulo e a metade de uma corda”, ou seja, a corda de 15° era a meia corda de 30°, a

corda de 30° era a meia corda de 60° e assim sucessivamente.

2.5PITAGORAS

Pitagoras foi umfilésofo e matematicogrego que nasceu em Samos, sendo ele um dos
maiores contribuintes para o desenvolvimento da matematica como um todo, e
consequentemente contribuiu significativamente com o desenvolvimento do ramo da
trigonometria, por sua vez, foi fundador de uma escola mistica e filosofica na Italia, cujos
principios foram determinantes para a evolucdo geral da matemaética e da filosofia ocidental,
sendo 0s principais temas: a harmonia matematica, a doutrina dos nimeros e o dualismo

césmico essencial.

Uma das maiores contribuicGes de Pitagoras foi a descoberta e demonstracdo do
“Teorema de Pitagoras”, que recebeu 0 Seu nome, embora haja cogitacdo e seja
frequentemente argumentado que o conhecimento do teorema seja anterior a ele. O teorema
de Pitagoras é uma relagdo matematica entre os comprimentos dos lados de qualquer triangulo
retangulo que por sua vez, afirma: “Em qualquer triangulo retingulo, o quadrado do

comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.”,

sendo este teorema demonstrado de diversas maneiras diferentes.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Astr%C3%B3nomo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%8Dndia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Filosofia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
http://pt.wikipedia.org/wiki/Misticismo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Filosofia_ocidental
http://pt.wikipedia.org/wiki/Rela%C3%A7%C3%A3o_%28matem%C3%A1tica%29
http://pt.wikipedia.org/wiki/Comprimento
http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo_ret%C3%A2ngulo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo_ret%C3%A2ngulo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo_ret%C3%A2ngulo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Quadrado_%28aritm%C3%A9tica%29
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Outra contribuicdo importante para a matematica, foi o desenrolar de numeros
irracionais, pois o primeiro nimero irracional a ser descoberto foi a raiz quadrada do nimero
2, que surgiu exatamente da aplicacdo do teorema de Pitagoras em um triangulo retangulo de

catetos valendo 1.

2.6TALES DE MILETO

Tales de Mileto foi um filésofo e matematico grego, nascido em Mileto na antiga
colénia grega na Asia Menor, atual Turquia, por volta de 623 a.C ou 624 a.C. Sendo ele
indicado como um dos sete sabios da Grécia Antiga. Tales foi o primeiro a introduzir a
geometria na Grécia, estudando retas e angulos e fazendo demonstra¢des rigorosas tais como:

» Os angulos da base do tridangulo isosceles tém a mesma medida;

» Se dois triangulos tém dois angulos e um lado respectivamente congruentes, entdo sdo
congruentes;

» Todo diametro divide o circulo em duas partes congruentes;

» A demonstracdo de que ao unir qualquer ponto de uma circunferéncia aos extremos de

um didmetro AB obtém-se um tridngulo retangulo.

Em seus estudos, Tales chegou a calcular o tamanho de uma piramide através do
comprimento da sombra projetada por ela, esses calculos eram feitos em um determinado
tempo, dependia do sol e do horario, pois ele fincava no chdo uma vara na vertical, e media o
comprimento desta vara, e em seguida, deduzia que no momento em que a sombra produzida
pela vara fosse igual ao seu comprimento, teria um triangulo retangulo e isésceles, semelhante
a outro triangulo retangulo e isosceles formado pela pirdamide e por sua sombra. Por
semelhanca de triangulo, ele deduziu que a altura da piramide é igual a sombra somado a

metade da base.

Dentre tantas contribuicOes e teoremas, 0 mais importante e mais conhecido é o
Teorema que recebeu o seu nome “Teorema de Tales” que afirma: “Feixes de retas paralelas
cortadas ou intersectadas por segmentos transversais formam segmentos de retas
proporcionalmente correspondentes “;sendo este baseado em dois conceitos: “Razdo entre

dois numeros” e “Triangulos Semelhantes”.
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CAPITULOIII

Neste capitulo serdo citadas algumasdefinicdes e teoremas que sdo de extrema
importancia para a compreensdo da trigonometria no triangulo retangulo. Em seguida, serdo
demonstradas as relagBes trigonométricas no triangulo retangulo e seus angulos notaveis,
assim como, a relagdo trigonométrica fundamental, para isso, serd usada a seguinte notacao:

—o

Para congruéncia “=” ; Para semelhanca

e 2

e para angulos “A, E...” de modo que a letra seja

acentuado indicando o angulo.

3. 1ITRIANGULOS SEMELHANTES

Dois poligonos sdo semelhantes quando satisfazem a duas condigdes: “Os angulos
internos correspondentes tém medidas iguais, ou seja, sdo congruentes.”E“Os lados

correspondentes sao proporcionais”.

Definicéo 1
Quando a razdo entre dois segmentos € igual a razdo entre outros dois segmentos,

diz-se que eles séo proporcionais

Como o triangulo € um poligono de trés lados tem-se:

A D

Figura 1 - Tridngulos Semelhantes
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] AE BC CA
Tem-seainda, — = — = —
EF FD
Logo,
AABC ~ ADEF

Porém, existem quatro casos em que € possivel verificar se dois tridngulos séo
semelhantes conhecendo apenas alguns de seus elementos.

1° Caso (L.A.L — Lado, Angulo, Lado)

Dois triangulos sdo semelhantes quando possuem dois lados correspondentes e 0s
angulos formados por eles congruentes.

Figura 2 — Triangulos Semelhantes: Caso L.A.L

Temos,

Dados dois triangulos AABC e AEFG, se AC =EF , A ~ E, AB =EG, entdo, AABC~
AEFG.

2° Caso (L.L.L — Lado, Lado, Lado)

Dois triangulos sdo semelhantes quando possuem os trés lados correspondentes
congruentes.
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\

R
e

Figura 3 — Triangulos Semelhantes: Caso L.L.L

Dados dois tridngulos AABC ¢ AEFG, se AC =EF,AEB =EG, e BC =FG, entao, AABC
~ AEFG.

3° Caso (A.L.A — Angulo, Lado, Angulo)

Dois triangulos sdo semelhantes quando possuem dois angulos congruentes e lado

entre os angulos congruente.

Figura 4- Semelhanca de Triangulos: Caso A.L.A

Dados dois tridngulos AABC e AEFG, se B ~ E, AB =EF,e A ~ F, entdo, AABC ~
AEFG.

4° Caso (L.A.A — Lado, Angulo, Angulo)

Dois triangulos sdo semelhantes quando possuem congruéncia do angulo adjacente

ao lado, e congruéncia do angulo oposto ao lado.
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F

Figura 5-Semelhanga de Tridngulos: Caso L.A.A

Dados dois triangulos AABC e AEFG, seAB =EF, A ~Ee C ~ G, entdo, AABC ~
AEFG.

A partir do 3° e 4° caso é possivel afirmarque se dois tridngulos possuem dois
angulos congruentes, entdo os triangulos sdo semelhantes.

3.2TEOREMA DE TALES

Enuncia-sea seguir, algumas definicdes necessarias para a compreensao do mesmo:

Definigdo 2
Duas retas sdo paralelas quando elas nunca se cruzam, mantendo sempre a mesma
distancia uma da outra.

Definicéo 3
Os angulos de inclinacdo de duas retas paralelas formados a partir de uma reta
transversal sdo congruentes.

Definicéao 4
Quando trés ou mais retas em um mesmo plano séo paralelas entre si, dizemos que
elas formam um feixe de retas paralelas
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Através de retas paralelas e transversais e do conceito de proporcionalidade Tales,

desenvolveu o Teorema a seguir:

Teorema 1
“Um feixe de retas paralelas divide duas retas transversais, de maneira que os segmentos

obtidos em uma sdo ordenadamente proporcionais aos segmentos obtidos na outra”

Demonstracao:Para provar a veracidade do teorema sera considerado dois casos: o 1° caso,
para o feixe de retas paralelas que dividem uma transversal em segmentos congruentes; o 2°
caso, para feixes de retas paralelas que dividem a transversal em segmentos com medidas

racionais e ndo congruentes.

1° Caso

Considere o feixe de retas paralelas a, b e ¢ , e as transversais 1’ ¢ s, em que AB=

EF,.Apresenta-se que A'B'=B'C’, ousegja,, = = ==1

:
[ns]
=
=

[=n]
!
=
¥

g/

/
f -

Figura 6 - Teorema de Tales : 1° Caso

Tragados os segmentos A'Ee B'F,paralelos a reta r, conforme figura a seguir, obtém-

se os paralelogramos ABEA’ ¢ BCFB’, com AB= EA' e BC= FB'. Com isso, e sabendo que

AB= BCconclui-se que EA= FB".
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&l -
/ -
allbllc

Figura 7 - Teorema de Tales: 1° Caso

Considerando as retas paralelas que contém os segmentos EA'e FB', e a reta

transversal r’, tem-se que os angulos EA’B’ e FBE’C’ sdo correspondentes, ou seja, EA’B’ =

FE’C’. De maneira analoga, considerando as retas paralelas b e ¢, e a reta transversal r’, tem-

se que os angulos A’E’E e B’C’F sdo correspondentes, ou seja, A’B’E = B’C’F.

allbllic

Figura 8 - Teorema de Tales: 1° Caso

Pelo caso LAA (lado, angulo e angulo oposto), tem-se que os triangulos AA’B’E

eAB’C’F sdo congruentes.
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Portanto, A'B'= B'C'e os segmentos ABe BC sdo proporcionais aos segmentos A'B'e

e
]
=
]

=1

3
o
o
9
2,
o

I

]
]
i3]
[y

2° Caso
Considere o feixe de retas paralelas a , b e c e as retas transversais r e r’. Apresenta

0s segmentos AB e BC que possuem medidas racionais, sdo proporcionais aos segmentos

AR oBC . AB _A®
eB’C’, ou seja, - = L.

[\,
/ L

Figura 9 -Teorema de Tales: 2° Caso

Dividimos o segmento ABem duas partes de medida m ( AB =2m ) e o0 segmento EC

em trés partes de medida m ( BC = 3m).

-
g

c

allblic

Figura 10 - Teorema de Tales: 2° Caso
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Pelos pontos que dividem os segmentos ABe BEC em partes de medida m, é possivel

tracar retas paralelas as retas a, b e c.

De acordo com o 1° caso, essas retas paralelas tragadas determinam em »’ segmentos

que possuem medidas iguais. Neste caso, € indicado esta medida porn.

&l &

fm n\
B/m n\ B’ b
fm n\
fm n\
[ m n\ 5

C/ i
allbllc

Figura 11 - Teorema de Tales: 2° Caso

Dessa forma AB _ = —e 2
"BC 3m 3 ®C 3m 3

Portanto os segmentos ABe BC sdo proporcionais aos segmentos A'B'e B'C’, ou seja,

|
=

=
¥ ]

3.3RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Um tridngulo é definido a partir das medidas de seus lados e de seus angulos,

respectivamente. Quanto aos seus lados, tem-se o “Triangulo Equilatero”,o “Triangulo

Isosceles”, e o “Triangulo Escaleno” , j4 com respeito aos seus angulos temos o “Triangulo

Retangulo”, o “Triangulo Acutangulo”, o “Triangulo Obtusangulo” e por fim o “Triangulo

equiangulos”. Porém, serd limitado ao Tridngulo Retangulo.
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Defini¢cdo5
O tridngulo € dito retangulo quando possui um angulo reto.

Neste caso, o lado oposto ao angulo reto é chamado de Hipotenusa, e os outros dois

sdo chamados de catetos. Apresenta-se a figura a seguir:

Figura 12 - RelagBes Métricas no Triangulo Retangulo

Sendo:
BC = a - Hipotenusa
AC = be AB = ¢ - Catetos

A hipotenusa é sempre o lado oposto ao angulo reto e correspondente ao maior
angulo do triangulo retangulo.

Agora, serd apresentado esse mesmo tridngulo com a altura relativa & hipotenusa
(AH = h).

Figura 13 - Relagbes Métricas no Triangulo Retdngulo
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Ao tragar a altura destacam-se trés triangulos retangulos, isto € AABC, AABH e

AACH. Veja que é possivel verificar que os tridngulos séo semelhantes entre si.

Inicialmente,considera-se 0s trés triangulos separadamente, o tridngulo AABC
indicado na figura 13, e os outros dois triangulosAABHe AACH abaixo representados,

retirados a partir da mesma figura.

A A
b
¢ h h
1] [
B H H C

Figura 14- Relacdes Métricas no Tridngulo Retangulo

Observando os tridngulos AABC e AAHC, tem-se BAC= AHC, pois s&o retoseACB

= ACH, pois sdo comuns aos dois triangulos. Portanto, AABC~AAHC.

Observando agora o AABC e AAHB, podemos notar que BAC=AHB, pois sio

retos,eABC=AEH, pois sdo comuns aos dois tridngulos. Portanto AABC~AAHC.

Como AAHC e AAHB sao semelhantes ao AABC, esses tridngulos sdo semelhantes

entre si, ou seja, AABC~AAHC~ AAHB.
A partir do que foi analisado pode-sechegar a seguinte definicéo:

Definicéo6
Em um tridngulo retdngulo a altura relativa & hipotenusa divide-o em dois outros

triangulos, que séo semelhantes ao maior e, consequentemente semelhantes entre si.

A partir da definicdo anterior, € possivel estabelecer algumas relagcbes entre as
medidas de seus lados. Para isso,6 necessario continuar usando letras mindsculas para

representar as medidas de seus lados.
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A
A
v
c// h \\
/ S
/
B //ﬂ m l:[‘_l n 7( \\ C

Figura 15 - Rela¢Oes Métricas no Triangulo Retangulo

Sendo:

a— Medida da hipotenusa;

b e c — Catetos;

h — Medida da altura em relacdo a hipotenusa;

m e n — Medidas das projecdes dos catetos sobre a hipotenusa, sendoa=m + n.

Como em triangulos semelhantes os lados correspondentes sdo proporcionais,

verifica-se o seguinte:

Em relacdo aos triangulos AABC ¢ AAHBpode-se retirar as seguintes relagfesda
figura 15:

b
= E,dai tem-se: a.h=b.c;

b
= E,daltem-se: a.m = c.c, portanto c2 = a.n;

b
=5 dai tem-se: c.h=b.m.

Em relacdo aos tridngulos AABC ¢ AAHC pode-se retirar as seguintes relagcdes da
figura 15:

b
E = ;,dal’ tem-se: a.n = b.b, portanto b2 =a.n;
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= %,dal' tem-se:a.h = b.c;

b
= dai tem-se: c.n=h.h.

Em relagdo aos tridngulos AAHB e AAHC,é possivel retirar as seguintes relacbes da

figura 15.
A
¢ h
B = H
Figura 16 - Rela¢Oes Métricas no Triangulo Retangulo
A
b
h
ol
H n e
Figura 17 - Rela¢Ges Métricas no Triangulo Retangulo
c h ,
— = — , daitem-se: c.n=b.h;
b n
h m ;
PR dai tem-se: h.h = n.m, portanto h2 = n.m
n

= E , dai tem-se:c.h=h.m.

=l W ¢
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3.4TEOREMA DE PITAGORAS

O teorema de Pitagoras é uma relacdo matematica entre os comprimentos dos lados
de qualquer tridngulo retangulo. Dentre inumeras demonstracBes, iremos demonstrar de

trésmaneiras diferentes.

Teorema 2
“Em qualquer triangulo retangulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa € igual a soma

dos quadrados dos comprimentos dos catetos. ”

3.4.1 - Demonstracao Classica
Dado o triangulo retangulo AABC, de catetos b e ¢ tem hipotenusa a, entdo a2 = b2 +

c2.

Considera-se um quadrado ABCD de lado b + c.Sobre os lados desse quadrado

destacam-se o0s pontos M, N, P, Q, como na figura a seguir, de modo que:
AM =BN=CP=DQ=b;

MB=NC=PD=QA=c.

D c P b

b

Q c

c N
b

4 p M c B

Figura 18 - Teorema de Pitagoras
Pelo caso de congruéncia LAL, os triangulos retangulos AQAM, AMBN, ANCP e
APDQ, sdo congruentes ao triangulo retangulo da hipo6tese. Tem-se ainda que, MN = NP =
PQ = QM = a. Isso implica que o quadrilatero MNPQ é um losango. Vamos mostrar que de

fato ele é um quadrado.

Suponha que os angulos agudos do tridngulo da hipdtese sejam: a e B.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Rela%C3%A7%C3%A3o_%28matem%C3%A1tica%29
http://pt.wikipedia.org/wiki/Comprimento
http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo_ret%C3%A2ngulo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Quadrado_%28aritm%C3%A9tica%29
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a B

b

G

Figura 19 - Teorema de Pitagoras

D

IQ S~

Figura 20 - Teorema de Pitagoras

Pela congruéncia dos triangulos AQAM, AMBN, ANCP e APDQ descritos acima, 0s
angulos agudos destes tridngulos retangulos medem ae 8, de acordo com a figura acima.

Como o + B = 90° segue que cada angulo interno do quadrilatero AMNPQ deve ser
reto. PortantoAMNPQ é um quadrado de lado a .Dai a area do quadrado de lado b +c é igual a

soma da area do quadrado de lado a com a area de quatro tridngulos retangulos de catetos b e

C.

Ou seja,
be
(b+CY:4E-+¥ = b?+ 2bc+ c*=2bc+a* = b2+ c2=a?

Logo, a2 = b2 + c2como queriamos provar.

3.4.2 - Demonstracao por semelhanca de triangulos:

Dado um triangulo AABCrepresentado na figura 15, de catetos b e ¢ e hipotenusa

a.A altura AH em relacdo a base BC, divide este tridngulo em dois outros tridngulos: AABH

e AAHC,
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A A
b
¢ h h
m = = n
B H H C

Figura 21 - Teorema de Pitagoras

Como os angulos agudos de um tridngulo retdngulo somam 90°, segue os triangulos
AABC, AABH e AAHC que possuem o0s mesmos angulos, logo sdo semelhantes.
Da semelhanca AABC = AABH tem-se:

BC BA a c
— = —= —=—>=¢2=ma
BA EH C m
Da semelhanca AABC ~ AAHC tem-se:
BC AC a b
— = — —=—->=Dpb2=na
AG HCG b n

Logo obtém-se:

b2+c2=pa+ma= b2+ c2=(n+m) a
Como n+ m = a; tem-se:
b2+ c2=aa=> b2+ c2=a?

Portanto fica provado que a2 = b2 + c2.

3.5RELACOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

As relagbes métricas no tridngulo retangulo abordadas anteriormente, limitam-se
apenas as medidas dos lados do triangulo. Agora, seré realizada uma abordagem que além de
envolver as medidas dos lados do triangulo retangulo, também envolvam as medidas dos

angulos internos do tridangulo.
Definigcdo 7
Denomina-se“Cateto Oposto”, o lado do Triangulo Retangulo que fica de frente ao

angulo.
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Definicéo 8
Denomina-se “Cateto Adjacente”, o lado do Tridngulo Retangulo que esta “vizinho”

ao angulo.

Considerandoo triangulo AABC, e determina-se quais s80 0s catetos oposto e

adjacente em relagdo aos angulosBeC.

A = B

Figura 22—Relacbes Métricas no Triangulo Retangulo

Em relagdo ao angulo B, tem-se que o lado AC = b é o seu cateto oposto, bem como,

o lado AB = ¢ € 0 seu cateto adjacente.

Em relagio ao angulo €, o lado AB = ¢ é 0 seu cateto oposto, bem como, o ladoAC =
b é o seu cateto adjacente.

Com respeito ao angulo reto A, o segmento oposto a ele é BC = a que por sua vez, é
denominado como hipotenusa.

Segue algumas relagdes trigonométricas.

Seno(sen) de um angulo é o quociente entre o cateto oposto ao angulo e a

hipotenusa.

) ~ b ~
Assim: senB= — :senC =
a

| O

Cosseno(cos)de um angulo é o quociente entre o cateto adjacente ao angulo e a

hipotenusa.

. A C ~ b
Assim: cosB= —:cosC= —
a a

Tangente (tg)de um angulo é o quociente entre 0s catetos oposto e adjacente ao

angulo.
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Assim: tgB = E;thA: =<
C b
Observa-se ainda que:
. sen B _ sen C
th: Eﬂsﬁ;tgcz cﬂSCﬂ

Pois, no A ABC, retangulo em A, tem-se:

senB = E; cosB= <
a a
Assim
b
sen E‘_ i_ 9
cosB c c
a
Mas,
=_ b
tgf = —.
C
Portanto :
A 5en E
tg B= cos HE-‘
. sen C )
Para mostrar quetgL’ = e faz-se de modo analogo.
cos

3.6ANGULOS NOTAVEIS

Sabe-se que as relacGes seno, cosseno e tangente ndo dependem unicamente das
medidas dos lados do triangulo retangulo, mas também, das medidas de seus angulos internos.
Realiza-se agora, o célculo de seno, cosseno e tangente de 30°, 60° e 45° respectivamente.

Observa-se o triangulo equilateroAABC, de lado /e altura h, sabe-se que num
triangulo equilatero, a medida de cada angulo interno é igual a 60° e a altura relativa a
qualquer lado coincide com a mediana e com a bissetriz.

Observe a figura a seguir e note que CH é a altura, mediana e bissetriz relativa ao

lado AB=/, note também que H é ponto médio de AB, entdo, AH = £

o "
r
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300300

60° 60°

Figura 23 — RelacGes Métricas no
Tridngulo Retangulo

Inicialmente seracalculado a altura h.

Tem-se AH= g ,CH= h = altura e CH 6 bissetriz de C _isto é CH divide 0 angulo C em dois

angulos de 30°.

Como o A AHC é retangulo, aplicando Pitagoras, tem-se a seguinte:

2 2 2
e (L) = 2 2. £ e 30 Lo 8
2 2 4 2

Agora, entende-se que h = # Observa-se o tridangulo AAHC e calculasen, cos e

tg de 30°:
Como C = 30°, tem-se:
B l
Cateto Oposto aC E Y 1
Sen 30°= : =sen 30°= = =sen 30°=— =sen 30°= —;
hipotenusa ! 2/ 2
3

Cateto Adjacente a C
Cos 30°= : =005 30°= —2— = cos30°= @ = cos 30° = ﬁ ;
hipotenusa 14 2/ 2
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l
Cateto Oposto a C - 2 o 20 300 1 300
°= — = = £ = - = —
Te 30 Cateto Adjacente aC ‘9 g\/§ =19 zg\/§ =1 \/§ =1
2
_\3
3
Agora, sera calculadosen, cos e tg de 60°:
Como A = 60°, tem-se:
~ V3
Cateto Oposto a A 2 3
Sen 60°= ) —sen 60°= —=— =sen60°= —;
hipotenusa 2
~ l
Cateto Adjacente a A 2 Y 1
Cos 60°= : =C0s 60°= = = c0s 60°= — = c0s 60°= —;
hipotenusa 2/ 2
_ 3 5
Cateto Opostoa A 2/~/3
° - 2 - —
= — = o= £ o= ——— °=43.
Te 60 Cateto Adjacente a A tg 60 4 =1960 2/ =1960 \/§
2

Para o calculo de sen, cos e tg de 45° toma-se um triangulo retangulo isosceles

AABC, de lado 7, e sabendo que os angulos da sua base medem 45°, calcula-se :

Figura 24 — Angulos Notéaveis

Inicialmente sera calculada a hipotenusa x em funcéo de ¢. Aplicando o Teorema de

Pitagoras tem-se 0 seguinte:
o= 02+ 12> x2=202= x= 02
Agora, sabe-se que x = / J2 Toma-se o triangulo AABC ecalcula-sesen, cos e tg de

459°:



Cateto Oposto a B ¢ 1 2
Sen 45°= : =sen45°= — —=sen45°= — =sen45°= —;
hipotenusa 02 V2 2
Cateto Adjacente a B /¢ 1 V2
Cos 45°= : =C0s45°= —— = c0s45°= — = c0os45° = —;
hipotenusa 02 J2 2

Cateto Oposto a B 450 Y 450 = 1
Te 45°= — —> = — = 1.
g45 Cateto Adjacente a B tg45 / = 1945

Desse modo, organizando os resultados obtidos em uma tabela, tem-se:

300 45° 60°
1 2 ."§
Seno - ye v
2 2 2
3 = 1
Cosseno v2 ve -
2 2 2
3 —_
Tangente “’? 1 V3

Agora mostra-se a Relagdo Fundamental da Trigonometria.
sen2a +cos?a =1

Considerando o triangulo retangulo dado na figura 23 e o angulo o = AB. Tem-se:

sen? o + cos? o =

Pelo Teorema de Pitagoras a* = b* + ¢#, dai

Ba

c?+ hz_

IIllIII
Il
=

B3

P

ac

(=]

2 2 a .
Logo, sen®a + cos®a = <+2 == =1, como se queria mostrar.
::|= 3“
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CAPITULO IV

APLICACOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Sabendo que o surgimento e o desenvolvimento da trigonometria deu-se a partir da
necessidade de suas aplica¢fes a diversas areas do cotidiano, sendo inicialmente aplicada a
astronomia, agrimensura e navegacgdo, que por sua vez sdo aplicagdes da trigonometria
esférica, contudo, neste capitulo serd realizado uma explanacdo de algumas aplicacOes

trigonométricas no triangulo retangulo.

4.1 APLICACAO 1

Com o objetivo de calcular a altura de um prédio, um topografo colocou seu
teodolito a uma distancia de 25 metros do prédio como mostra a figura abaixo, ao mirar o
topo do prédio ele verificou que fazia um angulo de 30°, apds calculada a altura do prédio, ele
percebeu que tinha desprezado a altura em que o teodolito estava, diante disto, ndo teria uma
altura exata do prédio. Determine a altura do prédio no primeiro momento desprezando a
altura do teodolito e, em seguida, calcule a altura exata do prédio, levando-se em consideragéo

que o teodolito esta fixo a uma distancia de 1,60m do chdo.

rm——————
|1 g
| M 1 p
B =]
h ?E l.—1‘ TR
| | __w \\
e »s
= — [ 300/ .
— IL—A‘—‘ ———————————————————————————— \__\cs‘.,j)
I 25 Y]
fial: 25m [ 1] 1.60m
}F—I,Jfl

Figura 25 — Aplicagdol



Solucéo:
Tem-se
_,3h=25V3

- 2543
— 3

Considerando V'3 = 1,73, tem-se:

43,25
h= 3 = 14,42m

Considerando a altura do teodolito, tem-se:

h=14,42+1,60
=h=16,02 m

39

Portanto, a altura do prédio desprezando a altura do teodolito € 14,42 metros, enquanto que,

levando em consideracéo a altura do teodolito é 16,02 metros.
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4.2 APLICACAO 2

Ao decolar, um avido sobe formando um angulo de 30° com a pista (horizontal). Na
direcdo do percurso existe uma torre de transmissdo de energiaelétrica situada a 2km do
aeroporto e com altura igual a 300 metros. Verifique se, mantendo o trajeto, 0 avido pode

colidir com a torre.

Figura 26 — Aplicagao 2

Considerando /3 2 1,73, tem-se:

x

h =

= 1,15km

Transformando em metros, tem-se:
h=1.15.1000 = 1150 m, isto &, o avido estara a uma altura de 1150 metros.

Portanto, mantendo-se o trajeto ndo havera colisdo do avido com a torre.
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4.3 APLICACAO 3

Um pescador quer atravessar um rio, usando um barco e partindo do ponto C. A
correnteza faz com que ele atraque no ponto B da outra margem, 180 m abaixo do ponto A.

Se ele percorreu 225 m durante a travessia, qual a largura do rio?

A B
—— TR e
largura ! ) I
do rio ' - correnteza
v d L
C

Figura 27 — Aplicagdo 3

Solucéo:
Considerando a largura do rio AC =x, e como BC =221 m e AB = 180m.

Aplicando o Teorema de Pitagoras, tem-se 0 seguinte resultado:
225% = x* + 1807

=50 625 = x% + 32 400
= x* =50 625 — 32 400
—=x? =18 225
=>x=135m

Logo, a largura do rio & 135 metros.
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4.4 APLICACAO 4

Uma pessoa na margem de um rio vé o topo de uma arvore na outra margem sob um
angulo de 60° com a horizontal. Quando recua 20m vé o topo da mesma arvore sob um angulo

de 30°. Desprezando a altura do observador, qual é a largura do rio?

Figura 28 — Aplicacdo 4

Solucéo:

Considere:
Altura da arvore = h

Largura do rio = X

Tem-se:
0 =
tg 30 (20+x)
V3_ h
3 (204%)

=3h=(20+x)\/3

_(20+x)43
3

=h metros.

Tem-se ainda que:

tg 600 = 2
X



| =

—+/3=
x

—h = /3 x metros

Como h = h. obtém-se:

= _(2o+x)+3

V3 X
3

=3+/3x =(20 + x)V/3
—34/3x=20V3 +/3x
—=3/3x-v3x=20/3
= 24/3 x = 20V3

_ 2043
243

=X

=X = 10 metros

Portanto, a largura do rio é 10 metros.
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4.5 APLICACAO 5

Um paraquedista salta de um avido quando este se encontra a 1 500m de altura.
Devido a velocidade do avido e da acdo do vento, o paraquedista cai conforme indica o
segmento PA, inclinado 30° em relacdo a PB, conforme demonstra a figura abaixo.A que

distancia do ponto P na qual o paraquedista saltou do avido esta o ponto A onde ele tocara o

solo?
T4
P
1500m
Figura 29 — Aplicagdo 5
Solucéo:
Considerando AP = x e PB = 1500m, tem-se:
1500 +2 1500
Cos300="—= =22
X 2 X
—+/3 x = 3000

__ 3000

+3

Racionalizando temos:

3000 2 2000432
=

NEE I

= 1000 /3

X =

Considerando '3 = 1,73,tem-se:

x=1000.1,73=1730 m



A distancia do ponto A ao ponto P é de 1730 metros.

4.6 APLICACAO 6
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Uma torre de transmissdo de TV de 60m de altura estd implantada num terreno

horizontal. Um cabo de tensdo vai desde o solo até ao ponto mais alto da torre e faz com o

solo um angulo de 45°. Qual o comprimento do cabo?

Solucéo:

—
60 V2 _ 60
sen 450 =—= — = —
X 2 X

—=/2x =120

Racionalizando tem-se::

120 /2 12042
XE=—F(—. %=

V2 T 2 2

=60 .v/2

Considerando v2 = 1,41, tem-se:

il ¥
A’QQ?
- s/

Figura 30 - Aplicacéo 6



x=60.141=423 m

Portanto, o comprimento do cabo é de 42,3 metros.

46



47

CONCLUSAO

Através de um levantamento histdrico, foi possivel identificar o surgimento e o
desenvolvimento da trigonometria, em particular no tridngulo retdngulo, assim como o0s
matematicos que contribuiram para tal, que por sua vez, tornaram relevante a parte historica

da trigonometria, possibilitando ao pesquisador compreender a importancia deste processo.

Vale salientar que desde o inicio a Trigonometria nao foi desprovida de aplicacGes,
muito pelo contrario, foi decorrente das necessidades da época que se deu tal surgimento. Isso

motiva a destacar em situacdes - problemas o contelido em questao.

Quanto ao seu desenvolvimento, conclui-se que foi um processo gradativo, com
contribuicdes de diversos matematicos, para isto, foram selecionados alguns conceitos e
teoremas e também, suas demonstracdes, que contribuiram significativamente para o processo
de desenvolvimento, servindo assim, de base, para entdo, compreender e abordar a

Trigonometria no Triangulo Retangulo.

Por fim, éenfatizado a importancia da aplicacdo contextualizada da Trigonometria no
Tridngulo Retangulo no processo Ensino-Aprendizagem.
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