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RESUMO

O ensino das matrizes muitas vezes € realizado desprovido de aplicacbes e
contextualizagdo. Esses fatores podem dificultar a aprendizagem deste contetido, uma vez
que o alunado ndo consegue perceber a utilizacdo das matrizes no seu cotidiano. Neste
trabalho mostraremos uma sintese da historia das matrizes e aplicacGes, apresentando a sua
evolucdo desde a sua origem até a sua definicdo atual. Reportar-nos-emos, a defini¢do de
matriz, representacdo, tipos, operagdes e propriedades além de abordar algumas aplicacdes
na resolucéo de situaces-problema do nosso cotidiano, como no comércio, na saude e nos
esportes. Tem-se por objetivo, mostrar tanto de forma algébrica como de forma pratica, a
aplicabilidade das matrizes. A fundamentacdo tedrica estd nos autores: Steinbruch (1987),
Boldrini (1980), Boyer (1996) e Catanas (2006). Com isso, espera-se despertar a satisfacao
em estudar as matrizes juntamente com sua historia, para isso, evidenciaremos o
verdadeiro significado de tal conhecimento tanto na matematica como em aplicacdes no

cotidiano.

PALAVRAS-CHAVE: Matrizes. Operacdes. Propriedades. Aplicagdes.



ABSTRACT

The education of the matrices many times is carried through unprovided of applications
and contextualization. These factors can make it difficult the learning of this content, a
time that the student does not obtain to perceive the use of the matrices in its daily one. In
this work we will show to a synthesis of the history of the matrices and applications,
presenting its evolution since the origin until the current definition. We will refer
ourselves, the definition of matrix, representation, types, operations and properties beyond
approaching some applications in the resolution of situation-problem of our daily one, as in
the commerce, the health and the sports. This is the objective, to show in such a way of
algebraic form as of practical form, the applicability of the matrices. The theoretical recital
is in the authors: Steinbruch (1987), Boldrini (1980), Boyer (1996) and Catanas (2006).
With this, one expects to awake the satisfaction in together studying the matrices with its
history, for this, we will in such a way evidence true the meaning of such knowledge in the
mathematics as in applications in the daily one.

KEYWORDS: Matrices. Operations. Properties. Applications.
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INTRODUCAO

O estudo das matrizes ndo deve ser um fim em si mesmo, mas sim esta intimamente
relacionado ao dominio de suas aplicacGes e que esses dois aspectos podem caminhar
juntos, através de uma andlise pautada na historia do surgimento das matrizes e na sua
aplicabilidade. Este conceito é formado por situa¢fes-problema. O que motivou esta
pesquisa: a compreensdo do surgimento das matrizes, o0 processo de desenvolvimento das
propriedades, operacOes e suas aplicacdes, podendo utilizar sua aplicabilidade na saude, no
comércio e nos esportes, por exemplo.

Este trabalho estd dividido em 3 capitulos: O primeiro estuda o surgimento das
matrizes e o inicio de sua teoria. Aqui demos enfoque ao inglés Arthur Cayley, que é
considerado “O Pai das Matrizes”. Para Cayley o surgimento das matrizes esta
intrinsecamente ligado as transformacdes lineares e na resolucdo de sistemas de equacdes
lineares. O segundo capitulo aborda a definicdo de matriz explicitando seus tipos,
representacédo, propriedades e operacdes, constando suas respectivas demonstracoes.

O ultimo capitulo retrata a aplicabilidade das matrizes nos setores ja apresentados.

A proposta central do trabalho € a integracdo da teoria na pratica.
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CAPITULO |

1. O SURGIMENTO DAS MATRIZES

1.1 A REFERENCIA MAIS ANTIGA AS MATRIZES

A referéncia mais antiga a matrizes data de aproximadamente do ano 2.500 a.C., no
livro chinés Chui-Chang Suan-Shu (Nove capitulos sobre a arte matematica). Este livro
apresenta problemas sobre mensuracéo de terras, agricultura, impostos, equacdes, etc. Um
destes problemas é resolvido com célculos efetuados sobre uma tabela, tais como

efetuamos hoje com as matrizes.

1.2 POR QUE O NOME MATRIZ?

O nome matriz s6 veio com James Joseph Sylvester, em 1850. Usou o significado
coloquial da palavra matriz, qual seja: local onde algo se gera ou cria. Com efeito, via-as
como “... um bloco retangular de termos... o que ndo representa um determinante, mas €
como se fosse uma MATRIZ a partir da qual podemos formar vérios sistemas de
determinantes...”. Neste pequeno trecho publicado na época, podemos perceber que

Sylvester ainda via as matrizes como mero ingrediente dos determinantes.

1.3 O INICIO DA TEORIA DAS MATRIZES

O inicio da teoria das matrizes remonta a um artigo de Cayley, de 1855, embora o
termo matriz j& tenha sido usado por Sylvester cinco anos antes. Neste artigo Arthur
Cayley salienta, que embora logicamente a no¢do de matriz procedesse a de determinante,
historicamente ocorrera ao contrario, pois em virtude de descobertas historicas posteriores,
alguns séculos antes de Cristo, onde as matrizes eram utilizadas de forma implicita na

resolucéo de sistemas de equagdes lineares.

Podemos citar varios matematicos que contribuiram para o desenvolvimento da
teoria das matrizes, a exemplo de James Joseph Sylvester (1814-1897), Benjamin
Peirce(1809-1880), Charles S. Peirce(1839-1914), no entanto daremos destaque ao “Pai”

das matrizes, o inglés Arthur Cayley.
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Cayley foi um dos primeiros matematicos a estudar matrizes, definindo a idéia de
operarmos as matrizes como na algebra. Descobriu a algebra das matrizes em 1857. Para
Cayley, as matizes surgiram a partir da ligacdo com a teoria das transformacoes.

Cayley introduziu as matrizes para simplificar a notacdo de uma transformacéo

linear. Assim, em lugar de:

{x':ax+by

_ Lo~ |a b ~
y'= cx+ dy escrevia €',y = L d} ¢y

A observacdo do efeito de duas transformacdes sucessivas surgiu-lhe a definicdo de
produto de matrizes. Dai chegou a ideia de inversa de uma matriz, o que obviamente
pressupde a de elemento neutro (no caso, a matriz identidade). Em um outro artigo, anos
depois, Cayley introduziu o conceito de adicdo de matrizes e o de multiplicacdo de
matrizes por escalares, chamando inclusive a atencdo para as propriedades algébricas

dessas operagoes.

Ao longo deste trabalho, faremos uma abordagem em relacdo as propriedades,
operacdes e também em relacdo aos tipos de matrizes conhecidas e estudadas até hoje,

mostrando algumas de suas variadas aplicacdes.

13



BIOGRAFIA DE ARTHUR CAYLEY

Matematico e astrbnomo de origem inglesa, nasceu em
Richmond, Surrey, a 16 de agosto de 1821. Filho de um
comerciante inglés que trabalhava em St. Petersburg, onde passou
parte de sua infancia na Russia, até que a familia retornou

definitivamente para a Inglaterra, em 1829. Estudou em vérias

escolas, onde se diplomou, em 1842, no Trinity College, de
Cambridge. Aos vinte e cinco anos ja havia escrito quinze trabalhos, o ultimo dos quais
encerra boa parte das idéias sobre que viria a debrucar-se em sua longa trajetéria

matematica.

Naquela época, os matematicos despertaram pouco interesse com respeito as suas
publicacdes, apesar de sua importancia no mundo cientifico. Sem emprego em Cambridge,
Cayley decidiu estudar Direito, disciplina a que se dedicou por quatorze anos, conseguindo
certa fama e lucros, o que lhe permitiu dedicar-se, posteriormente, a matematica. N&do
obstante, escreveu, durante o periodo em que advogava, nada menos de 250 ou 300

monografias, tratando de questfes matematicas.

Pela quantidade de trabalhos produzidos, Cayley sé encontra rivais em Euler e
Cauchy, sendo os trés mais proliferos no campo da matematica. Seus trabalhos de maior

importancia concentram-se na teoria dos invariantes e na geometria dos hiperespagos.

Em 1841, a invariancia foi a primeira a ser examinada, transformando-se em
conceito de especial destaque. A origem do estudo dos invariantes esta numa descoberta de
Lagrange, cujo resultado foi generalizado por Boole, em 1841, reconhecendo, Cayley, de
imediato o significado da descoberta, passando a estudar de modo sistematico as formas

algébricas e seus invariantes, relativamente a transformac6es lineares homogéneas.

Em 1854, Cayley é o primeiro a formular e definir de modo rigoroso a definigdo de
grupo, construindo o sistema de postulados que ainda hoje caracterizam a nogdo. Em vista

de ndo despertar muito interesse com respeito ao estudo de grupos, levando outros autores

14



a caracterizarem a nocdo com ligeira variante, inclusive, usando a palavra grupo de
maneira inadequada, tendo em vista o sentido técnico adotado universalmente, essa

formulacéo foi abandonada por um periodo muito longo.

Em 1858, é mostrado por Cayley que os quaternides ( um dos tipos de variedades
numéricas ) podem ser representados por meio de matrizes em que a, b, ¢, d sdo nidmeros
complexos, sugerindo que o trabalho de Hamilton , na pior das hipdteses, teria influenciado
Cayley e inspirado em suas pesquisas. Porém ele afirmou em seu depoimento, as matrizes
séo desenvolvidas ndo em torno dos quaternides, mas a partir da nocao de determinante, ou

seja, a partir do exame de sistemas de equacdes: o sistema X'=ax+b e y =cx +d, esta

a

No dominio da analise, devem ser salientados seus estudos sobre as funcdes elipticas

associado a matriz supracitada.

e abelianas, bem como suas pesquisas originais acerca das funcdes representadas por
integrais definidas. Seus trabalhos de mecénica celeste versam sobre temas também
originais, como a teoria das perturbacdes e o método de determinacdo das Orbitas

planetéarias.

Finalmente, em 1863, Cayley consegue ser nomeado professor em Cambridge,

onde se destacou ndo apenas como administrador, mas, também, como pesquisador.

No periodo de 1889 a 1898, Cayley publicou mais de novecentas memodrias,
abrangendo todos os ramos da matematica pura. Suas obras completas foram publicadas
em Cambridge, em 13 volumes, com o titulo " The Collected Mathematical papers of

Arthur Cayley ", ( Coletanea dos escritos matematicos de Arthur Cayley )

Cayley faleceu em Cambridge no dia 26 de janeiro de 1895, trés anos antes da

publicacéo total de suas obras.

15



CAPITULO 11

2. MATRIZES
2.1 DEFINICAO DE MATRIZ

Vejamos a tabela de elementos dispostos em linhas e colunas. Por exemplo, ao
recolhermos os dados referentes a altura, peso e idade de um grupo de 3 pessoas, podemos
disp0-los da seguinte maneira na tabela abaixo:

Tabela 1 - Dados pessoais

Nome | Altura (m) | Peso (kg) | Idade (anos)

PAULO 1,70 70 23
ANDRE 1,75 60 45
JOAO 1,60 52 25

Ao abstrairmos os significados das linhas e colunas, temos a representacdo disposta
da seguinte maneira:
170 70 23

175 60 45
160 52 25

E importante observarmos que em um problema em que o ndmero de variaveis e de
observacGes € muito grande, essa disposicdo ordenada dos dados em forma de matriz
torna-se absolutamente indispensavel.

Defini¢cdo: Chama-se de matriz de ordem m por n a um quadro de m x n elementos

(nimeros, polindmios, fungdes, etc.) dispostos em m linhas e n colunas como segue

abaixo:
[ dilr A2 a3 -+ din i
d21 d22 a3 -+ dz2n
Amnn =| @31 as2 ass -+ asn [=[a&j]mxn
_aml dm2 dm3 -+ dm nj|

16



2.2 REPRESENTACAO DE UMA MATRIZ

A matriz A pode ser representada abreviadamente por A= [uj:,i variando de 1 a m,
iI=(1, 2,34, ...m)ejvariandode 1an, j=(1, 2, 3, 4, ...,n).
Para que possamos entender melhor porque a matriz A pode ser representada por,
[uj devemos primeiramente fixar para i, por exemplo, o valor 1le a seguir fagamos j variar
sucessivamente de 1 a n, como segue:
il 12 a3 ... dain
Agora fixemos para i 0 valor 2, e facamos j variar de 1 a n, como segue:
a1 A2 az3 .. an
Em continuacao, fixemos para i o valor 3 e facamos j variar de 1 a n, como segue:
asl as2 ass ... asn
Repetindo o procedimento sucessivamente até que i atinja o valor m, teremos:
dml am2 am3 ... amn

Portanto temos a representacdo de uma matriz de m linhas e n colunas como segue a

matriz abaixo:

—a11 diz a3 - aln"
d21 d22 423 --- d2n
Ann=|as1 as2z as -+ asn|= kij mxn
_aml am2 ams --+ am |

2.3 TIPOS DE MATRIZ

Estudando as matrizes, podemos observar que existem algumas que, seja pela
quantidade de linhas ou colunas, ou ainda , pela natureza de seus elementos, tém
propriedades que as diferenciam de uma matriz qualquer. Além disso, estes tipos de

matrizes aparecem frequentemente na préatica e, por isso, recebem nomes especiais.

2.3.1 Matriz Quadrada
Quando o numero de linhas é igual ao nimero de colunas, tem-se uma matriz

quadrada, ou seja, (m=n).

17



_all diz a3 - aln_
d21 d22 d423 --- aAz2n
Ampn=]as1 as2 as -+ am
_aml dm2 dm3 - amn_
Exemplos:
2 3 6
B=|-9 -5 3 c= 0
R 13 2
2 1 -1

2.3.2 Matriz-coluna
A matriz de ordem n por 1 é uma matriz-coluna, ou seja, n=1.

ai
az
A=|as
_an_
[—2] _
0 N 2
Exemplos: B =| 3 C= i D=|-3
-2 0
L 8 _ B

2.3.3 Matriz-linha
A matriz de ordem 1 por n é uma matriz — linha, ou seja, m=1.

Azh a a - a

Exemplos:
A=fr 2 0 50 B=JO0 -5 -3 c=f -1

2.3.4 Matriz nula

A matriz em que aij= 0, paratodo i e j € uma matriz nula.

0 0O
A=
[ooo}

18



2.3.5 Matriz diagonal.
A matriz quadrada (m=n) onde aijj= 0, para i=#], isto €, os elementos que ndo estdo

na “diagonal” sdo nulos, é denominada matriz diagonal.

Segue exemplos:

1 0

0 -1
A=

0 O

0 O

o — O

_all
0
Amn=1]0
L 0
8 2
B=|0
0
0
-1

2.3.6 Matriz identidade quadrada.

A matriz quadrada (m=n) onde aij=1 e aj=0 para i=] € denominada matriz

identidade quadrada.

Amn =

Segue exemplos:

2.3.7 Matriz triangular superior

o ~ O

0
az22
0

l4

0
0
ass

o O o -

o O +— O

o O O

dmm

= O O O

A matriz quadrada onde todos 0s elementos abaixo da diagonal séo nulos, isto €, m=n

e aij =0, parai > j, € denominada matriz triangular superior.

19



_a11 diz a3 - aln_
0 a2 ax» --- an
Amxn: 0 0 3.33 M aSn
_0 0 0 amn_
Segue exemplos:
-1 2 3 -4
-1 2 0 15 -3
A= B=
0 5 0O 0 3 2
0O 00 -1

2.3.8 Matriz triangular inferior
A matriz quadrada onde todos os elementos acima da diagonal principal s&o nulos,

isto ¢, m=ne aij=0, para i < j, € denominada matriz triangular inferior.

an O o --- 0
a1 a2 0 -+ 0
Apn=las1 a2 ass --- 0
_aml dm2 adm3 - 0_
Segue exemplos:
-2
1 L s 00
A=[-2 1 B=|
-6 3 20
4
1 -2 2 3

2.3.9 Matriz simétrica

A matriz onde m=n e aij=aji, € denominada matriz simétrica. Segue exemplos:

g 11

A=|-1 2 0 B=
3 -1 0 7 -5
4 3 -5 -1

2.3.10 Matriz oposta
A matriz onde A =-A, isto é aij = -aij, € denominada matriz oposta.

Segue exemplos:

20



= L emeen=7 7]
Se A= entdo (-A) =
-3 -1 3 1

2.4 OPERACOES E PROPRIEDADES DAS MATRIZES

Nessa secdo trataremos acerca das operacOes e propriedades das quais as matrizes
sd0 munidas: a adicdo de matrizes, a multiplicacdo de matrizes por um escalar e

multiplicacdo de uma matriz por outra matriz.

2.4.1 Adicdo de matrizes
Definigdo: A soma de duas matrizes de mesma ordem An= hi € Boxn= i, é uma
matriz mxn, que denotaremos A + B, cujos elementos sdo somas dos elementos
correspondentes de A e B, isto é:
A+B= llij + bjj :mxn
Demonstracdo: Como A e B € My ,A + B € My, adicionalmente:
A+B)j= hi + bi_
= lljj +bij:
Como aije bij € Mpxn, € Mnxn é fechado em relacdo a adicdo, isto €, € Muyy, , entdo
llij-l—bij:e Minxn-
2 -3 -2

4 1 -1

1 0 -2
Exemplo: Dadas as matrizes A = [5 3 J eB= [

] qual a matriz C

talque C=A+B?

c= {1 0 —2} . {2 -3 —2} _ {3 -3 _4]IogoC: {3 -3 —4}

53 -1 4 1 -1 9 4 -2 9 4 -2
2.4.1.2 Propriedades da adigéo de matrizes

A seguir, mostraremos as propriedades que sdo validas para a aritmetica matricial.
Elas sdo muito semelhantes aquelas que sao validas para os nimeros reais.

Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem mxn, temos as seguintes propriedades
da operacéo da adicdo de matrizes:

N)A+(B+C)=(A+B)+C

Demonstracdo: Como A, Be C € Mpx, entdo A + (B + C) e (A + B) + C estéo

definidas, logo:

[A+ (B + C)Jjj=aj+ (B +C)
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= ajj + (b5 + cij)

= (aij + by) + Cj

(porque a adicdo é associativaem R
= (A +B)j * = [(A + B) + Clj;

1 0 -5 0 -2 -3
Exemplo: Dadas as matrizesA=|-4 -2 -3|B=|2 1 2 |e
1 3 4 3 2 4
1 -2 -5
C=(1 10 -1, verifiguequeA+(B+C)=(A+B)+C.
0 4 -4

0 -2 -3 1 -2 -5 1 -4 -8
Somando B+ C,temos: |2 1 2 (+|1 10 -1(=(3 11 1
3 2 4 0O 4 -4 3 6 0
Realizando a soma da matriz A com a matriz resultante da soma A + B, temos:
1 0 -5 1 -4 -8 2 -4 -13
A+B+C)=|-4 -2 -3|+|3 11 1 |=|-1 9 -2
1 3 4 3 6 0 4 9 4
1 0 -5 0 -2 -3 1 -2 -8
Somando A+ B, temos: | -4 -2 -3|+|2 1 2 |1=|1-2 -1 -1
1 3 4 3 2 4 4 5 8

Realizando a soma da matriz C com a matriz resultante da soma A + B, temos:
1 -2 -8 1 -2 -5 2 -4 -13
(A+B)+C=|-2 -1 -1|+|1 10 -1|=|-1 9 -2
4 5 8 0 4 -4 4 9 4
Logo: A+ (B+C)=(A+B)+C.
i)A+B=B+A
Demonstracdo: Como Ae B € Mpx, entdo (A+B)e (B + A) estdo definidas, logo:
(A + B)ij = ([aj ]+[bi)
= ajj + by
= bij + &
(porque a adicdo é comutativaem R)
= [bi] + [as]
= (B + A);
22



-1 2 -3 0
Exemplo: Dadas as matrizes A{ } eB :{ 4 2} , verifique se A+B=B +A.

-5 0
-1 2] [-3 0] _[-4 2]
Somando A + B, temos: + =
-5 0 4 -2| [-1 -2
-3 0 -1 2] [-4 2]
Somando B + A, temos: + =
4 -2] |-5 0] |-1 -2

Logo:A+B=B +A.
iii) A+ 0 =A, onde O ¢é denota a matriz nula de Mmyn,,

Demonstragéo: Seja A € Mpxn € B = Opxn € Mpxn. Entéo:

(A + B)ij =( [aij ]+[bi])

= [a;]+[0]
(porque 0 € o elemento neutro da adi¢cdo em R)
= [ay ]
= (A)jj
) -4 -2 00 e
Exemplo: Dadas as matrizes A = { L 0 } eB= {0 O} , verifiquese A+ 0=A
-4 -2 00 -4 2
Somando A + 0, temos: + =
-1 0 00 -1 0
Logo: A+0=A
iv)A+(-A)=0

Demonstragéo: Seja A = fi € Muxne B= Bi_€ Muxn tal que by = - aj, i = 1, ...,m;

..., N. Entdo:

(A + B)i= ([aj; ]+[bi])
= [a; + by]
= [aij, + (—ai)]

(porque V a € R, dbeR:a+b=0ea=-b)

Exemplo: Dadas as matrizes A = {

1
J , verifiguese A+ (-A) =0

Devemos encontrar a matriz oposta de A, que é:

A=y )
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-2 1 2 -1 00
Somando A + (-A), temos: + = ,
-3 -1 3 1 00

Logo: A+ (-A)=0

2.4.2 Multiplicacdo de um escalar por uma matriz

Definicdo: SejaA= i € Muxne 4 € % um escalar. Define-se o

produto de A por A e denota-se por A-A (ou AA) a matriz B = bij :e Mmxn ,tal que ajj = Abjj
v (i,)e{l,...m}x{1,....n}.

2.4.2.1 Propriedades da multiplicacdo de um escalar por matriz
Dadas as matrizes A, B € Mpxn€4 € R um escalar, temos as seguintes propriedades
da multiplicacdo de um escalar por uma matriz.
i) L (A +B)=%A+AB
Demonstracéo:
(A (A +B))i= A [(a + bjj )]
= [A (& + byj )]
= [ ajj + A byj]
= [\ ;] + [\ by
= [ag] + A [by]
= (AA)ij+ (AB)jj

-1 2 0 -5
Exemplo: Dadas as matrizes A = { 4 3] B :{ ! } A =-2, calcule A (A + B).

{—1 2} {O —5} {—1 —3}
(A+B)= ¥ =
-4 3] |2 1| |-2 4

-1 -3
A(A+B)=(-2) s 4:|

A A+ B)=(2)] DD (—2)(—3)}
((-2)(-2) (-2)4

2 6
e[ %]

i) 0+ 2)(A) =LA+ 1 A
=[O+ w) ay]
=[hai + pai
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=[Aaj ] + [ 1 aijl
=\ [ay] + 1 [aq]
= (AA)ij+ (1A

2
Exemplo: Dadas as matrizes A = { } A=-2e u=1,calcule (A + 1 )A.

~4 3

-1 2
A+ u)A=(-2+1) {_4 3}

-1 2
O+ 1)A= (D) {_4 3}

oo oa= [CO1 (—1)(—2)}

(D4 (-D(=3)

-1 2
(A +p)A= 4 3}

i) (b g )A =W A)

Demonstracéo:
@A)y =2 (u i)

=\ [nai]

= [(M) @il ]
= (Mgl ai]
= (M)A

{1 2 3 }
Exemplo: Dadas as matrizesA=| 5 -2 —4|,A=-2e u=-2,calcule (A zz)A.
1 0 3

-1 2 3
(A 1)A=[(-2).(-2)] {5 -2 —4]

1 0 3
1 2 3
Au)A=(-4)|5 -2 —4
1 0 3

A)A=l (45 (42 (44

-4n (40 (43

D) 42 (43 }



4 -8 -12
Au)A=|-20 8 16
-4 0 -12
iv) LA=A
Demonstracéo:
1A= [lij:
1A= Jai

1A= @3

Exemplo: Dada a matriz A = { 3

2
4} ,mostreque 1. A=A

1.A=A

{1.(—1) 1.2} {—1 2}
=A> =A

1.(-3) 14 -3 4

2.4.3 Multiplicacdo de matrizes
Definicdo: Sejam A= i mneB = s e, definimos AB = v e

onde

n
Cuw = Z aukv = autbay + - - - + aunbny
k=1

Observacoes:

1) S6 podemos efetuar a multiplicacédo entre duas matrizes A my, € Bixp Se 0
namero de colunas da primeira for igual ao nimero de linhas da segunda,
isto é, n =I. Além disso, a matriz —resultado C = AB sera de ordem mxp.

2) O elemento c;; ( i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz-produto) € obtido,
multiplicando os elementos da i-ésima linha da primeira matriz pelos
elementos correspondentes da j-ésima coluna da segunda matriz, e somando
estes produtos.

Exemplo 1:

21+10 2(-1)+14 2 2
4 2|. {0 4}: 41+20 4(-)+24|=|4 4
51+3.0 5(-1)+34 5 7
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Exemplo 2:
2 1

[1_}42
0 4]
5 3

N&o é possivel efetuar esta multiplicacdo, porque o nimero de colunas da primeira

matriz é diferente do nimero de linhas da segunda.

2.4.3.1 Propriedades da multiplicacdo de uma matriz por outra matriz
Dadas as matrizes A = i mxp, B= Bi mxps C= B s D= i g € E = P g €
A € R, temos as seguintes propriedades da multiplicacdo de uma matriz por outra.
i) (A +B) C =AC +BC (distributividade a direita)
Observemos que A = [uj :mxp, e B = iij :mxp tem a mesma ordem, ou seja, mxn e
C= [jk :pxq, de ordem pxq, pelo que (A + B) C e AC + BC tem ordem mxg.
p

((A+B)C)ik = Z(A+ B)iiCik

=

p
= Z (@i + bij)Cik
i1

p
= Z aiiCik + biiCjk
=

= (AC)i + (BO)i
i) A(C+ D)= AC + AD (Distributividade a esquerda)
Demonstragdo: Observemos que A = luj :mxp, C= lij:pxq eD = I’jk:pxq, pelo que

A (C + D) e AC + AD tem ordem mxg.

(A(C+D)k= Zp:aij(c + D)jk

p
= z aij(Cik + dik)
i1

= aiCik + aijdik
= (AC)ik+ (AD)ik
iii) (AC) E = A (CE) Associatividade
Demonstragdo: Observemos que (AC) E e A (CE) sé&o de mesma ordem, ou seja,

mxn.
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(AC)E)i = i(AC)ikekl

k=1

1
[
=
2
[a)
@

= (A(CE)n
iv) 1@D =€@AD=A€D_

Demonstracéo:

- p
A @\D ik = ﬂz aijdi

=1

k=l

= (Aaij)di

—
Il
[N

p
Z(ﬂA)ijdjk
-1

¢AQ;

Mas também,

p p -
ﬂ,z aijdik = Z aij Qdi B
i1 i1

v) Em geral AB = BA, ou seja, a comutatividade em relagdo ao produto de matrizes

ndo se aplica a todos 0s casos, como segue contra-exemplo a seguir.

1 -1 1 1 2 3
Sejam A=|-3 2 -1|eB=|2 4 6
-2 1 0 1 2 3
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0 0O -11 6 -1
Entdo: AB=|0 0 O|e BA=|-22 12 -2|,logo AB=BA
0 0O -11 6 -1

Note ainda que AB=0, sem que A=00u B =0, logo dadas duas matrizes A e B, se

0 produto delas for a matriz nula, ndo é necessario que A ou B sejam matrizes nulas.
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CAPITULO 11

3. ALGUMAS APLICACOES DAS MATRIZES

Neste capitulo abordaremos algumas aplicagdes das matrizes. Observe a situacéo a

sequir.

3.1 Matrizes e consumo.

Um empresario oferece mensalmente alimentos a dois orfanatos. Para o 1° sdo
doados 25 kg de arroz, 20 kg de feijao, 30 kg carne e 32 kg de batata. Para o 2° orfanato
séo doados 28 kg de arroz, 24 kg de feijao, 35 kg de carne e 38 kg de batata.

O empresario fez a cotacdo de precos em dois supermercados. Veja a cotacdo atual,

em reais.

Tabela 2 - Cotagdo

Produto | Supermercado A | Supermercado B
Arroz 2,00 2,00
Feijao 3,00 2,40
Carne 12,00 14,00
Batata 1,60 1,20

Determine o gasto mensal desse empresario, por orfanato, supondo que todos os
produtos sejam adquiridos no mesmo supermercado e que este represente a melhor op¢éo
de compra.

Com a matriz A vamos representar a compra dos produtos para os dois orfanatos:

2,00 2,00
300 2,40
~ 112,00 14,00
160 120

Vamos calcular o gasto mensal do empresario nas quatro situacdes possiveis:
Com o 1° orfanato:

Supermercado A =25.2,00 +20. 3,00 +30.12,00 +32. 1,60 =521,20
Supermercado B =25 .2,00 + 20 . 2,40 + 30 . 14,00 + 32 . 1,20 = 556,40

Com o0 2° orfanato:
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Supermercado A =28.2,00+24.3,00+35.12,00 +38. 1,60 =521,20
Supermercado B =28 .2,00 +24 . 2,40 + 35. 14,00 + 38 . 1,20 = 556,40

521,20 556,40}

Esses valores podem ser representados na matriz C =
608,80 649,20

Portanto a melhor opgéo é comprar no supermercado A.

Na situacdo exposta inicialmente, fizemos a utilizacdo da multiplicacdo entre
matrizes na resolucao da questdo. Na forma matricial, temos:
[25 20 30 32

, que representa a quantidade de alimentos comprados, sendo
28 24 35 38

que a 12 linha corresponde a quantidade de alimentos do 1° orfanato e a 22 linha

corresponde a quantidade de alimentos do 2° orfanato.

2,00 2,00
. 3,00 240 .
A matriz B = representa os precos praticados em cada supermercado,
12,00 14,00
160 1,20

sendo que a 12 coluna corresponde aos pregos praticados no supermercado A e a 22 coluna
corresponde aos precos praticados no supermercado B.

Realizando a multiplicacdo AB, temos:

200 2,00

25 20 30 32]|300 240

[28 24 35 38} 12,00 14,00|
160 1,20

__25.2,00+20.3,00+30.12,00+32.1,60 25.2,00+20.2,40+30.14,00+ 32.1,20
__28.2,00+24.3,00+35.12,00+38.1,60 28.2,00+24.2,40+ 35.14,00 + 38.1,20

[521,20 556,40
608,80 649,20

3.2 Matrizes e saude.

Uma nutricionista recomendou aos atletas de um time de futebol a ingestdo de uma
quantidade minima de certos alimentos (fruta, leite e cereais) necessaria para uma
alimentacdo sadia. A matriz D fornece a quantidade diaria minima (em gramas) daqueles
alimentos. A matriz M fornece a quantidade (em gramas) de proteinas, gorduras e

carboidratos fornecida por cada grama ingerida dos alimentos citados.
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200 0,006 0,003 0,108
D= | 300 M= 10,001 0,035 0,018
600 0,084 0,052 0,631
Escrever a matriz que mostra a quantidade diaria minima (em gramas) de proteinas,
gorduras e carboidratos fornecida pela ingestdo desses alimentos.
Para determinar a quantidade diaria minima (em gramas) de proteinas, por exemplo,
devemos multiplicar a quantidade de proteina fornecida por cada alimento pela quantidade

diaria minima dos alimentos e depois somar os valores, ou seja:
0,006.200+ 0,033.300 +0,108.600

frutas leite cereais

O mesmo ocorre com as gorduras e carboidratos.
Esses valores sdo obtidos a partir do produto entre as matrizes M e D.
Assim, a matriz que mostra a quantidade minima (em gramas) de proteinas e

carboidratos € dada pela multiplicacao :

0,006 0,003 0,108 ||200| |0,006.200+ 0,033.300+ 0,108.600 75,90
0,001 0,035 0,018 ||300 |=|0,001.200+0,035.300+0,018.600 |=| 21,50
0,084 0,052 0,631||600| |0,084.200+0,052.300+0,631.600| |411,00

Assim, as quantidades sdo: 75,9 g de proteinas, 21,5 g de gorduras e 411 g de
carboidratos.

3.3 Matrizes e esporte.

Durante a primeira fase da copa do mundo de futebol de 1998 o grupo A era formado
por 4 paises: Brasil, Escécia, Marrocos e Noruega. Observe os resultados (nimero de

vitdria, empates e derrotas) de cada um dos, registramos em uma tabela.

Tabela 3 - Grupo A

Vitoria | Empate | Derrota
Brasil 2 0 1
Escocia 0 1 2
Marrocos 1 1 1
Noruega 1 2 0

De acordo com a tabela acima, temos a seguinte matriz A de ordem 4x3.
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2
0
A=

N P - O
oSO P N

1

1
Pelo regulamento da copa, cada resultado (vitdria, empate ou derrota) tem pontuacdo

correspondente (3 pontos, 1 ponto ou 0 ponto). Veja esse fato registrado em uma tabela.

Tabela 4 - NUmero de pontos

Vitéria | 3

Empate | 1

Derrota | O

De acordo com a tabela acima, temos a seguinte matriz B de ordem 3x1.

3
B=|1
0
Terminada a 12 fase, a classificacdo foi obtida com o total de pontos feitos por cada
pais. Essa pontuacdo pode ser registrada numa matriz que é representada por A.B (produto
de A por B). Veja como € obtida a classificacédo:
Brasil 2.3+0.1+1.0=6
Escécia 0.3+1.1+2.0=1

Marrocos 1.3+1.1+2.0=4
Noruega 1.3+2.1+0.0=5

Realizando a multiplicacdo AB, temos:

2 01 3 2.3+0.1+1.0 6
01 2 0.3+1.1+2.0 1
AB = 11= =
111 0 1.3+1.1+2.0 4
1 20 1.3+2.1+0.0 5

Logo o Brasil conquistou 6 pontos, a Escdcia 1 ponto, o Marrocos 4 pontos e a

Noruega 5 pontos.

3.4 Matrizes e comércio.

Sejam as tabelas 5, 6 e 7 de uma livraria.
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Tabela 5 - Quantidade de livros

Edicéo luxo | Edicéo bolso
Livro A 76 240
Livro B 50 180

Tabela 6 - Preco em (R$)

Regular | Oferta

Edigéo luxo 8 6
Edicéo Bolso 2 1

Tabela 7 - Valor arrecadado em (R$)

Regular | Oferta
Livro A | 720,00 | 440,00
Livro B | 560,00 | 340,00

Supondo que todos os livros A foram vendidos ao preco regular e todos os livros B
foram vendidos ao preco de oferta, calcule a quantia arrecadada pela livraria na venda de
todos esses livros. Ainda utilizando as tabelas 6 e 7, calcule a quantidade de livros vendida
para a referida arrecadacéo.

Para a primeira questdo, vamos calcular a matriz quantidade x prego, como segue

abaixo:

76 240||8 6 1088 696

[50 180} {2 1}: {760 480}

Entdo, como todos os livros A foram vendidos ao preco regular de R$ 8,00 e
R$ 2,00 temos um montante de R$ 1088,00 e como todos os livros B foram vendidos ao
preco de oferta de R$6,00 e R$ 1,00, temos um montante de R$ 480,00, logo o valor

arrecadado foi de R$ 1.568,00.

Para a segunda questdo temos o seguinte modelo para a referida arrecadacéo:
a b|{8 6| |720 440
c d||2 1] 560 340

Realizando as operagdes pertinentes, temos:
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8a+2b=720 (i)
6a+b=440 (ii)
8c+2d =560 (iii)
6c+d =340 (iv)
Resolvendo-se (i) e (ii), temos:
8a+2b =720
{—12a —2b =-880
—4a=-160—=>a=40
Substituindo a=40em (ii), temos:
6.40+b =440 = b = 440- 240 = b = 200
Por outro lado, resolvendo-se (iii) e (iv), temos:
8c +2d =560
{— 12c-2d =-680
—4c=-120=c=30
Substituindo ¢ =30em (iv), temos:
6.30+d =340=d =340-180=d =160
Ent&o neste caso foram vendidos:
40 livros A (Regular) — Edicéo Luxo
200 livros A (Oferta) — Edicdo Bolso
30 livros B (Regular) — Edig¢éo Luxo
160 livros B (Oferta) — Edicéo Bolso

3.5 Matrizes e endocrinologia.

Para que vocé conheca o0 gasto caldrico aproximado de algumas atividades, uma
endocrinologista montou a tabela abaixo. Esta tabela € baseada numa pessoa de 60kg de

peso corporal em atividades fisicas, num tempo de 1 hora.

Tabela 8 - Exercicios x perda de peso

Peso | Andar de bicicleta | Caminhar acelerado | Correr a 12km/h | Hidroginastica

60 kg | 252 calorias 552 calorias 890 calorias 300 calorias

Suponhamos um acompanhamento de uma pessoa com este peso por meio de um

programa com estes exercicios ao longo de uma semana.
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Tabela 9 - Controle semanal de perda de calorias

Dia | Andar de bicicleta | Caminhar acelerado | Correr a 12km/h | Hidroginastica
2% feira 1 0 0 1
32 feira 0 0 1 0
42 feira 0,5 0,5 0 0
52 feira 0 0 0,5 0,5
62 feira 0,5 1 0 0

Com as informacdes da Tabela 7 e Tabela 8, podemos montar uma matriz 4x1 e outra

5x4 respectivamente e depois realizarmos a multiplicacdo entre as matrizes, como segue:

(1
0
0,5
0
05

0 0 1

252
0O 1 O

552
05 0 O

890
0 05 05

300
1 0 O

[ 1.252+0.552+0.890+1.300 |
0.252+0.552+1.890+0.300
0,5.252+0,5.552 +0.890 + 0.300
0.252+0.552+0,5.890+0,5.300
| 0,5.252+1.552+0.890+0.300 |

[ 552 ]

290
1016
895
678

A pessoa a que nos referimos nesta situacdo, com este programa de exercicios,

gueimara 552 calorias na segunda-feira, 890 calorias na terca-feira, 1016 calorias na

quarta-feira, 895 calorias na quinta feira e 678 calorias na sexta-feira.
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CONCLUSAO

Através da analise historica, pode-se concluir que as matrizes foram utilizadas na
resolucdo de sistemas de equacOes lineares e estdo diretamente ligadas a teoria das
transformacdes lineares.

Vale lembrar que durante o século XIX, houve uma ampliacdo de seu conceito no
desenvolvimento te6rico matematico.

Esta pesquisa permitiu concluir que a histdria das matrizes e sua evolucao se tornam
relevante no sentido de que possibilita ao pesquisador compreender 0 seu surgimento e
como podemos utilizar sua aplicabilidade em muitos contextos do nosso cotidiano.

Tem-se claro que através da abordagem apresentada pelos livros, e mesmo por este
trabalho, que as matrizes figuram de maneira importante para a matematica e para a sua

utilizacdo na resolucéo de situacdes-problema do nosso cotidiano.
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