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Resumo

O Teorema da Divergéncia relaciona fluxo de um campo vetorial para fora de uma superficie
fechada com a integral do divergente do campo sobre a regiao limitada por essa superficie.
Neste texto, mostramos o Teorema da Divergéncia para algumas regides especiais em R? e
estendemos sua prova para outras regioes. Prosseguimos fazendo algumas consideracoes em
RY afim de se trabalhar algumas aplicacoes neste espaco. Entre estas aplicacoes estdo a
primeira e a segunda identidades de Green e a unicidade para os problemas de contorno de
Dirichlet, Neumann e Robin. Por fim, em R3, trabalhamos a Lei de Gauss e a interpretacao

Fisica da divergéncia calculada em um ponto.

Palavras-chaves: Teorema da Divergeéncia; Identidades de Green; Problemas de Contorno;

Lei de Gauss.
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Abstract

The Divergence Theorem relates a vector field flow that crosses a closed surface with the
integral of the divergence of the field over the region bounded by this surface. In this
work, we show the Divergence Theorem for some special regions in R?® and we extend his
proof to other regions. We continue making some remarks on R”, in order to work with
some applications in this space. Among these applications are the first and second Green’s
identity and uniqueness problems for Dirichlet boundary, Neumann and Robin. Finally, in
R3, we work the Gauss’ Law and the Fhysical interpretation the divergence calculated in a

point.

Key-words: Divergence Theorem; Green’s Identities; Boundary Problems; Gauss’ Law.
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Introducao

Nas aplicagoes de cédlculo vetorial um resultado que desempenha um papel impor-
tante é o Teorema da Divergéncia, ou Teorema da Divergéncia de Gauss, assim denominado
em homenagem ao matematico alemao Karl Friedrich Gauss (1777-1855), que o demons-
trou. Ele é também conhecido como Teorema de Gauss-Ostrogradsky, em razao de que sua
primeira prova foi publicada por Mikhail Ostrogradsky (1801-1862).

Além da Matematica, Gauss realizou importantes investigacoes no campo da Fisica e
da Astronomia. Durante o século 18, varios matematicos estavam empenhados em aprimo-
rar os trabalhos sobre a Lei da Gravitagao Universal de Isaac Newton (1642-1727) (ver [1]).
O Teorema da Divergéncia contribuiu de forma significativa para o avango dessas ciéncias.

Os assuntos abordados neste trabalho estao organizados em trés capitulos. Utiliza-
mos o primeiro capitulo, exclusivamente, para apresentar alguns conceitos fundamentais ao
desenvolvimento do texto e exemplificamos alguns deles para uma melhor compreensao dos
mMesmos.

J& no segundo capitulo enunciamos e demonstramos o Teorema da Divergéncia para
o caso de regioes especiais do R?, a exemplo de um cubo ou uma esfera e, em seguida,
mostramos que ele pode ser estendido para outros tipos de regioes, que sao por exemplo
unioes finitas do tipo destas citadas, ou ainda regioes que podem conter “furos” ou “bolhas”.
Deixamos também claro que, o teorema ¢ valido para regides do RY e sua prova pode ser
encontrada em [2]; fizemos apenas algumas consideragdes a respeito, as quais serao tteis ao
capitulo que se segue.

Ainda no Capitulo 2, observamos a relagao do Teorema da Divergéncia com a deno-
minada Formula Normal do Teorema de Green e o finalizamos apresentando dois exemplos

do Teorema da Divergéencia.



No ultimo capitulo trabalhamos algumas aplicacoes, uma das quais trata das identida-
des de Green. Utilizamos o Teorema da Divergéncia para mostrar a primeira identidade, da
qual resulta a segunda. Na secao dois apresentamos os problemas de contorno para equagao
de Laplace; especificamente os problemas de Dirichlet, Neumann e Robin.

A partir da primeira identidade de Green verificamos a unicidade para tais problemas.
Mostramos também a unicidade do problema de Dirichlet para uma classe mais ampla de
funcgoes, utilizando o Teorema do Maximo na Forma Fraca. Por fim, encerramos o capitulo
com a Lei de Gauss e com a interpretagao Fisica do divergente calculado em um ponto de
uma regiao.

Alguns resultados utilizados no texto podem ser encontrados no Apéndice, outros

estao disponiveis nas referéncias, conforme forem citadas.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Iniciaremos este texto apresentando algumas defini¢oes e resultados que desempenharao

um papel importante no entendimento dos resultados dos capitulos posteriores. segue.

Definicao 1.1. Considere 0 C R3. Se a cada ponto de Q0 associarmos wm tnico vetor,
pertencente a V3 (Conjunto dos vetores em trés dimensoes), entdo o conjunto de todos esses

vetores constitur um campo vetorial tridimensional.

Definicao 1.2. Seja Q C R®. Define-se uma funcgao vetorial F : Q — Vs, no espaco
tridimensional, como uma funcao que associa cada ponto no dominio 2 a um unico vetor

em Vs.

Observacao 1.1. Um campo vetorial pode ser definido por uma funcgao vetorial tridimen-

stonal F: Q — V3 e escrevemos
F(z,y,z) = M(x,y,2)i + N(x,y,2)j + P(x,y, 2)k,

onde M, N e P sdo fungoes reais de trés varidveis, i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k =
(0,0,1). Se M, N e P sao continuas e diferencidveis, o campo definido por F € continuo e

diferencidvel.

Exemplo 1.1. Considere o campo definido pela fungao vetorial F(z,y,z) = —xi — yj —
zk. Para cada ponto no dominio de F' podemos associar um vetor em seu contradominio.

Vejamos o esboco de alguns vetores deste campo. Tomando alguns pontos no dominio de
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F, temos

(x,y,2) — —xi—yj—zk
(1,0,0) —» —i

0,1,0) — —j

0,0,1) — —k

(1,1,1) — —i—j—k

z

Figura 1.1: Representacao de alguns vetores do campo

Definicao 1.3. Define-se o operador gradiente V em trés dimensoes como sendo o operador

diferencial vetorial dado por

Definicao 1.4. Se f ¢ uma funcao real de trés varidveis, entdo o gradiente de f ¢ dado

por
Vf(x,y,z) - fw(x7y7 Z)Z + fy(x,y,z)j + fZ(I7y7 Z)k

Podemos entao definir a fun¢ao vetorial

F(x,y,2) =V f(x,y,2) = folz,y,2)i + fy(z,y,2)] + f(z,y,2)k.

Observacao 1.2. Se o campo vetorial F' € o gradiente de alguma funcao escalar f, entao

F € um campo vetorial conservativo e f € chamada fun¢ao potencial de F'.
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Definigao 1.5. Seja F' uma fungao vetorial em trés dimensoes dada por F(x,y,z) =
M(z,y,2)i + N(z,y,2)j + P(x,y, 2)k, onde M, N e P tém derivadas parciais em alguma
regigo. A divergéncia de F, denotada por divF (ou V - F) € definida como sendo

. oM ON 0P

Observacao 1.3. Usa-se o simbolo V - F' em virtude de que a operagao realizada entre

o operador diferencial V e a fungao vetorial F', a qual define divF', ser semelhante a um

produto interno entre dois vetores.
Definicao 1.6. Um vetor v normal a um plano T é um vetor ortogonal a T

Definicao 1.7. Seja S uma superficie e T um plano tangente a S em um ponto P. Um
vetor normal a S, no ponto P, define-se como sendo o vetor normal ao plano T' neste mesmo

ponto.

Teorema 1.1. Seja S uma superficie gerada pelo grdfico de uma equagio G(x,y,z) = 0.
Suponhamos G dotada de derivadas parciais primeiras continuas e Py um ponto em S.
Se G, Gy, G, ndo se anulam simultaneamente em Py, entao VG(Fy) € normal ao plano

tangente a S em Fp.

Demonstragao: Ver [8].

VG(FR)

/

X

Figura 1.2: VG(P,) - normal ao plano tangente a S em F.

Observagao 1.4. Se considerarmos S uma superficie gerada pelo grifico de G(x,y, z) = z—

g(x,y) =0, entdo pelo Teorema 1.1, o vetor normal, em um ponto Py de S, fica determinada
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por VG(Fy). Logo um vetor v normal unitario a S pode ser obtido pela expressao

VG + <_gac7 _gya ]->

= = ST 0
VG| 9: +9;+1

Exemplo 1.2. Seja S o grdfico de 2 + y? + 22> = a®. Pela observacdao anterior, podemos

obter um vetor normal unitdrio a superficie esférica S. Vejamos:

Denotando por G a equagao G(z,y,z) = 2* + y? + 22 — a® = 0, temos
::I:VG :j:2m'—|—2yj+22k ::ta:i—i—yj—i—zk‘ :ixi—i—yj—i—zk.
VG V(22 + y? + 22) Va2 +y? + 22 a

x4+ yj + zk
. .

14

Portanto, v = +

Figura 1.3: Vetores normais unitarios a superficie esférica

Definigao 1.8. Seja R C R? um aberto limitado. Define-se R como uma regido reqular se

R for, simultaneamente, z-reqular e y-reqular, isto €,

R={(z,y) €R* fi(r) <y < folz) e a<z<b}

R={(z,y) eR}q(y) <z <gy) e c<y<d}

onde f1, fa, g1 € g2 sao funcoes com derivadas primeiras continuas.
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Seja S o grafico de z = g(x,y), onde S tem projegao regular R sobre o plano xy.
Supondo ¢g dotada de derivadas parciais primeiras continuas em R, a integral de superficie

de uma funcao real G' de trés varidveis sobre S pode ser calculada por

//SG(W/’ Z)dSZ/LG(x,y,g(x,y))mdA. (1.1)

Seja S uma superficie e ¥ um vetor unitario normal a S. Considerando uma funcao
vetorial F'(z,y,z) = M(x,y,2)i + N(x,y,2)j + P(x,y,2)k, onde M, N, P sao fungoes
continuas, entao o produto interno F' - v é chamado componente normal de F'. Podemos

entao enunciar a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.9. O fluxo de um campo vetorial F' através de S € a integral de superficie

//SF-de.

Observacao 1.5. Supondo F' como um campo velocidade de um fluido, no qual S estd
submersa e considerando uma pequena regiao de drea dS em S. Apds uma unidade de
tempo a quantidade de fluido que atravessa dS pode ser aproximada pelo volume de um
solido cilindrico de altura F -v e drea da base dS. Assim temos que o volume do fluido que

atravessa dS em uma unidade de tempo é dado por dV = F - vdS. Integrando dV sobre a

//dez//SF-udS
V—//SF-uds,

que € a interpretacao fisica do fluxo de um campo vetorial, como sendo o volume do fluido

superficie S, isto €,

temos que

que atravessa S por unidade de tempo.

Definicao 1.10. Seja f uma func¢ao real de n-varidveis. Definimos o Laplaciano de f como

sendo

Af = fx1x1 + f:rg:tz + -+ fxn_lxn_l + fmnxn = Z fxlxl
i=1



Capitulo 2

Teorema da Divergéncia

Iniciamos este capitulo apresentando algumas defini¢oes necessarias ao estudo que
faremos posteriormente do Teorema Divergéncia. Para tal considere uma regiao Q C R? e

um ponto P = (xg, 4o, 20) em €.

Definicao 2.1. P € um ponto de fronteira de ) se toda esfera centrada em P contém pontos

que estao fora de ) e, também, pontos que estao dentro de €2.

Definicao 2.2. A fronteira de 2 € o conjunto de todos os pontos de fronteira.
Definicao 2.3. Q) ¢ uma regiao fechada se contém sua fronteira.

Definicao 2.4. Q) ¢ uma regiao limitada se estd contida em uma esfera de raio fizo.

O espaco das funcoes definidas em €2 que possuem todas as derivadas de ordem, menor
ou igual a k continuas, serd simbolizado por C*((2).

Ao que se segue, iremos denotar por € uma regiao fechada e limitada em R?, cuja
fronteira serd representada por uma superficie S. Um vetor normal unitario exterior a

superficie S sera simbolizado por v.

Teorema 2.1 (Teorema da Divergéncia). Se F' é uma fungdo vetorial, isto é, F(z,y, z) =
M(z,y,2)i+N(x,y,2)j+ P(z,y, 2)k, onde M, N e P possuem derivadas parciais primeiras

continuas, entao
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Demonstracao do Teorema da Divergéncia para algumas regioes especiais:
Sejam «, 8 e v os angulos diretores do vetor v. Reescrevendo v em funcao de seus
cossenos diretores, temos

v = cos ai + cos 3] + cos k.

Sendo

oM ON 0P
- ¢ 2" 7
div B + oy + P

podemos reescrever (2.1) como:

// M cosa+ N cos 8+ Pcosvy)dS = /// <8M 8N+(‘;P> av. (2.2)
2

Basta provarmos as seguintes igualdades

/ / Meosads = [ / v (2.3)

// N cos BdS = // —dV (2.4)
//Pcosde /// OF v (2.5)

e somd-las membro a membro de modo a obtermos (2.2).

Faremos a demonstracao de (2.5). Para (2.3) e (2.4) as provas podem ser obtidas com
argumentos similares.

Consideremos inicialmente o caso em que a regiao ) esta entre duas superficies S; e
Sy dadas respectivamente pelas fungoes z = f(z,y) e z = g(z,y), com f e g fungoes de
classe C! e f > g para todo (z,y) em R, onde R é projegao de S; e S no plano xy.

Como podemos observar na Figura 2.1, a superficie S é formada pela superficie inferior
S1, pela superficie superior S, e por uma superficie lateral S3. Considerando a orientacao

das normais a superficie S, observe que sobre S3, temos que v = 7/2, logo cosy = 0, de

//Pcos*de: // Pcos*de—l—// P cos~dS (2.6)
S S1 Sa

Facamos o estudo para as integrais de superficie sobre S e S5.

onde segue

Da Observacao 1.4, temos que sobre Sy

1

cosy =
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Figura 2.1: Tipo de regiao considerada

Relacionando a integral de superficie dada pela férmula (1.1) sobre Sy com a integral dupla

sobre a regiao R projetada no plano xy, temos:

[f e seomas = [ P s VEE L

_ //R Pz, y, f(zy))dA. (2.7)

Sobre S; a componente normal v tem sentido oposto ao da componente em S5, logo

1
R+g+1

[ Paareossis = — [[ Pt (2.9
S1 R
Logo obtemos que

//SPCOS’YdS = // [P(z,y, f(z,y)) — P(z,y, 9(z, y))]dA
il
- // _dv (2.9)

Como queriamos. Concluindo assim que o Teorema da Divergéncia é valido para

cosy = —

Assim,

dA

regioes em R? que tem projecao regular sobre os trés planos coordenados. 0
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2.1 Extensao para outras regioes

O Teorema da Divergéncia pode ser utilizado também para outras regioes, isto é,
podemos calcular o fluxo através de regioes que sao, por exemplo, uma uniao finita de
regices do tipo que consideramos anteriormente, ou regides que podem conter “furos” ou
“bolhas”, como é o caso do esboco da Figura 2.2. A regiao €2 considerada estd limitada por
duas esferas de mesmo centro. Verifiquemos a extensao para este tipo de regiao.

Seja (2 a regiao limitada por duas esferas de mesmo centro, cuja fronteira é S = S USp,
sendo que Sy e Sp sao, respectivamente, as superficies limitantes externa e interna. Se
F(x,y,z) = M(z,y,2)i + N(z,y,2)j + N(z,y,2)k, onde M, N e P possuem derivadas

parciais primeiras continuas em €2 e sobre sua fronteira, entao provaremos que

//SFwdS:///de'deV

onde v denota um vetor unitario normal a S, no sentido exterior a ).

Figura 2.2: () - regiao entre duas esferas

Suponhamos, sem perda de generalidade, que as esferas consideradas estejam centra-
das na origem em um sistema de coordenadas tridimensional xyz, como mostrada na Figura
2.2. Note que o plano xy divide {2 em duas partes, uma inferior €2y, com fronteira S; e uma

superior {25, com fronteira Ss:
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z

k

o 5

Figura 2.3: Regiao Inferior Figura 2.4: Regiao Superior

Tendo F' componentes continuamente diferenciaveis em 2 podemos aplicar o Teorema

da Divergeéncia a 2; e a )y separadamente. Logo

/ / /Q divFdV; = / /S Fends (2.10)
///Q ddeVQ://S F - 1,dS. (2.11)

;. . . . s . /
A superficie S7, que limita §2; consiste em uma superficie plana S; em formato de
;. . 1" . . 1" . . .
arruela, uma superficie exterior S| e uma interior .S; . Da mesma maneira, seguindo igual
s’ . . . . ! 1" g
ordem, a superficie Sy limitante de {2y consiste de Sy, Sy € S, .
Note que conforme seguimos a normal unitaria v, sobre Sy, apontando para fora de €2y,
s . s, . / " . ’ .
ela é igual a k sobre a superficie plana S|; ao longo de 57, ela aponta em sentido contrario
. . 111
a origem e aponta para origem sobre S .
De maneira semelhante podemos observar que a normal 15, que aponta para fora de
s, . ! . s . 1" .
(9, é igual a —k ao longo de S,, aponta no sentido contréario a origem em S, e para origem

111

em S, .
/ " 1" / " 111 ..
Sendo S1 =S5, US; US| e Sy =5,US, US, , ao adicionarmos, membro a membro,
~ . . s, . / ! ~
as equagoes (2.10) e (2.11), as integrais sobre as superficies S} e S, se cancelam, em razao

dos sinais opostos das normais unitarias v; = k e v, = —k. Assim,
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/// divFdV + /// divFdV = // F-udS + // F - uydS. (2.12)
o1 Q9 s7usy” S5 usy’

11

Mas observe que = QU e fazendo algumas permutacoes, temos S; U S} U Sy U S,

///de’deV://SF-de,

onde v é um vetor unitario normal no sentido exterior de {2, como queriamos provar.

SaUSp =S5, obtemos

Teorema da Divergéncia em RV

O Teorema da Divergéncia em RY é considerado para as denominadas “Regides
de Gauss”, que sao regioes 2 C RY abertas, conexas, limitadas e que apresentam uma certa
regularidade na sua fronteira S (ver [2]). Para qualquer campo vetorial F' em RY cujas

componentes possuem derivadas parciais continuas em {2, temos

/dideV:/F-l/dS, (2.13)
Q S

onde v denota o vetor normal unitério exterior a 0{2. Para uma formulagao mais geral do

Teorema da Divergéncia em RY veja [3].

Observacao 2.1. O Teorema da Divergéncia generaliza a denominada “Forma Normal do
Teorema de Green (ver Apéndice (1))”. Ela afirma que dadas algumas condigdes, o fluzo
exterior de um campo vetorial bidimensional através de uma curva fechada simples no plano

¢ igual a integral dupla do divergente do campo sobre a regiao limitada por essa curva, isto

frm ()

Podemos notar este fato se considerarmos um campo vetorial F(x,y) = M(x,y)i +

€,

N(z,y)j no plano como sendo uma fung¢ao tridimensional cuja componente k € nula, isto é,
F(x,y,z) = M(z,y)i+ N(z,y)j+0k. Assim supondo R uma regido limitada por uma curva
C' satisfazendo as condicoes para as quais o Teorema de Green € vdlido, ao calcularmos o

divergente de F' podemos reescrever o Teorema de Green como:

7{} F-vdp = / /R divFdA.
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Exemplos do Teorema da Divergéncia

Exemplo 2.1. Seja S a superficie de uma regiio Q0 limitada pelos grdficos de z = x> +1? e
2z =9. Sendo F uma fung¢io vetorial dada por F(x,y,z) = 2zyi + z cosxj + (22 +ycsc x)k,
vamos calcular [ F - vdS.

Figura 2.5: Superficie parabdlica

Pelo Teorema da Divergéncia o fluxo de F' através da fronteira S é igual a integral

tripla do divergente de F' sobre a regiao limitada por S. Logo

([ #vis = [ aorav = [[[ s 2erian

Utilizando coordenadas cilindricas para reescrever a igualdade acima, obtemos

r=rcosf , y=rsenf e 1°=2z>+717°

temos

//SF-udS -

2

o 3 9
/ (2rsenf + 2z)rdzdrdf
0 T
27 3 9
/ 2zr2senf + rz? 2drd0
0 T

27 3
/ (18r2sen9 + 81r — 2rtsen) — r5) drdf

0

2 T5

5

S— — — >—

81 63
6risend + —r? — 2—senf) — T—) do
2 6 lo
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27
= / 9—723671«94—243 do
0 15

972 2m
= I cos O + 243‘0

= 486m.

Exemplo 2.2. Vamos calcular o fluzo de F(xz,y,2) = (2% + zseny)i + (y — xe ?)j + 2%k

através da superficie S da regiao limitada pelos grdficos 22 +y*> =4, v +2=2 e 2z = 0.

Figura 2.6: Regiao limitada pelos graficos dados

Observe o esbogo (2.6) do sélido considerado.

Sendo F'(z,y,2) = (2? + zseny)i + (y — xe ?)j + 2°k, temos

//SF-de = ///QdideV
= ///9(2:1:+2z+1)dxdydz.

Reescrevendo em coordenadas cilindricas, como no exemplo anterior, segue que

2 2 2—rcos0
// F-vdS = / / / (2rcos @ + 2z + 1)rdzdrdf
s 0 0o Jo
27 2 2—rcosf
= / / / (2r2 cos + 2rz + r) dzdrdf

2 2 2—7rcos@
/ 2212 cos +rz2 +rz drdf
0

0

Il
Nc\

/ [(2r* cos6(2 — rcos§) + r(2 — rcos)® + r(2 — rcos8)] drdd
0
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27 2
= / / —7“3 cos? 6 — r?cosf + 67“) drdf
= / / 6r—r cos? @ — r? cosﬁ) drdf

= / 37‘2—%008 9——0089‘ do
0

27
— / 12—-4 M —§cos6 db
0 2 3
27 8
:/ <10—2cos29——cosﬁ)d9
0 3
8 27

= 106

= 20m.

17



Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Identidades de Green

Em seu livro An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theory of
FElectricity and Magnetism, o matemético inglés George Green (1793-1841), publicou trés
Identidades, que foram obtidas pela aplicacao do Teorema da Divergeéncia.

Apresentaremos nesta secao duas delas. Sendo que a partir da primeira Identidade
obteremos como consequéncia a segunda e, mais a frente, a utilizaremos na verificagao da

unicidade dos problemas de contorno.
Primeira Identidade de Green

Seja Q) uma regido em RY, a qual o Teorema da Divergéncia possa ser aplicado.

Considere as fungoes u € C°(Q) N CH(Q) e v € CH(Q) N C?*(Q). A seguinte igualdade pode

ser verificada:

/uAvdV—{—/Vu-VvdV:/u@dS, (3.1)
Q Q s Ov
Note que
0*v 0% ou Ov ou Ov
A : = — +... e —
e A Y <8x% Tt 8x%) * 0xy Oxq et ox,, Oz,
0% Ou v N v Ou Ov
= 02 T 92,02, T Y022 T 9z, 01,

18
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 Oxy \ Oy 0 Oz, \ Oz,

(a2 o
= dwv uaxl,...,uaxn :

uAv—i—Vu-Vv:div( v uﬂ)

oxy 7 Oz,

Integrando ambos os membros da igualdade acima e aplicando o Teorema da Di-

Logo,

vergéncia em R™ (ver (2.13)) segue:

/uAvdV+/Vu-VvdV = /div (u@,,uﬂ> av
Q Q Q 0x1 oz,

ov ov
= /S'U|:(a—x1,,8—%><l/1,,l/n):|ds

- /Su(w-u)ds.

Mas como Vv - v é a derivada direcional dv/dv, onde v = v(z) = (v1(x),...,v,(x)) é

a normal exterior a .S em x, conclui-se que:

/uAvdV%—/Vu-VvdV:/u@dS, (3.2)
Q Q s Ov

Yu e CO(Q)NCHQ) e Yve Q) NC*Q).
Segunda Identidade de Green

Seja 2 uma regiao em RY, a qual o Teorema da Divergéncia possa ser aplicado e

considere as fungoes u, v € C1(Q) N C%(Q). Temos:

ov ou
/Q(UAU — vAu)dV = /S (u% - UE) ds. (3.3)

Aplicando a primeira identidade de Green (3.1), a u e a v, das duas maneiras possiveis

tem-se:

/ uAvdV + / Vu - VodV = u@dS (3.4)
Q Q s Ov
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/ vAudV + / Vo - VudV = v@dS (3.5)
Q Q s Ov

Fazendo a diferenca entre (3.4) e (3.5), obtemos a segunda identidade de Green.

ov ou
/Q(uAU —vAu)dV = /S <u% — va) ds. (3.6)

3.2 Unicidade para os problemas de contorno

3.2.1 Problemas de contorno

Um problema de contorno para equacao de Laplace consiste em encontrar uma fungao
harménica (ver Definigao A.1) que satisfaca certas condigdes na fronteira S de uma certa
regiao () limitada.

A seguir apresentaremos alguns problemas de contorno para a equagao de Laplace.
Especificamente sao eles os problemas de Dirichlet, Neumann e Robin.

Seja (2 uma regiao limitada com fronteira S e sejam f, g e h func¢des continuas definidas

em S. Temos os seguintes problemas de contorno:

1. Problema de Dirichlet

Achar u(x) continua em Q tal que

Au=0 em €
u=f em S
2. Problema de Neumann
Achar u(z) continua em € tal que
Au=0 em
% =g em S,

onde v = v(x) é a normal exterior no ponto z em S.
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3. Problema de Robin

Achar u(x) continua em  tal que

Au=0 em ¢

au—l-@:h em S,

ov
onde a = a(z) é uma fungao positiva em S, ou seja Ik > 0 tal que a(z) > k, para

reSs.

3.2.2 Estudo da unicidade

Teorema 3.1 (Unicidade para solugao do problema de Dirichlet). Se u; e uy sdo

duas solugcoes do problema de Dirichlet, entdao u; = us.

Demonstracao

Temos
Au; =0 em £

uy=f em S

Auy =0 em €

up=f em S

A funcao u = u; — uy é solucao do problema

Au=0 em £

u=20 em S

Pelo Teorema A.1, u estéd limitada pelos seus valores minimo e maximo em S.

0 = min = minu(x) < u(x) < maxu(zr) = max =0
zES zeQ zeN z€S

Logo u = 0 em 2 e, portanto concluimos que u; = us. [l

Seja u uma funcao harmonica. Supondo que u = v, pela primeira identidade de

Green obtemos:
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/ Vu-VudV = u%ds
Q S 8V

valav — [ «2%as.
|
Q s Ov

Podemos entao fazer as seguintes observagoes:

ou

Seu=0 em S,entao Vu =0 em 2, o que implica que u é constante em 2. Sendo

w continua em Q e u =0 em S, temos que u =0 em €. Assim o problema de Dirichlet
tem no maximo uma solucao u € C1(Q) N C?(Q).

A unicidade do problema de Dirichlet na classe mais ampla, C°(Q) N C?(£2), vimos no
inicio desta secao, usando o Teorema do Maximo.
Se Ou/O0v = 0 em S, entdo temos u é constante em . Se uy, uy € CH(Q) N C?(Q) sdo

solugoes do problema de Neumann, isto é,

Au; =0 em
O
ov

=g em S,

Aus =0 em

6u2_
E—g em S,

entao u = u; — uy satisfaz o problema de Neumann

Au=0 em £
) em S
5 em S,

logo u é constante em ().

0
Se a(x)u + Z—0em S, onde a(x) > 0, entdo temos:

ov
ou
e —a(z)u
Como
/yvuﬁdv—/ua—“czs
Q S aV
segue que

/|Vu|2dV: —/uQa(:v)dS=>/|Vu|2dV+/u2a(:v)dS:0
0 S Q s
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dai se:
° fQ \Vu\Q dV =0 = u é constante em .
o [(uta(r)dS=0=u=0emS.

Sendo u continua em 2, constante em {2 e u = 0 em S, concluimos que v = 0 em 2.

Assim podemos observar que o problema de Robin

Au=0 em £
au+@:h em S,
ov

com u € C°(Q), tem no maximo uma solucao em C*(Q) N C?(€), pois supondo u; e uy

como solugoes do problema de Robin, isto é

Au; =0 em {2

aul—I—%:h em S
ov

e

Auy =0 em
6u2

aus + — =h em S,
ov

temos que se u = u; — Ug, entao

Au=0 em 2
au—l-@:() em S,
ov

implicando que u = 0 em 2 e portanto u; = us.

Observacgao 3.1. Suponha que u = 1 em Q e que v seja uma funcdo harmonica em §.

Sendo v harmonica Av =0 e como u =1, temos que Vu = 0, logo da primeira identidade

ov
[2as -

que € o Teorema de Gauss: “A integral no contorno S da derivada normal de uma func¢ao

de Green obtemos

v harmonica em §) € zero”. Deste fato seque que a fun¢ao g(x) do problema de Neumann

deve satisfazer a relagao

/Sg($)dS =0
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para que o problema tenha solucao.

Observacao 3.2. Mostramos a unicidade para os problemas de contorno supondo que exis-
tam as funcgoes consideradas. A questao da existéncia € bem mais delicada, ndo sendo o
objetivo deste texto sua discussao. Em especial, o problema de Dirichlet teve grande re-
percussao entre os matemdticos do século 19; tornando-se, para eles, um grande desafio

encontrar métodos para sua resolugdo. Sobre esses métodos ver [2] e [7].

3.3 Lei de Gauss

Além da Matematica, Gauss dedicou-se a Fisica e a Astronomia. Ele realizou grandes
investigacgoes, as quais contribuiram para o avango de tais ciéncias. Entre essas contribuicoes
estd a Lei de Gauss, um importante resultado para o eletromagnetismo e que, como veremos,
decorre do Teorema da Divergéncia.

Em eletromagnetismo, uma carga pontual ¢ vai gerar em torno de si um campo elétrico.
Suponha que ela esteja localizada na origem, o campo elétrico criado por ¢ é dado por:

Blond) = o (). (37)

- dmeg |r| |7"_|

onde r = zi + yj + zk é o vetor posi¢ao do ponto (z,y, z), com norma |r| = \/x? 4+ y? + 22
e €9 € uma constante Fisica.
A Lei de Gauss afirma que o fluxo elétrico total através de uma superficie fechada S

é igual a carga elétrica total (liquida) ¢ existente no interior da superficie dividida por €,

//SE - vdS = % (3.8)

onde v um vetor normal unitario a S. Denotemos por F' a seguinte expressao

isto é,

T
F(%Q»»Z):W

Podemos entéo reescrever (3.7) como

B =

47reg



CAPITULO 3. APLICACOES 25

Vamos utilizar o Teorema (2.1) para mostrarmos a Lei de Gauss. Para isso, prossegui-
remos da seguinte maneira: Considere uma regiao {2 limitada por duas superficies S4 e Sp
, onde S é uma superficie esférica de raio a > 0 centrada na origem, Sg uma superficie fe-
chada para qual o Teorema da Divergéncia se aplica e com S4 estando inteiramente contida
em S B-

Pela Segao 2.1, {2 é uma regiao para qual o Teorema da Divergéncia pode ser aplicado,

logo considerando o campo elétrico (3.7) teremos que

///QdiUEdV://SAE'WZSJr//SBEwdS.

Chamemos ¢ = q/4mey e por w = |r|. Note que

ow 1, 9 o\ -1 x
e
0
g (cxw_3) = cw?— 3cxw_46—Z
c 3cx?
wP Wb
Da mesma maneira obtemos que
2 2
3, ¢ 3cy 0 3 € 3cz
8—y(cyw )—E— w5 e &(CZU) )—E—F
Dai segue que
, 3¢ 3¢
divE = i E(ﬁ + %+ 2%
3 3
= (o)
= 0.

Isto é , quando w > 0 temos que divE = 0. Logo, pelo Teorema da Divergéncia

/// divEdV = 0,
Q
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// E-VdS:—// E -vdS.
SB SA

Portanto o fluxo exterior de E através de qualquer superficie fechada que englobe a

o que implica

origem e a qual o Teorema da Divergéncia se aplique é sempre o mesmo.
Logo considerando a esfera S4, calculemos este fluxo. Pelo Exemplo 1.2, um vetor
normal unitario exterior a Sy é

_wi+yj+zk

)
a

o que implica que

q xi+yj+zk xi+yj+zk

E-v =
47eg a? a
g Py +2
 dwe a*
_ a1
 drega?’

Integrando E - v, temos

E-vdS = —d
//SA vds // 47T60a2s

Portanto, para qualquer superficie fechada que englobe a origem e para qual o Teorema

da Divergeéncia é valido, o fluxo do campo elétrico E, no sentido que se afasta da origem é
igual q/eo.
3.4 Interpretacao Fisica do Divergente

Um resultado cléssico para integrais de uma variavel real em Célculo I é Teorema do

Valor Médio para Integrais. Ele afirma que se uma funcao f : [a,b] — R é continua, entao
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existe um ponto ¢ em [a, b] tal que

/ f(x)dz = f(e)(b— a).

Ele também pode ser aplicado a integrais triplas. Temos que, se f é uma funcao de trés

variaveis, continua em uma regiao esférica B, entao existe um ponto k£ em B tal que
[ s 1av = v (39)
B

Podemos combinar o Teorema da Divergéencia e o Teorema do Valor Médio para Inte-

onde Vg é o volume de B.

grais Triplas (3.9) para obtengao do significado fisico do divergente de um campo vetorial.
Para isso, sejam F um campo vetorial de classe C! definido em uma regiao Q2 do R?
e um ponto P € (). Considere B, C {2 uma regiao fechada esférica de raio ¢ > 0, centrada
em P.
Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais Triplas, temos que para cada B, existe

um ponto P, € B, tal que

divFdV = divF(P.)Vp, (3.10)
/1,

e do Teorema da Divergéncia temos que

///B divFdV = //SEF-udS, (3.11)

onde S, é a superficie limitante de B, e v um vetor normal unitario a S..

De (3.10) e (3.11) segue que

F-vdS
divF(P,) = HS— (3.12)
Vg,
Fazedo € — 0 temos que P, — P, Logo
ffs F-vdS
divF(P) = limdivF(P,) = lim =—=>———. (3.13)
e—0 e—0 VBE
Portanto,
F-vdS
divF(P) = lim ffse—. (3.14)

e—0 VB

€
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O quociente f f s, F - vdS/Vp, representa o fluxo de um campo vetorial F' por unidade
de volume sobre uma esfera centrada em P e de raio e. Quando ¢ — 0 o valor limite
deste quociente nos da a divergéncia de F' em P. Assim, se pensarmos F' como um campo
velocidade de um fluido, podemos interpretar o divF'(P) como a taxa de entrada e de saida
de fluido por unidade de volume em P. Assim, se divF(P) > 0, P é uma fonte de F'; se
divF(P) <0, P é um pogo de F e se divF(P) = 0 o fluido é incompreensivel, nao havendo

nem perda nem ganho de fluido no interior V,, logo em todo ponto P temos

oM ON 0P
WwWF =V .F=—"— 4+ " 4 ~2° _
div \Y% E By + Ee 0,

que ¢é equacao de continuidade dos fluidos incompreensiveis.



Apeéendice A
Resultados Gerais

Teorema 1 (Forma Normal do Teorema de Green). O Fluzo exterior de um campo
F(z,y) = M(z,y)k + N(x,y)j através de uma curva fechada simples e parcialmente suave

C € igual a integral do divergente de F' sobre a regiao R limitada por C. Ou seja,

j{F Vg — // <8M 8N) dA. (A1)

Definicao A.1. Seja Q C RY. Uma fungdio u : Q — R € dita harmonica se é continua e

satisfaz a equagao de Laplace Au = 0 em todos os pontos de ).

Exemplo A.1. Considere N = 2. Se f(z,y) = u(z,y) + ww(z,y) € uma fun¢ao analitica,

entdo pelas condi¢oes de Cauchy-Riemann:

Uy =Vy € Uy = —Uy
Seguindo por derivagao que
Ugr = Uyx
(A.2)
Uyy = —Vzy

Somando as equagoes em (A.2) obtemos
AU = Ugy + Uy, = 0.

Da mesma forma temos que

29
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Ve = —Uyg
Vyy = Uay,
o que implica

AV = Uy + vy, = 0.

Portanto, as partes real e imaginaria de qualquer fungao analitica f(z,y) = u(x,y)+iv(z,y)

sao funcoes harmonicas.

Exemplo A.2. Se N = 3. Considere os polinomios de 1° grau, p(z,y,z) = ax + by +cz e

de 2° grau m(z,y, 2) = ax?® + by? + c2> + dyz + exz + fxy; p e m sao fungoes harmonicas?
g ) Y Y

Veja que

AP = Pyy + Dyy + P2z =0,

Portanto p é uma fungao harmonica.

Para m, temos que
Am =My, +my, +m,, =2a+2b+2c=2(a+b+c).

Logo, Am =2(a+b+c)=0<=a+b+c=0.

Portanto m é harmonica se, e somente se, a + b+ ¢ = 0.

Teorema A.1 (Maximo na forma fraca). Seja u(x) uma fun¢ao harmonica em 2 e

continua em ). Entdo u(z) assume seu mdzimo e sew minimo no contorno S de €.

Demonstragao

Seja M = max{u(x);z € Q} e suponha por contradicao que M é atingido apenas em
pontos interiores de 2. Suponha sem perda de generalidade que u(0) = M, caso contrario,
uma vez que a harmonicidade continua preservada, tomamos u(z) = u(zo—x), onde u(zy) =
M.

Defina
M—m
2d2

],

v(x) =u(x) +

onde m = max{u(z);x € S} < M e d é o diametro de 2, ou seja, d = sup{|z — y|;z,y € Q}.
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Observe que em S

v(x) <m+

Logo, v(x) assume seu maximo em pontos de (2.

Por outro lado,
M —m
2d?

Av(z) = Au(z) + Alz]?.

Mas, se considerarmos f(z) = |z|° = 22 + - - - + 22 segue que

of _ o2 f

20 =
8Ii . ¢ 81‘12

2,

com 1 <17 < n.Logo,
Af(z) = Al =) 2=2n,
i=1

implicando que
M —m

Av(z) = Au(x) + ¥ 2n
e sendo u(z) harmonica obtemos
M —
Av(z) = §P ULPEN 0,Vx € Q,

isto, porém, contradiz o fato de que em um ponto P de €2, onde um maximo é atingido,
deve-se ter Av(P) <0 (ver [4]).
Para demonstrar que u(z) assume seu minimo em S, basta considerar fun¢ao —u(z),

que tem méaximo onde u(x) tem minimos.



Conclusao

Considerando todo estudo realizado, percebemos a importancia do Teorema da Di-
vergéncia e de sua extensao para regioes mais gerais, em relacao as que sao comumente
apresentadas nos livros de calculo, o que possibilitou conhecer algumas de suas aplicagoes.

A sua contribui¢ao para obtencao das Identidades de Green permitiu-nos avangar no
estudo de outras questoes Matematicas, como foi o caso da unicidade para os problemas de
contorno de Dirichlet, Neumann e Robin. Vimos também que ele é fundamental a alguns
resultados da Fisica, a exemplo de sua aplicacao no desenvolvimento da Lei de Gauss e na

interpretacao Fisica do divergente em um ponto.
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