uepb

Universidad i
ESTADUAL DA PARAIBA

UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

JOSE RAILTON DA SILVA DANTAS

APLICACAO DE “MAXIMOS E MiINIMOS” NA OBTENCAO DE
AREAS DE FIGURAS PLANAS

Campina Grande/PB

Novembro/2011



JOSE RAILTON DA SILVA DANTAS

APLICACAO DE “MAXIMOS E MINIMOS” NA OBTENCAO DE
AREAS DE FIGURAS PLANAS

Trabalho de Conclusdo do Curso de
Licenciatura Plena em Matematica
da Universidade Estadual da
Paraiba.

Em cumprimento as exigéncias para
obtencao do titulo de Licenciado em

Matematica.

Orientador: Prof. Ms. Fernando Luiz Tavares da Silva

Campina Grande, novembro de 2011



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECA CENTRAL - UEPB

D235a Dantas, José Railton da Silva.
Aplicacdo de “maximos e minimos” na obtencdo de
areas de figuras planas [manuscrito] / José Railton da
Silva Dantas. — 2011.
38f. il

Digitado.

Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduagédo em
Matematica) — Centro de Ciéncias Tecnologicas, 2011.

“Orientacao: Prof. Me. Fernando Luiz Tavares da

Silva, Departamento de Matematica e Estatistica”.

1. Matematica - Aplicagdes. 2. Fungdo. 3. Maximos e
Minimos. I. Titulo.

21.ed. CDD 516




JOSE RAILTON DA SILVA DANTAS

APLICACAO DE “MAXIMOS E MINIMOS” NA OBTENCAO DE
AREAS DE FIGURAS PLANAS

Aprovadaem 29/ 11/ 2011

BANCA EXAMINADORA

o
Phuios o b2 anea ds /L,
Prof. Ms. Fernando Luiz Tavares da Silva

Departamento de Matematica — CCT/UEPB

Orientador
(‘_{ )0 R R T,
Prof. Ms. Onildo dos Reis Freire
Departamento de Matematica — CCT/UEPB

Examinador
adin Sugoma wedeiues Cpocious
Prof. Ms. Katia Suzana Medeiros Graciano
Departamento de Matematica — CCT/UEPB

Examinador

Campina Grande, novembro de 2011



DEDICATORIA

Dedico aos meus pais, a Rodrigo, Raquel, Renata, Rubiana, e aos meus amigos.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus por cada dia que Ele renovou as minhas forcas e me manteve em
fé;

A minha familia pelo incentivo e apoio durante o curso;

Ao Prof. Ms. Fernando Luiz pela orientacao;

Aos meus colegas de turma: Carlos, Diego, Gilvania, Irineu, Isabeli, Kleber,

Micheli e Rossane pelo incentivo.



RESUMO

Apresentaremos relatos da Histdria da Matematica, em que iremos mostrar alguns
dos fatos ocorridos no desenvolvimento da Matematica como Ciéncia, e que teve como
meio grandes matematicos. Iremos destacar alguns deles, bem como algumas de suas
descobertas.

Falaremos sobre o Calculo Diferencial, destacando o conceito de Derivadas, e
Maximos e Minimos de funcGes. Trataremos estes conceitos com maior énfase, visando a
sua utilizagdo no item das Aplicagdes.

Nas aplicacbes abordaremos questdes, as quais se encontram resolvidas,
relacionadas a problemas de Maximos e Minimos no célculo de areas de figuras planas. No
entanto, além da utilizacdo de conhecimentos do Calculo faremos uso de contetidos
relacionados a Geometria Plana e Espacial no desenvolvimento dessas questoes.

Palavras Chaves: Histéria; Matematicos; Derivada; Fungdes; Maximos; Minimos.



SUMARIO

1.0 INTRODUGAD . ..ottt sttt s sttt 8
2.0 HISTORIA DA MATEMATICA . .....oooiieiriieineieeinstssissssss st sssessnens 9
2.1 A Matematica N0 Oriente ANtIg0........ccueiveierierieiieiieeeeeiese e 9
2.2 A MatematiCa PitagOriCa.......c.couerverereiiiiseeee e 9
2.3 Algumas das descobertas pitagoOriCas.........ccocevrrrirereiineneieese e, 10
2.4 Grandezas IrTaCION@IS. .......ocveiveiieiiiieeieieie ettt be s 11
2.5 Euclides de AleXandriNa.........ccceieieiiieiinieieiesie st sneeneas 11
2.6 O Matematico RENE DESCAMES.......cc.evveiieiiiiieiiieeie et eneas 12
2.7 A familia BernOUII..........cocveiiiiiece e 12
2.8 Cavalieri € 05 INIVISIVEIS. .......coiiiieiiiisisieiee e 13
2.9 O CAICUID. ...t 14
S.0ODERIVADA . .ttt ra e e nre e 16
3.1 Derivada de uma fuNGao NUM PONTO........oivirieririiiierieieie e 17
3.2 Derivada de uma fUNGAD...........ccceeiuieiiiicie e 18
3.3Algumas Regras de DeriVaGao..........c.cccveiueiieiieeiieeie e 18
3.4 DErIVAAAS SUCESSIVAS. .. .eeuveereeiereiraseesteesieaseesseesseaseesseesseaseesseesseessesssesseesseseesses 19
4.0 MAXIMO E MINIMO DE FUNGCOES........ocooieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeneee s, 20
4.1 Maximos € MinimoS REIALIVOS.........c.ccueiiiiiriieiese s 20
4.2 Maximo € Minimo ADSOIULO..........ccuiiiiiieee e 21
4.3 DefiNIGAO ANAITICA. ......civiiveieeiiieeeee e 22
5.0 APLICAGOES........ooiieeeeeeeeeeeeetee e ee et sen s senaees 24
6.0 CONCLUSAO. ..ottt 38

TOBIBLIOGRAFIA ... o 39



1.0 INTRODUCAO

Iremos relatar fatos sobre a Histdria da Matematica, falaremos sobre Derivadas,
Méaximos e Minimos de Funcdes e apresentaremos algumas aplicagdes.

Ao descrevermos sobre a Historia da Matematica, nos preocuparemos em comentar
sobre alguns matematicos, como Pitagoras, Euclides, os Bernoullins, entre outros.
Destacaremos algumas das contribuigdes deixadas por estes matematicos, como a
descoberta dos segmentos incomensuraveis, a Regra de L’Hospital, entre outras..

Na abordagem sobre Derivadas, sera visto o seu conceito e algumas regras de
derivacdo. Ao tratarmos sobre Maximos e Minimos de Funcgbes, buscamos analisar 0s
extremos do gréfico da funcdo utilizando conceitos do Célculo Diferencial.

No item das aplicacdes, trazemos alguns exercicios resolvidos. Estes exercicios
foram resolvidos utilizando-se conceitos do Calculo Diferencial, e também usamos nas

resolucdes conhecimentos da Geometria Plana e Espacial.



2.0 HISTORIA DA MATEMATICA

Segundo documentos historicos, acredita-se que 0s nossos antepassados, ha pelo
menos 50.000 anos ja possuiam a ideia de contagem. Existem alguns animais que em
quantidades pequenas possuem a capacidade de contar (0 senso numérico). Inicialmente o
ser humano possuia apenas 0 senso numérico. Com o desenvolvimento da agricultura e da
sociedade este ser sentiu a necessidade de representar aquilo que eles contavam, utilizando
para tal, o principio da correspondéncia biunivoca, associando nimeros de determinados
objetos a seus rebanhos, tracos em barras, pedras, nés em cordas, e até mesmo dobrando os
dedos.

2.1 A Matematica no Oriente Antigo

As margens dos rios Nilo na Africa, o Tigre e o Eufrates na Asia Ocidental, antigas
civilizacdes desenvolveram uma vida social, onde se destacavam por suas atividades
agricolas, bem como pelo desenvolvimento de sua arquitetura. Surge assim a necessidade
de desenvolver um sistema de pesos e medidas, que seriam utilizados na comercializagdo
de suas colheitas, e nos seus projetos de edificagdes, transportes, etc.

Na Matematica das civilizacbes do Oriente Antigo, ndo é possivel encontrarmos
exemplos de demonstracGes. Existem exemplos de determinadas equacbes que sdo
resolvidas passo a passo, ndo apresentando, no entanto, uma maneira geral de resolver
equacoes.

Os escritos matematicos podem ser encontrados em tabuas de argilas, pedras,
papiros; alguns povos como os chineses e indianos fizeram seus escritos em casca de

arvores e bambu.

2.2 A Matematica Pitagorica

Nos anos finais do segundo milénio a.C. ocorreram mudancas de ordem politica e

econbmica em toda sociedade; também ocorreram mudancas na maneira de “ver a
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Matematica”, passou-Se a questionar de onde haviam surgido os conhecimentos
matematicos e porgque foram aceitos.

Uma das fontes de informacdo a respeito da matemética grega € o Sumario
Eudemiano de Proclo. O documento comenta o desenvolvimento da matematica grega até
a época de Euclides. Com o passar do tempo, muitos dos documentos que serviram como
fonte de pesquisa para Proclo, desapareceram. Pitdgoras € um dos matematicos ao qual o
documento faz referéncia.

A respeito da vida de Pitagoras pouco se sabe, provavelmente nasceu em 572 a.C.
na llha Egéia de Samos. Pitagoras foi o fundador da escola pitagérica, que ensinava
Filosofia, Matematica e Ciéncias Naturais, atuando também como uma irmandade unida
por ritos secretos e ceriménias. Os ensinamentos da escola eram transmitidos de forma oral
e todas as descobertas eram atribuidas a Pitdgoras. Possivelmente Pitigoras foi o primeiro
matematico a demonstrar o Teorema de Pitagoras, os babil6nios antigos ja conheciam este

teorema.

2.3 Algumas das descobertas pitagéricas

Os numeros amigaveis, Jamblico (320 d.C.) concedeu a Pitdgoras a descoberta
desses nimeros. Chama-se de numeros amigaveis se cada um deles € igual a soma dos
divisores préprios do outro, por exemplo, 284 e 220. Observe que os divisores proprios de
284 sdo: 1, 2, 4, 71 e 142, somando-se estes divisores, 1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220. Os
divisores préprios de 220 sao: 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 e 110, somando-os 1 + 2 +
+4+5+10+11+20+22+44+55+ 110 =284,

Nameros perfeitos - Quando um numero é igual a soma de seus divisores proprios,
por exemplo, 0 nimero 6, possui 0s divisores proprios 1, 2 e 3, somando-os 1 + 2 + 3 = 6,
assim satisfaz a definicdo de nimeros perfeitos.

Nameros deficientes — O nUmero é maior que a soma de seus divisores proprios, por
exemplo, 0 nimero 8, que tem 0s seguintes divisores proprios 1, 2 e 4, somando-0s temos
1+2+4=17.

Ndmeros abundantes — O nimero é menor que a soma de seus divisores proprios,
por exemplo, o nimero 30, onde seus divisores proprios sdo 1, 2, 3, 5, 6, 10 e 15,
somando-ostemos1+2+3+5+ 6+ 10+ 15 =42;
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N&o ha concordancia quanto a descoberta desses numeros serem atribuida a
Pitagoras. Ha sim, concordancia que os nuameros figurados seguintes foram descobertos
pelos membros que iniciaram a escola. Os numeros figurados sao:

Os numeros triangulares, por exemplo, 3, 6 e 10; 0os nimeros quadrados, por
exemplo, 1, 9 e 16; e os nimeros pentagonais, por exemplo, 5, 12 e 22.

2.4 Grandezas lrracionais

Os homens em seu héabito de contagem de diversas cole¢des entendem que 0s
nameros inteiros foram abstracdes desse fato. Logo com as necessidades do cotidiano,
esses numeros foram incapazes de satisfazé-las, surgindo dai os numeros racionais
definidos pela razdo p/q, onde p e g s&o numeros inteiros e q # 0 .

Os nimeros racionais sdo representados em uma reta numerica, o que por algum
tempo acreditava-se que para cada numero havia um ponto na reta que o representava,
porém aos poucos se descobriu que existiam nimeros que ndo possuiam essa propriedade.
Os numeros irracionais. Esta descoberta perturbou os pitagoricos, pois acreditavam que
tudo poderia ser representado pelos nimeros inteiros e que qualquer grandeza poderia ser
representada pelos nimeros racionas. Durante algum tempo tentaram manter em sigilo a
descoberta desses numeros, pois a descoberta deles tornava invalida a teoria pitagorica das
proporc¢oes.

Os segmentos de reta que ndo possuem uma unidade de medida comum, ou seja,

sdo representados por um numero irracional, sdo chamados de segmentos incomensuraveis.

2.5 Euclides de Alexandrina

Euclides é o autor de uma das obras mais utilizadas em estudos matematicos, Os
Elementos. Ele foi o fundador da escola de matematica de Alexandrina. Entre as obras
escritas por Euclides, as que sobreviveram até aos dias de hoje sdo: Os Elementos e
Opticas. Ele dedicou-se ao ensinamento da matematica, ndo existindo, no entanto,
descobertas matematicas atribuidas a ele.

Os Elementos engloba de forma introdutdria toda a matematica elementar e possui
treze capitulos que sdo divididos da seguinte forma: os seis primeiros capitulos sdo sobre
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Geometria Plana, os trés capitulos seguintes sdo dedicados a Teoria dos NUmeros, o
décimo fala sobre os nimeros incomensuraveis e os trés Ultimos sobre Geometria Espacial.
Acredita-se que Os Elementos € resultado de uma organizacdo de trabalhos anteriores, mas
também apresentam de forma pioneira, diversas demonstragdes. Este livro foi a primeira

obra matematica a ser impressa.

2.6 O matematico René Descartes

René Descartes (1596-1650) estudou matematica e contemplacdes filoséficas. Os
momentos de descanso deste matematico eram tidos como os mais produtivos. Descartes
foi um dos estudiosos que contribuiu para o desenvolvimento da Geometria Analitica,
descrevendo principios da geometria algébrica, classificando curvas, resolvendo equacgdes
de grau maior que trés, utilizando a regra dos sinais de Descartes, hoje assim chamada. Foi
ele que convencionou o uso de letras mindsculas do nosso alfabeto para a representacdo de
constantes, e das mailsculas para a representacao das variaveis; a notacao de poténcia atual
também € atribuida a ele.

Em “La Géometrie”, a Geometria Analitica, foi relatada no Gltimo capitulo deste
livro, onde Descartes prop6s uma ideia simples de que um ponto de um plano possui sua
posicdo determinada por um par de nameros reais. O sistema de dois eixos, o qual é

chamado de sistema cartesiano, € uma homenagem a Descartes.

2.7 A familia Bernoulli

Temos nos membros da familia Bernoulli, destaques na Fisica e na Matematica,
tendo aproximadamente 12 dos membros desta familia deixado descobertas em uma dessas
ciéncias. Jacques Bernoulli (1654-1705) foi o pioneiro da familia a apresentar destaque na
Matematica, mostrando interesse pelo conhecimento dos infinitésimos, e por séries
infinitas. Jean Bernoulli (1667-1748), durante o periodo de 1691-1692 escreveu dois
livros relatando sobre o Célculo Diferencial e o Integral. Em 1692 ao encontrar-se com
L’ Hopital (1661-1704) fizeram um pacto, este ultimo lhe pagava um salério e Jean, a
medida que fosse fazendo descobertas matematicas as enviaria a L’ Hopital. Essa troca de
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informacdes levou Jean a descobrir que de posse de duas fungdes f(x) e g(x), diferenciaveis

em um determinado ponto x = atais que f(a) =0eg(a)=0e

e
X g'(x)

Portanto,
f(x) . ' (%)

lim —= = lim
X720 gx) X2 (%)

Esta regra a qual conhecemos como a Regra de L’ Hopital, faz parte do primeiro
livro didatico de Calculo, Analyse des infiniment petits, o qual foi publicado em 1696 na

cidade de Paris.
2.8 Cavalieri e os Indivisiveis

Nascido em 1598 na cidade de Mil&o, Bonaventura Cavalieri deixou diversas obras,
que abrangiam assuntos relacionados & matematica tais como: Optica e astronomia, mas, a
sua grande contribuicdo para a matematica, deu-se no tratado Geometria Indivisibilibus o
qual foi publicado em 1635. E nesse trabalho que ele relata sobre o método dos
indivisiveis. O conceito de indivisivel para Cavalieri era bastante abrangente. Para uma
proporcao plana o seu indivisivel seria uma corda, e quanto a um sélido seria uma sec¢ao
do sélido. Assim o plano e o solido sdo formados por infinidades de cordas paralelas e
seccOes paralelas respectivamente.

Apresentaremos 0s principios de Cavalieri, como etapas importantes para a

aplicacdo do célculo no estudo de areas e volumes.

e “Se duas por¢des planas sdo tais que toda reta secante a elas e paralela a uma dada
reta determina nas por¢fes segmentos de reta cuja razdo é constante, entdo a razéo
entre as areas dessas porgdes ¢ a mesma constante.”

e “Se dois solidos sdo tais que todo plano secante a eles e paralelo a um plano dado

determina nos solidos, seccOes cuja razdo € constante, entdo a razdo entre oS

volumes desses sélidos é a mesma constante™ [Eves, 2004].
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2.9 O Caélculo

Historicamente a origem do Calculo esta voltada para o célculo de areas, volumes e
comprimentos de arcos, que foram abordados a partir da suposi¢do que uma determinada
grandeza pode ser dividida indefinidamente (O método de Exaustdo).

Inicialmente surgiu o Calculo Integral, desenvolvendo-se a partir da necessidade de
resolucdo de problemas envolvendo quadratura e cubagem. Os relacionados a quadratura
visavam encontrar a area de uma regido bidimensional, e os que tratavam sobre cubagem
buscavam a determinagao do volume exato de solidos tridimensionais, que em sua maioria
sdo limitados por superficies curvas.

O matematico Antiphon (cerca de 430 a.C.) fez a alegacdo da quadratura do circulo,
ou seja, o célculo da area do circulo. O método utilizado foi a observacdo do circulo como
uma sequéncia infinita de poligonos regulares inscritos, mas como o ndmero de poligonos
é infinito, isso tornava impossivel encontrar o valor da area do circulo. Para atender o rigor
matematico, na determinacdo da area dessa figura ele deveria ter utilizado a no¢do de
limite, no entanto s6 no século X1X é que o conceito de limite foi introduzido formalmente
por Cauchy, embora outros matematicos, como Fermat ja estivesse estudado sobre esse
assunto. No entanto, eles ndo utilizavam uma notacdo apropriada. Mesmo assim Antiphon
deu um passo para o estudo do método da exaustdo, que se caracteriza pela aproximacéo de
areas de figuras. Arquimedes foi quem mais aproximou o método da exaustdo a integracdo
atual, ao abordar areas e volumes, chegando a integrais definidas, conhecidas em textos
elementares de célculo.

Johann Kepler foi um dos primeiros europeus a utilizar infinitésimos em trabalhos
de integracdo. Usou os procedimentos de integracdo para calcular areas presentes na sua
segunda lei de movimentos planetarios, e em calculo de volumes dos barris de vinhos.

No final do século XVII, foi iniciada a investigacdo por Isaque Newton e Gottfried
Wilheel Leibniz sobre o estudo do Céalculo. Newton ao refletir sobre a area de uma regido a
qual seria limitada por uma curva e pelo eixo horizontal, que seria 0 eixo de uma variavel,
0 extremo esquerdo era fixo ja o direito poderia variar. Este método ja havia sido estudado
por James Gregory (1638-1675). Com esse estudo Newton aperfeicoou algumas formulas
de quadraturas que foram deixadas inacabadas por Wallis, e também contribuiu para que
ele dedicasse estudos sobre o Teorema Fundamental do Célculo. Com a utilizagdo desse
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Teorema, Newton desenvolveu algumas técnicas de integrais, técnicas essas que ainda sdo
utilizadas atualmente, como por exemplo, os métodos de integracdo por partes e por
substituicao.

Inicialmente as integrais eram tidas como “inversas” das derivadas e a area de
regides era nocao intuitiva.

O termo integral foi cunhado por um dos membros da familia Bernoulli, em
especifico Johann Bernoulli (1667-1748), mas este nao fez a sua publicacdo. Coube ao seu
irmdo mais velho Jakob Bernoulli (1654-1705) a publicacdo desse termo.

Os Gregos antigos em sua época ja conheciam a reta tangente, que € caracterizada
por ser uma reta que toca uma curva em um unico ponto. A idéia de reta tangente
fundamenta o aparecimento e descobrimento do Calculo Diferencial. A introducdo de
simbolos algébricos para estudar a geometria das curvas, possibilitou o avango dos estudos
sobre derivada, e ao passar do tempo os métodos se tornaram cada vez mais algébricos,
possibilitando o desenvolvimento de diversos conceitos do Calculo como: funcGes,
derivadas, integrais.

A primeira divulgacdo de forma entendivel sobre diferenciacéo foi encontrada nos
trabalhos de Fermat no ano de 1629. Fermat descobriu como tragar tangentes por um ponto
de uma curva, e determinou tangentes de algumas curvas como a elipse, cicloide, cissoide
e folium de Descartes. Fermat foi responsavel pela determinacdo de um método para
determinar méximos ¢ minimos de fungdes, “ele encontrava geometricamente os pontos
onde a reta tangente ao grafico tinha inclinacdo zero, ou seja, buscava 0s pontos em que o
coeficiente angular da reta tangente era nulo”. A reta tangente também foi tema de estudo

dos matematicos Newton e Leibnitz.
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3.0 DERIVADA

Consideremos a curva y = f(x) definida em um intervalo (a, b).
Sejam P(x4, f(x4)) e Q(xz, f(x;)) pontos distintos da curva y = f(x).

Seja r uma reta secante que passa por P e Q.

fz,)

iz, )

Figura 3.1

Consideremos o triangulo PQT retangulo, assim a inclinacdo da reta r é:

f(xz) — f(x1) Ay
e e ——— T
Xy — X4 Ax

Suponhamos agora que, mantendo P fixo e Q percorrendo a curva em dire¢do ao

ponto P. Com isso, a inclinagdo da reta r variara.

¥

Figura 3.2
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Quando o ponto Q tender ao ponto P a inclinacdo da reta secante a curva tendera
para um valor limite constante. Esse valor limite é chamado inclinacdo da reta tangente a

curva no ponto P. Assim temos

Ay f(xg) — f(x1)
lim—= lim ———
Q-PAX  x-%x1 Xy —Xq

desde que o limite exista.
A inclinacdo da reta tangente a curva é igual a derivada da func¢éo no ponto, no caso

X1, conforme veremos a definicdo da derivada de uma fungéo no ponto.
3.1 Derivada de uma func¢éo num ponto

Consideremos uma funcgéo f(x), e um ponto X, a derivada dessa funcéo neste ponto
denotaremos por f'(x,), e é definida por:
f(x; + Ax) — f(xq)
Ax
desde que o limite exista. Também podemos escrever este limite da seguinte forma

f'(x;) = lim —f(XZ) _ f(Xl).

X2—Xq Xz —_ Xl

Fu) = Jim,

A derivada de uma funcdo em um ponto s € possivel se as derivadas laterais forem
iguais. As derivadas laterais sao definidas por:

Derivada a direita de f em x4

o) = lim 02t 207 M)y, fxa) = M)

Ax -0* Ax x2-xT Xp — Xy

Derivada a esquerda de f em x;

T CRAL UL CYBEIN R CY)

-0~ Ax X2oX;y X2 — Xg

Quando f; (x;) # f.(x,) dizemos que este ponto é um ponto anguloso do gréafico

da funcéo.
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3.2 Derivada de uma funcéo

A derivada de uma funcéo f(x) é denotada por f'(x), tal que, seu valor para todo x

pertencente ao dominio de f é dado por:

£ () = Al)i(r_r)lo f(x + A;())( f(x)’
se este limite existir.

Exemplo: Seja f(x) = 1 — 4x?, calcule f'(x).

Solucéo:

f(x + Ax) — f(x) i 1—4.(x+ Ax)? — (1 — 4x?)
Ax = a0 Ax

Foo=Jm,

—im 1% (x? + 2xAx + Ax?) — (1 — 4x?)
Ax—0 AX

1 — 4x% — 8xAx — 4Ax?% — 1 + 4x?

=Al)1(r_r)10 Ax
~ —8xAx — 4Ax? _ Ax(—8x — 4Ax) _
= lim = lim = lim (—8x — 4Ax) = —8x
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

Portanto, f'(x) = —8x
Ao calcular derivada de uma funcéo utilizando a defini¢do é um processo longo. No
entanto, apresentaremos a seguir algumas regras de derivagdo que tornam 0 processo mais

rapido.

3.3 Algumas Regras de Derivacao

As regras de derivacdo que apresentaremos a seguir serdo essenciais para a

resolucédo das aplicacGes no final do contetdo.

I. Derivada de uma constante. Se ¢ é uma constante e f(x) = ¢ para todo X,
entao
f'x) =0



VI.

VII.
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Regra da Poténcia. Se n é um nimero inteiro positivo e f(x) = x", entdo

f'(x) = n.x"?!
Derivada do produto de uma constante por uma funcédo. Sejam f uma
fungdo, ¢ uma constante e g a funcdo definida por g(x) = c.f(x). Se f'(x)
existe, entéo

g'(x) = c.f'(x).
Derivada de uma soma. Sejam f e g duas fungdes e h a funcdo definida por
h(x) = f(x) + g(x). Se ' (x)e g'(x) existem, entdo

M) =x + g®
Derivada do produto. Sejam f e g fungdes e h a funcdo definida por
h(x) = f(x). g(x). Se f'(x) e g'(x) existem, entdo
h'(x) = f(x) .g'(x) + {'(x).g(x)

Derivada de um quociente. Sejam f e g funcdes e h a funcdo definida por

h(x) = %, onde g(x) # 0. Se f'(x) e g’ (x) existem, entdo

_ 8. '~ ). g'x)
[8()]?

Derivada de funcdo composta — Regra da Cadeia. Se f e g sdo funcdes

h'(x)

tais que a imagem de g esta contida no dominio de f, entdo f o g é derivavel

e (fo)' () =f'(g().g'x).

3.4 Derivadas Sucessivas

Conhecendo-se uma fungdo f derivavel em um determinado intervalo, entdo f’ que

é a sua derivada, se possuir derivada definida neste mesmo intervalo, podemos calcular a

derivada de f'.

Definigdo. Seja f uma fungdo derivavel. Se f’ também for derivavel, entdo a sua derivada é

chamada derivada segunda de f e é representada por f".

Se f'" é uma funcdo derivavel, sua derivada, representada por f'”’(x), € chamada

derivada terceira de f(x).

A derivada de ordem n de f, representada por £ (%), é obtida derivando-se a derivada de

ordemn — 1 def.



20

4.0 MAXIMO E MINIMO DE FUNCOES

Ao ter contato com uma regra que determina uma funcéo, e tenhamos possibilidade
de visualizarmos o grafico que a representa, ou tenhamos acesso apenas a este,
perceberemos que diversos sdo os graficos de fungBes que possuem caracteristicas
diferentes para determinados intervalos. Em alguns possui caracteristica crescente até um
determinado ponto, onde a partir dele comeca a decrescer até atingir um valor minimo de
onde o grafico volta a crescer novamente. Esse processo pode ocorrer por diversos
intervalos nos quais entre dois maximos havera sempre a interposi¢cdo de um minimo. O
Célculo Diferencial nos proporciona, conforme veremos, determinados critérios para a
determinacdo desses maximos ou minimos sem que haja a necessidade visual do grafico
que representa a funcao.

Definiremos a seguir quando uma funcéo é crescente, decrescente ou constante.
Definicdo: Seja f uma funcédo definida em um intervalo [a, b], e sejam X; e X, pertencentes
ala, b].

I. fécrescente em [a, b] se f(x;) < f(x2) quando x; < Xa.
Il. fé decrescente em [a, b] se f(x1) > f(x;) quando X; < X

[11. f é constante em [a, b] se f(x;) = f(x;) se x; # x, para todo X; e Xy,

I. Fungio Crescente II. Fun¢do Decrescente II. Fungio Constante
¥ y = f(x) y y=f=) 7 ¥ = f{x)
fix,) flzzy) fxz)
- 5
(B ' I
by A Nt -
I i X ' ' [
1 1 . 1 ] . | L 5
X, #q i X, Xq X X, g H

4.1 Méaximos e Minimos Relativos

Apresentaremos a condi¢do necessaria para que uma funcdo possua um extremo
relativo em um determinado ponto. Consideremos uma funcdo f e seja ¢ pertencente ao
D(f). Para que f venha ter um extremo relativo no ponto ¢ deve-se ter:

f'(c) = 0ou f'(c) ndo existe (I)
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Quando (I) ocorre, o ponto ¢ é chamado de ponto critico. Assim a condi¢do para
que uma funcdo venha a possuir um extremo relativo é necessario que ela possua um ponto
critico.

Sabemos que em um intervalo de uma funcdo podera ocorrer a presenca de diversos
valores maximos e minimos, os quais sd0 chamados de méaximos e minimos relativos. E de
facil interpretacdo que entre os minimos relativos de um intervalo, existe um de menor
minimo, o qual é denominado de minimo absoluto. Assim também entre 0s Maximos
relativos de um intervalo existe um que possui 0 maior maximo, que € chamado de

maximo absoluto.
4.2 Maximo e Minimo Absoluto

Apresentaremos em seguida a definicdo formal de méximos e minimos de uma
funcéo.
Definicdo: Dizemos que f(c) é o maximo absoluto da fungéo f, se c pertence ao dominio
de f e f(c) = f(x) para todo x pertencente ao dominio de f.
Definicéo: Dizemos que f(c) é o minimo absoluto da funcéo f se c pertence ao dominio de
f, e f(c) < f(x) para todo x pertencente ao dominio de f.

As figuras seguintes ilustram as duas defini¢Ges anteriores.

Lidximo absolato ) Mhlinimo absoluto fic)
¥ ¥

|
/ir\ fe)
|

I
1
1
1
]
c

o o--—
o b—-—---
o ol S——
R

]

! |
|
| 1
1 |
| |
| 1
a h I
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4.3 Definigdo Analitica

Apresentaremos as defini¢cdes anteriores, no entanto serdo direcionadas para o
ponto de vista analitico.
Ao termos o valor X = X, corresponderd a um maximo para a funcéo y = f(x), se

forem verificadas simultaneamente as duas desigualdades:

f(xo + h) - f(x,) < O
f(xo — h) - f(x,) < O

0 Ep+h TE

Figura 4.3 - Gréfico referente a definicéo analitica de maximo

As desigualdades exprimem de maneira analitica, que qualquer ordenada
correspondente a um ponto localizado na vizinhanga de Xg, € inferior a ordenada relativa ao
ponto Xo.

A definicdo de minimo possui processo andlogo, diremos que o valor X

corresponde um minimo para a fungdo y = f(x), quando forem satisfeitas as duas relacdes.

f(xo + h) - f(xg) > 0
f(xo — h) - f(xo) > 0

Hp-h Hyp Ep+h B

Figura 4.4 - Grafico referente a definicao analitica de minimo.
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As desigualdades anteriores mostram de maneira analitica, que as ordenadas dos
pontos situados na vizinhangca do ponto X, Sdo sempre superiores a ordenada
correspondente ao ponto Xo.

Conforme foi mencionado anteriormente, apresentaremos os critérios que o Célculo
Diferencial disponibiliza para a determinagdo de extremos de uma fungdo. Na verdade
estes critérios sdo teoremas que iremos enuncia-los.

Teorema I. Seja f uma funcdo continua num intervalo fechado [a, b] que possui derivada

em todo o ponto do intervalo (a, b), exceto possivelmente num ponto c.

I.  Se f'(x) > 0paratodo x < ce f'(x) < 0 para todo x > c, entdo ftem um
méaximo relativo em c.
Il. Se f'(x) < 0paratodo x < c e f'(x) > 0 para todo X > c, entdo f tem um

minimo relativo em c.

Teorema Il. Seja f uma funcdo derivavel num intervalo (a, b) e ¢ um ponto critico de f

neste intervalo, isto é, f'(c) = 0, com a < c <b. Se f admite a derivada f" em (a, b), temos:

. Sef'(c) <0, ftem um valor maximo relativo em c.

1.  Sef”(c) > 0, ftem um valor minimo relativo em c.

Os teoremas | e Il sdo respectivamente conhecidos como critério de derivada

primeira e critério de derivada segunda para a determinacdo de extremos de uma funcéo.
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12 Aplicagéo. Calcular, entre todos os triangulos retangulos de hipotenusa a conhecida, o

de area maxima.

Consideremos o seguinte triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos x e y.

Pelo Teorema de Pitagoras temos que:
a? = x? + y?, dai segue que:
y = —Va? — x2 (ndoconvém) ou y = Vaz— x2 (l)
Da matematica elementar sabemos que a area de um triangulo é dada por:

b.h
A=—.

Assim o tridngulo acima possui area igual a:

Fazendo A = f(x)

.X.+a%z — x2

f(x) =

N =

Calculemos f'(x).

f'(x) =% [1. a2 — x% + X.% (a2 - XZ)_%.(—ZX)] =
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1 2 2_22
f'(x) = = .| Va2 — x2 — X—z = f’(X):i

2 az— x 2.Va? — x2

Agora, fazemos f'(x) = 0, segue que

a? — 2x? av2
ff(x) = ———==0 > 2x*=a? = x=-——— (ndoconvém) ou
a2 — x2 2
a2
X = > (ID

Substituindo (1) em (1), obtemos:

Observe que x = y. Calculando " (x) obtemos

Caxvai 2L .(az — 2x%). (—Zx)]

2 22 — x2

|
[ aZ — x2

f”(X) —

N| =

1 |—4a%x + 4x3 + a’x — 2x3
f''(x) = > [

3

(a2 —x2)2
—3a’x + 2x3
Fr(x) = T
2(a%2 — x2)2

Calculando f''(x) para quando x = az—ﬁ temos

_223V2 2a*V2
f’,<aﬁ)_ 352 T
2 ] 3
2(2_2_322
a 7
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Entdo,
£ (%) <0 = x= % é um ponto de maximo.

Portanto concluimos que o triangulo retangulo de hipotenusa a de area maxima € o
triangulo retdngulo isdsceles, e possui area igual a

2

Atriéngulo = Z

22 Aplicacdo. Entre todos os retangulos inscritos em um circulo de raio dado R, qual é o de

area maxima?

Consideremos o circulo de raio R, em que esta inscrito o retangulo de lados x e y

b |

Pelo Teorema de Pitagoras temos que:

2

. X y 2z y? . )
R? = (—) + (—) > R?=- + 7 > v= —+/4R2 — x2 (ndo convém) ou

S

y= J4RZ — x2 (I)
Areténgulo = b.h =x \/m'

Fazendo Aretanguio = f(X) temos:

f(x) = x.4/4R? — x2
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Calculando f’(x), obtemos

2

4R? — 2x?
f’(X)=\/4R2—X2—X— = f’(x)z—x

4R? —x2 4R? — x?
Agora, fazendo f'(x) = 0, segue que:
% =0 = 4R?2-2x2=0 = x=—Rv2 (nioconvém) ou
x =Rv2 (D)
Substituindo (1) em (1), temos:
y = RV2.

Calculando "' (x), obtemos

2 992y (_
Cax ,—4R2—X2—%.(4R 2x%). (—2x)

113 _ 4‘R2 - X2
f"(x) = IR — 2 =
. —16R*x + 4x3 + 4R?x — 2x° . —12R?x + 2x°
f"(x) = 3 = f'(x)= 3
(4R2 — x2)2 (4R2 — x2)2
Calculando "’ (x) quando x = Rv/2, tmos
—12R3V2 + 4R3V2 8R3V2
/(RV2) = ; P(RVZ) =~
(2R?)z 2R3/2
f’(RV2) = —4

Logo, f”(Rv2) <0
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Assim x = Rv/2 é um ponto de méaximo, logo o retangulo de area méaxima inscrito em um
circulo de raio R é um quadrado cuja area é
— 2
Aquadrado = 2R

32 Aplicacdo. Inscrever em uma esfera de raio R o cilindro que possui area lateral maxima.

Consideremos a sec¢do meridiana seguinte:

N

T
2R

L
— 2r —

Pelo Teorema de Pitagoras temos que

(2R)2=(2r)%+y? = y= —Z.Jﬁ (ndo convém) ou y = 2.4/ R2% — r2
Sabemos que a area lateral do cilindro é dada por:
A =2nar.h,ondeh=y
Assim A = 4nr .vVR2 — 12, fazendo A = f(r) temos:
f(r) = 4nr .vVRZ — 12, derivando f(r) segue que:

1 1
f'(r) = 4m.yR%2 —r2 + 4nr.§ .(R2=1r?®)"2,(-2r) =

4m. (R? — r?) — 4mr?
£/(r) = 5
RZ _ rZ
4mR? — 8mr?

RZ_rZ

f'(r) =
Agora, fazendo f'(r) = 0 segue que

41tR? — 8mr? ) X 2 .
f'(r) = ? =0 = 4mR*-8mr*=0 = r= —R7 (ndo convém) ou
—r

V2
— R—
r 2



29

Observe que, R =r.4/2 ey = 2.VR? — r2, dai temos que y = 2r.

Calculando " (r), obtemos:

1
—16mr.VRZ —r2 — (4nR? — 81‘[1‘2).%. (R? —r?)72.(=2r)

f'"(r) = RT 1z =
—16mR?r + 16mr? + 4nR?r — 8mr3
f"(r) = 3 =
(R —r?)2
., —12mR?r + 8mr3
f"(r) = 3
(R? —r2)2
Calculando f"(r) quando r = Rg, temos
3
V2 V2
—12nR%.R—5- + 8m.( R+~
V2 " 2 " 2 V2 —47R32
£ R7 = 3 = f"|\R—|=—75—
2

- () 5

V2\ —4nR3V16 V2
= f" R7 =T = f” RT = —16m

Observe que:
f”<R£><O = r=RE
2 2
é ponto de maximo, portanto o cilindro de area lateral maxima inscrito em uma esfera de
raio R, possui o didmetro da base igual a altura, ou seja, é um cilindro equilatero, cuja area
lateral méxima é igual a:

2
V2 V2
A=4m.R—. R2—<R7> = A= 2mR?



30

42 Aplicacdo. Inscrever em uma esfera de raio R o cone de area lateral maxima.

Consideremos a sec¢do meridiana seguinte.

T

2R

L

N o

s
.
P
i
T
7
£
|—

Pela semelhanca de tridngulos temos que:

r 2R-—-x
—=— = r = —y2Rx —x? (ndo convém) ou r = +/ 2Rx — x?
E ainda,

gZ=x?>+r?> = g=—V2Rx (ndoconvém) ou g = V2Rx
Sabemos que a area lateral do cone € dada por:

A=mrg = A=m.Y2Rx—x?.V2Rx =

A = 1./4R2x2 — 2Rx3

Fazendo A = f(x) temos

fx)=m .\/4R2x2 — 2Rx3

Calculemos f'(x).
1 1
f'(x) = ST (4R?x? — 2Rx3)72.(8R?x — 6Rx?) =

1. (4R%x — 3Rx?)
V4R2x2 — 2Rx3

£'(x) =

Agora, fazendo f'(x) = 0, segue que

1. (4R%x — 3Rx?)
f'(x) = =0 = Rx.(4R-3x)=0 =
V4R2x2 — 2Rx3

x =0 (ndo convém) ou x = gR
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Calculando f” (x), obtemos
fII(X) —

1
m(4R? — 6Rx). V4R2x2 — 2Rx3 — m(4R?x — 3RX2).%. (4R?x2 — 2Rx3)72. (8R?x — 6Rx?)
B 4R2x2 — 2Rx3

m(4R? — 6Rx). (4R?x? — 2Rx3) — m(4R?x — 3Rx?). (4R?*x — 3Rx?)
= "(x) = =

3
(4R2x? — 2Rx3)2
m(—8R3x3 + 3R%x*)

fII(X) —

3
(4R?x% — 2Rx3)2

Calculando f"'(x) para quando x = ER, temos

4R\ 4R
3 2
Ay T _sR (3) + 3R (3)]
f (§R)— 3
4R\2 4R
2 —
4R (%) —2r(3) ]
r 3 4
o s 2SOR
£ (5 R) = 3 =
16R? 64R3]Z
2 _
[4R 2R ]
. —512R6+256R6] . 256R6]
4 27 27 4 Y
' (3R) = = = f(3R) =
192R* — 128R4]Z 64R*|Z
27 27
- 256R6] 7
4 2 4 31v3
T P i LA
3 512R® 3 2
813

Entéo,
f G R) <0 = x= ER é ponto de maximo.

Portanto o cone de area lateral maxima inscrito em uma esfera de raio R possui altura

igual a:
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E a area lateral m&xima do cone é igual a:

4R\? 4R\3 81mR%V/3
e fe (B () 42

52 Aplicacdo. Inscrever em um circulo de raio R, o retangulo de perimetro maximo.

Consideremos a seguinte figura:

Pelo Teorema de Pitagoras temos que:
(2R)2=x%2+y? = y= —J4RZ —x2 (nio convém) ou y = Jarz —x2
Chamando o perimetro do retangulo de 2p, temos:
2p=2x+2y = 2p=2x+2.44R?>—x?

Fazendo 2p = f(x) entdo

f(x) = 2x + 2.4/4R? — x?

Calculando f’(x), obtemos

1 1 1
f'(x) =2+ 2.5. (4R? —x®)"2.(-2x) = f'x)=2-2x.(4R?-x*)"2 =

£(x0) = 2 2x
X) =2 —F/—=
4R2 — x?
Agora, fazendo f'(x) = 0 segue que
2X
f'fx) =2—————==0 = 2{J4R2—-x2-2x=0 = +4R2—x2=x >

4R? — x?
4R? —x? =x%* = 2x*=4R?> x=—RV2 (nioconvém) ou x =RvV2

Calculando agora o valor de y.

y = J4R2 ~(RV2)’ > y=RVZ



Observe que y = x. Calculando f"' (x), obtemos
1
f'(x) = 2 — 2x(4R? — x?)2

f"(x) = — [2. (4R% — XZ)_% + 2x. (— %) .(4R% — Xz)_%. (—Zx)] =

2 2x° 2. (4R? — x?) + 2x°
£(x) = - = 3] S g = [RUR )
(4R2 —x2)2  (4R? —x2)2 (4R% —x2)2
" 8R?
f'x) = ————
(4R? — x?)2
Calculando f”’ (x) quando x = Rv/2 temos
8R? 8R?
" (RV2) = - ;= PRV =-—3 =
(4R2 - (RV2)")? (2R?)2
8R2 2v/2
£ R\/E - _ = f" R\/i __-Y=
(VD) = = F(RVD) = -

Entéo,
f”(RvV2) < 0, logo Rv2 é um ponto de maximo.
Assim o retangulo de perimetro méximo inscrito em um circulo é o quadrado de lados

iguais a Rv/2. E possui perimetro maximo igual a:

2p = 2RVZ + 2.J4R2 ~(RV2)’ = 2p=4RV2.

33

=



34

62 Aplicagdo. Calcular a altura do cilindro de revolugéo inscrito em uma esfera de raio R e

possuindo area lateral maxima.

Consideremos a seguinte sec¢do meridiana:

e

T
ER// "
s
g/
— x —

Pelo Teorema de Pitagoras temos que:
(ZR)Z = X2 + h2 = h — —1/4R2 — XZ (nﬁo Convém) ou h — /4R2 — X2 (I)

Por hipotese temos que a area lateral do cilindro € maxima, assim nos limitaremos em
calcular a altura do mesmo.
Sabemos que a area lateral do cilindro é dada por:

A = 2mtr. h, assim

X
A= 21'[5.\/4R2 —x2 = A=mx+V4R%2 —-x2
Fazendo A = f(x) temos:

f(x) = mx./4R?% — x2

Calculando f'(x), obtemos
1 1
f'(x) = m.v4R% — x2 + X5 (4R? — x?)72.(—2x)

1. (4R? — x?) — nx? 4mR? — 2mx?
f'(x) = =2 f'(X) =—
4R? — x? 4R? — x?

Agora, fazendo f'(x) = 0, segue que
4mR? — 2mx? ) )
f'(x) =————————=0 = 4nR*-2mx* =0
4R2 — x2

= x=—RvV2 (ndoconvém) ou x = RvV2(Il)

Substituindo (1) em (1), temos que:

h=+v4R2—-2R2 = h=RV2.
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Portanto o cilindro de revolugéo de &rea lateral méaxima inscrito em uma esfera de raio R

possui altura igual a Rv2.

72 Aplicacd@o. Um fio de comprimento | é cortado em dois pedagos. Com um deles se fara
um circulo e com o outro um quadrado. Como devemaos cortar o fio a fim de que a soma
das duas areas compreendidas pelas figuras seja minima.

Sejam x e | - x os comprimentos dos dois pedacos do fio.

1° Caso: Consideremos o quadrado e o circulo seguinte:

X
4
2
4
Comprimento do circulo=c=1-x.

Tomamos x como sendo o perimetro do quadrado, e | — x como o comprimento do circulo.
Assim:

Temos também que:

l—x
21

c=2nr > l—x=2nmr = r=

Dai, podemos obter A,

l—X)Z A 12 — 2Ix + x?
@ = ee—
2T 2 4m

Az =‘I‘[I‘2 = A2:T[<

Somamos A; e A,, temos:

x?2 12 —=2lx+x* mx®+4+41>-8Ix+4x* (4 +m)x?—8Ilx+ 41>
Av+A, =—+ = =
16 41t 161 161

(4 + m)x? — 8Ix + 412
16t

A1+A2:
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Fazendo A; + A, = f(x), temos:

(4 + m)x? — 8Ix + 412

f(x) =
() 16m
Calculando f"(x), obtemos
, 2(4+ m)x — 8l . (4 + m)x — 41
f'(x) = Ton =3 f(x)——81T
Agora, fazendo f'(x) = 0 segue que
) (4 +m)x — 41 41
PR =% =0 = x=%
Calculando "' (x), obtemos
n+4
fII —
(x) e

Como f"(x) > 0 paratodo x entdo, quando x = % temos que
f"(x) >0 = x= %é um ponto de minimo.

2° Caso: Consideremos ainda o quadrado e o circulo, e seja l — x 0 perimetro do

quadrado, e x 0 comprimento do circulo.

Ju

Temos que:

A [? — 2Ix + x?
3 16

Como,

X
c=2nmr = X=2mr = r=—,
2T
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Dali,
XZ
A4 = E
Somamos A; com A,.
At AL = lz—ZlX+X2+X2 N A4 A - (4 + m)x? — 2mix + ml?
3T 16 4mt 3T 16m
Fazendo A; + A, = f(x) temos que:
4 + m)x? — 2mlx + ml?
() = ( )
16T
Calculando f’(x) obtemos
2(4+ m)x — 2ml 4+ m)x —ml
f'(x) = ( ) > f'(x) = L
l6m 8m
Agora, fazendo f'(x) = 0 segue que
(4+1T)X—1Tl_0 . ol
81 B X= 4+ 1
Calculando f"' (x), obtemos
44+
fll —
() =——

Como " (x) > 0 para todo x, entdo quando x = % temos que

l ., ;.
£ (;—n) >0 = x=-—éum ponto de minimo.

Do 1° e 2° casos concluimos que podemos cortar o fio em pedacos do seguinte
comprimento:

4] il
441 € 441

Para que possamos encontrar a soma minima das areas das figuras.
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6.0 CONCLUSAO

O desenvolvimento do trabalho que ora concluimos, possibilitou, além dos
conhecimentos adquiridos, conviver com um ambiente diferente dos, na maioria das vezes,
vivenciados em salas de aulas na atualidade. Em particular, as aulas de Caélculo séo
conduzidas pela grande maioria dos professores, com rarissimas excecOes, de forma
extremamente tradicional, restringindo-se as defini¢cbes, algumas demonstracbes e
resolucdo de exercicios. Importante destacar que, ndo estamos desmerecendo nem
criticando os procedimentos profissionais dos professores que assim se procedem
metodologicamente, ndo s6 no ensino do Célculo, bem como de qualquer outra disciplina.
Todos sdo bons professores, cada um da sua forma. Estamos apenas constatando a pratica
de um modelo de ensino que precisa ser refletido por quem ensina e por quem é ensinado.

Acreditamos que uma abordagem historica, através de fatos, personagens e datas
que marcaram a evolucdo de determinado tema, € sempre bem vinda ao ambiente de
ensino. Selecionar, mostrar e desenvolver em determinados momentos, exemplos que
tornam evidentes a aplicacdo de uma definicdo, um teorema, ou mesmo uma técnica de
derivacdo ou integracao, pode se transformar num momento magico para quem ensina e
para quem aprende.

E essa, a nossa discreta contribuicdo por intermédio de algumas aplicacdes de

“Maximos e Minimos” na obtencdo de areas de figuras planas
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